Parte 11 - Aula 4
Laboratério de informatica
Conceitos basicos de programacao

Alex Abreu
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1 Listas

Além de numeros, valores Booleanos e expressdes simbolicas, uma varidvel também pode estar
atribuida a uma lista. Uma lista é uma colecdo de valores ordenados entre colchetes e separados
por virgulas.

sage: lista=[1,2,3]
sage: lista
[1, 2, 3]

Acima atribuimos a variavel 1lista a lista com 3 elementos 1, 2 e 3. Podemos recuperar os
elementos de uma lista escrevendo listal[i], onde i é a posi¢ao que queremos.

sage: listal[1]
2

Como vocé pode notar acima, o elemento da posi¢do 1 da lista é o 2. Isso porque em programagcao
o primeiro niimero é o 0.

sage: lista[0]
1

Podemos acessar o tltimo elemento de uma lista do seguinte modo.

sage: listal[2]
3

sage: listal[-1]
3
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Listas podem conter qualquer tipo de elemento, até outras listas.

sage: listal=[1,3,True, x"2-2%x, [4,’texto’]]
sage: listal

[1, 3, True, x"2 - 2*x, [4, ’texto’]]

sage: listal[0]

1

sage: listal[2]
True

sage: listal[3]
x"2 - 2x%x

sage: listal [4]
[4, >texto’]

sage: listal[4][1]
texto

Podemos somar duas listas usando o comando +. Este comando cria uma tnica lista cujas
entradas sdo as entradas das duas listas somadas. Note que esta soma de listas nao é comutativa.

sage: lista2=[1,2,3]
sage: lista3=[4,5,6]
sage: lista2+lista3
(1, 2, 3, 4, 5, 6]
sage: lista3+lista2
(4, 5, 6, 1, 2, 3]

Podemos usar os comandos append e extend para aumentar listas. O comando append aumenta
a lista em uma entrada, enquanto que o extend. Note que estes comandos modificam a lista, em

vez de criar uma lista nova.

sage: lista2.extend(lista3)
None

sage: lista2

(1, 2, 3, 4, 5, 6]

sage: lista2.append (34)
None

sage: lista2

(1, 2, 3, 4, 5, 6, 34]

Podemos deletar entradas de uma lista com o comando del. Abaixo deletamos a primeira

entrada da lista?2.

sage: del lista2[0]
sage: lista2
(2, 3, 4, 5, 6, 34]

Podemos modificar elementos de uma lista, simplesmente atribuindo outros valores.

sage: lista2

[2, 3, 4, 5, 6, 34]
sage: lista2[1]=14
sage: lista2

[2, 14, 4, 5, 6, 34]

Podemos criar listas usando o comando range ou [a..b].

sage: range (15)
(o, +, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14]
sage: [0..14]
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(o, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14]
sage: range (4,17)

(4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16]
sage: [4..16]

(4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16]
sage: range(4,17,2)

(4, 6, 8, 10, 12, 14, 16]

sage: [4,7..19]

(4, 7, 10, 13, 16, 19]

sage: [4,7..20]

(4, 7, 10, 13, 16, 19]

sage: range(15,0,-1)

(15, 14, 13, 12, 11, 10, 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1]
sage: [15,14..0]

(15, 14, 13, 12, 11, 10, 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1,

Podemos usar o comando len para obter o comprimento de uma lista.

sage: lista3=[1,2,3,[4,5]1,[6,7]]
sage: len(lista3)
5

Também conseguimos criar sublistas a partir de uma lista.

sage: lista4=range (10)

sage: lista4

(o, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9]
sage: lista4[3:]

[3, 4, 5, 6, 7, 8, 9]

sage: lista4[:5]

(o, 1, 2, 3, 4]

sage: lista4[3:7]

[3, 4, 5, 6]

sage: lista4[::-1]

(9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1, 0]
sage: listad4[7:2:-1]

(7, 6, 5, 4, 3]

1.1 Atividades

1. Crie uma lista comecando com 19 e terminando em —3 com incrementos de —2. Qual o

comprimento dessa lista?

2. Qual o dltimo elemento da lista range(0,10°7,47)7

2 O laco for

Até agora aprendemos a resolver problemas mateméticos usando comandos do Sage. Mas, muitas
vezes, precisamos resolver um problema onde a mesma operagao é repetida varias vezes. Para isso

usamos o lago for.

sage: lista=[2,4,5,7,33]
sage: for j in lista:
el jt2

50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64

65
66
67

68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80

81
82
83



25
49
1089

Acima calculamos os quadrados de todos os elementos da lista 1lista.

Algumas observagoes sobre a sintaxe do comando for. A primeira linha sempre serd
for j in L:

onde L é uma lista e j é a varidvel que percorrera os valores da lista. A frase se traduz literalmente
em para j em L. Usualmente essa lista é uma lista da forma range(a,b). Note que precisamos dos
dois pontos no final da linha, ele indica que comegardo bloco de instrugoes.

Também ¢é importante notar a identacdo da segunda linha, ou seja a segunda linha comeca
alguns caracteres depois da primeira. Em Python, essa identagao é obrigatéria.

Vamos ver outros exemplos. Comegamos calculando 40!. Note que para calcular 100!, precisamos
multiplicar 1-2-3-4-5---40.

sage: fac=1 84
sage: for i in range(1,41): 85
fac=ixfac 86
sage: fac 87
815915283247897734345611269596115894272000000000 88
sage: factorial (40) 89
815915283247897734345611269596115894272000000000 90

No lago for acima realizamos a seguinte operagao. Para cada i de 1 a 40, multiplicamos a
varidavel fac por i, e guardamos o resultado na prépria varidvel fac. Ao fim, o valor da varidvel
fac é 40!. Vocé pode calcular o fatorial de qualquer nimero n, sé substituindo range(1,41) por
range(1l,n+1).

Vamos agora calcular a soma S, =142+ ...+ n dos n primeiros ntimeros.

sage: n=10 91
sage: soma=0 92
sage: for j in range(l,n+1): 93
- soma=soma+j 94
sage: soma 95
55 96

Se vocé lembra da férmula da soma para progressoes aritméticas, vocé sabe que

n(n—l—l).

1+24+3+...+n= 5

(Se vocé nao lembra, pergunte ao seu professor como descobrir essa férmula.) Podemos checar no
Sage.

sage: n*(n+1)/2 97
55 98

Mais ainda, podemos checar para todos os valores até n. Basta, no laco for, instruir o Sage a
mostrar as somas parciais.

sage: n=15 99
sage: soma=0 100
sage: for j in range(l,n+1): 101
et soma=soma+j 102
j, soma, jx(j+1)/2 103



9,45,45
10,55,55
11,66,66
12,78,78
13,91,91
14,105,105
15,120,120

Em cada linha do resultado acima, podemos ver o valor de j, da soma 1+ 2+ ...+ j e da

5o J(+1)
expressao —5—.

2.1 Atividades
1. Defina Q, = 12+ 23 + 32 +... +n?2.

(a) Calcule Q1, Q2, @3, Qu, Q239 € Q397
(b) Seja f(z) = ax® + bx? + cx + d. Encontre a, b, ¢ e d tais que f(1) = Q1, f(2) = Qa,
fB)=Qse f(4) = Q.
(c) Verifique que f(239) = Q239 e f(1397) = Q1307
(d) Verifique que f(n) = @, para todo n < 100.
(e) Use o comando factor em f(x).
2. Encontre a férmula fechada para a soma dos cubos C,, = 13 4+ 23 + ... + n3. Aqui a funcdo

f terd grau 4. Vocé consegue encontrar uma relacdo entre a soma dos cubos C),, a soma
S,=1+2+...+n.

3. Encontre a férmula para a soma dos n primeiros ntimeros impares I, =1 +3+5+7+ ...+

(2n+1).

4. A sequéncia de Fibonacci é definida por F; =1, Fy, =1e F,41 = F, + F,,_1 para todon > 2.
Os primeiros termos sao 1,1,2,3,5,8,13,21,.... Encontre o milésimo termo da sequéncia de
Fibonacci.

3 O laco while

Na diltima se¢do, vimos como repetir uma mesma operagao n vezes. Mas muitas vezes, queremos
repetir a mesma operagao até que determinada condigcdo seja satisfeita, ou seja, ndo sabemos a
principio quantas vezes devem ser repetidas a operagdo. Para isso usamos o lago while (cuja
tradugao é enquanto). Por exemplo, vamos recalcular S,, =1+ 2+ ...+ n usando while.

sage: n=30 104
sage: j=1 105
sage: soma=0 106
sage: while j<=n: 107
R soma=soma+] 108
e j=j+1 109



sage: soma
465

Algumas observagoes sobre a sintaxe do comando for. A primeira linha sempre serd
while P:
onde P é uma expressao com valor booleano que depende de outras varidveis. Acima, os comandos

soma=somatj
j=i+1

sao repetidos enquanto o valor de j for menor ou igual que n. Note que com o comando while
podemos criar um lago infinito. Tente compilar o cédigo abaixo.

sage: j=0

sage: while j>=0:
..... j"2
..... j=j+1

O que acontece?

Até agora apenas vimos como usar o laco while como um substituto do lago for. Mas o laco
while é um pouco mais versatil. Por exemplo, vamos tentar encontrar o primeiro nimero n tal que
S,, é maior ou igual que 10°.

sage: j=0

sage: soma=0

sage: while soma<10°5:
cee j=j+1

cee soma=soma+]

sage: j
447

sage: soma
100128

’ . . .z 5 . z
No cédigo acima, enquanto a varidavel soma for menor que 10°, o Sage continuard aumentando
jJ em 1 e somando a variavel soma.

3.1 Atividades

1. Considere a soma parcial H, = % + % + % +...+ % da série harmonica. Encontre o primeiro
n tal que H,, > 10.

4 O Algoritmo de Euclides

O méximo divisor comum entre dois inteiros positivos a e b é o maior inteiro positivo d, tal que a e
b sejam multiplos de d, usualmente escrevemos mdc(a,b). Nesta se¢do vamos aprender o algoritmo
de Euclides que calcula o mdc(a, b).

O algoritmo de Euclides foi descrito na obra Os Elementos de Euclides (por volta de 300 A.C.).
Ele é baseado na seguinte observacao, se a = ¢gb + r (aqui ¢ é o quociente e r é o resto da divisao
de a por b) entdo vale mdc(a,b) = mde(b, ). Mais ainda, se a é multiplo de b, entdo mdc(a,b) = b.

Vamos entao calcular o M.D.C entre 1450431 e 354312. Para isso, realizamos divisoes sucessivas.
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1450431 =4 - 354312 + 33183
354312 =10 - 33183 + 22482
33183 =1 - 22482 + 10701
22482 =2 - 10701 4 1080

10701 =9 - 1080 + 981 (1)
1080 =1 - 981 + 99
981 =9 - 99 + 90
99 =1-90+9
90 =10-9+0

Da primeira linha, descobrimos que mdc(1450431,354312) = mdc(354312,33183), da segunda
linhas, vemos quemdc(354312,33183) = mdc(33183,22482) e assim por diante até mdc(90,9) = 9,
j& que 90 é multiplo de 9. Portando mdc(1450431, 35431,2) = 9.

Podemos repetir as contas acima no Sage (lembre dos comandos // e % da primeira aula).

sage: a=1450431 121
sage: b=354312 122
sage: ril=ajb 123
sage: ri 124
33183 125
sage: r2=bjril 126
sage: r2 127
22482 128
sage: r3=riljr2 129
sage: r3 130
10701 131
sage: r4=r2/r3 132
sage: r4 133
1080 134
sage: r5=r3Jr4 135
sage: rb 136
981 137
sage: r6=r4’rb 138
sage: r6 139
99 140
sage: r7=r5%r6 141
sage: r7 142
90 143
sage: r8=r6ir7 144
sage: r8 145
9 146
sage: r9=r7%r8 147
sage: r9 148
0 149

Como r9 é igual a 0, é porque o M.D.C. é r8, que é 9. Vamos agora aprender a automatizar este
processo. Em cada passo, temos trés variaveis, o dividendo, o divisor e o resto. Vamos chamaélos de
rl, r2 e r3. Quando passamos para o passo seguinte, substituimos ri=r2, r2=r3 e r3 vira o resto
da divisado de r2 por r3.

sage: a=1450431 150
sage: b=354312 151
sage: rl=a 152
sage: r2=b 153



sage: r3=ajb

sage: while r3>0:
e rl,r2,r3=r2,r3,r2%r3
e rli,r2,r3
354312,33183,22482
33183,22482,10701
22482,10701,1080
10701,1080,981
1080,981,99

981,99,90

99,90,9

90,9,0

Compare os resultados acima com os da Equagao .

4.1 Atividades
1. Prove que se a = gb + r entdo mdc(a,b) = mde(a, 7).
2. Prove que se a é miltiplo de b entdo mdc(a, b) = b.
Por que o algoritmo de Euclides sempre termina?
Calcule mdc (1099, 525) a mao, pelo algoritmo de Euclides.
Calcule mdc(9506112,4183179).

&S vk W

O Sage ja tem um comando que calcula o M.D.C. de dois nimeros. Este comando é gcd.
Calcule gcd(9506112,4183179).

5 Condicionais

Algumas vezes gostariamos de realizar uma operacdo apenas se determinada condicdo for satis-
feita. Para isso usamos o condicional if, else (cuja tradugdo é se, caso contrdrio). A sintaxe do
condicional é da seguinte forma.

if condicgdo:
instrucdes

else:
outras instrugdes

Por exemplo.

sage: n=40
sage: if n>30:
ceas u=n-1
..... else
..... u=n+1
sage: u

39

Trocando o valor de n para 20 (vocé nao precisa reescrever o cédigo, s6 substituir o valor de n).

sage: n=20
sage: if n>30:
cee u=n-1
..... else
..... u=n+1
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sage: u
21

No primeiro caso, como 40 > 30 é verdadeiro, entdo o Sage realizou a instrucdo u=n-1. No
segundo caso, como 20 > 30 é falso, ele realizou a instrugdo u=n+1.

Claro que nos exemplos acima, se soubermos o valor de n nés mesmos poderiamos escolher a
instrucao a ser realizada. Mas quando termos que fazer esta escolha vérias vezes dentro de um lago,
temos que usar o condicional.

Vamos resolver o seguinte problema. Comegamos com o nuimero 1331 escrito numa folha de
papel. A cada minuto, apagamos o nimero x da folha e escrevemos um novo nimero no lugar. Se
z for par, escrevemos no lugar de z o nimero /2. Se x for impar, escrevemos no lugar de x o
numero x + 11. Depois de 100 minutos, qual nimero estard escrito na folha?

Podemos escrever os casos iniciais abaixo.

1331 — 1342 — 671 — 682 — 341 — 352 — - --

Nosso algoritmo no Sage fica assim.

sage: a=1331

sage: for i in range (100):
ceat if a%2==0:

cee a=a/2

e else:

cee a=a+11

..... a

sage: a

11

Em cada passo, subsitituimos a varidavel a por a/2 ou a+11 dependendo se a é impar ou nao.
Por fim, encontramos 11, que é o nimero que estard escrito na folha ao final de 100 minutos.

Como outro exemplo, podemos pensar no seguinte problema. Considere os quadrados perfeitos
12,2232, ...,1002. Na secdo 2 aprendemos a calcular a soma dos n primeiros quadrados perfeitos.
Mas, e se quisermos somar s6 aqueles que terminam em 17 Podemos fazer isso com o seguinte
codigo.

sage: soma=0

sage: for j in range(1l, 101):
et if j~2%10==1:

cee soma=soma+j "2
sage: soma

66820

No cédigo acima, para cada j na lista 1,2, ..., 100, checamos se j2 deixa resto 1 por 10, ou seja,
se seu ultimo digito é 1. Se sim, acrescentamos j2 a soma, caso contrario, ndo fazemos nada. No
fim vemos que o resultado é 66820.

5.1 Atividades

1. Encontre a soma de todos os niimeros menores que 1000 que sdo multiplos de 3 ou 5.

2. Encontre a soma de todos os nimeros de Fibonacci pares menores que um milhéo.

6 O método da bissecao

Nesta secdo vamos aprender a encontrar raizes aproximadas de uma funcdo f. Na verdade, ja
sabemos fazer isso com o comando find_roots, mas vamos aprender a criar nosso proprio método.
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Esse método é chamado método da bise¢ao. Seja f: R — R uma fung¢ao real continua. Suponha
que existam a e b tais que f(a) < 0e f(b) > 0. Pelo teorema do valor intermedidrio, existe d € (a, b)
tal que f(d) =0.

Vamos fazer um exemplo. Tome f = 2?2 + 2 — 20 * log(x).

sage: f(x)=x"2+x-20*1log(x) 187
sage: plot(f,1,10) 188
Graphics object consisting of 1 graphics primitive 189

Esbogando o gréfico de f, vemos que f tem uma raiz entre 4 e 6. De fato, f(4) < 0e f(6) > 0.

sage: £(4.0) 190
-7.72588722239781 191
sage: £(6.0) 192
6.16481061543890 193
sage: plot(f,4,6) 194
Graphics object consisting of 1 graphics primitive 195

Vamos calcular f(5).

sage: £(5.0) 196
-2.18875824868201 197

Como f(5) < 0, vemos que a raiz tem que estar depois do 5, entdo substituimos o 4 por 5. E
olhamos para o intervalo (5, 6).

sage: plot(f,5,6) 198
Graphics object consisting of 1 graphics primitive 199

De novo, vamos calcular f(5.5).

sage: f£(5.5) 200
1.65503815523149 201

como f(5,5) > 0, vemos que a raiz tem que estar antes de 5.5. Olhamos para o intervalo (5, 5.5).

sage: plot(f,5,5.5) 202
Graphics object consisting of 1 graphics primitive 203

Podemos continuar assim, cada vez olhando para o ponto médio do intervalo. Até encontrarmos
um intervalo pequeno o suficiente onde esteja a raiz.

Vamos agora entender como é o processo. Em cada passo possuimos dois niimeros a e b com
f(a) <0e f(b) >0, tomamos ¢ = “E e calculamos f(c). Se f(c) < 0, entdo a raiz estd no intervalo
(¢,b), ou seja, substituimos a por c¢. Se f(c) > 0, entdo a raiz estd no intervalo (a,c), ou seja,

substituimos b por c.

sage: f(x)=x"2+x-20x1log(x) 204
sage: a=4.0 205
sage: b=6.0 206
sage: c=(a+b)/2 207
sage: while abs(£f(c))>0.0000000001: 208
if £(c)<o0: 209
ot a=c 210
R else: 211
et b=c 212
c=(a+b) /2 213
sage: c, f(c) 214
(5.29541397799039, 9.81437153768638e-11) 215
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sage: find_root (f(x) ,4,6) 216
5.29541397798 217

Nosso procedimento acima encontrou um ponto ¢ = 5.29541397799039 tal que f(c) ~ 9.8-10~1!
que é bem perto de 0. Comparado com o comando find_root, sé esta diferente o tltimo algarismo.
Se vocé quiser, pode trocar o 0.0000000001 por 0 mesmo. Mas pode ser que demore muito o
algoritmo.

6.1 Atividades

1. Refaca a atividade 1 da se¢do 2 da aula 3 usando o método da bissecéo

7 Definindo comandos

Até agora aprendemos varios comandos no Sage, desde comandos para esbogar gréaficos, a comandos
para criar listas. Nesta se¢ao, vamos aprender a definir nossos préprios comandos. Abaixo, criamos
um comando simples.

sage: def soma_um(n): 218
el return n+l1 219

Nosso comando tem como argumento um nimero (ou expressao simbdlica) n e retorna a soma de
7 com um.

sage: soma_um(5) 220
6 221
sage: soma_um(45.32) 222
46.3200000000000 223
sage: soma_um(pi) 224
pi + 1 225
sage: soma_um(x"2+3%*x) 226
x"2 + 3*%x + 1 227

Note que se vocé tentar aplicar o comando soma_um a algo que ndo seja um nimero (ou expressao
simbdlica) obtemos um erro.

sage: soma_um([2,3])

Note que um comando pode ter mais de um argumento.

sage: def soma_produto(a,b): 228
cee return a+b+axb 229
sage: soma_produto (4,5) 230
29 231
sage: y=var(’y’) 232
sage: soma_produto(x,y) 233
X¥y + X + y 234
sage: soma_produto (pi,h4) 235
5xpi + 4 236

Nossos comandos podem ser mais complicados. Por exemplo, abaixou definimos um comando
que calcula o n-ésimo nimero de Fibonacci.

sage: def fibo(mn): 237
cee a=1; 238
e b=1; 239
ceat for i in range(n-2): 240
a,b=b,a+b 241
R return b 242
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sage: fibo (1) ,fibo(2) ,fibo(3) ,fibo(4) ,fibo(5) ,fibo (6)

(1,

1, 2, 3, 5, 8)

sage: fibo (200)
280571172992510140037611932413038677189525

Em geral, para definirmos um comando, usamos a sintaxe:

def nome(argumentos) :

7.1

instrucgdes
return resultado

atividades

Defina o comando mdc(a,b) que calcula o M.D.C. de dois niimeros interos positivos a e b.

Defina o comando raiz_bissecao(f,a,b) que encontra uma raiz aproximada da funcdo f
no intervalo (a, b).

Defina o comando e_par(a) que retorna True se a for par, e False se a for impar.

Defina comandos soma(n), soma_quadrados(n) e soma_cubos(n) que retornam, respectiva-
mente, a soma dos n primeiros ntimeros, dos n primeiros quadrados e dos n primeiros cubos.
Verifique que soma_cubos (n)==soma(n) ~2.

. Defina o comando maximo (L) que retorna o maior nimero da lista L. Compare com max (L)

. Seja * uma operacdo dada por a x b = ab + a + b. Numa folha de papel estdo escritos os

nimeros de 1 a 100. A cada minuto Joaozinho escolhe quaisquer dois nimeros a e b escritos
na folha, apaga esses niimeros e escreve a x b na folha. Ao final de 99 minutos sé existe um
dnico nimero escrito na folha.

(a) Prove que x é comutativa e associativa. Use o comando soma_produto definido acima
para provar a associatividade.

(b) Quantos e quais sdo os possiveis ntimeros escritos na folha ao final dos 99 minutos?
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245
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Criando listas

Criar uma lista de 0 a b
Criar uma lista de ¢ a b

Criar uma lista de a a b em incrementos de ¢

range(a+1) ou [0..a]
range(a,b+1) ou [a..b]

range(a,b+1,c) ou [a, atc..b] ou

[a..b, step=c]

Comandos para a lista L

Acessando o i-ésimo elemento

Acessando o ultimo elemento

Deletar o i-ésimo elemento

Comprimento

Concatenar com a lista L2

Sublista comecando no i-ésimo elemento
Sublista terminando no j — 1-ésimo elemento
Sublista comegando no i-ésimo elemento e
terminando no j — 1-ésimo elemento
Sublista comecando no i 4+ 1-ésimo elemento e
terminando no j-ésimo elemento em ordem
reversa

L[i]
L[-1]
del L[i]
len(L)
L+L2
L[i:]
L[:j]

L[i:j]

L[j:i:-1]

Lacos e condicionais

Realizar instrucao para todo j numa lista L
Realizar instrucao enquanto condig¢do P é
verdadeira

Realizar instrugdo A se condic¢do P for
verdadeira, caso contrario realizar instrucao B

for j in L
while P:
if P:

A
else:

Definindo comandos

Definir o comando comando com argumentos
a_l,...,ak

def comando(a_1,...,a_k):

Tabela 1: Comandos para listas
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