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Maximos e Minimos

Em certos casos, podemos usar a derivada segunda para saber a natureza do
ponto critico, como mostra a proposicao a seguir.

Teste da Derivada Segunda para Extremos Relativos
Seja y = f(x) uma funcio duas vezes derivavel no intervalo aberto / contendo
¢ € dom(f) tal que f'(c) = 0.
(a) Se f”(c) > 0, entdo f tem um minimo relativo em c.
(b) Se f’(c) < 0, entdo f tem um méaximo relativo em c.

(

(c) Se f”(c) = 0 nada podemos afirmar.

O teste da derivada segunda embora mais facil de ser aplicado se torna
inconclusivo caso ocorra o item (c). Assim devemos recorrer ao teste da derivada
primeira. Observe ainda que o teste da derivada segunda s6 pode ser aplicado nos

nimeros criticos cuja derivada no ponto seja zero!

N

GANO00145 29 de maio de 2025 /18

Mat. Eco. | (GAN)



Maximos e Minimos

f(x)=x3-6x  dom(f)=R

f'(x) =3x®>—6 = nlmeros criticos: x=—v2 e x =/2
f'(x)=6x = f"(—V2)=-6v2e f'(vV2) =6V2

Teste da Derivada Segunda

. x = /2 é um minimo relativo de f, f(\/ﬁ) = —4+/2 é um valor minimo
relativo de f e (v/2, f(v/2)) é um ponto de minimo relativo de f;

. X = —+/2 é um méaximo relativo de f, f(—\/§) = 4+/2 é um valor méaximo
relativo de f e (—v/2, f(—+/2)) é um ponto de maximo relativo de f.
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Maximos e Minimos

Exemplo
g(x)=3x*-8x3+6x2+2 dom(g)=R

g'(x) =12x3 —24x> +12x = nlmeros criticos: x=0¢e x=1
g'(x)=36x>—48x+12 = g"(0)=12¢e g"(1)=0
Teste da Derivada Segunda

. x =0 é um minimo relativo de g, g(0) = 2 é um valor minimo relativo de g
e (0,2) é um ponto de minimo relativo de g.

Teste da Derivada Primeira

. x =1 n3o é extremo relativo de g.
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Maximos e Minimos

h(x) =3xvx —2  dom(h) =R

4x — 6
h(x) = X2 = nimeros criticos:  x = 3/2 e x=2
/i 27
4x — 12
h'(x) = ﬁ h"(3/2) = 6v/1024

Teste da Derivada Segunda
. x = 3/2 é um minimo relativo de h, h(3/2) = —9/2+/2 é um valor minimo
relativo de h e (3/2,h(3/2)) é um ponto de minimo relativo de h.
Teste da Derivada Primeira

. x = 2 n3o é extremo relativo de h.
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Maximos e Minimos

Exemplo

f(x) =x2¢"  dom(f) =R
f(x) = (2x +3x*)e = nimeros criticos: x =0 e x = ¢/—2/3

F/(x) = (24183 + 9x0)e” = F'(0)=2 e f'(y/—2/3) = —6e /3
Teste da Derivada Segunda

. x =0 é um minimo relativo de f, £(0) = 0 é um valor minimo relativo de f e
(0,0) é um ponto de minimo relativo de f;

. x = ¢/—2/3 é um méaximo relativo de f, f(3/—2/3) = 3/4/9¢72/3 é um
valor maximo relativo de f e (¢/—2/3,f(/—2/3)) é um ponto de maximo

relativo de f.
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Maximos e Minimos

Exemplo
Inx
glx)=—~  dom(g) = (0, +00)
, 1—Inx , .
g'(x) = 2 = nlmeros criticos: x =e
2Inx —
=5 s gl =1

Teste da Derivada Segunda

. x = e é um maximo relativo de g, g(e) = 1/e é um valor maximo relativo de
g e (e, 1/e) é um ponto de méaximo relativo de g.

v
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Maximos e Minimos

Uma funcdo y = f(x) possui um maximo absoluto em ¢ € dom(f) quando

f(x) < f(c) para todo x € dom(f). Analogamente, dizemos que f possui um
minimo absoluto em ¢ € dom(f) quando f(c) < f(x) para todo x € dom(f). Os
maximos e minimos absolutos de f sdo chamados de extremos absolutos.

N3o é uma tarefa facil encontrar ponto de maximos e minimos absolutos. A
proposicdo a seguir nos garante que em alguns tipos de intervalos esses extremos
absolutos existem.

Existéncia de Extremos Absolutos

Se f : [a, b] — R é uma fun¢3o continua em [a, b], entdo existem maximo e
minimo absolutos de f.
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Maximos e Minimos

Como todo extremo absoluto é um extremo relativo, é claro que os candidatos a
extremos absolutos sdo os niimeros criticos e os extremos do dominio (quando
estes existirem). J& sabendo a existéncia dos extremos absolutos, temos um
método de localiza-los em func¢des f continuas em intervalos [a, b]. Basta seguir
os seguintes passos:

1) encontre os niimeros criticos em (a, b);
2) calcule f nos nimeros criticos e nas extremidades a e b;

3) o maior e o menor valor encontrado no item 2 s3o, respectivamente, o valor
méximo e o valor minimo absoluto de f em [a, b].
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Maximos e Minimos

f(x) =2x3+3x? —12x — 7 em [-3,0] = existem méximo e minimo absolutos
f'(x) = 6x2+6x—12 = nlmeros criticos em (—3,0) : x = —2

Candidatos a maximo e minimo absolutos de 7 em [—3,0]:

x=-3,x=-2ex=0 = f(-3)=2, f(-2)=13 e f(0)=—7

. x =0 é um minimo absoluto, f(0) = —7 é o valor minimo absoluto e (0, —7)
é o ponto de minimo absoluto de f em [—3,0];
. x = —2 é um maximo absoluto, f(—2) = 13 é o valor maximo absoluto e

(—2,13) é o ponto de maximo absoluto de f em [—3,0].
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Maximos e Minimos

Exemplo

f(x) = x?/3 em [~1,2] = existem maximo e minimo absolutos

2
f'(x) = 35 = ndmeros criticos em (—1,2): x =0

Candidatos a maximo e minimo absolutos de  em [—1, 2]:

x=-1,x=0ex=2 = f(-1)=1, f(0)=0e f(2) =4
. x =0 é um minimo absoluto, f(0) = 0 é o valor minimo absoluto e (0,0) é o
ponto de minimo absoluto de f em [—1,2];

. x =2 é um méximo absoluto, f(2) = /4 & o valor maximo absoluto e
(2,V/4) é o ponto de méaximo absoluto de f em [—1,2].
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Maximos e Minimos

X : L. s
f(x) = ——— em [0,3] = existem maximo e minimo absolutos
x2+1

—x?+1
(@ T 1P

Candidatos a maximo e minimo absolutos de  em [0, 3]:

f'(x) =

= ndmeros criticos em (0,3): x =1

x=0,x=1lex=3 = f(0)=0, f(1)=1/2 e £(3)=3/10
. x =0 é um minimo absoluto, f(0) = 0 é o valor minimo absoluto e (0,0) é o
ponto de minimo absoluto de f em [0, 3];

. x =1 é um méaximo absoluto, f(1) = 1/2 é o valor maximo absoluto e
(1,1/2) é o ponto de maximo absoluto de f em [0, 3].
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Maximos e Minimos

Em outra ocasides podemos garantir a existéncia de maximos e minimos absolutos
como indica a proposicdo a seguir.

Existéncia de Extremos Absolutos

Seja y = f(x) uma funcdo continua no intervalo /. Se f tem um (nico extremo
relativo em [, ent3o esse extremo é absoluto de f em /.
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Maximos e Minimos

F(x) = X2 + 1X—6 em (0, -+00)

16
f'(x) =2x— = = nimeros criticos em (0, +-00) : x =2
x

Teste da Derivada Primeira

. x =2 é um minimo relativo de f, f(2) = 12 é um valor minimo relativo de f
e (2,12) é um ponto de minimo relativo de f

Unico extremo relativo neste intervalo = x = 2 é um minimo absoluto,

f(2) = 12 é o valor minimo absoluto e (2,12) é o ponto de minimo absoluto de

em (0, 4+00).

(2,12) é apenas um minimo relativo de f em R\ {0} pois Iing f(x) = —oc0
x—0—
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Maximos e Minimos

f(x)=2x+ g +2em (—o0,0)

8
f'(x)=2- Rl nimeros criticos em (—o00,0) : x = —2

Teste da Derivada Primeira

. x = —2 & um maximo relativo de f, f(—2) = —6 é um valor maximo relativo
de f e (—2,—6) é um ponto de maximo relativo de f

Unico extremo relativo neste intervalo = x = —2 é um méximo absoluto,
f(—2) = —6 é o valor méximo absoluto e (—2, —6) é o ponto de maximo absoluto
de f em (—00,0).
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Maximos e Minimos

2
f(x) = w1 " (—1,400)

242
f'(x) = ();:—1)); = ndmeros criticos em (—1,+00): x =0

Teste da Derivada Primeira

. x =0 é um minimo relativo de f, f(0) = 0 é um valor minimo relativo de f e
(0,0) é um ponto de minimo relativo de f

Unico extremo relativo neste intervalo = x = 0 é um minimo absoluto,
f(0) = 0 é o valor minimo absoluto e (0,0) é o ponto de minimo absoluto de f
em (—1,+00).
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Funcdo Gaussiana

A funcdo
1 2
f(x) = Ee 2
é tal que
. dom(f) =R;

. f é crescente em (—o0,0) e decrescente em (0, +00);
. x =0 é um méaximo absoluto e f(0) = 0,4 é o valor maximo absoluto de f;

. f tem concavidade para cima em (—o0,—1) U (1, 400) e para baixo em
(_17 1);
. (=1,f(-1)) e (1,7(1)) sdo pontos de inflexdo de f;

. ¥y =0 é uma assintota horizontal de f e ndo tem assintotas verticais.

Exercicio: verifique todas essas afirmacdes.
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Funcdo Gaussiana

Mais geralmente, dada uma amostra onde o é o desvio padrao e p é a média, a
funcao densidade de probabilidade normal é dada pela funcdo

1 x=m)?
f(x) = ———e 22

oV 2w

que serd estudada com mais detalhes num curso de estatistica basica.
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