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1. . lcule L7 [ ————— ).
(a) (0.5 ponto) Calcule £ ((52 T 4)>
Resolugao:

S (LS R S G N S (R DA
£ ((52+1)(52+4) =38 (@) ~35 @) = s~ geen®)
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(b) (0.5 ponto) Calcule £ <(52 T 4)>
Resolugao:

e () =4 () 20

= U(t — 2n) (;sen(t —om) — %sen(% - 4@) = U(t —2) (;sen(t) - ésen(?t))

(¢) (2.0 pontos) Resolva a seguinte equagdo diferencial usando transformada de Laplace:

y" + 4y =sen(t)U(t — 27), y(0) =1, y'(0) = 0.
Resolugao: Observe que L(sen(t)U (t—27)) = L(sen(t—2m)U(t—27)) = e 2™ L(sent)(s) = %
Usando isso e o fato que L(y")(s) = s2Y (s) — sy(0) — v/(0) = s%Y(s) — s, escrevemos a equagio
como
—27s

9 e
(s +4)Y(s)—s= 21

)

ou seja,
6727rs s

(s2+1)(52+4)+32+4'

Aplicando £~! e usando o item anterior obtemos

Y(s) =

y(t) =U(t — 2m) <§sen(t) - ésen(Qt)) + cos(2t) .

2. (a) (0.5 ponto) Mostre que L~ (( ! 3 ) =te 3,
Resolugao: Primeira forma: L(te™3t) = L(t)(s + 3) = (é+3)2
Segunda forma: L(te™®!) = — L L(e73) = -4 (lerS) = W'
Terceira forma: L1 (W) =Lt (ﬁ) * L1 (@) =e Hxe 3 = fot e 3Te 3 3Tdr =
e 3t fot dr = e 3%




(b) (1.5 ponto) Resolva a seguinte equagao integro-diferencial usando transformada de Laplace:

y'(t) + 6y(t) + 9/O y(r)dr =1, y(0)=0.

Resolugao: Observe que L( fo (T)dr) = L((y x1)(t)) = L(y(t))L(1) = Yis). Usando isso e o fato
que L(y')(s) = sY(s) —y(0) = sY( ), escrevemos a equagao como

9 1

64+ -)Y(s)=—

(s+6+-)Y(s) = -,
ou seja,
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Y(s)= = .
() s2+6s+9 (s+3)?

Aplicando £~! e usando o item anterior obtemos y(t) = te=3.

3. (2.5 pontos) Encontre uma solugéo nao nula da equagio y” — xy = 1 em série de poténcias em torno de
o — 0.
Resolucao: O ponto zp = 0 é um ponto ordindrio da equagdo acima, assim escrevemos y(t) =
> g anz™. Usando o fato que y”(t) = 37, n(n — 1)a,z" 2 e substituindo na equagio, temos

o0
g n(n — Dayz"” —xE anx”
n=2

ou seja,
oo
g n(n — Dayz" g an®
n=2

Fazendo & = n — 2 na primeira série e k =n + 1 na segunda7 obtemos

Zk+2 k:—i—la;ng Zak 12k
k=0

ou seja,

202 + Y {(k+2)(k+ Dapsa — ap_1}a" =

k=1
ualando os coeficientes de mesma poténcia obtemos as = = e a relacdo de recorréncia a9 = i~
Igualand ficientes d t bt ) lagao d +2 = GFS0TD
parak = 1,2, .... Como queremos uma tnica solucao da equacao e as relagoes obtidas nao impoe restrigoes

sobre ag e a1, podemos supd-los nulos. Pela relacao de recorréncia concluimos que 0 = ag = ag = ag =
O=a1=a4=a7y=..,¢e

4. Seja n um inteiro positivo.

(a) (1.5 ponto) Determine a série de Taylor de f(z) = 2™ em torno do ponto zg = 1 e determine o seu
raio de convergéncia.
Resolugao: Como f*)(z) = n(n —1)...(n — k + 1)z " para k = 0,1,2,....,n, e f*)(z) = 0 para
k > n, a série de Taylor de f em torno de x¢p = 1 é dada por

— M1 “nn—1)..(n—k+1 n n!
;0 k!()(x—l)kzz ( )k(! )(x_l)k:];)k!(n—k)!(z_l)k'

k=0

O raio de convergéncia é R = oo porque a série é finita. (Todos os alunos receberam 0.5 ponto
referente ao calculo desse raio devido ao erro de impressao apresentado na prova.)
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(b) (1.0 ponto) Mostre que 2" = kzz;) W=

Resolugao: Como f é analftica, sabemos que f é dada pela sua férmula de Taylor, ou seja,

(*)
flz) =37, ! kk!(l) (x —1)¥ e, como R = oo, essa féormula vale para todo 2 € R. Em particular,

§ < (1) I nl
2 =f<2>22m<)1k:,§mk>r

k=0



