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1. (2.0 pontos) Encontre uma solu¢ao nao constante da equacao (z — 1)y” — 3y’ = 0 em série de poténcias

em torno de xy = 0.
Resolugao: Como 0 é um ponto ordindrio, escreveremos a solucao como y(z) = Y oo apa™. Assim,

Y (z) =" naz" 1ty (z) =307 ,n(n — 1)a,z""? e temos

oo
(x—l)Zn(n—lan Znangc =0,
n=2
ou seja,
o0 o0 oo
Zn(nfl an® Z (n—Dapz™~ onan:r”*I:O,
n=2 n=2 n=1

Fazendo k = n — 1 na segunda série e kK = n nas outras duas, obtemos

ik k—1) akm i kE+1) kaka Zkakx =0,
k=2 k=1

Observando que Y o, k(k — agz® 1 = S°72  k(k — D)agz®~! (pois k(k — 1) = 0 para k = 1), e

escrevendo a equagao numa Unica série vemos que

Z{(k —2)ay — (k+ Dagy 2"t =0.
k=1
Igualando termo a termo a zero, apy1 = ﬁHak para k =1,2,..., 0o que nos da
0 1 2
agz—%, a3=§a2:0, a4:Za3:0, a5:ga4:0, etc.

A série entao tem a forma
ai
y(x) = ap + a1x — 5
Como queremos uma solugéo nao constante, temos que escolher a; # 1.

. (2.0 pontos) Resolva a seguinte equagao diferencial usando transformada de Laplace:
y' —y=sen(t), y(0)=0.

Resolugao: Usando os fatos que L(y')(s) = sY(s) — y(0) = sY(s) e L(sent) = Sz—i_l, escrevemos a
equagao como

(s = DY (s) = 55—

ou seja,



Observando que

1 L1 1s+1 11 1 s 11
(s—1)(s2+1) 2s—1 2s2+1 2s5—1 2s2+1 25241
e aplicando £~ a ambos lados da equacio obtemos
1 1 1
y(t) = iet - isent - §cost.
3. (a) (1.0 ponto) Mostre que L(t"e) = #
Resolugao: Primeira forma:
dn d’n,
L(et) = (~1)" T L(e™)(s) = (~1)" (s — )"
=(=1)"(-=D"nl(s —a)"" ' = (=1)*nl(s —a)"" ' =nl(s—a)"".

Segunda forma: Como L(t") = J‘%, vemos que L(t"e®) = L(t")(s —a) = o

(b) (2.0 pontos) Resolva a seguinte equacao diferencial usando transformada de Laplace:

y' =2y +y=e', y(0)=0,y

(0) = 5.

Resolugao: Usando os fatos que E( "(s) = sY(s) — y(0) = sY(s), L(y")(s) = s2Y (s) — sy(0) —

y'(0) = %Y (s) —5e L(e') =

(s =25 +1)Y(s) =5 =

ou seja,
1 5

escrevemos a equa(;ao como

Y(s) =

obtemos
t2 t

y(t) = 5 + 5te.

4. Decida se as séries abaixo sao convergentes ou divergentes:

o0 n

2
(a) (1.0 ponto) Z 37(71 +1)2.
n=0
Resolugao: Fazendo a,, = §—Z(n +1)2, observamos que

|ani| 2" 3" (n+2)* 2
la,| 27 3t (n+1)2 3

lanta]
lan]
> 2”cos(n2)
(b) (1.0 ponto) Z 3
n=0
Resolugao: Observe que como |cos(n?)| < 1, temos

n=0

Logo, lim,, s

(n+1)%

2"cos(n2

Sn

TL

Go1F o1

onde usamos também a identidade s? —2s+ 1 = (s — 1)?. Aplicando £7!

1+2/n>2

1+1/n

£ < 1 e a série converge pelo critério da razao.

ZS— n+1

e usando o item anterior

2"cos(n?
e a série # n + 1)2 converge absolutamente. O resultado entdo segue do fato que
Z g g q

n=0
convergeéncia absoluta implica convergéncia.

(¢) (1.0 ponto) E n~le l/n,
n=1
1

Resolugao: Como e” é uma fungao crescente e — > —1 para todo n = 1,2,.., vemos que

(o] o0
E nle /> et g n! = .
n=1

e >e L. Logo,

n=1

Assim, a série diverge.



