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Aula 10

Trigonometria

Metas

Nesta aula vamos relembrar o teorema de Pitagoras, introduzir e aplicar as importantes
razBes trigonomeétricas, obtidas a partir dos lados de um tridangulo retangulo.

Objetivos

Ao final desta aula vocé deve:

e conhecer e aplicar as razdes trigonométricas seno, cosseno e tangente;

e conhecer relagdes importantes entre as razdes trigonométricas;

e resolver equacdes e inequacdes trigonométricas;

e conhecer as leis dos senos e dos cossenos;
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Introducéo a Trigonometria

A palavra Trigonometria tem origem grega e seu significado esta ligado as
medidas de um tridngulo (trigonos: tridngulo e metrein: medidas). E a area da
Matematica onde se estuda as relagcfes existentes entre os lados e os angulos de um
triangulo. Ela surgiu devido as necessidades da Astronomia, para calcular o tempo e se
desenvolveu na Geografia e Navegacdo. Os estudos iniciais estdo relacionados aos
povos babildnicos e egipcios, sendo desenvolvidos pelos gregos e indianos. Através da
pratica, conseguiram criar situacdes de medicdo de distancias inacessiveis. Hiparco de
Niceia , que viveu em cerca de 120 a.C , considerado o fundador da Trigonometria, foi
um astronomo grego, que introduziu a Trigonometria como ciéncia. Por meio de
estudos ele implantou as relagdes existentes entre os elementos do triangulo. O Teorema
de Pitadgoras possui papel importante no desenvolvimento dos estudos trigonométricos,
pois é através dele que desenvolvemos formulas tedricas comumente usadas nos

calculos relacionados a situagdes praticas cotidianas.

Mais tarde, por volta do século XVI, apareceu o primeiro grafico de uma funcéo
trigonométrica, a curva seno. Posteriormente ao desenvolvimento do Calculo
Diferencial e Integral, pelos cientistas Isaac Newton e Leibniz, a Trigonometria ganhou
moldes definitivos no cenério da Matematica, pois as fungdes trigonométricas estdo
associadas a fendmenos ondulatérios, sendo constantemente empregadas em outras

ciéncias, como Medicina, Engenharia, Fisica, Quimica, Biologia, entre outras.
Angulos

Um angulo é caracterizado por um par de semirretas de origem no mesmo ponto.

e O éovertice do angulo

e I e s as semirretas que
formam os lados do
angulo

e r06s 0 angulo marcado

o) pelo arco
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Também denotamos o angulo por O, usando o vértice, quando ndo ha ambiguidade,

ou marcamos o angulo e usamos uma letra (a, 6, y, ..), conforme as figuras abaixo.

Podemos medir angulos em graus (sistema sexagesimal), onde dividimos o angulo de
uma volta em 360 partes iguais e 1 grau corresponde a uma por¢do dessa diviséo.
Portanto, o angulo de uma volta em graus corresponde a 360°, meia volta 180° um
quarto de volta 90° e assim por diante. Diz-se que 0 angulo é reto se sua medida em
graus for igual a 90°, sera agudo se for menor do que 90° e sera obtuso quando for maior
do que 90°.

O grau admite dois submultiplos, o minuto definido por 1"= 61—0 e 0 segundo definido por

Elementos do Triangulo Retangulo

Todo triangulo retangulo apresenta um angulo reto e dois agudos. O triangulo
ABC da figura abaixo é retangulo em A.

B

@ Hipotenusa

Usaremos as letras maiusculas dos vértices para denotar também os angulos internos
correspondentes e as letras minusculas a,b,c para denotar os lados opostos aos angulos

AB,C, respectivamente, e também as medidas dos lados. Assim, temos A=90° e

3
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B+C=90°, pois a soma das medidas dos angulos internos de qualquer triangulo é igual a
180°. Os nomes cateto e hipotenusa sdo usados apenas nos tridngulos retangulos, no
nosso caso, a hipotenusa € a, o lado oposto ao angulo reto, e os demais lados b e ¢ séo

ditos catetos. Para os triangulos retangulos vale o importante teorema de Pitagoras:

Em todo tridangulo retdngulo, o quadrado da hipotenusa € igual & soma dos quadrados

dos catetos: a? = b? + c2.

Atividadel:
1) A hipotenusa de um triangulo retangulo é igual a 2x e os catetos 2 e vx .
Detemine a medida da hipotenusa.
2) Mostre que o Unico triangulo retdngulo cujos lados séo inteiros consecutivos
possui lados medindo 3,4 e 5.

3) Calcule as medidas dos lados de um triangulo retangulo isésceles cujo perimetro

éigual a 6v2.

Raz0es trigonométricas importantes no triangulo retangulo

Para um angulo agudo de um tridngulo retangulo, definimos as importantes razdes seno,

cosseno e tangente.

senC = 2 (Lé-se : seno de C € o cateto oposto dividido
pela hipotenusa)

cosC = s (Lé-se: cosseno de C € o cateto adjacente
c dividido pela hipotenusa)

tgC = % (Lé-se: tangente de C é o cateto oposto
dividido pelo cateto adjacente)

sen C

en
cos C

Observe que tgC =

Outras razdes importantes sdo a cossecante, secante e cotangente, onde

1 1 1
secC = — ,cossecC = —— e cotgC = —.
cosC senC tgC
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Exemplol:
1)Dé o valor de senC , cosC e tgC para o triangulo retangulo abaixo.
B
5
4
o\
A 3 c
~ LN 4 3 4
Solucdo: Pela definicéo senC =c cosC = e tgC = 3
2) Calcule senB, cosB e determine o valor de cos?B + sen®B.
4\2 c
B
4 4
A
Solucéo:
_4 2 _ 2V s? 2 — () 4 (2) =
cosB—Mz— o Se"B_4ﬁ_ > e cos“B + sen B_(z) +(2) = 1.

3)Num triangulo retangulo de hipotenusa 2v5, a soma dos catetos é 6. Calcule o
cosseno do menor angulo do triangulo.

Solucgdo: Vamos denotar um cateto por x e 0 outro sera 6-x, ja que, por hipdtese, a soma
dos catetos é 6. Pelo teorema de Pitagoras, segue que (2v5)% = x? + (6 —x)? &
20=x2+36—12x+x>? ©20=2x> —12x+36 © 2x? - 12x + 16 = 0 &
x2—6x+8 =0 x =20ux =4. Portanto, as dimensdes do tridngulo sdo 2,4 e
2v/5. O menor angulo a do triangulo é formado pela hipotenusa e o cateto de medida 4,

42
logo cosa = AR
Atividade2:
1) Num triangulo ABC, retangulo em A, a hipotenusa é a=25cm e cosB=0,96.
Calcule o perimetro do triangulo.
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2) Num triangulo ABC, retangulo em A, temos b=4cm e a-c=2cm. Calcule tgC,
sendo os lados a, b e ¢ opostos, respectivamente, A, Be C.

3) Calcule os valores de x e y da figura.

o]

Caro leitor, nesse ponto devemos refletir um pouco sobre as razdes introduzidas.
As seis razdes trigonométricas, seno, cosseno, tangente, cossecante, secante e
cotangente ndo dependem do “tamanho do tridngulo retangulo”; elas dependem apenas
da medida do angulo. De fato, dois tridngulos retangulos com um angulo agudo de

mesma medida sdo semelhantes.

o]

Portanto, de acordo com as figuras acima, temos por semelhanca que ai = Ci =
c’ c , a b b’ b , .
—=—-=senC =senC’ e de —=—=—=-= cosC = cosC’. Dai, segue que 0s
a a a b a a
valores da tangente, cotangente, secante e cossecante s6 dependem da medida « do
angulo.
OBS: Pela figura acima, vemos que sen(90°—a)= b_ cosa, tg(90° — a) = E_

a c

cotga , sec(90° — a) = % = cosseca , 0 que justifica 0s nomes das razbes( cosseno de a é
seno do complementar de a e assim por diante).
No exemplol exercicio 2 acima, verificamos que a soma dos quadrados do seno
e do cosseno do mesmo angulo B é igual a 1. Abaixo, vamos mostrar que, na verdade,
essa relacéo ¢ verdadeira para qualquer angulo a agudo e mais tarde vamos estendé-la a
um angulo qualquer. Considere o triangulo retangulo ABC.
6
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A

De fato, pelo teorema de Pitagoras sabemos que a® = b? + c?, mas como

b

sena =2 e cosa =-, temos que ¢ = asenae b = a cosa, logo

a’? = (acosa?) + (asena)? = a® = a’cos’a + a’sen’a =
cos’a + sen*a =1

Assim, temos a Identidade Trigonométrica Fundamental:

2

cos’a + sen*a =1

Angulos Notaveis

A) 45°
B No tridngulo retangulo isésceles ao lado, os
catetos medem 1, a hipotenusa v/2 e os angulos
agudos 45°. Logo, sen45°= % = g , €0s45°
1
= ¢ tg45°=1.
A 1 C
B)
30°e 60Q°
B
300|300 i
1 1
600 600
A c c
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Dividimos o triangulo equilatero de lado 1, tomamos a altura BH( que também é
bissetriz de B) e formamos um triangulo retangulo, cujos angulos agudos medem 30° e

60°, conforme a figura acima. De acordo com o triangulo retangulo HBC, temos que

sen30° = cos60° = L2 =1
1 2
c0s30° = sen60° = @ = ‘/2_§ ’
;
0 — 2 —y°
tg30° = V32~ 3’

tg60° = % =3.

Os valores acima séo precisos. Para os demais angulos pode-se usar alguma
identidade trigonométrica para o calculo das raz6es trigonométricas ou ainda podemos
aproximar esses valores usando ferramentas matematicas mais sofisticadas. As
calculadoras cientificas, em geral, nos ddo valores aproximados para essas raz@es.
Porém, podemos fazer aproximac@es, ainda que grosseiras, usando um transferidor e
uma régua. Observe o proximo exemplo.
Exemplo2:
Com o auxilio de uma régua e um transferidor, vamos aproximar os valores de sen25°,
C0S25° e tg25°,

Solucao:

Desenhamos com o auxilio de um transferidor um A
angulo rOs de 25°. Marcamos A em s, tal que
AO=10cm. A seguir tragamos AB perpendicularare
medimos com a régua AB=4,3cm e OB=9,1cm.
Temos, entéo :

o 4B 43 _
sen252 = 3;;‘ =3 91? =043,
c0s252 = —==>2==0,91,
ant 430 "
0 — 7 ~ 70 ~ =25°
tg25 08 =01 0,47. p a L

Exemplo3: Um observador em A vé uma torre
vertical CD sob um angulo de 30° e caminhando
até B passa a vé-la sob 40°. Dados AB=40 e a
altura do observador h=1,70m, calcule,
aproximada-mente, a altura datorre x + h e a que

distancia d ela se encontra do observador.

Suponha
sen40° = 0,64,cos40° = 0,77 e tg40° = 0,84. A aom g d C
8
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Solucdo: No triangulo retangulo B"C'D, temos tg40° = % = g.

a A s~ V3 o_CD _  x
No triangulo retangulo A"C’D, temos 5 = tg30° = T = ord Logo,

ﬁ)zﬂ

d tg40° = x e x =2 (40 + d) = d tg40° = 2 (40 + d) = d (tg40° — 2) = 2

403 . o~
=d= 31940°V3 =87,9 m. Portanto, x = d.tg40° = 73,08m e a altura da torre

¢ aproximadamente 74,8m.
Atividade3:

1) Com o auxilio de uma régua e um transferidor, aproxime os valores de sen70°,
cos70° e tg70°.

2) Num triangulo retangulo, um cateto mede 12 cm e 0 angulo oposto é de 60°.
Calcule a hipotenusa e o outro cateto. Faga um esbogo.

3) Um avido levanta v6o sob um angulo de 30°. Quando tiver percorrido meio
quilémetro, a que altura estara do solo? Faga um esboco.

4) Uma escada de 6m de comprimento esta encostada a uma parede vertical,
formando com ela um angulo de 30° graus. Calcule a distancia do pé da escada
a parede.

5) Quando o sol esta a 60° acima da linha do horizonte, qual € o comprimento da
sombra de um poste de 7,5m de altura? Aproxime o resultado em metros com

uma casa decimal.

Arcos e angulos na circunferéncia em radianos

Quando cortamos uma circunferéncia de raio r num ponto e a “desentortamos” ,
obtemos um segmento de reta cuja medida é dada pela férmula [ = 27r e essa medida
¢ chamada de comprimento da circunferéncia. Quando tomamos um arco s dessa
circunferéncia, correspondente a um angulo central @ e o ‘“desentortamos”, o

comprimento desse arco pode ser obtido por uma regra de trés simples .

Medida em graus comprimento do arco
a Ad S
s 360° © 2nr
2nra
L = :
0go, s 360
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Observe que se tomarmos a mesma abertura & com raios ry e r,, 0S

nria e s, = 2nrya
360 27 360

- - 2 ~ - 7
comprimentos de arco associados s; = sdo diferentes. Porém, note

S1 S 2na . . A . . 2na Ta
que — = = = — . Assim, associamos ao angulo a sua medida em radianos — = —,
. ry 360 360 180

ja que esse valor independe do raio. Sendo assim, obtemos as correspondéncias

Medida | 360° | 180° | 90° 2700 | 459 60° 300 1° (180)°
em i
graus =57,3°
Medida | 2m T T 3m T T L 1
2 7 4 3 6 180

em

] = (0,01745
radianos

Observe que, nesse caso, 0 comprimento de um arco da circunferéncia de raio r

e angulo central de @ radianos é dado por

s =0r.
Quando o raio é 1, o comprimento do arco s € igual ao valor do angulo

subtendido € em radianos.

Exemplo4:
1) Quantos graus mede o arco descrito por uma particula que faz um percurso de
4mm numa circunferéncia de diametro 1,6 cm?

Solucdo: Usando a unidade em centimetros, temos que 400w = 6.0,8 = 6 =

400 . .. 180
08” = 500m rad. Logo, o arco descrito em graus é igual a 500w X—=

90.000°.

2)Quantos centimetros percorre uma particula que descreve um arco de 510°
numa circunferéncia de raio 6?

Solugdo: Primeiro transformamos a medida do angulo para radianos, entdo

0 = 1’;—0 510 = 177” Logo, a particula percorre s = 6r = 17?” 6 = 17m cm.

Atividade 4:

10
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1) Calcule o comprimento do arco de uma circunferéncia de raio 2, cujo angulo
central é 30°.

2) Dé a medida em radianos dos angulos 72°, 210°, 270° e 315°.

3) Determine o valor do raio r, tal que o comprimento do arco

subtendido ao angulo de 60° seja 3.

O Circulo Trigonométrico

Considere num plano um sistema de coordenadas cartesianas xOy e uma
circunferéncia de raio unitario, com centro na origem do sistema. Nesta circunferéncia,
0 comprimento de qualquer arco é igual a medida, em radianos, do angulo central
subtendido por esse arco, pois [ =rf = 6. Veremos agora, como associar a cada
namero real & um ponto no circulo trigonométrico.

e Se 0=0 fazemos corresponder o ponto A=(1,0), origem do circulo

trigonomeétrico.

e Se 6 >0, partimos de A e percorremos um arco de comprimento 6 no circulo

trigonométrico, no sentido anti-horério.

e Se 6 <0, partimos de A e percorremos um arco de comprimento | 8 | no circulo

trigonométrico, no sentido horario.

&
SIE]
EYE
o
w
ME]
El
~nN
3
w
3

Observe que ha percursos que podem dar mais de uma volta na circunferéncia.
Os arcos 0 e 6 + 2km, k € Z , sdo ditos congruentes (ou cdngruos), pois séo
representados no mesmo ponto do circulo trigonométrico. Nesse caso, |k| € o
namero de voltas a mais e o sinal de k o sentido das voltas, isto &, k >0 indica o
sentido anti-horéario para as voltas, enquanto k<0 indica o horario. Quando 6 >0,

fazer um percurso de comprimento 6 é percorrer um arco de 6 radianos(rad)

11



Matematica Basica aulalo Cristiane Argento
- lon moutinho

sobre o circulo trigopnométrico no sentido anti-horério e para 8 < 0, o arco tem
comprimento — 6 e € percorrido no sentido horario.

Exemplo5:
. . o A 2
1) Marque no circulo trigonométrico os angulos correspondentes a ?” e
T .
-3 radianos.

Solucéo:

2)Divida o circulo trigonométrico em 8 partes iguais, a partir de A=(1,0), e
marque o arco 8, correspondente a cada ponto divisor, para 0 < 6 < 2.

Solucao:

2n

3) Descubra o angulo congruente no intervalo [0,27r] e marque no circulo

trigonométrico.

a36m  balr =" d)-— et

Solucéo:
a) 36w = 18 x 2m, logo 367 é congruente a 0.

b) 41m = m + 40m, logo 411 é congruente a .

12
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c¢) Dividindo 83 por 4, temos 8‘?’7": 80”:3" = 20n+%”:10 N 27r+%ﬂ , logo

S?T" ¢ congruente a %” (135°).

d) 13n _ —12n-m

6 6

T 13w , T .
= —2m — %, logo - == ¢é congruente a —=. Porém, queremos o
A . 13 11 A .
angulo em [0,2], assim - —= = —2m — = + 21 — 21 = —4m + —. O &ngulo &

congruente a HT" (330°)

51n 49 +2m
€)

Dividindo 51 por 7, temos — == 7n+27" , mas 7 é impar , entéo

R 51 49T +2 2 2 9
reescrevemos assim 7" = ”7 L =7n+ 7”: 6T + T + 7” = 61 + 7”

=3 X 2w + 97” logo 517” € congruente a 97” (= 231°).

Extensao de seno e cosseno a toda a reta

A

Lado terminal

""" - A cada 6 € R, associamos um angulo no circulo

send

trigonométrico. Considerando o lado terminal do

- angulo, este tem intersecdo com o circulo trigo-

nométrico num ponto de coordenadas (x, y),

conforme a figura ao lado. Observe que para 0 <
0 < % , temos que x = cos6O e y = sen6, de acordo

com o triangulo retangulo da figura.

Agora, vamos estender as definicdes de seno e cosseno
para a reta toda usando o ponto de intersecdo entre o

lado terminal do angulo e o circulo, ou seja, define-se o

cosd ‘/ \ . A

sene

cosl = x
(a abscissa do ponto de intersecio) e

senf =y

(a ordenada do ponto de intersecio),
para todo 6 € R.
Assim, 0 cos8 sera lido no eixo Ox e 0 senf no eixo
Oy. Acabamos de definir duas importantes funcgdes, a

saber, as funcoes sen: R - Re cos: R — R.

13
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Note que os valores do seno e do cosseno sdao 0s mesmos para angulos congruentes, ja
que esses ttm o0 mesmo lado terminal, isto € cos(6 + 2km) = cosO e sen(6 + 2km) =
senf, VO € R. Além disso, o conjunto imagem do seno e do cosseno é o intervalo
[-1,1]. Denotando por P o ponto de intersecdo entre o lado terminal do angulo e o
circulo, temos 0s seguintes valores.

e cos0=1esen0 =0, cos2kr =1esen2krn = 0, pois P=(1,0), k € Z.

o COS% =0e Seng = 1, pois P=(0,1). [Marcamos 90° no sentido anti-horério.]

e cosm = —1e senm = 0, pois P=(-1,0). [Marcamos 180° no sentido anti-horario.]

3 3 .
. COS% =0e Se‘rl77r = —1, pois P=(0,-1). [Marcamos 270° no sentido anti-horério.]

e COS (— %) =0esen (— %) = —1, pois P=(0,-1). [Marcamos 90° no sentido horario.]

COS(%”) =0esen (5711) = 1, pois P=(0,1). [5- =2z+Z., portanto é congruente a ]
Além disso, temos 0s sinais do seno e do cosseno:
e cosf > 0, se P estiver no 1° ou no 4° quadrante; cosf < 0, se P estiver no 2°
ou no 3° quadrante.
e senf > 0, se P estiver no 1° ou no 2° quadrante; senf < 0, se P estiver no 3°

ou no 4° quadrante.

Identidade trigonométrica fundamental:
Aplicando o teorema de Pitagoras a um dos triangulos retangulos da figura

anterior de catetos b = |senf|, ¢ = |cosBi e hipotenusa a=1, obtemos

cos%0 + sen?6 = 1.

Essa identidade é valida para todo 6 real, mesmo para os angulos com lados terminais

sobre os eixos coordenados (verifique!).

Valores notaveis do seno e do cosseno

m 1,
cos—=—,sen— = -,
6 2
5t V3 5m
CoOS—=——,Sen— =
6 2 6
7 V3 7n 1,
c0Ss—=——,sen— = —-;
6 2 6 2
11r V3 11n 1,
c0S— = — ,sen— = —;
6 2 6 2
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Exemplo6:

1) Determine 0 seno e 0 cosseno de

Solucéo:

197
)5 =

3X2m +§ , logo cos (an) = coSs (E) =

aulal0

Cristiane Argento

lon moutinho
4 V3,
cos—=-,sen—-=—,
3 3 2
2 1 2 3,
cos—= —-,sen— = —;
3 2 3 2
41 1 41 V3,
cos—= —-,sen— = ——;
3 3 2
5 51 V3,
cos— = -,sen— = ——
3 2
2 V2,
cos—= —,sen— = —;
4 2
3n V2 3m VZ,
coOS— = ——,sen— = —;
4 2 4 2

4 2
T 2 7 2
COST— 7,56”7— 7
ay—" b)1350° €)-510°

3 2

1 sen(lgn)—sen(ﬂ)—ﬁ
3/ 3] 2

b)1350°=3% 360° + 270°, logo c0s(1350°)=c0s270°=0 e sen270°==-1.

€)-510°=-720°+210°=-2x360°+210°, logo cos( -510°)=c0s210°=

2 )Determine o sinal de

Solucéo:

a)sen232°

b)cos271°

V3
2

C)cos143°

a) 232° e um angulo do 3° quadrante, logo sen232° é negativo.

b)271° é um angulo do 4° quadrante, logo cos271° ¢ positivo.

c) 143° € um angulo do 2° quadrante, logo cos143° é negativo.

3)Resolva as equagdes em [0,27]

Solucéo:

a)senx=1

15

b)senx=0

e sen210°=— ;1

c)cosx=1/2 .



Matematica Basica aulalo Cristiane Argento
- lon moutinho

a)senx = 1 se e sO se o lado terminal do angulo no circulo trigonométrico estiver sobre
0 semieixo positivo dos y, logo x = . Assim, S = {73,

b)Senx = 0 se e s se o0 lado terminal do angulo x estiver sobre o eixo ox. Logo,

S ={0,m, 2r}.

c)Marcando no eixo 0x do circulo trigonométrico cosx = % observamos que ha dois

b

angulos em [0,27] onde cosx=1/2. S&o eles, x = %(60°) ex =2m— 3= 5?” (300°).

Atividade5:

1) Sesenx = 3/5e x é um angulo do 2° quadrante, determine cosx.
2) Determine o sinal de a)sen282°  b)cos241° c)sen148°

3) Determine o seno e o cosseno de a)l%7r b)1530° c)-%ﬂ

4) Localize os angulos no circulo trigonométrico e coloque os valores em ordem
crescente : sen70°, sen160°, sen250°, sen300°. (Nao precisa calcular os valores

exatos!)
5) Resolva as equagdes em [0,47]: @) senx = ? b)cosx = —1.
6) Calcule k, tal que senx = 1 + 4k e cosx = 1 + 2k.
7) Sesenx + cosx =1+ 3a e senx — cosx = 1 — a, calcule a.
8) Se cosx = 2senx, calcule senx.
9) Se sen’x — senx = 2cos?x, calcule cosx.

10) Dado que senx. cosx = a, calcule o valor de y = (senx + cosx)? em funcio de

a.
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