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Parte |

Introducao ao Pensamento Matematico






Nesta Parte 1 do material, faremos uso de conceitos e resultados sobre os nimeros naturatis,
inteiros, racionais, irracionais e reais que ja devem ser de conhecimento do aluno desde o Ensino

Médio. Na Parte 2, voltaremos a esses conjuntos numéricos.

e Conjuntos dos nimeros naturais
N={1,23 ..}

Note que nao iremos considerar 0 (zero) como numero natural, embora alguns autores o
facam.  Veja uma discussédo em http://editoradobrasil.com.br/portal_educacional/
fundamental2/projeto_apoema/pdf/textos_complementares/matematica/9_ano/pamd_

texto_complementarOl_conceitos_e_controversias.pdf|

e Conjunto dos nimeros inteiros

Z={0—-1,+1,-2,42,-3,+3,...}
e Conjunto dos niimeros racionais
Q= {%|a,beZ,b7&0}
e Conjunto dos nuimeros reais

R

e Multiplos e divisores

Um ndmero inteiro ndo nulo n divide um ndmero inteiro m se existe um inteiro k, tal que
m = kn. Se n divide m, m é dito multiplo de n ou, de modo equivalente, n é dito divisor de m.
Pode-se dizer também que m é divisivel por n.

e Nlmeros pares

Um ndmero inteiro n é par se for divisivel por 2, isto ¢, se existir um inteiro n’ tal que n = 2n’.

e NUlmeros impares
Um ndmero inteiro n é dito impar se 2 ndo divide n; nesse caso pode-se provar que existe um
numero inteiro n’ tal que n = 2n’ + 1.

e Nlmeros primos
Um nldmero inteiro n > 1 é primo se ele for divisivel apenas por ele mesmo e por 1.

Note que 1 ndo é primo!

e Ndlmeros primos entre si

Dois ou mais niimeros inteiros positivos sdo ditos primos entre si se 1 é o Unico divisor comum

a todos eles.


http://editoradobrasil.com.br/portal_educacional/fundamental2/projeto_apoema/pdf/textos_complementares/matematica/9_ano/pam9_texto_complementar01_conceitos_e_controversias.pdf
http://editoradobrasil.com.br/portal_educacional/fundamental2/projeto_apoema/pdf/textos_complementares/matematica/9_ano/pam9_texto_complementar01_conceitos_e_controversias.pdf
http://editoradobrasil.com.br/portal_educacional/fundamental2/projeto_apoema/pdf/textos_complementares/matematica/9_ano/pam9_texto_complementar01_conceitos_e_controversias.pdf




Capitulo 1

Conceitos basicos

1.1 Introducao

Em Matematica, os resultados devem ser expressos de forma clara, exata, sem qualquer
ambiguidade. Para que um resultado seja declarado verdadeiro, é necessdrio demonstrar tal
veracidade. Nao basta intuir ou provar que é verdadeiro para alguns casos — é necessario demonstrar

que vale pata todos os casos possiveis envolvidos no resultado.

Exemplo 1.1

Em 1620, Pierre de Fermat (1601-1665) conjecturou que niimeros da forma F,, = 2?" + 1 eram todos
primos. Com lapis e papel, ele demonstrou que F1 =3, F, =17, F3 = 257 e f4 = 65.537 eram todos
primos e isso motivou sua conjectura. No entanto, em 1732, Leonhard Euler (1707-1783) mostrou
que F5 = 22 4+ 1 = 4.294.967.297 = 671 x 6.700.417. Euler também fez uma conjectura que foi
derrubada em 1966 pelos matematicos Landers e Parkin. Euler conjecturou que, para decompor a
n—eésima poténcia de um inteiro positivo k em soma de poténcias de ordem n de nimeros inteiros
seriam necessarias pelo menos n parcelas, isto é, deveriamos ter K" = af + a% + ...+ a}, sendo
aq,a2, -, d, (ou mais parcelas). O contra-exemplo apresentado foi 144° = 27° + 84° +110° + 133°.

[Lander e Parkin| (1966)]
*"

Esses exemplos mostram que, para afirmar que um resultado é verdadeiro, é necessario

demonstrar que ele é valido para todos os casos possiveis envolvidos no enunciado do resultado.

Com esses exemplos vemos, também, que a descoberta de novos resultados em Matematica

envolve duas etapas:

e Heuristica — é o trabalho de descoberta de resultados, usando-se nossa intuicdo ou experiéncia,

simulacgdes, casos particulares. Esse trabalho leva ao estabelecimento de uma conjectura, isto

5



6 CAPITULO 1. CONCEITOS BASICOS

é, a partir dele intuimos um resultado sobre o qual temos alguma evidéncia, mas nédo a certeza,

da sua veracidade.

e Demonstracdo — consiste em um encadeamento de deducdes que comprovam, de maneira
irrefutavel, que o resultado dado na conjectura é consequéncia ldgica de resultados j& aceitos
como verdadeiros. Por outro lado, para mostrar que a conjectura é falsa, é necessario apenas

exibir um Unico exemplo em que o resultado dado néo seja valido.

Exemplo 1.2 O Ultimo Teorema de Fermat
Como exemplo de uma conjectura que se transformou em teorema, isto é, para a qual foi apresentada

uma demonstracao de sua veracidade, temos a seguinte conjectura estabelecida por Fermat em 1637:
" = = n n n .= = ; i = "
Se n > 3, entdo a equagdo x” + y" = z" ndo tem solucdes x, y, z inteiras e ndo nulas.

Apenas em 1995, mais de 350 anos depois, uma demonstracéao foi apresentada pelo matematico
inglés Andrew Wiles que, com a ajuda de outro matematico inglés, Richard Taylor, corrigiu um erro

em sua primeira demonstracao de 1993.

*»"

Exemplo 1.3 Conjectura de Goldbach
Em 1742, o matematico aleméo Christian Goldbach (1690-1742), em correspondéncia a Euler,

apresentou uma versao da conjectura
“Todo niimero par maior que 2 é a soma de dois nimeros primos.”

Essa conjectura estd em aberto e, até agora, com recursos computacionais, mostrou-se que
é vélida para todos os pares menores que 4 x 10'. Mas, como ja dito, isso ndo é suficiente para

demonstrar a veracidade da conjectura.

*»"

1.2 Frases, sentencas e sentencas abertas

Os resultados matematicos, sejam conjecturas ou resultados j& provados, devem ser
estabelecidos de forma clara, sem ambiguidades. Nesta secdo apresentamos alguns conceitos

importantes no estabelecimento de tais resultados.
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Definicdo 1.1  Frases e sentencas
Uma frase é um conjunto de palavras ou simbolos matemdticos que se relacionam para comunicar
uma ideia.

Uma sentencga, ou proposigéio, é uma frase, que pode incluir apenas simbolos matemdticos, tal que

1. apresenta-se de forma estruturada como uma orac¢éio, com sujeito, verbo e predicado;
2. é uma afirmativa declarativa, néo podendo ser nem exclamativa, nem interrogativa;

3. ela é falsa ou verdadeira, ndo havendo uma terceira possibilidade (Principio do Terceiro

Excluido);

4. ela néo pode ser falsa e verdadeira ao mesmo tempo (Principio da Néo-Contradicéo).

Iremos denotar as sentencas por letras mailsculas, embora alguns autores utilizem letras
minutsculas. [Vide |Ripoll et al, (2011).]

Exemplo 1.4

Verifique que P1, P>, P3 e P4 séo sentencas e determine se séo falsas ou verdadeiras.
(@) P1:16 <20
(b) P2 : No Brasil, até o ano de 2018, houve apenas um presidente do sexo feminino.
(c) P3:V2€N

(d) P4:x€ER,X*—-9<0=—<x<3

Solucao:

(@) ‘Lendo’ Py, temos “16 é menor que 20", que é uma sentenca, pois é frase afirmativa, que assume
apenas o valor VERDADEIRO.

(b) P, é uma sentenca que, no entanto, ndo é uma sentenca matematica. Como estamos

especificando o periodo de referéncia, a sentenca é VERDADEIRA.

(c) ‘Lendo’ Ps, temos “Raiz quadrada de 2 pertence ao conjunto dos niimeros naturais”, que é uma

sentenca, pois é frase afirmativa, que assume apenas o valor FALSO.

(d) P4 é uma sentenca matematica que se & como “x pertence ao conjunto dos reais e satisfaz
x? —9 < 0 implica que x é maior que —3 e menor que 3". Essa é uma sentenca que assume
apenas o valor VERDADEIRO

*»"
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Exemplo 1.5
Explique por que as expressdes abaixo ndo sao sentencas.
1
(@) 3 +2
3
(b) x+3=06

(c) 108 > 8197

Solugao:

(@) Néo é sentenca, pois ndo tem verbo ou predicado. Poderiamos transformar a expressdo em

senten(;a escrevendo

1 7
I B
37453

que seria uma sentenca verdadeira, ou

Wl =

que seria uma sentenca falsa.

(b) Nao é sentenga, pois, se x = 3, ela é verdadeira, mas se x = 2, ela é falsa. Logo, o Principio da

Néo Contradicdo néo é satisfeito. Para transformar em uma sentenca poderiamos fazer
dx e Ntalque x+3=06
que assumiria o valor verdadeiro, ou
Vv xeN, x+3=6
que assumiria o valor falso.

(c) Néo é sentenca, pois é uma frase interrogativa. Para transformar em sentenca, bastaria excluir

o ponto de interrogacéo e teriamos uma sentenca falsa.

*»"

Definicdo 1.2 Sentenca aberta
Uma sentenca aberta é uma frase subordinada a uma varidvel, ou objeto, sobre o qual nada se

afirma, impossibilitando a determinagéo do valor ldgico da frase.

Exemplo 1.6

Séo exemplos de sentencas abertas:

(@) x+3=6
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(b) n®+n =10

(¢) T é um quadrilatero

As duas primeiras sentencas abertas dependem de uma varidvel (x e n, respectivamente), enquanto

a terceira depende de um objeto (7).

*»"

Para explicitar a dependéncia em uma varidvel x, denotaremos a sentenca aberta por uma letra
mailscula (como antes), sequida do nome da varidvel entre parénteses. Assim, no exemplo anterior,

terlamos
Ox):x+3=06
P(n):n®>+n =10
P(T): T é um quadrilatero.

Note que ha uma certa inconsisténcia na nomenclatura “sentenca aberta”, pois, pela Definicdo
uma sentenca aberta nao é uma sentenca! No entanto, seguiremos essa terminologia amplamente

utilizada na literatura.

Nos exemplos acima, fizemos uso de simbolos matematicos que fazem parte de uma vasta
notagdo matemdtica utilizada universalmente [vide Figura 1.1 em de Morais Filho| (2004)]. Para o
uso correto de tais simbolos, apresentamos os alguns dos principais na Tabela explicando o
significado de cada um. Os simbolos 3 e V sdo chamados quantificadores existencial e universal,

respectivamente.

As letras do alfabeto grego sdo também muito utilizadas nos resultados matematicos; assim,

apresentamos este alfabeto na Tabela [A.1] do Apéndice Al

1.3 Conectivos e sentencas compostas

E possivel construir novas proposicoes ou sentencas matematicas a partir de proposicoes dadas,
utilizando-se conectivos logicos, ou simplesmente conectivos. Alguns conectivos usuais sao “néao”,

n u_n

se ... entdo”, “se e somente se”, “ou” e “e”. Essas novas proposicoes séo chamadas proposicoes

“

compostas ou moleculares e aquelas que contém apenas uma proposicdo na sua formacdo séo

chamadas proposicoes simples ou atémicas.

1.3.1 Sentencgas conjuntivas e disjuntivas

Dadas duas proposicoes P e Q, podemos formar duas novas proposicées:
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Tabela 1.1 — Notacoes e simbolos matematicos

Simbolo Como se lé Simbolo Como se lé

3 Existe pelo menos um; Existe; | 3! Existe um dnico; Existe
Existe um apenas um.

i Para todo | ou ; Tal que

= Implica que = Se e somente se; Equivalente

( no caso de proposicoes)

< Menor que ou igual a < Menor que

> Maior que ou igual a < Maior que

~ Aproximadamente igual a = Equivalente a

= E igual por definicéo € Pertence a

C Esta contido em D Contém

N Intersecéo U Unido
Entdo; Portanto; Logo + Mais ou menos

e Ndmero neperiano e 7T Ndmero pi

00 Infinito

n n

Zp(i) Somatério de p(i) em que i |_|p(i) Produtério de p(i) em que i

=1 variade 1 an =1 variade 1 an

P e Q — conjuncao das sentencas P e Q

P ou Q - disjuncao das sentencas P e Q

Em simbolos, temos

e proposicao conjuntiva: P A Q (lé-se P e Q)

e proposicao disjuntiva: PV Q (lé-se P ou Q)

Uma proposicao conjuntiva P A Q sera verdadeira se, e somente se, ambas as proposicoes P

e Q forem verdadeiras.

Uma proposicao disjuntiva P V Q serd verdadeira se, e somente se, pelo menos uma das

proposicoes P e Q for verdadeira.

Uma maneira pratica de se encontrar os valores logicos de expressées compostas é usando-se
uma tabela-verdade. Nessas tabelas, usaremos a letra V para denotar que a sentenca é verdadeira
e a letra F para denotar que a sentenca é falsa. Lembre-se que, dos Principios do Terceiro Excluido

e da Nao Contradicédo, toda proposicdo estd associada a um Unico valor légico (F ou V). Isso nos
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permite obter a sequinte tabela-verdade para proposicdes compostas conjuntiva e disjuntiva baseadas

em duas proposicdes simples:

PlO|PAQ|PVO
VIiv] v v
VIF| F v
FIV| F v
FIF| F F

Tabela 1.2 — Tabela-verdade da conjuncéo e disjuncéo de 2 sentencas

Quando duas sentencas compostas P(Ry,Ry,--- ,Rx) e O(Ry, Ry, -+, Rx) possuem a mesma

tabela-verdade, elas sdo ditas equivalentes e escreve-se

PR\, Ry, -+ \Re)=0O(R1, R, -+ - Rk)

1.3.2 Sentencas condicionais e implicativas

Uma sentenca condicional é uma sentenca composta
Se P, entdo O.
formada por duas sentencas P e Q ligadas pelo conectivo “Se ...entdo", de modo que Q pode ser

deduzida de P sempre que se admitir a ocorréncia de P.

Uma sentencga implicativa é uma sentenca composta

P=0

_ 7 _ _ _ _ . e u D ~ ”
e podemos ver que é apenas uma outra forma de escrever uma sentenca condicional “Se P entao Q.

Exemplo 1.7
Na forma “Se n é um nimero inteiro divisivel por 10, entdo n é um nlimero par” temos uma sentenca

condicional composta pelas sentencas

P : n é um ndmero inteiro divisivel por 10

Q: n é um ndmero par.

Mas se escrevemos “n é um numero inteiro divisivel por 10 = n é um ndmero par”, temos uma

sentenca implicativa, que transmite exatamente o mesmo resultado.

*»
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1.4 Negacao de sentencas

A negacdo de uma sentenca P é a sentenca “ndo P", que representamos por =P (ou ~ P).
Saber negar uma sentenca matematica serd importante na demonstracdo de teoremas por reducao

ao absurdo, que veremos no préximo capitulo.

Do Principio da Nao-Contradicao, resulta o seguinte:

P é verdadeira = - P ¢é falsa

=P é verdadeira = P ¢é falsa

E valido também o principio da dupla negacao, ou seja:

~(-P)= P

Usando esses resultados, vamos ver, agora, como formular a negacao de sentencas disjuntivas
com o uso de tabela-verdade dada na Tabela[T.3] Analisando a primeira linha, temos:
P Verdadeira

= (P V Q) Verdadeira = —(P V Q) Falsa
O Verdadeira

P Verdadeira = - P Falsa s (P A -0) Falsa
O Verdadeira = - Q Falsa

De maneira analoga, completam-se as outras linhas a partir das suposicoes sobre P e Q.

PlO|PVO|=(PVQ)|-P|-0]|-PA-0
viv] v F F|F F
VIF| v F Fl v F
Flv] v F V| F F
FIF| F Y Y v

Tabela 1.3 — Tabela-verdade da negacédo da conjuncéao

Para a negacao de sentencas conjuntivas, veja a Tabela Para a segunda linha, por exemplo,

temos

P Verdadeira

= (P A Q) Falsa = =(P A Q) Verdadeira
Q Falsa

P Verdadeira = - P Falsa
a a c . c o (—|I3 v —|Q) Verdadeira
O Falsa = =0 Verdadeira
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PlO|PAQ|=(PAQ)|-P|-0]|-PV-0
VIiv] v F F|F F
VIF| F Vv Y v
Flv] F % V| F Y
FIF| F % V|V Y

Tabela 1.4 — Tabela-verdade da negacgédo da conjuncao

De maneira analoga, completam-se as outras linhas a partir das suposicdes sobre P e Q.

Comparando a quarta e a sétima colunas de cada uma das Tabelas[T.3]e[1.4] concluimos =(PV Q)
e =P A=Q tém a mesma tabela-verdade, assim como =(PA Q) e =PV =Q e isso nos leva as chamadas

Leis de De Morgan da Légica:

~(PVQ)=-PA-0Q

~(PAQ)=-PV -0

que podem ser lidas como

“a negacéo da disjuncéo de duas sentencas é a conjuncao das negacodes destas sentencas”

“a negacao da conjuncao de duas sentencas é a disjuncao das negacoes destas sentencas”.

Consideremos, agora, uma sentenga implicativa P = Q. A veracidade de tal sentenca significa
que todo elemento que satisfaz P também satisfaz Q. Assim, a negacao da sentenca implicativa

P = Q é “existe (pelo menos) um elemento que satisfaz P e nédo satisfaz Q, que se escreve como

=(P=0Q)=PA-0 (1.1)

Com relacdo ao quantificador existencial, consideremos a sentenca
Ix e U | P(x) vale.

Sua negacéo é
Vx € U] P(x) ndo vale

e a negacao da sentenca com o quantificador universal

Vx e U| P(x) vale.

o~

Ix € U| P(x) néo vale.

Vemos, assim, que a negacao transforma o quantificador existencial em universal e o quantificador

universal em existencial.
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1.5 Axiomas, teoremas, lemas e corolarios

As sentencas matematicas verdadeiras podem ser nomeadas axiomas (ou postulados) e

teoremas.

Um axioma ou postulado é uma sentenca matematica aceita como verdadeira, sem ser

necessaria sua demonstracdo. Em geral, axiomas formam a base de uma teoria.

Exemplo 1.8

e Postulados de Euclides da Geometria Plana

1. Pode-se tracar uma Unica reta passando por dois pontos distintos quaisquer.
2. Pode-se prolongar um segmento de reta indefinidamente para formar uma reta.

3. Dados um ponto A e um segmento de reta r quaisquer, sempre é possivel construir um

circulo centrado em A com raio igual ao comprimento de r.
4. Todos os angulos retos sdo congruentes.

5. Por um ponto A fora de uma reta dada r, pode-se tracar uma Unica reta paralela a reta

dada r.

e Axiomas de Kolmogorov da Teoria de Probabilidade

*»"

Em principio, um teorema é uma sentenca matematica para a qual existe uma demonstracéo

que garante sua veracidade. Tal sentenca pode ser condicional
Se P entéo Q

ou implicativa
P = 0.

Em ambos os casos, a sentenca PP é a hipotese e Q é a tese, ou seja, o resultado a ser provado ou

demonstrado.

Nem sempre um teorema é apresentado nessas formas, mas, em geral, é possivel reescrevé-lo
em um delas.
Exemplo 1.9

Teorema: Todo ndmero inteiro multiplo de 5 termina em 0 ou 5.

Mesmo nessa forma é possivel identificar a hipotese (todo niimero inteiro multiplo de 5) e a tese

(termina em 0 ou 5) e reescrever o teorema como

Se um numero inteiro é multiplo de 5, entdo ele termina em 0 ou 5.
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ou ainda
Seja n um ndmero inteiro. Se né multiplo de 5, entéo n termina em 0 ou 5.

*»"

Exemplo 1.10

Teorema: O conjunto dos nimeros primos é infinito.
A formulacao deste teorema constitui-se apenas em um conclusdo, mas podertamos escrever
Se X é o conjunto dos ntimeros primos, entdo X é infinito.

o que deixa claro qual é a hipétese (X é o conjunto dos niimeros primos) e qual é a tese (X é infinito).

Alguns teoremas podem ser chamados por outros nomes, como explicitado a sequir.
Corolario é um teorema obtido como consequéncia de um outro teorema recém-provado.

Lema é um teorema usado Para provar um outro teorema que Lhe SLIC@C'(—.‘, sendo assim, um

resultado auxiliar ou preparatério.

Proposicdo é um teorema que ndo é central no contexto e tem importancia menor. (Néo

confunda com o conceito de proposigao dado na Definicéo [T.1])

Podemos ver que essa nomenclatura expressa uma sequéncia légica na demonstracdo de

teoremas.

Lema = Teorema = Corolario

1.6 Condicao necessaria ou suficiente

As sentencas implicativas do tipo P = Q podem ser apresentadas de maneiras diferentes,
utilizando-se as expressbdes “condicdo necessaria” e “condicdo suficiente”. Consideremos, entdo, a

sentenca P = Q.

e Como P implica Q, resulta que P é condicao suficiente para Q, ou seja, basta que P seja valida

para que Q também seja vélida.

e Como Q é valida sempre que P o for, entdo Q é condicao necessaria para P.

Exemplo 1.11
Vamos considerar um exemplo ndo matematico para ajudar a entender bem o significado das palavras

necessaria e suficiente no contexto dos teoremas matematicos. Sejam, entao, as sentencas
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P : Jodo nasceu em Minas Gerais
Q : Jodo é brasileiro

Sabemos, entdo, que P = Q. Note que é necessario que Jodo seja brasileiro (Q verdadeira) para
que ele seja mineiro (P verdadeira). Por outro lado, o fato de Joédo ter nascido em Minas Gerais (P

verdadeira) é suficiente para garantir que Jodo seja brasileiro (Q verdadeira).

*»"

Exemplo 1.12

Consideremos novamente o teorema apresentado no Exemplo em sua forma
Seja n um ndmero inteiro. Se n é multiplo de 5, entdo n termina em 0 ou 5.
Definindo as sentencas
P n é um ndmero inteiro multiplo de 5
Q: n termina em 0 ou 5
vemos, pelo teorema, que P = Q e podemos escrever

Um ndmero inteiro n terminar em 0 ou 5 é condicéio necessdria para que o numero seja multiplo
de 5.

ou ainda
Um nuamero inteiro n ser multiplo de 5 é condigéo suficiente para que n termine em 0 ou 5.

*»"

i Cl Cl Cl i i Cl [ Cl A Cl Cl . . Cl
A reciproca de uma sentencga implicativa P = Q é a sentenca Q = P. No Exemplo [1.11}] a

reciproca é
Jodo é brasileiro = Jodo nasceu em Minas Gerais.
e no Exemplo [T.T2] a reciproca é
Seja n um nuimero inteiro. Se n termina em 0 ou 5, entdo n é multiplo de 5.

Com esses exemplos, podemos ver que a reciproca de uma sentenca verdadeira pode ser falsa
(Exemplo [T.TT) ou verdadeira (Exemplo [T.12). Dizemos, entéo, que Jodo ser brasileiro é condicao
necessaria, mas nao suficiente, para que Jodo tenha nascido em Minas Gerais. No exemplo dos
multiplos de 5, dizemos que um ntimero inteiro n terminar em 0 ou 5 é condicao necessaria e suficiente

para que esse numero seja multiplo de 5. Neste caso, dizemos que as sentencas
P : n é um ndmero inteiro multiplo de 5

Q : n é um ndmero inteiro que termina em 0 ou 5
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sao equivalentes e escrevemos
Pe O
As duas sentencas P = Q e Q = P poderiam ser enunciadas como

Teorema: Um numero inteiro n é multiplo de 5 se, e somente se, ele termina em 0 ou 5.

1.7 Exercicios propostos

Secao

1.1 Determine, dentre as frases a sequir, quais sédo proposicoes e quais ndo sao, e explique
0 porqueé.

a)b—2>72

b) x é um nliimero par.

c) 102919 — 1 & divisivel por 3.

d) —x é um nimero negativo.

e) Ja € R tal que a? > 16 ou a? < 16.

f) da € R tal que a® > 16 e a? < 16.

1.2 Dentre as proposicoes do exercicio anterior, determine quais sao falsas e quais sao

verdadeiras.

1.3 No Exercicio [T.1] utilize o quantificador universal ou o quantificador existencial para

transformar, a seu critério, as sentencas abertas em sentencas.

1.4 [[de Morais Filho (2004)] Dentre as afirmacdes a sequir, identifique quais néo representam

a ideia do que seja um numero par.

Um ndmero par é um ndmero inteiro m tal que

a) m = 2k, para algum k € Z.
b) m é da forma m = 2k, para todo k € Z.
c) Vk € Z, m = 2k.

d) dk € Z; m = 2k.

Secao
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1.5 Determine se cada uma das sentencas é falsa ou verdadeira, justificando sua resposta.

a) 5 >5.

b) 3<5e9<6,0u10<12

c)3<bou9<bel0<12
1.6 Sobre dois nlimeros reais x, y sabe-se que x > 0 ou y > 0. Verifique se cada uma das
afirmativas a sequir é falsa ou verdadeira, justificando sua resposta.

a) x pode ser negativo.

b) y pode ser zero.

c) y nao pode ser negativo.
1.7 Sobre dois niimeros reais x, y sabe-se que x > 0 e y < 0. Verifique se cada uma das
afirmativas a sequir é falsa ou verdadeira, justificando sua resposta.

a) x ou y podem ser negativos.

b) x e y podem ser zero.

c) x e y podem ser negativos.
1.8 Sobre dois niimeros reais x, y sabe-se que x-y < 0. Verifique se cada uma das afirmativas
a sequir é falsa ou verdadeira, justificando sua resposta.

a) x<0ouy<O.

b) x<0ey<O.

c) (x>0ey<0ou(x<0ey>0).

d) (x>0ouy<0)e(x<0ouy>0).

Secao
1.9 Escreva cada sentenca a sequir usando notacao matematica e depois escreva a negacao
de cada uma delas, também em notacao matematica.
a) Existe um ntimero natural n tal que n > 35.
b) Nao é verdade que (7 é um nimero primo e 8 é um numero tmpar.)

c) (Nao é verdade que 7 é um nimero primo) ou 8 é um ndmero {mpar.
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d) Seja x € R. Se o quadrado de x é menor que 9, entdo x é maior que —3 e menor que

3.
e) Dado um ntdmero real x, existe um niimero natural n tal que n é maior que x.

1.10 Negue a sequinte definicdo: Um conjunto D é denso em R quando

Vx € ReVe>0,3d €D tal que |x —d| < e.

Secao [1.6]

1.11 [ [de Morais Filho| (2004)] Reescreva cada teorema a seguir usando, primeiramente a

expressao condicdo necessdria e depois, a expressao condicdo suficiente.

a) Se dois nimeros inteiros terminarem em 76, entdo o mesmo ocorre com o seu produto.

b) Um ndmero inteiro é divisivel por 4 quando o nimero formado pelos seus dois ultimos

algarismos for divisivel por 4.

c) Todo poligono regular pode ser inscrito em um circulo.

1.12 [ |de Morais Filho| (2004)] Reescreva cada teorema abaixo na forma condicional Se

...entdo.
a) Uma condicao suficiente para que um tridngulo seja isosceles é que ele tenha dois
angulos internos congruentes.

b) N&o ser primo é uma condicdo necessaria para que o nimero seja da forma n*+ 4 para
n>2.

1.13 [ |de Morais Filho| (2004)] Enuncie a reciproca de cada proposicao a sequir e verifique
se é valida.
a) Todo quadrado é um poligono de lados congruentes.

b) Uma condicdo necessdria para que um numero seja multiplo de 8 é que esse niimero

seja par.
c) Se dois nimeros sao negativos, entdo sua soma é negativa.

1.14 [ de Morais Filho (2004)] Encontre os erros nas “equivaléncias” a sequir. Em cada uma
delas, héd pelo menos uma implicacdo que nao é valida e vocé deve encontra-la. Lembre-se
que para invalidar uma sentenca, basta apresentar um contraexemplo, ou seja, um exemplo

para o qual a sentenca nao é valida.

Sejam a,b,x,y € R.



20 CAPITULO 1. CONCEITOS BASICOS
a) a=b < |a|l=|b|
b) a’> = b?> < a = b.

o) x>1Te|x|>1.



Capitulo 2

Meétodos de Prova

Como ja dito, para que um resultado matematico seja declarado verdadeiro, é necessario

apresentar uma demonstracao.

Uma demonstracao de que a sentenca T pode ser deduzida a partir da sentenca H
(H = T) é uma cadeia de argumentagdes logicas validas que usam H para concluir os
resultados dados em 7. Dito de outra forma, uma demonstracao é uma sequéncia finita de

sentencas Pq, Py, - -+, P tais que cada uma delas é um dos sequintes elementos:
2 k I

—

. Hipoteses
2. Axiomas
3. Definicoes

4. Teoremas ja demonstrados

o1

. Passos prévios da demonstracéo ja provados

Diferentes métodos de prova podem ser usados para demonstrar teoremas e veremos,

agora, alguns deles.

2.1 Teoremas na forma implicativa

Nesta secdo, vamos considerar teoremas na forma implicativa, ou seja
P(x) = Q(x)
em que P(x) e Q(x) sdo sentencas abertas.

21
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2.1.1 Método direto

Nesse método supomos que P(x) (hipdtese) é verdadeira e provamos que Q(x) também

¢é verdadeira, utilizando os elementos listados acima.

Exemplo 2.1  Soma de dois niimeros pares

Se x, y € Z sao nlimeros pares, entdo x + y também é par.

Demonstragao:
Da hipdtese, sabemos que x, y sdo numeros inteiros pares. Logo, 3m, n € Z tais que x = 2m
e y = 2n. Logo,

X+y=2m+2n=2m+ n)

Mas m,n € Z = m'=m+ n € Z. Logo,
x+y=2m', melw

0 que prova que x + y é par.

cqd ¢
Exemplo 2.2 Quadrado de niimero par
Se x € Z é um nGmero par, entdo x> também é par.
Demonstracao:
Se x € 7Z é par, entdo dm € Z tal que x = 2m. Entao,
x* = (2m)? = 4m* =2 - (2m?)
Mas m € Z = m' =2m? € Z. Logo,
x*=2m', m e
o que prova que x° é par.
cqd ¢

Exemplo 2.3

Se x € Z é um nlimero par, entdo x* + x também ¢é par.

Demonstracao:
Do Exemplo sabemos que x? é par; assim, x> + x é a soma de dois niimeros pares, que

também ¢é par, pelo Exemplo [2.1]

Num contexto em que os exemplos citados ndo estivessem explicitos, poderiamos fazer
a prova completa da sequinte forma:
Se x € Z é par, dm € Z tal que x = 2m. Entao,

X+ x=02m*+2m=4m* +2m =2-2m*) +2m =2 - (2m* + m)
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Mas m € Z = m’ = 2m? + m € Z. Logpo,
x*+x=2m', meZ

o que prova que x° + x é par.
cqd ¢

2.1.2 Demonstracao por absurdo

Para demonstrar P = Q por absurdo, supde-se que a hipdtese P é verdadeira, mas a
tese P é falsa, ou seja, supde-se que P A =Q ocorre e a partir dat deduz-se um resultado
absurdo, uma sentenca contraditéria como RA-R. Como néo é possivel deduzir uma sentenca
falsa a partir de uma sentenca verdadeira, conclui-se que P A =Q ¢é falsa e, por (1.7), isso
significa que —=(P = Q) é falsa e, portanto P = Q é verdadeira, o que justifica o método de

demonstracao.

Exemplo 2.4

Se x € Z é tal que x? é par, entdo x também é par.

Demonstragao:
Suponhamos, por absurdo, que x seja impar. Entdo, pelo Exercicio resulta que x? é

tmpar, um absurdo, pois contraria a hipdtese.

cqd ¢

Exemplo 2.5

Né&o existem solucdes inteiras positivas para a equacdo x> — y% = 1.

Demonstracgao:
Uma forma de escrever o resultado dado como uma sentenca implicativa é a seguinte: “Se

Xo e Yo sdo raizes da equacdo x> — y? = 1, entdo xg e yo ndo sdo nlimeros inteiros positivos.

Suponhamos, por absurdo, que existam inteiros positivos a, b tais que a? — b? = 1.
Entdo tertamos (a + b)(a — b) =1 e, portanto

a+b=1 a+b=-1

a—b=1 a—b=-1

Do primeiro sistema resulta que a =1 e b = 0, contrariando a hipdtese de que a e b sao
inteiros positivos. Do segundo sistema, resulta a = —1 e b = 0, novamente contrariando a

hipdtese. Logo, ndo existem inteiros positivos que satisfazem a equacao dada.
cqd ¢

Exemplo 2.6
V2¢Q
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Demonstragao:
Embora nao esteja explicitamente na forma implicativa, podemos reescrever o resultado como

‘x=vV2=x¢ Q"

Suponhamos, por absurdo, que V2 € Q. Entdo existem ntimeros inteiros p e g primos
entre si tais que
p p’
V2=C22=5 = p?=24" (2.1)
q q
Logo, p? é par e, pelo Exemplo sabemos que p também é par, ou seja, existe um inteiro
k tal que p = 2k. Substituindo na Equacao (2.1) obtemos

(2k)? = 2¢g° = 4k* = 2q° = q* = 2k’ = q* é par = q é par. (2.2)

Concluimos, entdo, que p e g sdo ambos pares e, portanto, multiplos de 2, o que contraria a
hipétese de serem primos entre si. Logo, ndo podemos supor que V2 € Q e isso completa a

demonstracao por absurdo.
cqd ¢

Exemplo 2.7

Existem infinitos nimeros primos.

Demonstracao:

Seja A= {p1,p2,--- . pn} um conjunto finito qualquer de néimeros primos. Faca
n=p3Xpax...xXp,
g=n+1

Se g é primo, entdo existe um niimero primo fora de A.

Se g nao é primo, entdo g é divisivel por algum néimero primo p*, isto é, existe um inteiro i

tal que
q
p*

= i.

Suponhamos que p* € A. Entdo, p* é divisor de n, ou seja, existe um inteiro i, tal que

n

p—*:lz.

Resulta que

g=n+1=p*i (2.3)
n=p (2.4)

Substituindo (2.4) em (2.3) obtemos

1
/J*iz +1= /J*i1 = i)+ ? =i (25)
/
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Como i1 e ip sa@o inteiros, para que (2.9) seja valida é necessario que 1 seja divisivel por p*,
o que é um absurdo, pois 1 s6 é divisivel por ele mesmo. Logo, p* €& A, ou seja, existe um

niimero primo fora de A.

Provamos, entdo, que qualquer que seja o conjunto finito A de niimeros primos, sempre

haverd um ndmero primo que néo pertence a A. Logo, ha infinitos niimeros primos.
cqd ¢

2.1.3 Demonstracao pela contrapositiva

A contrapositiva da sentenca P = Q é a sentenca -Q = -P.

Um outro método de prova utiliza a contrapositiva, com base no Principio da

Contrapositividade apresentado a sequir.

Teorema 2.1 Principio da Contrapositividade
(P= 0Q) & (-0 = -P)

Demonstragao:

Antes de passar a demonstracdo, que sera feita usando o método de reducdo a um absurdo,
note que este principio fornece um outro método de prova: em vez de provar que P = Q
é verdadeira, podemos provar que sua contrapositiva é verdadeira. Para ilustrar de forma
intuitiva o por qué da validade deste principio, seja A o conjunto verdade de P, isto é, o
conjunto de todos os elementos que tornam P verdadeira e, analogamente, seja B o conjunto
verdade de Q. Como P = Q, entdo A C B (veja Figura [2.1). Por outro lado, se um elemento

nao esta em B, entdo ele também ndo estd em A, ou seja, -Q = =P.

Figura 2.1 — llustracao do Principio da Contrapositividade

Passemos, agora, a demonstracao formal do teorema, que consiste em duas sentencas

implicativas.

(@) (P= Q)= (-Q = -P)
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Suponhamos, por absurdo, que =Q # - P, isto é, suponhamos que —=Q A =(=P) seja
verdadeira. Pelo principio da dupla negacao, resulta que ~Q A P é verdadeira, ou seja,
-Q e P sao ambas verdadeiras. Da hipdtese seque que Q tambhém é verdadeira, ou

seja, chegamos ao absurdo Q A =Q é verdadeira. Logo, -Q = —-P.

(b) (~Q = -P)= (P = 0Q)

De maneira andloga, suponhamos por absurdo que P % Q, isto é, suponhamos que
P A =0 seja verdadeira. Entdo, P e =Q sédo ambas verdadeiras. Da hipotese, resulta

que =P também é verdadeira, ou seja, chegamos ao absurdo PA-P é verdadeira. Logo,
P= 0.

Exemplo 2.8
Vamos usar o método da contrapositividade, ou da contraposicao, para mostrar que se m, n

sdo inteiros tais que m + n é par, entdo m e n tém a mesma paridade.

Demonstragao:
A hipdtese da sentenca original é

P : m, n sdo inteiros tais que m + n é par
e a tese é
Q: m e n tém a mesma paridade.

Assim, a contrapositiva é “Se m, n sdo inteiros positivos de paridades opostas, entdo

m + n ndo é par”, com hipdtese
=Q : m,n sao inteiros de paridades opostas
e tese
=P : m+ n ndo é par, o que é equivalente a m + n é impar.

Para fazer a demonstracao da contrapositiva, suponhamos, sem perda de generalidade,
que m seja um ndmero inteiro par e n, um nimero inteiro impar. Entao existem inteiros m’

e n’ tais que

m=2m’

o 1 = m+n=2m+2n"+1=2(m" +n')+1 = m+ n émpar, jd que m',n" € Z
n=:2 +

cqd ¢
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2.2 Teoremas nao explicitados na forma implicativa

2.2.1 Afirmacoes de existéncia

Alguns teoremas tomam a forma Ix € A tal que P(x) é verdadeira. Para demonstrar
tais teoremas podemos exibir um tal x ou usar resultados que garantam a existéncia de um

X.

Exemplo 2.9

dx € Z tal que x é multiplo de 2 e 35 simultaneamente.

Demonstracao:

Basta fazer x =2 -35 = 70.
cqd ¢

Exemplo 2.10
Se p(x) = x” + 2x3 + 2, entdo Ixy € R tal que p(xp) = 0.

Demonstragao:
Néo existem formulas fechadas para as raizes de polindmios de grau maior ou igual a 5.
Mas note o sequinte: p(=1)=—-1-24+2=—-1ep(1)=1+2+2=5. Como p(x) é uma

funcéo continua, pelo Teorema do Valor Intermediario D existe xg € [—1,1] tal que p(xp) = 0.

Veja a Figura [2.2} como a funcéo é continua, para passar do ponto A para o ponto B,
o grafico terd que cruzar o eixo x em pelo menos um ponto X, ou seja, existe xg tal que
p(xo) = 0.

Figura 2.2 — llustracéo do Teorema do Valor Intermediédrio para o Exemplo

cqd ¢

'Se uma funcdo real f definida num intervalo [a, b] é continua, entdo dado qualquer valor d entre f(a) e f(b), existe

pelo menos um ¢ entre a e b tal que f(c) = d.
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2.2.2 Afirmacoes de impossibilidade

Para provar afirmacodes do tipo
Ba € A tal que P(a) é verdadeira.

podemos, por exemplo, usar o método de demonstracao por absurdo, ou seja, a partir da

hipdtese de existéncia de algum a, chegar em algum resultado absurdo como Q A = Q.

Exemplo 2.11
N&o existe n € N tal que n? 4+ 2n+3 = n(n +1).

Demonstragao:

Suponhamos, por absurdo, que exista ng tal que
/7(2)+2/70+3=no(no+1):> n(z)+2/70+3:n(2)+no:> ng+3=0

o que é absurdo, pois ndo existe niimero natural que, somado ao 3, dé 0. Logo, #n € N tal

que n?>+2n + 3 = n(n+1). Note que a hipétese de n ser natural é fundamental!
cqd ¢

2.2.3 Afirmacoes de universalidade

Para demonstrar a validade de proposicées da forma
Va € A, P(a) é verdadeira.
podemos usar o método direto ja visto.
Quando A =N, a proposicao de universalidade se torna
Vn € N, P(n) é verdadeira

e veremos, na segao [2.3] um método de demonstragao baseado no Principio da Inducéo

Matematica.

2.2.4 Falsidade de afirmacdes de universalidade

Para provar a falsidade de afirmacoes de validade do tipo
Va € A, P(a) é verdadeira

basta apresentar um contra-exemplo.

Exemplo 2.12

Verifique se é verdadeira a afirmacdo Vn € N, n? — n + 41 é primo.
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Solucao:

E interessante notar que a afirmacdo é vélida para n € N, n < 41. (Veja a lista dos
1000 primeiros niimeros primos em https://pt.wikibooks.org/wiki/Teoria_de_numeros/

10000_primos.) No entanto, n = 41 = n? — n + 41 = 41 — 41 + 41 = 412, que nao é primo,
jé que é divisivel por 41. Este exemplo mostra, mais uma vez, que, para provar um resultado,
nao basta verificar sua validade para alguns casos; é necessario provar que vale para todos
os casos envolvidos no resultado. ¢

2.3 Principio da Inducao Matematica

Nesta secao, estudaremos o principio da inducao matematica, que é uma importante
ferramenta para demonstracdo da veracidade de sentencas abertas de universalidade
definidas no conjunto dos nléimeros naturais N. Assim, reapresentamos algumas definigoes

para tal contexto, lembrando que estamos adotando que N = {1,2,---}.

Definicao 2.1 Sentenca aberta em N

Uma sentenca aberta em N é uma sentenga P(n) que depende de uma varidvel natural n.

Definicao 2.2 Conjunto verdade

Dada uma sentenga aberta em N, seu conjunto verdade é um subconjunto V' definicdo como

V ={n e N; P(n) é verdadeira}

A questdo que se coloca é: como demonstrar que uma sentenca aberta é verdadeira

para todo n € N? Uma resposta é dada pelo principio da inducdo matematica.

Principio da indugao matematica

Dado um subconjunto S do conjunto dos nimeros naturais N tal que
1.1€Se
2 neS=n+1€S

entdo S =N.

Dito de outra forma, o tnico subconjunto de N que satisfaz as condicdes (1) e (2) acima

é o proprio N. Assim, para demonstrar que uma sentenca aberta P(n) é verdadeira para


https://pt.wikibooks.org/wiki/Teoria_de_n�meros/10000_primos
https://pt.wikibooks.org/wiki/Teoria_de_n�meros/10000_primos
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todo n € N, basta mostrar que seu conjunto verdade V satisfaz a essas condicdes, o que

implicard que V =N.

Teorema 2.2 Demonstracao por inducao matematica

Seja P(n) uma senten¢a aberta em N. Se

1. P(1) é verdadeira e

2. ¥Yn €N, P(n) verdadeira = P(n + 1) verdadeira,

entéo P(n) é verdadeira para todo n € N.

Demonstracao:
Note que a hipotese é equivalente a dizer que 1 € V e a hipétese (2) é equivalente a
neV=n+1¢& V. Pelo principio da inducao matematica, resulta que V =N.

O

E possivel generalizar o teorema anterior para casos em que determinada propriedade
seja valida apenas para inteiros maiores que determinado valor a. Por exemplo, a
propriedade 2" > n?

n<4)

é valida apenas para n > 5. (Verifique que ela ndo é valida para

Teorema 2.3 Demonstracao por inducao matematica - Caso geral

Seja P(n) uma sentenca aberta sobre N e seja a € N qualquer. Se

1. P(a) é verdadeira e

2.VYn € N tal que n > a, P(n) verdadeira —> P(n + 1) verdadeira,

entéo P(n) é verdadeira para todo n > a.

Demonstracao:
Note que provar que P(n) é verdadeira para n > a é equivalente a provar que P(n+a—1)
é verdadeira para todo n € N.

O

A sequir, apresentamos uma versao que serd util em demonstracées de propriedades
definidas recursivamente em que o n—ésimo termo depende de dois ou mais termos
antertores.

Teorema 2.4 Inducao completa

Seja P(n) uma sentenca aberta sobre N e seja a € N qualquer. Se
1. Vn € N tal que n > a, P(i) verdadeira para a < i < n = P(n + 1) verdadeira

entéo P(n) é verdadeira para todo n > a.
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Demonstracao:

Nao apresentaremos a demonstracdo deste teorema, que pode ser vista em Hefez (2012).
Mas ¢ importante notar a diferenca entre os Teoremas[2.3e 2.4} conforme se ilustra na Figura
2.3} na indugdo completa, a veracidade de P(n + 1) depende da veracidade da afirmativa

para todos os naturais anteriores, e ndo apenas do natural imediatamente anterior.

V
! —

r L > > > > > > > > ® |
a atl n n+1

—
v

a atl n n+1

Figura 2.3 — llustracdo dos teoremas sobre inducdo matematica

Exemplo 2.13 Soma dos n primeiros niimeros naturais

Obtenha uma expressdo para a soma dos n primeiros ndmeros naturais e demonstre sua
veracidade.

Solucao:

Vamos denotar por S, a soma dos n primeiros niimeros naturais, ou seja,

So=14+24+---+n

Sequindo o artificio usado por Gauss, note que podemos escrever S, de duas formas
equivalentes, jé@ que a adicdo é comutativa.

S, =1 + 2 4+ -+ 4+ n
S, = n + n—-1 + -+ 4+ 1

Somando termo a termo, obtemos

S, = 1 + 2 + + n
S, = n + n—=1 + - + 1
2S5, = (n+1) + (n+1) + + (n+1)
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o que resulta em

n(in+1)

2S,=nn+1)=S5, = 5

Embora esse seja um argumento bastante interessante, ndo constitui uma prova formal

de que
n
- n(n+1
E i = nln+1) (2.6)
- 2
i=1
Vamos demonstrar essa igualdade por inducao, ou seja, vamos provar por inducao que a
sentenca
n(n+1)
P(n):S, = — VneN

é verdadetira.

Passo 1: P(1) é verdadeira.

101 +1

De fato: S; =1 = w
2
Passo 2: Provar que P(n) verdadeira = P(n + 1) verdadeira.
1

Hipdtese de inducéo (HI): S, = %

1 2
Tese: S, = (nt1)n+2)

2

Dem:

Sppi=1424+--4+n+(n+1)=5S,+(n+1)

Pela hipdtese de inducdo, resulta

! 1)+ 2(n +1 1)(n +2
5n+1=5,7+(/7+1):M+(n+1):”(”"‘ J+200+1) _(n+N)(n+2)
2 2 5
o que completa demonstracao. *

Exemplo 2.14 Soma dos produtos de dois naturais consecutivos

Prove que
n 1 2
S i+ 1)="0F 3)(” +2) (2.7)
i—1
Solugao:
n 1 2
Nossa sentenca é P(n): Z i(i+1) = n(n + ?3(” + 2)

i=1
Vamos provar, por inducao, que ela é verdadeira Vn € N.

Passo 1: P(1) é verdadeira.
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1
De fato: 3 ifi+1) =2 = ! +13)(1 *+2),
i=1

Passo 2: Provar que P(n) verdadeira = P(n + 1) verdadeira.

I ii(i+ ) = n(n+1)(n+2)
i=1

3
n+1
. (n+1)(n+2)(n+3)
Tese: 1) =
ese ; i(i+1) 3
De fato:
n+1 n
Y ili+1)=) i(i+1)+(n+1)(n+2)
i=1 i=1
_ n(n+1)(n+2) L+ 1)(n+2)
~—~ 3
(HI)
_n(n+1)(n+2)+3(n+1)(n+2)
B 3
(n+1)(n+2)(n+3)
B 3
o que completa demonstracao. *

2.3.1 Definicao por recorréncia

Define-se uma expresséao E,, por recorréncia, para todo nimero natural n em duas
etapas: (i) define-se claramente E; e (ii) estabelece-se uma forma de se obter E,,4 a partir

de E,. Pelo principio da inducdo matematica, resulta que, com esse procedimento, E, fica

perfeitamente definida para todo n € N.

Quando estudamos a soma dos n primeiros nlémeros naturais no Exemplo

definimos:
Sp,=14+24+---4+n

Podemos definir essa soma por recorréncia, o que nos libera do uso dos trés pontinhos - - -,

recurso intuitivo, mas pouco formal. Para isso, fazemos:

05121

S, =5, +n Yn>?2
Analogamente, podemos definir o fatorial n! de um ndmero natural n como

e 0!l =1

e nl=(n—-"1)InVn2>1
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2.4 Exercicios propostos

2.1 Prove que se x,y € Z sao numeros {mpares, entdo x + y é par.
. A { ar, a a : A | ar.

2.2 Prove que se x € Z é impar, entdo x? também é {mpai
. A { ar, a A par.

2.3 Prove que se x € Z é {mpar, entdo x2 + x é par

2.4 Demonstre, por absurdo, os seguintes resultados:

a) Nao existem solucées inteiras positivas para a equacdo x> — y? = 10.
b) Sejam a, b, c séo niimeros inteiros. Se a nao divide bc, entdo a nao divide b.

c) Paratodo n €N, 4n°+4n+5+# (2n + 1) — 3.

2.5 Use o método da contraposicao para demonstrar os seguintes resultados:

a) Nao existem solucdes inteiras positivas para a equacao x?> — y? = 10.
b) Se m, n sdo inteiros tais que m + n é impar, entdo m e n tém paridades opostas.
c) Se a, b sdo nlimeros reais tais que a - b é irracional, entdo ou a ou b é irracional.

2

2.6 Prove que existem inteiros positivos nq, n, tais que 117 = n? — n3.

n

2.7 Prove, por inducao que E (2i —1) = n?, ¥n € N. De que trata esse resultado?

i=1
2.8 Prove, por indugdo, que a soma dos cubos de trés nimeros naturais consecutivos é
sempre divisivel por 9.

2.9 Uma progressao aritmética (p.a.) de razdo r e termo inicial a é uma sequéncia de
numeros a;, i =1,2,--- tal que a4 = a e cada termo a partir do segundo é igual ao anterior

somado de r, ou seja,

a,=da

a=daq+r
ay=dy+r
as;=daz—+r

Prove, por inducao, que o termo geral pode ser escrito como
adpy=a+(n—=1)-r

2.10 Reescreva cada um dos resultados a seqguir com notacao de somatério e demonstre sua

validade usando o método de demonstracao por inducéo.
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1
(@ 12+3° 4+ +(2n—1)* = §n(2n —1)(2n + 1)

2
3 5, 5 [n(n+1)
(b) °+2°4+---4+n° = [—2
1 N 1 N N 1 L
9 13%373 2n—12n+ 1) 2n+1

(d) 1-2°42-2"4+3-22+---+n-2""" =1+ (n—1)2"
1 1 1 n(n + 3)

& T3 I3 T hn st A+ i+ 2)
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Capitulo 3

Teoria de Conjuntos

3.1 Definicoes basicas

Um conjunto é uma colecao bem definida de objetos. Esses objetos sao chamados

elementos do conjunto.

Denotaremos os conjuntos por letras maitusculas (A,B,C) e os elementos por letras
mindsculas (a,b,c,x,y). Para indicar que um elemento a pertence ao conjunto A faremos uso
do stmbolo € e escrevemos

aeA

que se lé “a pertence a A" Para indicar que um elemento b nado pertence ao conjunto A

escrevemos

bé¢A
que se lé “b nao pertence a A.

Na teoria de conjuntos, assume-se que os conjuntos de interesse estejam contidos em
um grande conjunto, chamado conjunto universo ou universal. Por exemplo, na geometria
plana, o conjunto universo é o conjunto de todos os pontos no plano. Em estudos sobre
populacdes humanas, o conjunto universo poderia ser o conjunto de todos os seres humanos

no mundo. Denotaremos o conjunto universo pela letra U.

Hé duas maneiras basicas de se especificar um conjunto e seus elementos. A primeira
consiste em listar todos os elementos do conjunto, listagem essa que deve ser colocada entre
chaves, com os elementos separados por virgula. Por exemplo, podemos escrever o conjunto

das letras vogais como
A={a,b,c,d, e}

Outra maneira é estabelecer uma propriedade que os elementos do conjunto devem satisfazer.

39
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Por exemplo, o conjunto dos niimeros naturais pares pode ser escrito como
B ={neN|n é par}
ou como
B={24,6,...}.
Dois conjuntos A e B sao ditos iguais se todo elemento de A é também elemento de B
e, reciprocamente, todo elemento de B é também elemento de A. Ou seja,

XEA=>xEB
A=B < e
xXEB=>xeA

Alguns conjuntos podem néo ter qualquer elemento. Por exemplo, se
C={xeN|x*=3}

entdo C nao tem elementos, pois ndo existe numero natural cujo quadrado seja 3. Um
conjunto que nado possui elementos é chamado conjunto vazio e é representado pelo simbolo
J.

Se todo elemento de um conjunto A é também elemento de um conjunto B, dizemos
que A é subconjunto de B ou ainda que A esta contido em B e escrevemos A C B. Pode-se

ler também como B contém A, que se escreve como B 2 A. Assim,
ACB«<— VxecA=> xeB.

Se A é subconjunto de B, mas B possui pelo menos um elemento que nao pertence a A,

entdo dizemos que A é subconjunto proprio de B e escrevemos A C B ou B D A.

Teorema 3.1

(i) Para qualquer conjunto A, & C A CU.
(ii) Para qualquer conjunto A, A C A.
(iii) Se ACBeBCC, entdgoACC.
(ivyA=B< ACBeBCA

Demonstracao:

(i) Suponhamos, por absurdo, que @ ndo seja subconjunto de A. Entdo da € @ tal que

a ¢ A. Mas isso é absurdo, pois & nao possui elementos e isso completa prova.

Pela prépria definicdo do conjunto universo, resulta que x € A= x € U. Logo, A CU.
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(i) Se x € A, é claro que x € A, ou seja, A C A

(iii) As hipoteses sdo AC Be BC C e atese é AC C. Seja, entdo, x € A um elemento
qualquer de A.
xeEA=xeB=xecC

~~ ~~

ACB BCC
ou seja, x € A= x € C e, como x é qualquer, conclui-se que A C C. Na Figura
ilustramos esse resultado com um diagrama de Venn, que é uma representacao pictdrica
de conjuntos. O conjunto universal U é representado pelo retangulo e os eventos de
interesse, por circulos.

u
C
B
Figura31-ACBCC
(iv) Da definicao de igualdade de conjuntos, temos
xeEA=>xeB .. ACB
A=B e
xeEB=2xe€A . BCA

ou seja, A= B = AC B e BC A Reciprocamente,

ACBoexeA=>xeB
e
BCAsesxeB=xcA

ouseja, ACBe BCA=— A=8B.

Exemplo 3.1 Adaptado de Lipschutz (1999)

Verifique se o seqguinte argumento é valido, com o uso de diagramas de Venn.

H; : Minhas panelas sao os Unicos objetos que tenho que sao feitos de ferro.
H, : Os presentes que vocé me deu sdo muito Uteis.

H; : Nenhuma das minhas panelas tem qualquer serventia para mim.

T : Os presentes que vocé me deu nao sao feitos de ferro.
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As afirmativas H, H,, H3 sao as hipoteses e a afirmativa T é a conclusdo. O argumento sera

valido se a conclusao sequir logicamente das hipdteses.

Solucao:

Podemos ver que os conjuntos de interesse sdo objetos de ferro (F), objetos Ulteis (U) e
intteis (U€), minhas panelas (P) e o seu presente (R). Como as minhas panelas sdo os

tnicos objetos de ferro, seque F C P (Figura [3.2a). Note que eu posso ter panelas feitas
de outro material. Por outro lado, como minhas panelas ndo tém serventia para mim, seque
que P ¢ U (Figura 3.2b). Como os presentes que vocé me deu sdo Uteis, resulta que R C U

(Figura [3.2q). Vemos, assim, que a concluséo é vélida.

u U U

9 @)@
(o

(@ FCP (b) PZ U (g RCU

Figura 3.2 — Solugdo do Exemplo
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3.2 Operacoes com conjuntos: intersecao, uniao e complementaridade

Através de operacdes elementares de conjuntos, é possivel obter outros conjuntos. Na
Figura [3.3]ilustramos esses novos conjuntos como &reas sombreadas no respectivo diagrama
de Venn.

e A intersecao de dois conjuntos A e B é o conjunto AN B formado pelos elementos que
pertencem a A e a B:

ANB={xel|xeAex e B}

Se AN B = g, os conjuntos A e B séo disjuntos.

e A unido de dois conjuntos A e B é o conjunto AU B formado pelos elementos que

pertencem a A ou a B.

AUB={xel|x € Aoux e B}
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e O complementar de A é o conjunto formado por todos os elementos de U que néo
pertencem a A, ou seja,

A= {x elU]|x ¢ A}

Teorema 3.2

Sejam A e B conjuntos quaisquer. Entdo

i) ANBCACAUB
(i) ANBC BCAUB

Demonstracao:

xeEA=>>ANBCA
xXeEANB = e

xeB=>ANBCB
xeEA=>xeAuB . ACAUB

xeB=>xeAUB . BCAUB

Teorema 3.3

Sejam A e B conjuntos quaisquer. Entdo as sequintes afirmativas sdo equivalentes:

(a) ACB
(b) ANB=A
(c) AUB=B

Demonstragao:

() ACB=>ANB=A

Suponhamos, por absurdo, que AN B # A. Como AN B C A pelo teorema anterior,
resulta que AN B é subconjunto préprio de de A. Logo, existe x € A tal que x ¢ AN B.
Mas, como AC B,x e A= x & B,oquenoslevaax & Aex € B,ouseja, x e ANDB,
um absurdo.

(i) ANB=A=AUB=B

Suponhamos, por absurdo, que AUB # B. Como B C AU B pelo teorema anterior,
resulta que B é subconjunto préprio de de AU B. Logo, existe x € AU B tal que x & B.
Entdo, temos que ter x € A. Mas, como A = AN B, resulta que x € B, um absurdo.
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(i) AUB=B=ACB

Suponhamos, por absurdo, que A ¢ B. Entéo, existe x € A tal que x ¢ B. Mas
x € A= x € AU B, pelo teorema anterior. Como, por hipdtese, AU B = B, temos que
ter x € B, um absurdo.

O
Exemplo 3.2
Considere os sequintes conjuntos em U = {letras do alfabeto portugués}:
A={a,e, i, o, u}
B={a,e f g, o}
C={e, g hiu}
Liste os elementos dos seguintes conjuntos:
ANB AUC (AuB)NC A° A\ B B\ C
Solucao:
ANB={a,e,o}
AUC ={a,e g, h, i o u}
(AUB)NC ={e,g,i,u}
A = {letras do alfabeto portugués que sédo consoantes}
A\ B = {i,u}
B\ C ={a,f,o0}
*

3.2.1 Propriedades: intersecao, unidao, complementaridade

Seja E uma equacao da algebra dos conjuntos. Por exemplo, AU @ = A. O dual de
E, denotado por E*, é a equacao obtida a partir de E substituindo-se cada ocorréncia de
N,U,Q, @ por U,N,J,Q, respectivamente. Por exemplo, o dual de AU =A¢é ANQ = A.
O principio da dualidade estabelece que, se uma equacdo E da algebra dos conjuntos é

verdadeira, entdo seu dual E* também o é.

Com base no principio da dualidade, apresentamos a sequir as propriedades das
operacdes de unido, intersecdo e complementaridade, organizadas aos pares de tal forma

que, em cada par, uma equacéo é o dual da outra.
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1. Identidade

AN =g
AulU=U
AUg =A
ANU=A
2. Complementar
U =
@ =U
ANAS =
AUA =U
3. Involucao
(A) =A
4. ldempoténcia
ANA=A
AUA=A
5. Comutatividade
ANB=BNA
AUB=BUA

6. Associatividade
ANB)NC=An(BnNC)
(AUB)UC =AU (BUC(Q)
7. Distributividade
AN(BUC)=(ANnB)U(ANC)
AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
8. Absorcao

AN(AUB) = A
AU(ANB) = A

45

(3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)



46 CAPITULO 3. TEORIA DE CONJUNTOS
9. Leis de De Morgan

(AN B)* = A°U B
(AU B)* = A°n B (3.10)

A demonstracao das seis primeiras propriedades é imediata e vocé ird demonstra-las
no Exercicio 3.4 Iremos demonstrar aqui a primeira das equagoes de cada uma das trés

ultimas propriedades e no Exercicio [3.5 vocé ird demonstrar a segunda equacéo.

e Distributividade: AN (BUC)=(ANnB)U(AN C)
Seja x € AN (BU (). Entao
xeA

e
xeEBUC=>x€BouxeC

Sexe B entdoxceAexeB=>xeAnNB=>xe(ANB)U (AN ().
Sexe(CentdoxceAexeC=>xeANC=>xe(ANB)U (AU ().

Logo, x e AN(BUC)=>xe (ANB)UAUC) ... AN(BUC)C(ANnB)U(ANC).
Reciprocamente, seja x € (AN B)U (AN C). Entdo x e AN Boux e An C.
Sexe ANB,entdéox € Ae x € BC BUC e, portanto, x € AN (BU ().
SexeANC,entdox e Aex e C C BUC e, portanto, x € AN (BU ().

Logo, x e ANB)U(AUC)=>xc An(BUC) ... AN(BUC)C(ANnB)U(ANC).
Do Teorema [3.2] resulta que AN (BU C) = (AN B)U (AN C).

e Absorcéo: AN(AUB)=A
Como A C AU B, pelo Teorema [3.3] resulta que AN (AU B) = A.

e Leis de De Morgan: (AN B)° = A°U B¢
Sejaxe (ANB)'=x¢ANB=>x¢AouxgE B=>x€Aoux e B = x € (A°UBY
Logo, x e (ANB)*=x € (A°UB) .. (ANB)°C AU B-
Reciprocamente, suponha x e AAUB = x € Aoux e B =>x<¢ Aouxé&B.
Sexd¢ A entdox ¢ ANB = x& (AN B)-.
Se x ¢ B,entdox ¢ ANB = x € (AN B)“.
Logo, x € (A°UB)=>xe€ (ANnB)* .. A°UB°C(ANDB)-
Do Teorema [3.2 resulta que (AN B)° = A°U B¢
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3.3 Diferenca e diferenca simétrica

A diferenca entre A e B é o conjunto A\ B formado por todos os elementos de A que

ndo pertencem a B. Assim, A\ B é o complementar de B relativo a A.
A\B={xelU|xeAex ¢ B}

Assim como com ntimeros, a diferenca nao é comutativa, isto é, A\ B # B\ A, como ilustrado
nas Figuras e Note que podemos escrever A\B=ANB‘ e B—A=BnA".

A diferenca simétrica entre dois conjuntos A e B, representada aqui por AA B e
ilustrada na Figura é o conjunto formado pelos elementos que pertencem a A ou a B,

mas ndo a ambos. Em notacao simbdlica,

AAB=(AUB)\ (AN B) (3.11)

(a) A\ B (b) B\ A () AAB

Figura 3.3 — Diferenca e diferenca simétrica entre conjuntos

Alguns textos utilizam a notagdo A— B emvezde A\ Be A® B em vez de AA B |ver
Lipschutz (1999)].

Observando a Figura podemos ver que A A B é o conjunto dos elementos que
pertencem a exatamente um dos conjuntos A e B, conforme mostraremos a seguir, com uso

das propriedades das operagoes vistas anteriormente.

AAB=(AUB)\(ANB)=(AUB)N(ANB)° = (AU B) N (A° U BY)
=(ANA)YU(ANBY)U(BNAS)U (BN BY)
=gUANBY)U(BNAYUZ =(ANB)U(BNA)=(A\B)U (B\A)

Essa equivaléncia permite definir a diferenca simétrica como

AN B=(A\B)U(B\A) = (AN B)U (BN A9 (3.12)
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3.3.1 Propriedades da diferenca

Sejam A, B, C € U conjuntos quaisquer. Sao validas as sequintes propriedades.

—

CA\NG =A
De fato: A\@ =AN@ =AnU=A
2. U\A = A
De fato: U\ A=UNA° = A“.
3.A\A=o
De fato: AN\A=ANA = 2.
4. A\AC = A
De fato: A\A“=AN(A9)°=ANA=A
5. (A\ B)*=A°UB
De fato: (A\ B) = (AN B ) =AU (B)*=A“UB

=)}

. A\ B =B\ A
De fato: AA\B=ANB =B "NA=B°N(A°) = B\ A°

~

(a) (A\B)\ C= A\ (BUC)
De fato: (A\B)\C = (ANB)\C = ANB°NC* = AN(B°NC) = AN(BUC)® = A\(BUC)
(b) A\ (B\ C) = (A\ B)U(AN C)
De fato: A\(B\C) = Aﬂ(B\C)C\:/_/Aﬂ(BCUC) = (ANB)U(ANC) = (A\B)U(ANC)
Prop.5
(a) AU(B\ C) = (AUB)\ (C\ A)
De fato:

&

AU(B\C) = AU(BNC®) = (AUB)N(AUC®) = (AUB)N(A‘NC) = (AUB)\(CNAS) = (AUB)\(C\A)

(b) AN(B\C)=(AnB)\ (AN C)
De fato:
AN(B\C)=AN(BNC)=AnBNC =(AnNBNC)U(AN BN A
=ANB)NAUC)=ANB)NANC) =(ANB)\ (AN ()

Esses dois resultados mostram que a intersecao é distributiva em relacao a diferenca,
0 que nao ocorre com a uniao.
9. (a) A\(BUC)=(A\B)n(A\ O)
De fato: A\(BUC) =AN(BUC)* = ANB°NC*=ANB°NANCc = (A\B)Nn(A\ C)
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(b) A\(BUC) =(A\B)n(A\C)
De fato: A\(BNC) = AN(BNC)* = AN(BUCY) = (ANB)U(ANCE) = (A\ B)U(A\ C)
10. (a) (AUB)\ C=(A\C)U(B\ C)
De fato: (AUB)\ C=(AUB)NC = (C°NA)U(C°NB)=A\C)U(B\ )
(b) (AN B)\ C=(A\C)n(B\C)
De fato: (ANB)\C = (ANB)NC =ANBNC =ANnCNnBNC = (A\C)n(B\ C)
11. (a) A\(A\B)=ANnB
De fato: A\(A\B) = A\(ANB°) = AN(ANB)¢ = AN(A°UB) = (ANA9)U(ANB) = ANB
(b) (A\B)\ B=A\B
De fato: (A\B)\B=(A\B)NnB °=(AnNB)NB =AnNB =A\B

3.3.2 Propriedades da diferenca simétrica
Sejam A, B, C € U conjuntos quaisquer. Sao validas as sequintes propriedades.

1.AANA=2
De fato: AAA=(ANAYUA NA)=0UD =2

2 AN =A

De fato: AA@ = (ANZVUAND)=(ANUYUS =AUD = A

3. (AAB) = (BAA)
De fato: (AA B) = (AUB)\ (AN B) = (BUA)\ (BNA) = (BA A)

4. (AL B) = (AN B) U (AB)

De fato:

AL B =[(A\B)U(B\ A = [(An B) U (BN A
= (AN B9 N (BN A9 = (AU B) N (BN A)
=

A° N BY) U (AN A)U (BN B U (BN A) = (AN B U (AN B)

Como AA B é o conjunto dos elementos que pertencem a exatamente um dos conjuntos
A e B, o seu complementar, (A A B)¢, é o conjunto dos elementos que nao pertencem a

qualquer dos dois conjuntos ou pertencem a ambos os conjuntos (veja o diagrama na

Figura [3.39).
5 AN(BAC)=(ANB)A(ANC)

Primeira demonstracao:
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ANBAC)=AN[BUC)\(BNC)]=[An(BUC)\(AnBN Q)
=[(ANB)UANC)N(ASUB UC) =[(ANB)U (AN C)]N[(A° U B U (A° U C)]
=[(ANB)UANC)N[(AN B)*U (AN C)]

=[(ANB)NANB)TUANB) NANC)JU[ANC)N(ANB)JU[(AN C)n (AN C)]
=gU[ANB)NANC)JU[ANC)N (AN B)‘Ju @
=[(ANB)NANC)JU[(AN C)Nn (AN B)]
=[(ANB)\(ANC)U[ANC)\(ANB)]=(ANB) A (AN C)

Segunda demonstragao:

ANB)AANC)=[(ANB)UANCO)\N[ANB)NANO)]=[(ANB)UAN C)]\ (An BN C)
(ANB)\(ANBNCO)JU[ANC)\ (AN BN C)]

=[(ANB)N(A“UB U C)U[(ANC)N(A°U B U C)]
=(ANBNAYUANBNB)YUANBNCHIUANCNA)UANCNBY)U(AN (
—gUQUANBNCHIUBANCNB)UD

=(ANBNCHYUANB NC)=ANn[(BNC)U (B N C)
=AN[B\C)U(C\B)]=ANn(BA Q)

6. AUBAC)=(AUBUC)N (AU B“U C)
De fato:

AU(BAC)=AU[BUC)N(BNCO)]=[AU(BUC)N[AUBNC) ]=(AUBUC)N(AUB U C")

Vemos, assim, que unidao ndo é distributiva em relacdo a diferenca simétrica. Esse

resultado estd ilustrado na Figura [3.4]
7. AAB)AC=AA(BAC)

AAB)AC=[AAB)NCJUIAA B)° N (]
={[ANBYUA°NB)]NC}U{(ANB)U(AN B)|n C}
=[(ANB NCYHIYUANBNC)U[A“NB°NC)U(An BN C)]
Resulta que (AA B) A C é formado pelos elementos que pertencem a apenas um

dos 3 conjuntos ou aos 3 simultaneamente.

ANBAC)=[AN(BA C)JU[A N (BA C)]
={AN[(B°NCYHYUBNO}U{AN[(BNC)U (B nC)}
=[ANB NCIUANBNCIU[A“N BN CJU[A N B N C]
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(@) BAC (b) AU (B A C)

c

() AUBUC (d) B (e) C° (f) AU BC U C°

c

(g9) (AUBUC)N(AUBCUCY)

Figura 3.4 — Unido e diferenca simétrica entre conjuntos

Como antes, AA (B A C) é formado pelos elementos que pertencem a apenas um

dos 3 conjuntos ou aos 3 simultaneamente.

Como AA(BAC) e (AAB)AC tém os mesmos elementos, conclui-se que (AAB)AC =

AN (B A C), ou seja, a diferenca simétrica é associativa.

8. Se AAB=AAC, entdo B=C.

De fato: suponhamos, por absurdo, que B # C. Entao, pelo menos uma das duas

situacdes ocorre:

dx e B|xé¢C
ou

IxeClx¢B

Sem perda de generalidade, suponhamos que a primeira situacdo ocorra (a outra
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demonstracéo é andloga). Se x € A, entao

xeANB xXEAAB
xeEAexeBexd¢ (= e == e
x € (AN CY xXeEANCHUANCO)=AAC=AAB

um resultado absurdo. Logo, x ¢ A e temos, entao

xXeEANBCANBUANB)=AAB
xEAexeBexd C= e
xXEANC)YC(AL Q) = (AL B)F

Chegamos, novamente, a um absurdo, o que prova que nado existe tal x, ou seja, x €
B = x & C. Logo, B C C.

De maneira andloga prova-se que C C B e, portanto, se AAB=AAC, entdo B = C.

Isso prova que a diferenca simétrica satisfaz a lei do cancelamento.

3.4 Conjuntos finitos e principios de contagem

No que segue, vamos usar a notacao #A para indicar o niumero de elementos de um

conjunto A.

O resultado fundamental sobre contagem do nimero de elementos de conjuntos é dado

a sequir.

Teorema 3.4
Se A e B sdo conjuntos disjuntos, entéo #(AU B) = #A + #B.

Demonstracao:
Para contar o niimero de elementos de AU B, podemos comecar com #A. Em sequida, temos
que contar o numero de elementos de B que nao estdo em A. Mas como AN B = &, nenhum
elemento de B esta em A. Entdo existem #B elementos de B que nao estdao em A, e isso
completa a prova.

O

Deste teorema sequem imediatamente os sequintes resultados, que vocé ird demonstrar

nos exercicios.

Teorema 3.5

Sejam A e B conjuntos quaisquer em U. Entéo
1. #A = #U — #A

2. #(A\ B) = #A — #(An B)
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3. #(AU B) = #A + #B — #(An B)

Demonstracao:

Veja o Exercicio

3.5 Produto cartesiano

Sejam A e B conjuntos em Y. O produto cartesiano de A e B é o conjunto Ax B formado

pelos pares ordenados (a, b) em que a € Ae b € B, ou seja,

Ax B={(a,b)|acA be B} (3.13)

Exemplo 3.3
Considere os conjuntos A = {1,3,4,6} e B={2,5,7} emU = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Liste

os elementos de A x B e de B x A.

Solucao:

Ax B={(1,2),(1,5),(1,7).(3,2).(3,5),(3,7), (4, 2), (4,5), (4,7), (6, 2), (6,5), (6,7)}
BxA={(21),(23),(24),(26),(51),(5,3)(54)(5,6),(7,1),(7,3),(7,4), (7,6)}

*»"

3.6 Exercicios propostos

3.1 Considere os sequintes conjuntos em U = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}:

A=1{1,2,3,45} B=1{4567} C={56,78,9}
D={13,579 E=1{2468} F={1509)}

Determine

(@) AnNBeAUB
(b) BNnCeBUC
(c) DNFeDUF
(d) AA\Be B\A

() D\FeF\D
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) AAB CAD EAF
(9 AN(BUE)
(h) (A\ B)
(i) Au(BA Q)
() (BNF)U(CNE)e (BUF)N(CUE)
3.2 Adaptado de [Lipschutz| (1999) Considere as seqguintes hipdteses:

H, : Estatisticos sao pessoas felizes.
H, : Todo médico é saudavel.

Hs : Nenhuma pessoa feliz é saudavel.
Determine a validade de cada uma das sequintes conclusées com o uso de diagramas de
Venn:
(@) Nenhum estatistico é saudavel.
(b) Médicos sao pessoas felizes.
(c) Nenhuma pessoa pode ser médico e estatistico simultaneamente.

3.3 O diagrama de Venn na Figura ilustra 3 conjuntos em U.

A%

Figura 3.5 — 3 conjuntos

Sombreie os seguintes conjuntos:

(a) A\N(BUC)
(b) A°N (BN C)
(c) (AUC)N (BU Q)

3.4 Demonstre as Propriedades 1 a 6 apresentadas na Secéo
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3.5 Demonstre a segunda equacéo de cada uma das propriedades 7 a 9 apresentadas na
Secao B2T]

3.6 Use os conjuntos do Exemplo[3.2] para mostrar que a unido nao é distributiva em relacéo
a diferenca simétrica , ou seja, AU(BAC)# (AUB)A (AU Q).

3.7 Prove as seguintes equivaléncias:

(@) AC B se, e somente se, AN B = g&.
(b) A C B se, e somente se, A“U B =U.
(c) A C B se, e somente se, B¢ C A

3.8 Simplifique as sequintes expressdes:

(@) [(AN B)U (AN BN (A° U B)
(b) [(AUB) N (AU BN (AU B)
() (ANBNC)U (AN BN C)U (A N BN C)U (A° N BN C°)

3.9 Sejam A e B eventos quaisquer em U.

(@) Mostre que A é a unido disjunta de A\ Be AN B.
(b) Use o resultado anterior para obter uma expresséo para #(A\ B).

3.10 Em uma pesquisa sobre habitos de leitura com 60 brasileiros fazendo pés-graduacao

nos Estados Unidos, encontrou-se que

25 leem Newsweek 9 leem Newsweek e Fortune
26 leem Time 11 leem Newsweek e Time
26 leem Fortune 8 leem Time e Fortune

3 leem as 3 revistas

(a) Esboce um diagrama de Venn e indique o numero de elementos em cada parte do
diagrama. Certifique-se de indicar claramente os seus calculos, com a devida notacédo

matematica.
(b) Determine o niimero de alunos que leem pelo menos uma revista.

(c) Determine o nimero de alunos que leem exatamente uma revista.

3.11 Demonstre o Teorema
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Capitulo 4

Conjunto dos Numeros Inteiros

4.1 Conceitos e propriedades basicas

O conjunto dos nimeros inteiros é
Z={--,-3,-2,-1,0,1,2,3,---}
Note que o conjunto dos naturais, N, é um subconjunto de Z.

As operacoes de adicao e multiplicacdo nos inteiros tém as sequintes propriedades:

para a, b, c € Z inteiros quaisquer.

1. Fechamento
a+beZ

a-beZ

2. Associatividade
a+(b+c)=(a+b)+c
a-(b-c)=(a-b)-c
3. Existéncia do elemento neutro
a+0=a 0 é o elemento neutro da adicao.

a-1=a 1 é o elemento neutro da multiplicacéo.

4. Existéncia de inverso na adicao
Jda" € Z talque a+a"' =0

Dizemos que a’ é o simétrico de a.

57
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5. Comutatividade
a+b=b+a

a-b=>b-a

0. Distributividade da multiplicacéo

a-(b+c)=a-b+a-c

7. Integridade da multiplicacao

a-b=0=a=00ub=0

A partir desse conjunto basico de operagoes, é possivel gerar outras propriedades

importantes, como a apresentada a sequir.

Proposicao 4.1 Unicidade do elemento simétrico

O simétrico de cada numero inteiro é unico.

Demonstragao:

Suponhamos, por absurdo, que a’, a” sejam ambos simétricos de a. Entao

a = d+0 =0+d = (a+d")+d = a+(d"+d)
~— ~— ~— ~—

elem.neutro comut. hip. assoc.

4

= a+(d'+d") = (a+d)+ad”" = 0+ad" = d"+0 = a
~— ~— ~— ~— ~—

comut. assoc. hip. comut. elem.neutro

Tal unicidade nos permite estabelecer a sequinte notacdo: o simétrico de a € Z é
representado por —a. Além disso, ela nos permite definir a operacdo de subtracao no
conjunto dos inteiros:

a—b=a+(—b) Va,beZ

No conjunto dos inteiros esta definida uma relacao de ordem, denotada por a > b ou
por b < a, que significa que a — b € N. Como a — 0 = a, resulta que a > 0 se, e somente

se, a € N. Dessa forma, dizer que a > b é equivalente a dizer que a — b > 0.

Vemos, assim, que o conjunto dos inteiros Z pode ser dividido em trés partes disjuntas:

e N={1,2,3,---} — conjunto dos inteiros x|x > 0
e Z-={--,-3,—-2,—1} - conjunto dos inteiros x|x < 0

* {0}
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Propriedades importantes da relacao de igualdade e da relacéo de ordem séo:

l.a=b& a+c=b+c VceLZ
2.a-c=b-c<=a=b YVc+0eZ

. a<b<a+c<b+c VcelkZ

a<b<< a+c<b+c VcelZ

4 a<b<<a-c<b-c Vc>0eZ

a<b<<a-c<b-c Yc>0¢eZ.
5 a<b<<a-c>b-c Vex0eZ

a<b<a-c>b-c YVc<0elZ

Teorema 4.1 Propriedade arquimediana dos inteiros

Dado um inteiro 6 > 0, para cada k € Z, existe n € N tal que k < n - 0.

Demonstragao:

Se k < 0< o resultado é imediato, pois Kk <0 < 0 =1-9. Suponhamos, agora, k > 0.
0>00>12-k-0>2-k>k

ou seja, basta tomar n =2 - k.

4.2 Divisibilidade

Algumas definicdes e propriedades basicas sobre divisibilidade em Z sao dadas a
seqguir.

1. Um ndmero inteiro b é divisor de a — escreve-se b|a — se existe um ndmero inteiro ¢

tal que a = b - c. Diz-se também que b divide a ou que a é multiplo de b.
Note que, no conjunto dos inteiros, se b é divisor de a, entdo —b também o é: a =
b-c= a=(—b) (—o).

2. 1|a b|0 ala bla = |b] < |d|

3. Para qualquer a € Z, 1,—1,a,—a sao divisores de a e sdo chamados os divisores
triviais.
4. Um nGimero primo é qualquer inteiro p # 0, £1 cujos divisores sdo todos triviais.

E facil ver que, se a é primo, entdo —a também é primo. Assim, consideraremos, a

partir de agora, apenas os nimeros primos positivos.
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. Um ndmero inteiro é divisor comum de dois ou mais niimeros inteiros se ele for divisor

de cada um desses numeros inteiros.
Dois niimeros inteiros sao relativamente primos se seus Unicos divisores comuns forem
os divisores triviais 1 e —1.

Note que dois nimeros primos sdo relativamente primos, mas a reciproca nao é

verdadeira.

. O maximo divisor comum de dois ou mais nlimeros inteiros é o maior dos divisores

comuns a esses niimeros.

Usaremos a notacao mdc(a, b) para indicar o maximo divisor comum de a e b. Note

que a e b sao primos entre si se, e somente se, mdc(a, b) = 1.

Divisdao exata e inexata

Quando b é divisor de a, dizemos que a divisdo de a por b é exata. Vamos analisar

a existéncia e unicidade da divisao exata. Dizer que b é divisor de a significa que existe

geZtalque a=>b-q.

e a+#0

Se b = 0, ndo existe g tal que b-qg = a # 0, ou seja, se a # 0, é impossivel fazer a

divisdo exata de a por b = 0.

Se b # 0, como a # 0, uma divisao exata a = b - g implica g # 0 e esse g € Z pode ou
nao existir. Se ele existir, ele sera tinico e o chamaremos de quociente de a por b.
a=20

0=b-q: se b =0, entdo qualquer inteiro g serve, ou seja, ndo ha unicidade e nédo
faz sentido usar o termo quociente neste caso; se b # 0, a Unica solucdo, ou seja, o

quociente é g = 0.

Quando a nao é mdltiplo de b # 0, a divisdo de a por b nao serd exata e uma diviséo

inexata importante é a divisao euclidiana, que consiste em escrever a como

a=b-q+r, g, r intetros com 0 < r < |b|.

g ¢é o quociente e r é o resto da divisao.

Por exemplo, 4 ndo divide 9 e podemos escrever 9 = 4 -1+ 5; no entanto, essa ndo é a

divisao euclidiana, uma vez que 5 > 4. A diviséo euclidiana de 9 por4é¢9=4-2+1.
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Teorema 4.2 Existéncia e unicidade da divisao euclidiana

Dados a,b € Z com b + 0, existem, e sdo tnicos, inteiros q e r tais que
a=q-b+r 0<r<|b|

Demonstracao:

e Existéncia

* b>0

Pela propriedade arquimediana dos inteiros, existe n € N suficientemente grande
tal que n- b > a. Seja
P={peZp-b<a}

Entao, P é limitado superiormente, pois

p =>p-b<a<n-b=p-b<n-b_ = p<n.

pEP= <a<i [ <n-bz p<i

b>0

Pode-se provar que P tem um maximo, isto é, 3g € P tal que p < g Vp € P.
ComogeP,sequequeg-b<a=r=a—q-b>0.

Suponhamos, por absurdo, que r > b = |b|.
r>b=a—-qg-b>b=>a>b(g+1)=>qg+1€P

0 que é absurdo, pois contraria o fato de g ser o maximo de P.
Provamos, assim, que se a,b € Z, com b > 0, entdo existem q,r € Z tais que
a=q-b+r, 0<r<]|b|
* b<0
b < 0= —b>0; logo, existem q,r € Z taisque a =q-(—b)+r=(—q)-b+r
com 0 < r < —b = |b| e isso completa a prova da existéncia.
e Unicidade

Suponhamos, por absurdo,
a=b-qg+r 0<r<|b|
a=b-qg+r 0L <|b|
x*xSeqg=q entdaob-q+r=b-g+r'=>r=r.
* Se q # ¢, suponha, sem perda de generalidade, que

Gg<qg=>q¢—-qg>0=>qg" —qg>1

b-g+r=b-qgd+r"=>r—r"=b(g—q)
N—_——
>1
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Assim, r — r’ teria que estar na lista b,2b,3b---. Mas isso é impossivel, pois
0<r<|b 0<r<|b
Dy 1b] - 1b] = —|b|<r—r'<|b|=0<|r—r|<|b|
0< " < |b| —|b|<r <0
Entdo temos que ter g =q' = r=1r".
O

Teorema 4.3

Sejam a,b € Z, comb # 0 e a = b - g + r a divisdo euclidiana de a por b #+ 0. Entéo c é

divisor comum de a e b se, e somente se, ¢ é divisor comum de b e r.

Demonstragao:

Seja ¢ um divisor comum de a e b. Entéo, existem inteiros m e n tais que a = mc e b = nc.
Mas

a=b-gq+r=>r=a—-b-qg=mc—(nc)-q=c(m—ngqg)= c|r.

Reciprocamente, seja d um divisor comum de b e r. Entdo, existem inteiros m; e ny
tais que b = myd e r = nyd.

a=b-qg+r=a=(md)-q+nd=(mqg+nm)d= da.

Como exemplo, a diviséo euclidiana de 99 por 30 é

99 =30-3+4+9 = mdc(99,30) = mdc(9,30) =3

Teorema 4.4 Existéncia do maximo divisor comum

Se a,b € Z, entdo mdc(a, b) existe e pode ser escrito como uma combinacéo linear de a e
b, com coeficientes inteiros.

Demonstragao:

Parte 1: Existéncia do mdc

e bh=0

al0

| = a é divisor comum de g e b
ala

Qualquer outro divisor comum d de a e 0 divide a ou seja, temos que ter d < a. Logo,
a = mdc(a, 0).
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e bh>0
Por conveniéncia de notacao, vamos fazer
a=ry b=rnr
e tomar a divisao euclidiana de rq por rq:
rn=qy-n+rn 0<nKn<n
Pelo Teorema sabemos que
mdc(ro, r1) = mdc(ry, ) ouseja mdc(a, b) = mdc(ry, )
Se r;, =0, entdo mdc(ry, r;) = r1 = mdc(a, b) = ry
Se r; # 0, podemos fazer a diviséo euclidiana de ry por ry:
n=q;-n+r3 0<n<n<r=>b

Sabemos que

mdc(rs, r;) = mdc(rq, ) = mdc(a, b)
Se r3 =0, entdo mdc(rs, ) = r, = mdc(a, b)

Se r3 # 0, podemos fazer
rp=4q3-1r3+rny 0<<rn<rn<n=h>b

Esse processo pode continuar, mas o importante é que, em um ntimero finito de passos,
obteremos um resto nulo, pois como cada r; € Z e 0 < r; < b, a sequéncia de restos
tem que ser finita. Na verdade, essa sequéncia terd, no maximo, b — 1 termos. Entao,

em algum passo, obteremos um resto nulo; seja r,.1 =0e r,_1 =r,- g, + rpsq. Entéo

mdc(r,, rp+1) = mdc(r,, 0) = r, = mdc(r,,, r,—1) = - -- = mdc(rs, r2) = mdc(ry, ry)

= mdc(rq, rp) = mdc(a, b)
Provamos, assim, que, quaisquer que sejam a, b € Z com b > 0, existe mdc(a, b).

e b0

a=k-d a=k-d
b<0= —b>0= dmdc(a,—b) = 3dd € Z tal que , = ,
—b=kK-d b= (-K)-d
ou seja, d é divisor de a e b.
Suponhamos, por absurdo, que d nédo seja o maximo divisor comum de a e b. Entao,
existe d € Z tal que d’ > d e

a=k-d N a=k -d
b=k -d —b=(—k)-d
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Entédo, d’ > d seria divisor comum de a e —b, o que é absurdo, pois d = mdc(a, —b).

Provamos, assim, que, quaisquer que sejam a,b € Z com b < 0, existe mdc(a, b) e

mdc(a, b) = mdc(a, —b)

Concluimos, entdo, que sempre existe o maximo divisor comum de dois inteiros

quaisquer.

Parte 2: mdc como combinacao linear de a e b

e bh=0

Vimos que a = mdc(a,0) = a -1+ 0, uma combinacéao linear de a e b = 0.

e h>0

Do processo de prova da existéncia do maximo divisor comum, obtivemos o sequinte:

I‘2=I‘0—C/1'I‘1=CI—C/1'/,’)$I‘2=M1'CI+N1'/J M, Ny, € Z
I‘3:I‘1—C/2-I‘2:/.'J—C/2'(M1'CI+N1CICC/Otb):MZ'CI+N2'b M, N, € Z

Entdo, cada resto das sucessivas divisoes euclidianas pode ser escrito como combinacao

linear de a e b; em particular,
r, =mdc(a,b)=a -M,_1-a+N,_1-b M, Ny €Z

e h<O

Vimos que mdc(a, b) = mdc(a, —b) e sabemos que existem inteiros M, N tais que

mdc(a,—b) =M-a+ N-(=b) .. mdc(a,b)=M-a+N-(=b)=M-a+(=N)-b

Logo, o maximo divisor comum de dois inteiros a e b quaisquer pode ser escrito como

combinacao linear de a e b com coeficientes inteiros.
O

z

E importante observar que a representacao do mdc(a, b) como combinacao linear de a

e b ndo é Unica, pois

mdc(a, b) = ax + by = a(x + bt) + by — at) Vt € Z

Teorema 4.5
Sejama,b € Z comb +#0 e a=0>b-q+r adiisdo euclidiana de a por b. Entédo

mdc(a, b) = mdc(b, r).
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Demonstracao:

Sabemos que existe d = mdc(a, b). Pelo Teorema [4.3] sabemos que d é divisor comum de b
e r. Suponhamos, por absurdo, que d néo seja o mdc(b, r). Entéao, pelo Teorema existe
d" = mdc(b,r) e d’ > d. Mas pelo Teorema d’ também é divisor comum de a e b, o que
é absurdo, pois d é o maior divisor comum de a e b.

0

A demonstracéo do Teorema [4.4] leva ao sequinte algoritmo.

Algoritmo de Euclides para o mdc

Para achar o mdc de a e b = ry, obtemos a divisdo euclidiana de a por b = ry e depois
fazemos sucessivas divisdes euclidianas até obtermos um resto nulo, por exemplo, o resto
Fpn41:

a=rgpporb=r rg=r-q1+n

ry por n=r-q+rn

In—q1 por rp I'n-1=1Tp"(n + I'ny1 = TIn - (qn
mdc(a, b) = r,

Exemplo 4.1

Usando o algoritmo de Euclides, encontre o mdc(33810, 4116).

Solucao:

33810 = 8 x 4116 + 882
4116 = 4 x 882 + 588
882 =1 x 588 + 294
588 =2x294+0
mdc(33810, 4116) = 294

*
4.4 Teoremas da divisibilidade

Como ja dito, vamos considerar apenas os primos positivos.

Teorema 4.6

Seja a € Z tal que a > 2. Entédo a tem pelo menos um divisor primo.

Demonstragao:

Se a é primo, entao a é esse divisor. Consideremos, entao, a > 2 ndo primo. Entdo a tem um
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divisor positivo diferente de 1 e dele mesmo. Seja by o menor desses divisores. Suponhamos,
por absurdo, que by ndo seja primo. Entdo, by tem um divisor d néo trivial e 0 < d < by .
Entdo, d|by e by|a, o que implica que também d|a. Ou seja, a teria um divisor menor que
by, o que é absurdo, pois by é o menor dos divisores positivos de a.

O

Teorema 4.7

Se um namero primo p > 0 néo divide a € 7Z, entdo a e p sdo primos entre si.

Demonstragao:
Como p é primo, os divisores comuns de p e a tém que estar na lista p e 1. Mas como p nao
divide a, essa lista se reduz a 1, ou seja, mdc(p, a) = 1.

O

Teorema 4.8
Sejam a, b inteiros néo nulos que néo séo primos entre si. Entéo a e b sGo multiplos de um

mesmo numero primo.

Demonstracao:
Como a, b ndo sao primos entre si, eles tém pelo menos um divisor comum d > 2. Se d for
primo, o resultado esta provado. Se d néo for primo, pelo Teorema [4.7] ele tem pelo menos

um divisor d" que é primo.

d|d=d=kd
dla = a=md=mkd =m'd = d|aed|b

dlb=b=nd=nkd =n'd

Teorema 4.9
Seja ¢ um ndmero inteiro que divide o produto a - b e é relativamente primo com um dos

dois. Entdo, c divide o outro numero, ou seja,
clab e mdc(a,c) =1 = c|b

Demonstracao:

mdc(a,c)=1=3x,y € Z|1 :ax+cy—>b=bax+bcy\=’>/b=l<cx+bcy=C(l<x+by)—>c|b

clab

O

Teorema 4.10
Se um numero primo divide o produto de dois inteiros, entdo este primo divide pelo menos

um desses inteiros, ou seja,

p primo e plab = pla ou p|b.
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Demonstracao:
Sem perda de generalidade, suponha que p nao divida a. Como p é primo, pelo Teorema
p e a sado relativamente primos e, pelo Teorema p divide b.

O

Teorema 4.11 Teorema Fundamental da Aritmética

Todo ntiimero inteiro, diferente de 0 e de £1, ou é primo, ou é o produto de primos (positivos) e
esse produto pode ser escrito de maneira tinica, exceto pela ordem dos fatores. Dito de outra
forma, se a € Z é tal que a + 0 e a #+ £1, entdo existem primos distintos py < p> < ... < p,

e inteiros positivos ji, 2, -+, Jo tais que
a==+p) -ph-...ph

Demonstracgao:

A demonstracdo nao sera apresentada.

Como exemplo, temos

e 60=2x2%x3%x5=22x3x%x5

e 16200 = 23 x 3* x 52

4.5 Exercicios Propostos

1. Prove que dois nlimeros inteiros consecutivos sao sempre primos entre si.

2. Prove que se d # 0 é um inteiro divisor de a € Z, entdo d divide a®. Prove que a

reciproca é falsa.

3. Partindo da divisao euclidiana de 10 por 6, mostre que 10, 100, 1000, - -- sdo multiplos

de 10 aumentados de 4.

4. Sejam a, b inteiros positivos. Prove que mdc(a,b) = mdc(a, —b) = mdc(—a, b) =

mdc(—a, —b).

5. Prove que, se um inteiro positivo divide cada um de dois outros inteiros positivos, entdo

ele também divide o maximo divisor comum deles.

6. Sejam a, b, ¢ inteiros nédo nulos.

(a) Prove que mdc(ac, be) = |c| - mdc(a, b).

(b) Se a e b sédo primos entre si, calcule o mdc(ac, bce).
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7. Seja p um inteiro positivo. Prove que, a, b sao inteiros que tém o mesmo resto na

divisdo euclidiana por p se, e somente se, p divide a — b.

8. Sejam a,b,c € Z e ¢ # 0. Se ¢ é um divisor comum de a e b, entdo ¢ é divisor de
qualquer combinacéo linear inteira de a e b. (Obs.: Uma combinacéo linear inteira de

a e b é qualquer expressao da forma m-a+n-b, com m,n € Z.)



Capitulo 5

Conjunto dos Numeros Racionais

5.1 Fracgdes e os niimeros racionais

Fracao: dada uma grandeza vista como um todo, se a dividirmos em uma, duas, ou mais
partes iguais, chamadas aliquotas, uma fracdo dessa grandeza, ou desse todo, é qualquer
numero inteiro dessas aliquotas.

4 abeZ b#0

b
Fracoes equivalentes:
%=§¢$ad=m a,bc,deZ, b+0,d+0

A equivaléncia de fracdes tem as sequintes propriedades:

) a a
o Reflexiva: — = —
b b
C a c C a
e Simétrica; —=— = — = —
b d d b
T itividad a c cC e N a
e Transitividade: — = — e — = — i
b d d f b f

Fracao irredutivel:

a ., . , . - ,
5 ¢ irredutivel se a e b forem primos entre si, isto é, se mdc(a, b) = 1.
b

Nulmero racional:

Um ndmero racional é a classe de todas as fracdes equivalentes a uma dada fracao.

Dois niimeros racionais sao iguais se, e so se, suas classes sdo iguais como conjuntos. O
conjunto dos racionais é representado por Q.

69
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S , . 2, 246
Por exemplo, o nimero racional = é a classe { =, =, =,--- t.
3 3'6'9
Uma fracdo da classe de fracoes de um niimero racional é dita ser uma representacao
D , . a . a, .
fracionaria deste nimero e usamos a notacao r = 5, para indicar que 5, ¢ uma representacao
b b

fraciondria do ndmero racional r.

Alguns resultados importantes sao:

e Todo nimero racional pode ser representado por uma fracdo de denominador positivo.

e Todo numero racional é representado por uma, e apenas uma, fracdo irredutivel de
denominador positivo.

5.2 Operacoes em QQ

No que seqgue, vamos considerar os nimeros r e s representados por fracoes de

denominador positivo:

r=2  s=%  ubedeZ b>0,d>0
b d
e Adicao
a ¢ ad + bc
rds=—+-=——
b d cd

o Multiplicacao

a ¢ ac
r S —=— . — = —
b d bd

e Subtracéo

a ¢ ad— bc

r—s=———=

b d cd
e Divisdo
a c a-d

Se c #0: res=o s o=

As operacoes acima estao bem definidas, isto é, o resultado de cada uma delas nao

depende das fracoes escolhidas para representar os racionais dados.

Imersao de Z em Q

~ n T ~ \ .
Sen € Z, entdo n = 7 easomaea multiplicacdo em Q correspondem a soma e a

multiplicacdo em Z:
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n n m n—+m +
— 4 —=——=n+4+m
1 1 1

m n-m

. . a , . . .
O racional representado pela fracéo 5 b > 0 é o quociente entre os inteiros a e b, ou
b

. a a b | . . ) . .
seja, - = — =+ T e isso nos leva a representacdo usual do conjunto dos racionais:

b 1

Q:{%|a,bez,b>0}

Propriedades da adicao e da multiplicacdo em Q

0
O racional nulo é o niimero racional representado pela fracdo T

: 1
A unidade racional é o niimero racional representado pela fracao T

No que seque, sejam r, s, t nimeros racionais quaisquer.

e Fechamento
r+seqQ
r-seQ@

e Associatividade
(r+s)+t=r+(s+1t)
(r-s)-t=r-(s-t)

e Existéncia do elemento neutro
r+0=r
r-1=r

e Existéncia do inverso
dreQtalque r+r"=0; ' = —r.

Ser+#0, 3" e€Qtalquer-r"=1,r"=—-=r"

e Comutatividade
r+s=s4+r

r-s=s-r
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e Distributividade da multiplicacao

r-(s+t)=r-s+r-t

Outras propriedades seguem das propriedades listadas, tais como as Leis do

Cancelamento:

ert+t=s+t—=—=r=s, VteQ

er-t=s-t=r=s, VteQ,t#0

5.3 Ordenacao dos niimeros racionais

A relacdo de ordem em QQ é estabelecida a partir das representacdes fracionarias de

denominador positivo. Assim, sejam r,s € QQ tais que

r=2 b>o0 s=S d>o.
b d

Entao

r<s<= ad< bc

r<s<= ad< bc

A relacao de ordem independe das representacoes fraciondrias escolhidas, desde que

tenham denominador positivo; ela satisfaz as sequintes propriedades:

e r<s<r+t<s+t VteQ
e r<s<<r-t<s-t,VteQ,t>0

e r<s&=r-t>s-t, VteQ,t<0

5.4 Densidade dos racionais

Até aqui vimos que os racionais se “parecem” bastante com os inteiros, no sentido
de que operar com nGimeros racionais consiste em operar com ntiimeros inteiros. A grande
diferenca entre Z e Q estd relacionada ao nimero de elementos que exitem entre dois

inteiros ou dois racionais. Isso envolve a sequinte definicao.

Um conjunto A C Q é denso em QQ se entre dois elementos distintos quaisquer de Q

existirem infinitos elementos de A.
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Teorema 5.1
O conjunto dos racionais é denso, ou seja, entre dois niimeros racionais distintos, sempre
hd infinitos racionais.

Demonstracao:
Sejamr,s € Q|r<s

r+s

e Tome my = 5 r<m<s
r—+ mj

e Tome m; = T r<m<m<s
r+m;

e Tome m3 = T r<m<m<m<s

e assim sucessivamente.

Teorema 5.2
Seja A C Q. Se entre dois elementos quaisquer de Q houver um elemento de A, entéo A é
denso em Q.

Demonstragao:
Sejam r,s € Q com r < s. Entdo, por hipdtese, da; € A tal que r < a1 < s. Mas
a; € A C Q. Logo, por hipétese, da, € A tal que r < a; < ay < s. Continuando com esse
processo, mostramos que entre dois racionais quaisquer existem infinitos elementos de A;
logo, A é denso em Q.

O

Note que Z néo é denso em Q. Assim, o fato de um subconjunto A ser infinito, ndo

garante que ele seja denso em Q. Mas qualquer subconjunto finito de Q nao é denso em Q.

5.5 Expansao decimal dos racionais

~ e s ~ a
Uma fragao ordinaria é uma fracdo da forma p €M que a, beZeb>0.
b
Uma fracao decimal é toda fracdo cujo denominador é uma poténcia positiva de 10.
Uma fracdo ordindria serd equivalente a uma fracdo decimal se, e somente se, na

fatoracao do seu denominador aparecerem apenas poténcias de 2 e/ou 5.

Exemplo 5.1

3
Encontre a fracdo decimal equivalente a 50
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Solucao:
Sabemos que tal fracdo equivalente existe, pois 20 = 22 x 5
3 3 3x5 15

20 22x5 2x5 102

*»"

A expansao decimal de um niimero natural, ou inteiro positivo, consiste em escrever

este niimero como a soma de multiplos de poténcias de 10. Por exemplo,
1324 =1000 +300 + 20+ 4 =1 x 10> + 3 x 10 + 2 x 104 + 4 x 10°.

Tal expansdo é posicional, ou seja, a posicdao dos algarismos é importante. Diferentes

posicdes levam a decomposicoes distintas.

2413 =22 4+4x102+1 x 10" + 3 x 10°.

A expansao de um numero inteiro k < 0 sera o simétrico da expanséao de —k.
—1324 = —(1000+300 +20 + 4 =1 x 10> + 3 x 10> + 2 x 104 + 4 x 10°).

Assim, podemos nos concentrar na expansao de nuUmeros inteiros positivos. Vamos

representar essa expansao por
N =a,a,_1- - araidy
indicando que

N=a,x10"+a,1 x 10"+ ... +a, x 102+ a; x 10" + ao x 10°.

Vamos estudar, agora, a expansao decimal dos racionais, considerando apenas os

racionais positivos.
Todo niimero racional r pode ser decomposto de maneira Ginica como
r=r+r"

em que r’ é um inteiro, chamado parte inteira de r, e r” é um racional tal que 0 < r” < 1,

chamado parte fracionaria de r.

a . . , . o . -
Se r = 5@ parte inteira r’ é o quociente, g, da diviséo euclidiana de a por b e
b

r"=r—r.
Assim, para completar o estudo da expansao decimal de um niimero racional, temos que
estudar a expansao decimal de sua parte fraciondria. Essa sera feita em termos de décimos,

centésimos, milésimos etc., ou seja:

w_ b1 by b3
g BTt TR b; 0,1,2,---,9}.
100 "0z T T i€ !
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A decomposicao de r = r’ 4+ " é dada por

b4 b, bs

r=a,x10"+a,_1 x 10" "+ ... 4+ a, x 10% + ay ><101+610><100+W+W+W+”-

e serd representada por

r=dapdy—q---dydqdy, b1b2b3 HR

~ . , . a
Vamos ver, agora, como obter a expansao decimal de um ntiimero racional r = — Para

b
diferentes possibilidades de r.

e 1 é representado por uma fracao decimal

A obtencao da expansao decimal é imediata, neste caso. Vamos ver dois exemplos.

* r>1
12437 437 4 3 7
12437 5 M7 04wt L3 LT 4o 437
1000 + 3000 — | X 10 +2x 10+ 5+ g F g = 1243
xr<t 23 023 o 2 3
2 0w 10°+ 98 _ox 002 03 o,
1000 = 20X 10+ 7500 =0 70t 702 T g = 0023

Com esses dois exemplos, ilustramos dois resultados importantes.

1. A parte fracionaria de uma fracdo decimal pode ser decomposta como soma de
fracdes decimais especiais, em que cada uma delas tem como numerador um dos

digitos que expressam a fracao decimal original.

2. Toda fracdo decimal tem um ntmero finito de digitos na parte fracionaria da sua
expansao decimal

Como consequéncia, se um numero racional é representado por uma fracdo decimal,

sua expansao decimal é da forma
r=da,d,_q---0yd,dg, b1bobs---b,,.

e 1 é representado por fracdo equivalente a uma fracao decimal

Da equivaléncia, resulta que um ndimero racional representado por uma fracao ordinaria

equivalente a uma fracao decimal também serd da forma
r=dapdn—1---d2010y, b»] b2b3 . bm-

Para ilustrar, considere os sequintes exemplos:

77 27 27 27 x 2 54 0 5 4

50 Ts T Texa T Texe T T s 0 g T = 1ot
2 1 1

80 _ 89 _ 89 _89x2 198 . . 1 9 8 oo

500 5x102 53x22 103 103 10 102 103
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O método das divisoes pode ser usado para se obter a expansao decimal de um ndimero
racional r representado por uma fracdo equivalente a uma fracao decimal. Seja, entao,
r= % o nosso numero racional. Como ele é representado por uma fracdo equivalente
a ume fracdo decimal, sabemos que sua parte fraciondria tem um um ndmero finito de
digitos. Para encontrar sua expansao decimal, faremos sucessivas divisoes euclidianas.
A primeira é a divisdo euclidiana de a por b, que determinara a parte inteira de a; em

seguida, faremos as divisoes euclidianas, por b, de 10 vezes o resto obtido:

('L)C/=q1><b+l‘1:>%=q1+% 0<r<b
C/z)(b ]
('Ll)1O><r1:qsz+r2:>%=q1+w=q1+%+mr—ib 0<rm<b
C/3Xb 3
a gz 10 10 g2 g3 3
10 x rp = btr=d= 42, 10 10 I LR LE
(i) 10xr=gsxbtrs=4=aq+35+—5 7 Tt 0102 T 102 % b

0<r3<hb
Como o numero de digitos da parte fraciondria é finito, em algum momento

obteremos um resto nulo e esse é o critério de parada.

Exemplo 5.2 Aplicacao do método das divisoes

Obtenha a expansao decimal de 3837/250 pelo método das divisoes.

Solucao:
3837 =15 x 250 + 87
~~
n
87 x 10 =870 =3 x 250+ 120
~~
r
120 x 10 = 1200 = 4 x 250 + 200
~~
r3
200 x 10 =2000 =8 x 250 + O
~~
ry
Logo,
3837 3 4 8
ﬁ—15+ﬁ+w+m—15,348

*»

e 1 ¢é representado por fracdo ndo equivalente a uma fracao decimal

O método das divisdes pode ser aplicado a niimeros racionais representados por fracoes

nao equivalentes a uma fracdo decimal. A diferenca fundamental é que nunca obteremos
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um resto nulo, mas, em algum momento, os restos se repetem, geranclo uma expanséo

decimal infinita periddica.

De fato: em cada etapa i do método das divisdes, obtemos um resto r; tal que 0 <
r; < 1. Mas como a fracdo que representa o nimero racional ndo é equivalente a
uma fracdo decimal, todos esses restos tém que ser maiores que zero. Se algum fosse
nulo, a expansao decimal da parte fraciondria teria um numero finito de digitos, o que
levaria a uma equivaléncia com uma fracao decimal. Assim, o método das divisdes gera
restos rq, ry,--- tais que 0 < rq,rp,r3,--- < b. Como esses restos sao niimeros inteiros
positivos, resulta que

0<I’1,I'2,I’3,'”§b—1.

Assim, no maximo depois de b—1 divisdes algum resto se repetird, ou seja, todo niimero
racional representado por uma fracdo nado equivalente a uma fracdo decimal tem uma

expansao decimal infinita mas periddica, que podemos escrever como

a
E = a0, "'C’ZC’L‘715/2"‘C/iC/i+1CIi+2'"C/jC/iHCIi+2'"C/j"'

=dplp—q a0, 4142 - qigiv1qi42 - - g;

Tal lista de digitos recebe o nome de dizima. A parte que se repete, abaixo do traco

horizontal, é o periodo da dizima.

Os numeros racionais representados por fracdes equivalentes a uma fracdo decimal
tém expansdo decimal em uma dizima finita. Os demais nimeros racionais podem ter

expansao em uma dizima periddica simples
r=danlp_---0201,qi11qi+2 - (q;
ou em uma dizima periddica composta:

r=dapdp—---0a201,q1q92 - qiqi+1qi+2 - q;

Conclusao: Todo numero racional tem como expansao decimal uma dizima periddica,

que pode ter periodo zero.

Exemplo 5.3

- : .. 17 1623
Encontre as dizimas que representam os seguintes racionais: 37 € 7908"

Solugao:

Nenhum dos dois racionais dados admite representacao por fracao equivalente a uma
fracdo decimal, ou seja, ambos serdo representados por dizimas periddicas. Ambos sdo

menores que 1; logo, a parte inteira é zero.

17
* _
37
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17 =0 x 37 +17
170 = 4 x 37 + 22
220 = 5 x 37 + 35
350 = 9 x 37 + 17

170 = - -
17 —_ . - .
37 = 0,459, uma dizima periddica simples
1623
* _
1998

1623 = 0 x 1998 + 1623
16230 = 8 x 1998 + 246

2460 = 1 x 1998 + 462

4620 = 2 x 1998 + 624

6240 = 3 x 1998 + 246

2460 = - - -

1623

1998 = 0, 8123, una dizima periddica composta

*»

E importante observar os seguintes fatos:

* O periodo da dizima fica determinado com a primeira coincidéncia do resto das

divisdes, e ndo com a repeticao de um algarismo da dizima.

% O tamanho do periodo, isto é, o nimero de digitos do periodo de uma dizima que
representa a/b é, no maximo, b — 1. E importante notar que as calculadoras nem
sempre tém capacidade de exibir com precisdao uma dizima periddica. Por exemplo,
se usarmos o Excel para calcular 1/19, obteremos 0,0526315789473684000, dando
a impressao de termos uma dizima finita, ou melhor, uma fragao equivalente a uma

fracdo decimal. No entanto, o calculo manual mostra que

11_9 = 0,052631578947368421

O tamanho do periodo aqui é o maximo, 18, e na dizima aparecem digitos repetidos,

mas o processo sé termina quando o resto se repete.

d i "lad 3 5 d viso ¢ a a dizima i
Um resultado importante sobre o método das divisdes é que ele ndo gera dizimas cujo
periodo é formado apenas de 9's. Dizimas deste tipo serao chamadas dizimas de periodo

9-repetido. Alguns exemplos sao: 0,9; 2,3149.
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5.6 Conversao de dizimas em fracoes ordinarias

Vamos considerar agora apenas dizimas geradas pelo método das divisoes, ou seja,
dizimas cujo periodo nao é 9-repetido. (As dizimas com periodo 9-repetido serdo estudadas
posteriormente, na terceira parte da disciplina.) O objetivo é obter a geratriz de tal dizima,

ou seja, o numero racional cuja expansao decimal é a dizima em questao.

Vamos apresentar os resultados apenas para a parte decimal da dizima, pois obtida

geratriz da parte decimal, basta somar a parte inteira.

e Dizima finita

b b, b, by x 1071 + by x 1072 +---+b,
=—+ =+ -+ =
10 102 107 107

0,b1by--- b,

Exemplo 5.4

Obtenha a geratriz da dizima finita 2, 345

Solugao:

s 50y 3 4 3 5 3x10°4+4 %1045  2000+300+40+5 _ 2345 _ 469

71071027103 103 B 1000 ~ 1000 ~ 200
*

e Dizimas periddicas simples e composta

Os resultados fundamentais sdo:

1. Toda dizima 0, ¢7¢; -~ ¢,, em que o periodo nao é 9-repetido, é a expansao decimal

obtida pelo método das divisdes de um Unico niimero racional r, com 0 < r < 1

dado por
S K R O B & N O R O
99..-9 10P —1
—_—
P

2. Toda dizima 0, b1by---b,ci¢;---¢,, em que o periodo nao é 9-repetido, é a
expansao decimal obtida pelo método das divisdes de um Unico ndimero racional r,

com 0 < r < 1 dado por

__/31/32'“/3,7 GG Cp _/31/32"'/3,76162"'%—/31/92"'/3,7
- 107 99...90---0 99...90---0
N—— —— N—— ——
/_7 n p n

Exemplo 5.5
Obtenha a geratriz da dizima 0, 4567.

Solucao:

4567

9999’
Como 4567 é primo, ndo podemos fazer qualquer simplificacao. *

0,4567 =



80

CAPITULO 5. CONJUNTO DOS NUMEROS RACIONAIS

Exemplo 5.6
Obtenha a geratriz da dizima 0, 45387.
Solucao:

0 45357 _ 13387 —45 _ 45342 _ 7557 _ 2519
' T 99900 99900 16650 5550

*»"

5.7 Algumas insuficiéncias dos nlimeros racionais

Vimos que todo racional tem como representacdo decimal uma dizima periddica. E

as dizimas néo perioddicas, como 0,101001000100001 - --? Que nliimeros elas representam?

Na primeira parte da disciplina, vimos também que V2 ndo é racional. Pelo Teorema de

Pitdgoras, sabemos que v/2 é o comprimento da diagonal de um quadrado de lado unitario.

Vemos, assim, que os racionais apresentam insuficiéncias algébricas e geométricas. Ou seja,

tem que haver algo além dos racionais, e esse serd o objeto de estudo do préximo capitulo.

5.8

’ . . ’ ~ . 7 ~ CI
. Usando o exercicio anterior, prove que, se p € uma fracdo irredutivel, entao 5 + —
b b

Exercicios propostos

. Seja r um numero racional representado por 15/35. Mostre que ele também tem uma

representacao da forma a/b, em que mdc(a, b) = 18.

a . , 1T 1 C
Se — é uma fracao irredutivel com a # 0,b # 0, prove que a soma — + 5 também é

b a b
irredutivel.

2 K2

Prove que se a e b sdo primos entre si, entdo cada um dos pares a?, b; a,b? e a?, b

também o é.

a b

a
também é irredutivel.

Dé o valor de um ndimero racional entre 2/5 e 2/3.

Apresente um nimero racional que seja maior que 3/4 e menor que r, sabendo apenas
que 3/4 < r.

Dadas as sequintes decomposicoes em fatores primos de dois niimeros a e b, determine

0 maximo divisor comum e o minimo multiplo comum de a e b:

a=2.32.53.71 b=2.3.5*.73

Escreva 0,34545454 ... como duas dizimas diferentes e obtenha, a partir de cada uma

delas, a respectiva fracao geratriz na forma irredutivel. O que vocé observa?
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9. Use o método da divisao para obter a expansao decimal dos sequintes racionais:

9
(a) 13
) &

179
(c) 55

10. Obtenha a fracdo geratriz de cada um das dizimas a sequir, expressando-a como fracao
irredutivel.

(a) 3,254
(b) 0,457777 ...
(c) 54,678



82

CAPITULO 5. CONJUNTO DOS NUMEROS RACIONAIS



Capitulo 6

Conjunto dos Nimeros Reais

6.1 Definicoes e propriedades basicas

O conjunto dos niimeros reais é o conjunto de todas as listas
m, a,a,as - - - meZea <€{01,2---,9}Vi
Tal conjunto sera denotado por R.
Pelo que ja vimos dos niimeros naturais, inteiros e racionais, concluimos que
NcZcQcCR.

O conjunto R\ Q é chamado conjunto dos nlimeros irracionais e é representado por todas

as listas de digitos nao periddicas.

Recordemos a seguinte definicdo. Um eixo cartesiano é uma reta na qual foram
escolhidos dois pontos O e U. O ponto O é chamado origem e o ponto U, chamado ponto
unitario, tem dupla finalidade: determinar uma unidade de medida para os segmentos da
reta do eixo e a orientacao para o eixo. O sentido positivo do eixo é aquele que vai de O

para U, enquanto o sentido negativo é o que vai de U para O.

A cada ponto Q de um eixo cartesiano (r, O, U) associamos um numero real x(Q) (ou

simplesmente x), chamado coordenada cartesiana de Q, da seqguinte forma:

(i) se Q = O, entao x(Q) =0;

(i) se Q é um ponto positivo do eixo, entdo x(Q) = +|00Q

, em que |OQ| representa o
comprimento do segmento OQ;

(iit) se Q é um ponto negativo do eixo, entdo x(Q) = —|0Q’|, em que Q" denota o simétrico

de Q em relagdo a origem O.

83
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Teorema Fundamental da Geometria Analitica

A correspondéncia que associa a cada ponto de um eixo cartesiano (r, O,U) a sua
coordenada cartesiana é uma correspondéncia biunivoca entre a reta r e o conjunto R dos

numeros redais.

6.2 Modulo de um niimero real

Seja x € R. O maddulo, ou valor absoluto de x, é definido como

x sex>0
x|=4 0 sex=0 (6.1)

—x sex<0

Da definicao de médulo de um nimero real podemos ver que

x| > x x < I

X > —x x> I = —|x] < x < |x| (6.2)

|x| = max{—x, x} =

Na Figura temos o grafico da funcao f(x) = |x

propriedade basica x > 0, decorrente da propria definicdo de mdédulo. Serd muito importante

, onde podemos ver claramente a

também a andlise de desigualdades envolvendo médulo; todas elas decorrem do sequinte

resultado:
x| <k = —k<x<k (6.3)

Na Figura os valores de y = f(x) = |x| que sdao menores ou iguais a k
estdo representados pelo segmento vertical mais escuro. Note que esses valores de y

correspondem aos valores de x no intervalo [—k, k|.

Figura 6.1 — f(x) = |x| Figura 6.2 — |x| < k
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Exemplo 6.1
Determine os valores de x tais que |x — a| < €, sendo @ um nlimero real qualquer e € um
ndmero real positivo.

Solugao:
Por (6.2), temos que

x—dal<eo —e<x—a<esa—e<x<a+e.

144

Teorema 6.1 Propriedades do modulo

Sejam x,y,z € R. Entdo

(Méd.1) |x + y| < |x| + |y| (desigualdade triangular)
(Méd.2) [xy| = |x]ly]

(Méd.3) [x] —|y| < [Ix] = lyl] < [x =yl

(Méd.4) |x —z| < |x —y|+ |y — 7|

Demonstragao:

(Méd.1) Por (6.2), temos que

{ —Ix| < x < |x]

= (K +ly) <x+y<ixl+lyl= Ix+yl < x|+ yl

_|J| < y < |J| somaﬂdo @

(M8d.2) |xyl* = (xy)? = x*y? = |xy| = V/x2y? = Vx*\/y? = |x|ly|

(Méd.3) Por (6.2) sabemos que |x| —|y| < ||x|—|y|. Assim, falta provar que ||x| —|y|| < |x —y|.

X =Ix—y+yl<Ix—yl+lyl _  Ix—yl>Ixl -]yl
lyl =1y =x+x] <y — x| + x| ly = x| = [yl = |x]

Multiplicando a segunda desigualdade por (—1) e lembrando que |k| = | —k

x =yl > x| =yl
—Ix =yl < x| =1yl

~x =yl < M=yl < =yl = M~ yl| < Ix —gl.
\i

(Méd.4) Pela desigualdade triangular, temos que |x —z| = |x —y+y—z| < |[x —y| + |y — z|.

O
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Ordenacao dos niimeros reais

Sejam x, y € R. Dizemos que x é menor que y (escreve-se x < y) se, e somente se,

(i) ou ambos tém sinal + e satisfazem |x| < |y|
(i) ou ambos tém sinal — e satisfazem |y| < |x]

(iit) ou x é negativo e y é positivo.

6.3 Operacoes em R

Vamos assumir conhecidas as operacdes de adicdo e multiplicacdo em R, sem entrar

nos detalhes da formalizacao.

Propriedades da adicao e da multiplicacao em R
No que seque, sejam a, b, ¢ nimeros reais quaisquer.

e Fechamento
a+belR

a-beR

e Associatividade
(a+b)+c=a+(b+b)

(a-b)-c=a-(b-c)

e Existéncia do elemento neutro
a+0=a

a-1=a

e Existéncia do inverso
Ja’ e Rtalque a+ad =0; ¢ =—a.

Sea#0,Ja"€cRtalquea-a”"=1; a" =a"’

e Comutatividade
a+b=b+a

a-b=>b-a
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e Distributividade da multiplicacao

a-(b+c)=a-b+a-c.

Assim como no caso dos nlimeros inteiros, prova-se que o simétrico e o reciproco sado
unicos. Da existéncia e unicidade do simétrico, definimos a subtracao de dois nliimeros reais
como

Xx—y=x+(-y)

e da existéncia e unicidade do reciproco, definimos o quociente de um real x qualquer por
um real y # 0 como

Dai seque que, se x # 0, x~ ' = —
X

Outras propriedades sequem das propriedades acima. Algumas delas séao:

e 0a=0

o (—a)b = —(ab)

o (—a)(—b)=ab

ea+b=aVa=b=0 (unicidade do zero)

e ab=aVa=b="1 (unicidade da unidade)
ea+c=b+c=a=b>b (let do cancelamento da adicao)
ec#+0,a-c=b-c=a=0b (let do cancelamento da multiplicacao)
e a#0,b#0=ab+#0 (integridade da multiplicacao)
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6.4 Supremo e inﬁm

Definicao 6.1 Conjuntos limitados
Seja X um subconjunto de R.

(a) X é limitado superiormente se existe b € R tal que x < b para todo x € X. Neste

caso, X C (—oo, b] e b é uma cota superior de X.

(b) X é limitado inferiormente se existe a € R tal que x > a para todo x € X. Neste

caso, X C [a,00) e a é uma cota inferior de X.

(c) Se X é limitado superior e inferiormente, dizemos que X é limitado e, neste caso,
existem a, b € R tais que X C |a, b].

Teorema 6.2

Em R, as sequintes afirmativas sdo equivalentes:

(i) O conjunto dos nimeros naturais néo é limitado superiormente.

(ii) (Propriedade arquimediana dos reais) Dados a,b € R, a > 0, existe n € N tal que

an > b.

1
(iii) Dado qualquer a > 0, existe n € N tal que 0 < — < a.
n

Demonstracao:

o (i) = (i)
Sejam a,b € N, a > 0. Como, por hipétese, N ndo é limitado superiormente, existe

n € N tal que n > g e, portanto, an > b.
o (i) = (iiy)

Tomando a > 0 e b =1, por hipdtese existe n € Ntalque an >b=1=0< 11—7 < a.
o (ii) = (i)

1
Seja b > 0 um ndmero real positivo qualquer. Entao, 5 > 0 e, por hipdtese, existe
b

1 1
n € N tal que — < 5 ou seja, existe n € N tal que n > b. Logo, nenhum elemento de
n b

R é cota superior de N.

"Baseado em|Goncalves e Gongalves| (2012)
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Definicao 6.2 Supremo

Seja X C R um conjunto limitado superiormente. Um elemento b € R é dito supremo de
X se valem as sequintes propriedades:

Sup?) Para qualquer x € X, x < b, ou seja, b é cota superior de X.

Sup?) SeceRex<cV¥x e X, entdo b < c.

Vemos, assim, que o supremo de X é a menor das cotas superiores de X. Usaremos a
seguinte notacao: b = sup X.

Definicao 6.3 infimo

Seja X C R um conjunto limitado inferiormente. Um elemento a € R é dito infimo de X se
valem as seguintes propriedades:

(Inf1) Para qualquer x € X, x > a, ou seja, a é cota inferior de X.

(Inf2) SeceRec<xVx e X, entdo c < a.

Vemos, assim, que o infimo de X é a maior das cotas inferiores de X. Usaremos a
seguinte notacdo: a = inf X.

O teorema a sequir fornece uma outra caracterizacao do supremo e do i(nfimo de um
conjunto.

Teorema 6.3

Sejam X, Y subconjuntos de R.

Vxe X, x<b

b=supX
Ve >0,3dx e X tal que b —e < x < b.

<
a=infyY WyeY.as<y

Ve>0,dye Y talquea<y<a-+e.

Demonstragao:
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Como b = sup X, temos que x < bVx € X. Suponhamos, por absurdo, que nao
exista x € X tal que b — e < x < b. Isso significa que Vx € X, x < b — €, ou seja,

b — € é uma cota superior de X, menor que o supremo, o que é absurdo.

o —

Suponhamos, por absurdo, que b nao seja o supremo de X. Entdo, existe b’ € R
4

b—b
tal que b' < b e x < b'Vx € X. Veja a figura a sequir. Tome € = — Entéo

b+ b
b—e= 5 > b’ e ndo existe x € X tal que b — e < X < b, o que contraria a

hipdtese.

r<bVreX nenhum z € X

v b—e b

2. A demonstracao para o infimo é andloga.

O

O supremo e o infimo de um conjunto X podem, ou ndo, pertencer a X, mas sempre que

um conjunto tem um elemento maximo (minimo), entdo esse elemento é o supremo (infimo).

)

1
Como — <1Vn €N, 1 é o maximo e, portanto, o supremo de X.
n

Por outro lado, temos que 0 é cota inferior de X e pelo item (iii) do Teorema [6.2] para
resulta que 0 = inf X.

E possivel mostrar que existem conjuntos limitados de racionais cujo supremo ou infimo

Exemplo 6.2

N —
Wl =
N

Encontre o supremo e o infimo do conjunto X = {1,

Solucao:

todo € > 0, existe nyp € N tal que 0 < — < 0 4 €. Pelo Teorema
no

nao pertence a Q. Um exemplo cldssico sdo os conjuntos X = {x € Q|x > 0e x? < 2} e
Y ={yeQ|y>0ey?> 2} sdo tais que supX = inf Y = /2 e como ja visto, V2 ¢ Q.
Vemos, assim, que existem lacunas em Q. O conjunto dos reais é o conjunto que contém Q

e completa suas lacunas.

Axioma do supremo. Em R, todo subconjunto néo vazio e limitado superiormente possui

supremo.
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O Axioma do Supremo é equivalente a propriedade do infimo: Em R, todo subconjunto
nao vazio e limitado inferiormente possui {nfimo.

6.5 Densidade em R

No Capitulo 5] provamos que Q é denso em Q. Vamos ver o que acontece nos reais.
Diz-se que z € R é um intermediario dos reais x < y se x < z < y.

Um conjunto de ndimeros reais A é denso em R se, e somente se, entre dois nimeros

reais quaisquer existir pelo menos um intermedidrio que esteja em A.

Pode-se provar que tanto Q quanto R\ Q séo densos em R, ou seja, entre dois niimeros

reais quaisquer, ha pelo menos um ndmero racional e pelo menos um ndmero irracional.

6.6 Propriedade do Continuo

Um intervalo fechado de extremos x,y € R com x < y é o conjunto
x.yl={zeR|x<z<y}
Uma sequéncia infinita de intervalos fechados [x,, y,], n € N, é dita encaixante se, e
somente se,

Xn S Xn+1
: Q[X”, yn]g g[XZI UZ]Q[X1:U1]<:> e Vn.

Un 2 Un—H
Uma sequéncia infinita de intervalos fechados [x,, y,], n € N, é dita evanescente se

(i) for encaixante e
(i) para qualquer intervalo [a,b] em R existir um intervalo [x,, y,] na sequéncia cujo
comprimento |y, — x,| < |b — a|.
Nas Figuras e ilustra-se uma sequéncia encaixante e uma sequéncia
evanescente, respectivamente.

Teorema: Propriedade do Continuo

Para cada sequéncia evanescente de intervalos |x,, y,], existe exatamente um x € R
tal que x € [x,,y,] Vn € N.
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(a) Encaixantes (b) Evanescentes
Figura 6.3 — Sequéncias de intervalos fechados em R
Este teorema pode ser interpretado informalmente como néo hd “saltos” no conjunto
dos reais (ou a reta real nédo tem “buracos”).

Pode-se provar que o conjunto dos racionais ndo tem a Propriedade do Continuo; assim,

“quem” garante tal propriedade em R é o conjunto dos irracionais.

6.7 Conjuntos enumeraveis

Quando contamos o numero de elementos de um conjunto A, estamos, na verdade,
estabelecendo uma bijecao entre A e algum subconjunto de N. O que vamos fazer, agora,
é trabalhar com conjuntos infinitos. Serd que sempre vamos poder “contar” o niimero de

elementos de tais conjuntos?
Vamos apresentar algumas defini¢ées que nos permitirdo responder a essa questéo.

Se existir uma fungdo bijetora entre dois conjuntos A e B, dizemos que os conjuntos

tém a mesma cardinalidade, o que serd representado aqui por A ~ B.

A relacao A ~ B satisfaz as sequintes propriedades:

i) A~ A
(i) A~B=B~A
(i) AvBeB~C=A~C
Um conjunto A é finito se A ~ F, em que F, = {1,2,---,n} para algum n € N. O
conjunto vazio é considerado um conjunto finito.

Um conjunto A é enumeravel se A ~ N.

’Baseado em Monteiro| (2016)
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Um conjunto A é nado enumeravel se ele nado for finito nem enumeravel.

Exemplo 6.3

N é enumeravel.

Solucao:

A bijecao é imediata: f(n) =n, Vn € N. *
Exemplo 6.4

7 é enumeravel.

Solucao:

Organize os inteiros da seguinte forma:

o1 -1 2 -2 3 -3
L A
12 3 4 5 6 7
e defina a funcao f : N — Z tal que
n ,
= se n é par

se n é {mpar

Essa é uma funcdo claramente injetora. A imagem dos naturais pares é Z* = N e a imagem
dos naturais impares é Z* = {---,—3,-2,—1,0}, ou seja, a imagem é Z. ¢
Teorema 6.4

Todo subconjunto infinito B de um conjunto enumerdvel A é também enumerdvel.

Demonstracgao:
Por hipdtese existe uma funcéo bijetora f : N — A. Entdo, Vn € N, f(n) = a, € Ae como f é
bijetora, os a;'s sao distintos.

Vamos definir recursivamente a funcao g : N — B da sequinte forma:
g(1) = a,, em que ny é o menor natural tal que a,, € B

g(2) = a,, em que n, é o sequndo menor natural tal que a,, € B

Como B ¢é infinito, esse processo pode continuar indefinidamente e associamos a cada
elemento de N um elemento de B. Essa funcéo é injetora pois os a;'s sao distintos. Além
disso, ela também é sobrejetora pois todo elemento de B é imagem de algum n € N e isso
completa a prova.

O
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Corolario 6.1

Nenhum conjunto nédo enumerdvel pode ser subconjunto de um conjunto enumerdvel.

Demonstragao:
Suponhamos, por absurdo, que um conjunto B ndo enumeravel seja subconjunto de A, um
conjunto enumeravel. Como B é nao enumeravel, seque que B é infinito. Assim, pelo teorema
anterior, B teria que ser enumeravel, um absurso, pois contraria a hipétese.

O

Na demonstracéo do Teorema utilizamos uma funcéo

f:N—A

n—a,

Tais funcoes sdo chamadas sequéncias. Da definicdo de conjunto enumeravel, resulta
que, se A é enumerdvel, entdo seus elementos podem ser organizados em uma sequéncia

(a1, a3, as,---) com todos os a;'s distintos entre si.

Teorema 6.5 "

Seja E1, E5, -+ E,, - -+ uma sequéncia de conjuntos enumerdveis e seja U = U E;. Entdo U
i=1

é enumerdvel.

Demonstracao:

Podemos organizar os elementos dos E;'s em uma lista infinita, jd que cada E; é enumeravel.

Obtemos, assim, a seqguinte matriz, em que cada linha i contém os elementos de E;:

é11 €12 - @qp
€21 €2 - €2
€m1 €m2 ° Cmm

Para mostrar que U é enumeravel, terlamos que escrever todos os seus elementos em
uma lista sem repeticoes. Mas isso ndo é possivel, pois ndo sabemos quais sao repetidos.
Para contornar esse problema, vamos colocar os elementos da matriz em uma sequéncia,

que pode ter repeticoes:
S:1e11, €12,€21, €13, 622031, €14, €23, €32, €41,

Essa sequéncia tem a sequinte regra de formacdo: comecamos com eqy; depois colocamos
os elementos cuja soma dos indices da 3, depois os elementos cuja soma dos indices da 4 e
assim por diante.

Como conseguimos escrever todos os elementos da matriz em forma de sequéncia, existe

uma funcédo de N no conjunto dos elementos de s, que associa os niimeros 1,2,3,--- aos
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elementos ey, eq2, €21, €13, €€31, €14, €23, €3, €41, ---. A primeira linha da matriz (E4) esta
em U e é enumeravel, e portanto infinita. Assim, os elementos da sequéncia s formam um

conjunto enumeravel. Como U é um subconjunto desse conjunto resulta que U é enumeravel,

pelo Teorema

O
Corolario 6.2
A uniéo finita de conjuntos enumerdveis é enumerdvel.
Demonstragao:
n o
Seja Eq, Ey, -+, E, uma colegao finita de conjuntos enumeraveis. Entao, U E, = U E; em
i=1 i=1

que E; = E;,Yi > n. Pelo Teorema a unido infinita é enumeravel, e, portanto, a unido

finita também o é.
O

Teorema 6.6

Sejam A e B conjuntos enumerdveis. Entéo o produto cartesiano A x B é enumerdvel.

Demonstragao:
Sabemos que
Ax B={(a,b)|laeAeb e B}

Para cada a € A, seja B, = {(a,b)| b € B}. Como B é enumeravel, seus elementos podem
ser organizados em uma sequéncia (b4, by, bs,---). Assim, os elementos de B, podem ser

organizados na sequéncia ((a, by), (a, by), (a, b3),---), o que mostra que B, é enumeravel.

Mas A x B = U B,. Pelo Teorema resulta que A x B é enumeravel.

aeA

Teorema 6.7

O conjunto Q dos racionais é enumerdvel.

Demonstragao:

Podemos escrever

Q:{%a,bez,b>0}.

Denotando Z* = Z \ 0, podemos definir a funcéo

f:Zx7Z"— Q
(a,b) — a

b
Como Z e Z* sao enumeraveis, Z x Z* também é enumeravel, pelo Teorema [6.6] A imagem
de um conjunto enumeravel ou é finita, ou é enumerdvel. Assim, a imagem de f, que é o
conjunto dos racionais, ou é finita, ou é enumerdvel. Mas a imagem de f contém todos os
inteiros, pois f(n,1) = 11—7 =n, VYn € Z. Logo, a imagem de f — Q — ndo é finita e tem que

ser enumeravel, o que prova que Q é enumeravel.
O
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Teorema 6.8

O intervalo [0,1] nédo é enumerdvel.

Demonstracao:
Suponhamos, por absurdo, que [0, 1] seja enumeravel. Entéo, todos os seus elementos podem

ser organizados como uma sequéncia (a1, az, as,---). Seja

a; =0,b11b12b13---
a, =0,b21b2b3---

a3 =0, b31b3bs3 - -

Considere, agora, o seguinte niimero real

c=0c0c0c3--- C1F a11,C F 0,63 F asz, -+

Entdo, c € [0,1] e ¢ # a1,¢ # a2, ¢ # a3, ---. Ou seja, ¢ ndo é elemento da sequéncia
que representaria todos os elementos do intervalo [0, 1]. Resulta, entdo, que ndo existe tal
sequéncia, ou seja, [0, 1] ndo é enumeravel.

O

Corolario 6.3

R é ndo enumerdvel.

Demonstragao:
Como [0,1] € R e é ndo enumerdvel, pelo Corolario resulta que R ndo pode ser
enumeravel.

O

Como R, um conjunto ndo enumeravel, é a unido de @, que é enumeravel, com os

irracionais, concluimos que os irracionais sao ndao enumeraveis.

6.8 Exercicios propostos

,%,---,17_1,---}.Provequeian:OesupA:’I.

n

1. Seja A= {0,

N[ —

2. Prove que o conjunto dos inteiros impares é enumeravel, estabelecendo uma bijecao

entre N e este conjunto.

3. Considere os seguintes subconjuntos dos reats:
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A=[-54)={xeR -5<x<4}
B=(2,06)={xeR;2<x<6}
C=(—o0,1)={xeRx<1}
D=[-2+00) = {x € R;x > -2}

Determine os seguintes conjuntos:

) AUBe AnB
) AUCe ANC
JAUDe AnD
) BUCe BnC
)
)

(a
(b
(c

e

(d
() BuDeBND
(f) CuDeCnD
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Capitulo 7

Permutacoes e combinacoes simples de

objetos distintos

No estudo da Andlise Combinatéria, iremos trabalhar com conjuntos finitos e
estudaremos diversas técnicas de contagem do néimero de elementos desses conjuntos. Dado

um conjunto qualquer A, representaremos por #A o niumero de elementos de A.

7.1 Principio Fundamental da Adicao

Sejam A e B conjuntos disjuntos em U. Vimos anteriormente que

ANB =2 = #(AU B) = #A + #B (7.1)

A definicdo de conjuntos disjuntos se generaliza para mais de dois conjuntos. Neste
caso, devemos analisar a intersecao de dois conjuntos de cada vez. Mais precisamente, dada

uma colecdo de conjuntos Ay,Ay,- -+, Ac em U, dizemos que eles sao disjuntos dois a dois se
AiNA; =@ VYi# j. Veja a Figura

Figura 7.1 — Conjuntos disjuntos dois a dois

Neste caso, a cardinalidade da uniao é dada pelo principio fundamental da adigdo.

101
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Principio Fundamental da Adigao

Consideremos uma colecao de conjuntos disjuntos dois a dois, tais que #A;, = n;, i

1,2,..., k. O principio fundamental da adicéo estabelece que

i=1

k k
UA[) =Y #Ai=ni+-+ng (7.2)
i=1

A sequir apresentamos alguns resultados, que sdao consequéncias diretas do principio
fundamental da adicao.
e Como AUA =Q0e ANA® =g, resulta que

#QO = #A + #A° = #A = #Q — #A (7.3)

e Sabemos também que A= (A\ B)U(AN B) e (A\ B)N (AN B) = &; resulta, entao, que
#A =#(A\ B)+#ANB) = #(A\ B) = #A— #(AN B) (7.4)

Analogamente,
#(B\ A) = #B —#(An B) (7.5)

e Consideremos o caso geral em que A e B sdo conjuntos quaisquer. Podemos escrever
AUB=AU(B\A)
Como A e B\ A sao disjuntos, resulta que
#(AU B) = #A+ #(B\ A)
Usando o resultado (7.5), concluimos que
#(AUB) =#A+#B —#(AN B) (7.6)
Exemplo 7.1 Cardinalidade da unido de 3 eventos finitos

Obtenha uma expressao para #(AUBU C), onde A, B, C sao conjuntos quaisquer com niimero

finito de elementos.

Solucao:
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#AUBUC)=#[(AUB)U C]
= #(AU B) + #C — #[(AU B) n C)]
=#A+#B—#ANB)+#C —#(An C)U (BN C)]
=#A+#B—#ANB)+#C —#ANC)—#BNC)+#ANCN BN C)

Logo,
#HAUBUC)=#A+#B+#C —#ANB)—#ANC)—#BNC)+#ANCNBNC) (7.7)

144

7.2  Principio Fundamental da Multiplicacao

Para ilustrar o seqgundo principio fundamental da contagem, considere o experimento
que consiste no sorteio aleatéorio de um homem e uma mulher de um grupo de pessoas
formado por trés homens (hq, hy, h3) e cinco mulheres (my, m,, ms, my, ms). Quantos casais

poclem ser formados com essas |3@SSO&]S?

A seguir temos a relacdo de todos os casais que podem ser formados:

himq, hiymy, hiyms, hiymgy, hyms,
Q =< hymq, homy, homs, homg, homs,

hzmq, hsmsy, hsms, hsmy, hsms,

Mas se estamos interessados apenas no nimero de casais, devemos notar que ha cinco
casais nos quais o homem é h4, cinco nos quais o homem é h;, e outros cinco nos quais o
homem é hs, perfazendo um total de 3 x 5 = 15 casais. Esse exemplo ilustra o principio

fundamental da multiplicacéo.

Principio Fundamental da Multiplicacao

Se temos k decisbes d4, dy,...,d, que podem ser tomadas de ny, ny, ..., N, maneiras
respectivamente, entdo o nimero de maneiras de tomar as decisoes dy e dy e --- e di é

Ny X Ny X -+ X Ng.

Note que o principio da multiplicacdo permite obter o nimero de casais sem ter que

fazer essa enumeracao enfadonha! Imagine se fossem 100 homens e 200 mulheres!

Exemplo 7.2 Numeros naturais de trés algarismos distintos

Quantos nimeros naturais de trés algarismos distintos existem?
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Solucao:

Para o primeiro algarismo (milhar), existem nove possibilidades, ja que o zero ndo pode
ocupar a primeira posicdo. Para a segunda posicdo, escolhida a primeira, sobram nove

algarismos (agora ja podemos considerar o zero) e para a terceira, escolhidos os dois
primeiros, sobram oito algarismos. Logo, existem 9 x 9 x 8 = 648 numeros. (J& pensou

o trabalho que seria listar todos eles?) *"

Exemplo 7.3 Portas de um prédio
Um prédio possui oito portas. De quantas maneiras posso entrar e sair desse prédio, se nao

quero usar na salda a mesma porta que usei na entrada?

Solugao:

Para a entrada, posso escolher qualquer uma das oito portas. Escolhida a porta de
entrada, sobram sete portas para a salda. Logo, existem 8 x 7 = 56 maneiras de entrar e

sair por portas diferentes. *»

Exemplo 7.4 Numeros pares de trés algarismos distintos
Quantos numeros pares de trés algarismos distintos podemos formar com os algarismos 1,
2,3,4,5, 067

Solucao:

Para que o niimero seja par, ele tem que terminar com 2, 4 ou 6. Seja, entdo, PP o evento
de interesse Vamos denotar por A, o evento “niimero par que termina com 2" e de maneira

analoga, definimos os eventos A; e As. Resulta que Ay, A3 e Ag sdo mutuamente exclusivos

dois a dois e P = AyUA3UAq. Pelo principio da adigao, resulta que n(P) = n(Az)+n(As)+n(As).

Para calcular n(A;), note que o tltimo algarismo é 2 e sobram duas posicoes para serem
preenchidas com algarismos distintos escolhidos entre 1, 3, 4, 5, 6. Para a primeira posicao,
temos cinco possibilidades; escolhida a primeira posicdo, sobram quatro para a segunda
posicdo. Pelo principio fundamental da multiplicacdo existem 5 x 4 = 20 ndimeros pares com
trés algarismos distintos terminando com 2, ou seja, n(A;) = 20. Analogamente, n(A;) = 20
e n(Ag) = 20, o que implica que n(P) =20 + 20 = 20 = 60. *

7.3 Permutacoes

Consideremos quatro objetos distintos a4, az, a3, as. De quantas maneiras podemos

ordena-los? Vamos listar todas as possibilidades.
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aqddsdyg  dqddqds  daqdazddgs  dqdazdady
aq1dq4dod3 dqd4d3dy dydq1d304 da010403
ards3dqdy dyds3d4dy Crd4dq03 dydsds3dy
asaqdodyg  dsdaqdgdy dsdydqdyg  d3ddgdq
asdadqdy; dsdadodq aqdqdods dadaqdasdyp

400103 dgdod3d 403010y dgds3dodq

Cada uma dessas ordenacoes é chamada uma permutacéo simples. Podemos ver que o
numero de tais permutacoes é bem grande. Note que, para apenas quatro objetos, temos 24
permutacdes. O cdlculo do niimero de permutacdes é uma consequéncia direta do principio

da multiplicacao.

Consideremos, entdo, n objetos distintos a4, ay, ..., a, Para a primeira posicao, temos
n possibilidades. Para a segunda, escolhida a primeira, sobram n — 1 objetos. Para a
terceira, escolhidas a primeira e a sequnda posicoes, sobram n — 2 objetos. Continuando,

para a ultima posicao, escolhidas as n — 1 anteriores, sobra apenas 1 objeto.

Pelo principio da multiplicacao, o niimero total de permutacoes, que denotaremos por
P,énx(n—-1)x(n—2)x---x1, e esse nimero, por definicao, é o fatorial de n. Temos,

assim, o seguinte resultado.

Permutacoes simples

Dados n objetos distintos, o nimero de permutacoes simples de tais objetos é dado por

Po=nx(n—-1)xn—-2)x---x2x1=n! (7.8)

Exemplo 7.5 Filas

Quantas filas diferentes podemos formar com cinco criancas?

Solucao:

Essa é exatamente a definicao de permutacdo. Logo, o niimero de filas é 5! =5 x 4 x 3 x
2 x1=120. *»

Exemplo 7.6 Livros numa estante
Temos cinco livros de Estatistica, trés livros de Matematica Financeira e quatro livros de
Contabilidade. De quantas maneiras podemos organizar esses livros em uma prateleira?

Qual seria a sua resposta se os livros do mesmo assunto tivessem que ficar juntos?
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Solucao:

Ao todo, ha 12 livros; logo, se ndo é necessario agrupar por assunto, existem 12! =
479.001.600 maneiras de organizar os livros.

Se os livros do mesmo assunto tém que ficar juntos, devemos observar que, primeiro,
temos que contar as maneiras como podemos organizar os assuntos. Como séao trés assuntos,
héd 3! = 6 maneiras de organizar os assuntos. Para os livros de Estatistica, ha 5! = 120
maneiras de organiza-los; para os livros de Matematica Financeira, 3! = 6 maneiras, e para

os livros de Contabilidade, 4! = 24 maneiras.

Pelo principio fundamental da multiplicacdo, o nimero total de maneiras de organizar
os 12 livros de modo que os livros do mesmo assunto fiquem juntos é 6x6x120x24 = 103.680
maneiras. Note que é razodvel que esse niimero seja menor, pois estamos impondo condicdes

restritivas na organizacéo. ¢

Exemplo 7.7 Assentos num banco
Cinco mocgas e cinco rapazes tém que se sentar em cinco bancos de dois lugares, de modo

que em cada banco fique uma moca e um rapaz. De quantas maneiras podemos fazer isso?

Solucao:

Comecemos com as meninas. A primeira menina pode escolher qualquer dos 10 lugares.
Logo, ela tem 10 possibilidades. Ja a seqgunda menina s6 tem 8 possibilidades, porque ela

nao pode sentar junto com a primeira. Analogamente, a terceira menina tem 6 possibilidades,

a quarta tem 4 e a quinta tem 2 possibilidades.

Definidas as posicoes das meninas, temos cinco rapazes para sentar em cinco lugares,
o que pode ser feito de 5! maneiras. Logo, o nimero total de possibilidades, pelo principio
fundamental da multiplicacdo, é 10 x 8 x 6 x 4 x 2 x 5! = 3.840 x 120 = 460.800. ¢

Exemplo 7.8 Anagrama de TEORIA
Considere a palavra TEORIA.
1. Quantos anagramas podemos formar?
2. Quantos anagramas comecam com a letra T?
3. Quantos anagramas comecam com a letra T e terminam com A?

4. Quantos anagramas tém todas as vogais juntas?

Solucao:

Note que o conceito de anagrama é o mesmo de permutacao.

1. Como ha seis letras diferentes, o nimero de anagramas é 6! = 6 x5x4x3x2x1 =720.

"Anagrama: Palavra ou frase formada pela transposicdo das letras de outra palavra ou frase. “E dizem que a Iracema

do romance de Alencar é o anagrama de América” (Jodo Ribeiro, Curiosidades verbais, p. 76).
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2. Fixada a letra T na primeira posicao, as outras cinco podem ser organizadas de 5! = 120

maneiras diferentes.

3. Fixadas a primeira e a ultima letras, as outras quatro podem ser organizadas de 4! = 24

manetras.

4. Temos quatro vogais. Esse bloco pode ser organizado de 4! = 24 maneiras. Para juntar
esse bloco com as duas consoantes, ha 3! = 6 maneiras diferentes. Logo, o nimero
total é 24 x 6 = 144.

*»

7.4 Arranjos

Na definicdo de permutacdo, consideramos ordenacdes de todos os objetos. Mas é
possivel que queiramos ordenar apenas k dos n objetos, onde kK < n. Nesse caso, temos a

definicao de arranjo simples.

Suponhamos, por exemplo, que quatro pessoas serao sorteadas dentre dez. Quantas

filas podemos formar com as quatro pessoas sorteadas?

Como no caso das permutacdes, para a primeira posicao da fila temos disponiveis
as 10 pessoas. Para a seqgunda, temos 9; para a terceira, temos 8, e para a quarta e
ultima posicao, temos 7. Logo, o nimero total de filas com as quatro pessoas sorteadas é
10 x 9 x 8 x 7 =5.040.

Note que, para a quarta posicao, j@ escolhemos as trés anteriores; assim, sobram

apenas (10 — 3) =[10 — (4 — 1)]. Uma outra observacao interessante é a seguinte:

(M0x9xB8x7)x(6x5x4x3x2x1)
6Gx5x4x3x2x1)
(1T0x 9 x8x7)x6!

1M0x9x8x7 =

6!
_ tor_ 10
6! (10—4)!

Vamos ver, agora, o caso geral. Para calcular o niimero de arranjos de k dentre n
objetos distintos, devemos notar que, para a primeira posicao, existem n possibilidades. Para
a segunda, n — 1 possibilidades. Para a k-ésima e ultima posicao, ja foram escolhidos k —1
objetos; portanto, sobram n—(k—1), ou seja, para a k-ésima posicao, ha n—(k—1) = n—k+1

possibilidades.
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Logo, o niimero total de arranjos de k elementos, tomados dentre n objetos distintos é
nx(n—1)x---x(n—k+1). Vamos denotar por A esse ndimero.

AK=nx(n=1)x---x(n—k+1)

Vamos usar o mesmo artificio para obter uma expressao mais compacta essa férmula.

A = px(n=1)x-x[n—=(k=1)]
(n—K!

_ n><(l7—1)><"'X[l7_(l<_1)]xm_

nxn—="1)x--x(n—k+1)x(n—-kx(n—-—k—=1)x---x2x1
(n — k)! B

n!
(n — k)!

Arranjos simples

Dados n objetos distintos, o niimero de arranjos simples de k objetos dentre n, denotado

por A’”(, é
n!

(n — k)! (7.9)

k _
An_

E importante notar que, sendo a definicdo de arranjo uma generalizacao de permutacao
(note que uma permutacao é um arranjo em que k = n), a ordem dos elementos é relevante,

ou seja, aia,as é diferente de asaqa;.

Exemplo 7.9 Campeonato de futebol
Em um campeonato de futebol, concorrem 20 times. Quantas possibilidades existem para os

trés primeiros lugares?

Solugao:

A resposta é A3, pois a ordem faz diferenca nesse caso. Note que
3 200 20 x19x18 x 17!
SRRV 17!

=20x19 x 18 = 6.840

*»"

Exemplo 7.10 Comissoes
De um grupo de 15 pessoas deve ser extraida uma comissao formada por um presidente, um

vice-presidente e um secretario. Quantas comissoes é possivel formar?
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Solucao:
A ordem aqui importa, j& que os cargos nao sao equivalentes. Assim, a solucao é
;5 15l

*»"

Exemplo 7.11 Segredo de cofre

O segredo de um cofre é formado por uma sequéncia de trés digitos escolhidos entre 0,
1,2,3, 45,6, 7,8 9. Suponha que uma pessoa saiha que o segredo é formado por trés
algarismos distintos. Qual o nimero maximo de tentativas que ela tera de fazer para abrir
o cofre?

Solucao:

Nos segredos de cofre, a ordem importa. Como os algarismos sao distintos, a resposta é
Ay =10 x9 x 8 =720 *
10

7.5 Combinacoes simples

Vamos considerar agora, a situacao analoga a um arranjo, mas onde a ordem nao

importa, ou seja, aya,as3 é igual a asaqa;.

A titulo de ilustracdo, consideremos a situacao na qual temos cinco objetos distintos
|

dos quais vamos selecionar trés. Como visto, o niimero de arranjos é j = 60. Vamos lista-los.

Objetos envolvidos
123) | (1.24) | (125 | (134) | (135) | (145) | 234) | 235) | (245) | (3.45)

a,a,a, | a,a,a, | 8,a,a, | a,a;a, | a,a;a, | ,a,a, | a,a,a, | a,a,a, | @,a,d; | a;a,d,
a,aja, | a,a,a, | a,a;a, | a,a,a, | a,a,a, | a,a;a, | a,a,a, | a,a,a, | a,a,a, | a;a,a,
a,a,a, | a,a,a, | a,a,a, | a;a,a, | a;a,a, | a,a,a, | a;a,a, | a;a,a, | a,a,a; | a,a;a,
a,aja, | a,a,a, | a,a.a, | 8;a,a, | a;a.a, | a,a;a, | a,a,a, | a;a,a, | a,8,8, | 8,39,

asa,a, aa,a, aza,a, a,a,a, aza,a; aza,a, a,a,a, a;a,a, aza,a, dzasa,

asa,a, a,a,a, asa,a, a,a5a, dsasa, asa,a, a,a;a, asasa, asa,a, a;a,a,

Esta listagem esta organizada de modo que, em cada coluna, os objetos envolvidos
sdao os mesmos. Note o seguinte: como a ordem nao importa, os elementos de cada coluna
sao iguais, ou seja, s6 precisamos de um deles. Mas em cada coluna temos as permutagoes
dos trés objetos envolvidos. Logo, o nliimero de elementos em cada coluna neste exemplo é

3! = 6. Como s6 precisamos de um de cada 3!, o nimero total é

60 5!
31 2131
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[lustramos com esse exemplo o conceito e o cdlculo do niimero de combinacdes simples
de n elementos distintos tomados k a k. Dado um conjunto de n elementos distintos, a
combinag¢éo dos n elementos tomados k a k nos dd o nimero de subconjuntos com k

elementos (note que, em um conjunto, a ordem dos elementos nao importa).

Combinacgoes simples

Dados n objetos distintos, o niimero de combinacoes simples de k elementos tomados dentre

Ak n! n
k ' _ R 7.1
G k' (n— k)k! (k) (7.10)

os n é

O ndmero (Z) é chamado ndmero ou coeficiente binomial, ou ainda, nimero combinatorio.

Note a diferenca: no conceito de arranjo, estamos lidando com sequéncias de k
elementos, enquanto no conceito de combinacéo, estamos lidando com subconjuntos. Nas

sequéncias, a ordem dos elementos é relevante, mas nao nos subconjuntos.

Exemplo 7.12 Comissao
De um grupo de oito homens e cinco mulheres devem ser escolhidos trés homens e trés
mulheres para formar uma comissdo. Quantas comissées podem ser formadas se Jodo e

Maria, que pertencem ao grupo original, ndo aceitam participar em conjunto da comissao?

Solucao:

’ 7 8 5 ’
O numero total de comissoes é ( X 3] = 560,. O ndmero de comissées em que Maria
e Jodo estado juntos é dado por

I !
(7) (4) 7! 41 7 x6 4X3:126

2 2] T2am X T T2 X T2

Logo, o niimero de comissdes em que Jodo e Maria ndo estdo juntos é 560 —126 = 434. ¢4

Exemplo 7.13 Cartas de um baralho
De quantas maneiras podemos retirar trés cartas de um baralho normal de 52 cartas de

modo que

1. todas as trés sejam do naipe de espadas?
2. todas as trés sejam do mesmo naipe?

3. todas as trés sejam de naipes diferentes?.

Solucao:
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1. Existem 13 cartas de espadas. Seja n o nimero de maos de 3 cartas, todas de espadas.

Entao,

|
h (13) 131 13 x 12 x 11 986

3] 73101 3x2

2. O mesmo calculo feito no item anterior vale para os 4 naipes. Seja m o nimero de

maos de 3 cartas, todas de um mesmo naipe. Entéao,

m = 286 + 286 + 286 + 286 = 286 x 4 = 1144

Note que podemos somar porque os conjuntos de maos de 3 cartas de cada um dos

naipes sao disjuntos.

3. Seja p o nimero de maos de 3 cartas, todas de naipes diferentes. Para a primeira
carta, temos 52 possibilidades — qualquer carta serve. Para a segunda carta, temos
que excluir as cartas do naipe da primeira; logo, sobram 39. Para a terceira, temos
que excluir as cartas dos dois naipes anteriores; logo, sobram 26. Pelo principio da

multiplicacao, resulta que
p =52 x 39 x 26 = 52.728.

, @ Note que “trés cartas de naipes diferentes” e “trés cartas do mesmo naipe” ndo sdo
complementares, pois, por exemplo, a sequéncia CCE pertence ao complementar de

“trés cartas do mesmo naipe”, mas nao pertence a “trés cartas de naipes diferentes”.

*»

Exemplo 7.14 Mega-sena

No jogo da Mega-Sena da Caixa Econémica Federal, o apostador deve escolher no minimo
seis e no maximo 15 néimeros diferentes entre 1 e 60. Um jogo simples consiste na escolha
de 6 numeros e os precos das apostas se baseiam no nimero de jogos simples em cada
cartdao. Qual é o numero total de jogos simples distintos? Num cartdo com 15 ndmeros
marcados, quantos séo os jogos simples? Se cada jogo simples custa R$1,50, qual o preco

de um cartdo com 15 ndmeros marcados?

Solucao:
Note que, na Mega-Sena, a ordem nao importa; logo, o niimero total de jogos simples é
60 60!
( 6 ) ~ 6154
60 x 59 x 58 x 57 x 56 x 55 x 54!

bxH5x4x3x2x1x5H4l
= 50.063.860

. L . - A 1 —
Isso significa que a sua chance de acertar a sena é 50.063.860 — 0,000000019974.
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Num cartao com 15 nimeros marcados, o nimero de jogos simples é

15 15 %14 x13x12x 11 x 10 x 9!
(6)_ 6x5x4x3x2x1x09! = 5005
e, assim, o preco desse cartdo é 1,50 x 5005 = 7507, 5. *

Exemplo 7.15 Time de futebol
Para a selecao brasileira foram convocados 2 goleiros, 6 zagueiros, 7 meios-de-campo e 4
atacantes. De quantos modos é possivel escalar a selecdao com 1 goleiro, 4 zagueiros, 4

meios-de-campo, e 2 atacantes?

Solucao:
2 6 7 4

Exemplo 7.16 Torneios
Em um torneio no qual cada participante enfrenta todos os demais, séo jogadas 780 partidas.

Quantos sao os participantes?

Solucao:

Cada jogador tem n — 1 oponentes. Logo, existem n x (n — 1) maneiras de selecionar dois
participantes. Como a ordem dos dois selecionados ndo importa, o nimero total de partidas
o, nx(n—1
L nx(n=1)

> . Logo,
-1 1+ V1 24 1+7
X0 7805 20— 1560 =0 = n = 0240 _ 179
2 2 2
As raizes de tal equacao séo n = 40 e n = —39. Como n tem que ser positivo, a solucao
é n = 40 partidas. *

7.6 Exercicios propostos

1. Quantos nimeros pares de trés algarismos distintos podemos formar com os algarismos
1,3,6,7,8,9?

2. Quantos inteiros entre 1000 e 9999 tém digitos distintos e

(a) sdo pares?

(b) consistem apenas de digitos impares?

3. De quantas maneiras podemos escolher 3 nimeros naturais distintos de 1 a 30, de

modo que a soma dos nimeros escolhidos seja par?
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4. Determine o valor de n se

(a) A2 =72
(b) A} = 42A2
() 4A7 = A3,
5. Numa promocao beneficente, 22 pessoas estdo disponiveis para exercer diversas
atividades. Se ha necessidade de 6 pessoas na cozinha, 4 pessoas no balcédo de a

tendimento, 4 pessoas para os caixas, 0 pessoas para vender cartelas de bingo e 2

pessoas responsaveis pela animacao, de quantas maneiras é possivel fazer a escalacao?

6. Suponha que, no problema anterior, cada pessoa execute uma tarefa diferente no seu
préprio grupo, com excecdo das pessoas que vendem cartelas de bingo. De quantas

maneiras diferentes a escalacao pode ser feita?

7. Considere as letras da palavra PERMUTA. Quantos anagramas de 4 letras podem ser

formados, se

a) nao ha qualquer restricao sobre as letras do anagrama?

b) o anagrama comeca e termina por vogal?

(d) a letra T aparece e o anagrama termina por vogal?

(a)

(b)

(c) a letra R aparece?
)

(e)

e) a letra T aparece ou o anagrama termina por vogal?

8. Quantos numeros formados por 3 algarismos distintos escolhidos dentre 2, 4, 6, 5, 9

contém o 2 ou nao contém o 67
9. Quantos anagramas da palavra PASTEL comecam e terminam com consoante?

10. Temos 15 livros, dos quais 4 sao de Estatistica. De quantas maneiras podemos coloca-

los numa prateleira, de modo que os livros de Estatistica fiquem sempre juntos?

(n+2)!+(n+1)(n—1)!
(n 4+ 1)(n—1)!

12. Um grupo é formado por 20 pessoas, das quais 5 sao Fisicos. Quantas comissdes de

11. Mostre que é um quadrado perfeito.

10 pessoas podem ser formadas de modo que

(@) nenhum membro seja Fisico?

(b) todos os Fisicos participem da comissao?

(c) haja exatamente um Fisico na comissao?

(d) pelo menos um Fisico participe da comissao?

13. De quantas maneiras 12 estudantes podem ser divididos e colocados em 3 salas, sendo

4 na primeira sala, 5 na sequnda e 3 na terceira?
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14. Em uma urna ha 15 bolas numeradas de 1 a 15. Trés bolas sao retiradas da urna
sem reposicao, anotando-se a sequéncia dos niimeros das bolas. Em quantas dessas
sequéncias
(@) o menor ndimero é 7 7?

(b) o maior nimero é 7 ?

15. Quantas colecdes nao vazias de letras podem ser formadas com n A's, n B's, n C's e n
D's?

16. Quantos ndmeros distintos podem ser formados pelo produto de dois ou mais niimeros
do multiconjuntd? 3,4,4,5,5,6,7,7,7?

17. Um coro possui 10 membros. De quantas maneiras se pode selecionar 3 grupos distintos

de 6 membros cada, por ocasido de 3 eventos distintos?

18. De quantas maneiras 18 objetos distintos podem ser divididos entre 5 pessoas de modo

que

(@) 4 pessoas fiquem com 4 objetos cada e uma fique com 2 objetos?

(b) 3 pessoas recebam 4 objetos cada e as outras duas recebam 3 objetos cada?

19. De um grupo de n pessoas, k (k < n) serdo escolhidas para um comité, das quais uma

sera o presidente do comité. Neste contexto, interprete cada uma das expressdes:

(a)
n
(k) -k
(b)
( " ) (n—k+1)
1 (n
(c)

n—1
n-
k —1
Conclua e demonstre que

n n n—1
(k)-k: (k_1)-(n—/<—|—1):n-(k_1)

20. Quantos sao os divisores inteiros e positivos 3607 Quantos deles sdo pares? Quantos

deles sao impares? Quantos sdo quadrados perfeitos?

2denominacao utilizada para conjuntos que consideram relevante, em sua composicdo, o nimero de cépias de cada

elemento



Capitulo 8

Triangulo de Pascal e Binomio de Newton

8.1 Trianqulo de Pascal e Bindomio de Newton

O triangulo de Pascal é um quadro em formato de um tridngulo (que consideraremos
retangulo para facilitar a exibicao), formado pelos niimeros binomiais dispostos da seguinte

forma: na hipotenusa, todos os elementos sao iguais a 1, bem como no cateto vertical:

Linha

S O W NN — O
U N U G
RN

Cada elemento no interior do tridngulo é obtido como a soma do elemento
imediatamente acima e do primeiro elemento acima a esquerda; o processo recursivo de

construcao se faz linha a linha, iniclando-se na segunda linha, conforme ilustrado a sequir:

Linha

0 1

1 1 1

2 11211

3 1 1

4 1 1

5 1 1

6 1 1

115



116 CAPITULO 8. TRIANGULO DE PASCAL E BINOMIO DE NEWTON

Linha Linha

0 1 0 1

1 1 1 1 1 1

2 1 211 2 112 1

3 113 1 3 1 3131

4 1 1 4 1 1

5 1 1 5 1 1

6 1 1 6 1 1
Linha Linha Linha
0 1 0 1 0 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1
3 1 313 1 3 113 3|1 3 1 313
4 114 1 4 1 4|6 1 4 1 4 6
5 1 1 5 1 1 5 1
6 1 1 6 1 1 6 1

Continuando com esse procedimento, obtém-se o tridangulo de Pascal a sequir (note
que esse triangulo tem infinitas linhas e infinitas colunas...)

Linha

0 1

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1

5 1 5 10 10 5 1
6 1 6 15 20 15 6 1

Os nldmeros que aparecem em cada linha do tridngulo sédo os numeros binomiais,

definidos no capitulo anterior. Numerando as linhas e colunas do tridngulo a partir de

. , [N - . .
zero, o elemento da linha n e coluna k é (k) Entdo, em cada linha n, os elementos vao

n L, (n
desde ( ) até ( )
0 n
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01 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
01 (o)

111 1 () (1)

201 2 1 (o) () ()

3013 3 1 ) G) G 6

401 4 6 4 1 b () G G ()

501 5 10 10 5 1 @ G G 6 @ €
6(1 6 15 20 15 6 f G 6 6 6 @ € ¢

Existem varios resultados sobre os nimeros combinatdrios e varias propriedades
associadas as linhas e colunas do triangulo de Pascal. A propriedade utilizada na construcao

do triangulo é a propriedade ja vista dos niimeros binomiais, chamada Relacao de Stifel.

Teorema 8.1 Relacao de Stifel

A soma de dois elementos consecutivos de uma mesma linha é igual ao elemento situado

abaixo da ultima parcela, ou seja

n n n+1
(k)+(/<+1):(/<+1) (8.1)

Demonstracao:

n n n! n!
(/<)+(/<+1) T K=Kk ) (k=)
n! n! B

/<!(n—l<)(n—/<—‘|)!+(/<+1)I<!(n—l<—1)!_

n!(k+1)+ n!(n—k) _nl(k+1+n—k)
[(k+ 1) KN[(n—Kk)(n—k—=11" (k+D!'(n—k)!
_ nl(n+1) (n+1)! _[n+1
B (l<+1)!(n—l<)!_(k—|-1)!(n—l<)!_(k—|—1)

O

Considere a n-ésima linha do tridngulo de Pascal e seja k < n. Entao, (’,Z) é o elemento
que estd na linha n avancado de k colunas em relagdo ao inicio da linha; ja (nﬁk) éo
elemento que estd na linha n atrasado de k colunas em relacdo ao final da linha. NUmeros

combinatérios como (}) e (" ) sdo chamados combina¢ées complementares.

Teorema 8.2 Relacdao das Combinacoes Complementares

Em uma mesma linha do triGingulo de Pascal, elementos equidistantes dos extremos sdo
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(7)

iguais, ou seja:

n
(n — /<) (6.2)

Demonstracgao:

n B n! B n! _[n
(n—k) (=K n—=(n—=K]  k'(n—k)! (k)

O
Teorema 8.3 Teorema das Linhas
A soma dos elementos da n-ésima linha é igual a 2", ou seja:
n n n n n
=2" 8.3
(o) = (1) () e+ 7)< ) 63

Em termos de somatdrio:

Demonstragao:
n

k
conjunto de tamanho n. Assim, na expressédo (8.3), cada niimero combinatério dé o niimero

Como visto, o niimero combinatério ( ) dad o nimero de subconjuntos de tamanho k de um

de subconjuntos de determinado tamanho e a soma deles da o niimero total de subconjuntos
de um conjunto de tamanho n. Mas para formar subconjuntos de tal conjunto podemos usar
o seguinte artificio: cada elemento pode ser marcado com um + para indicar que pertence
ao subconjunto, ou com um —, para indicar que nao pertence ao subconjunto. O nidmero
total de formas de fazerisso é 2 x 2 x 2 x --- x 2 = 2" e isso prova que o niimero total de
subconjuntos de um conjunto de tamanho n é 2" e isso completa a prova.

O

Teorema 8.4 Teorema das colunas

A soma dos elementos de uma coluna do triéingulo de Pascal, comeg¢ando da primeira linha, é

igual ao elemento que estd avan¢ado uma linha e uma coluna em relagéio ao ultimo elemento

k N k+1 n n k+n B k+n+1
k k kK | k +1

Em termos de somatdrio:
ii k+j\ _ [k+n+1
, kK | k + 1

da soma, ou seja:
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Demonstracao:

119

Vamos aplicar a relacao de Stifel aos elementos da coluna k + 1, a partir da primeira linha

desta coluna:

k+1 [k

k+1 \k

k+2\  [k+1 k +1

k+1) = Uk )T ks

k+3)  [k+2 k+2

k+1) = U 6 )T ks

k+4\  [k+3 k+3

k+1) = 0k )T ks
k+n-—1 _ [k+n=2 k4+n-—2
( k+1 B k ) ( k+1 )

k+n\  [k+n-1 k+n-—1

(k+1 B k ) ( k +1 )
k+n+1 _ [k+n k+n
( k1 ) T\« )+(k+1)

Somando essas igualdades termo a

termo, podemos ver que ha parcelas iguais em lados

opostos, que podem ser simplificadas. Todos os termos do lado esquerdo, com excecao do

ultimo, cancelam com termos do lado direito e o que sobra é:

k+n+1) [k N k+1 N k+2 N k+3 — k+n-2 N
k+1 Kk k k k k

ou seja

ii(k+j)_(k+n+1)
= k k +1

o que completa a prova.

Teorema 8.5 Binomio de Newton

Dados quaisquer ntiimeros reais x e a e um inteiro qualquer n, entéo

(x +a)" = Z (Z) akx"k

k=0
Demonstragao:

Vamos provar este resultado usando o método da inducgao.

e O resultado é valido para n = 1. De fato:

(x+a) =

n _
Clk X" k
k

X+ d

(o - () e

k=0

k+n—1
k

) (k+n
+
k

(8.4)

|
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e Suponhamos que o resultado seja valido para n qualquer e vamos provar que é valido

para n + 1. Mais precisamente, temos as seguintes hipdtese de inducéo e tese:

HL: (x+a)" = Z (Z) a*x"k

k=0
n+1
n+1 _
Tese: (x+a)" = E ( | )akx’”r1 K
K
k=0

Usando propriedades de poténcia e a hipdtese de inducao, podemos escrever:

(x+a)"™" = (x+a)x+a)"

n
n B
= (x+a) E ( )a/‘x” k
k
k=0
n n n n
— 2 (l )CIan—k-H + E (/ )ak+1xn—k
K K
k=0

k=0

Vamos separar o primeiro termo (k = 0) do primeiro somatdrio e o tltimo termo (k = n)

do segundo somatdrio:

n n—1
n _ n _ n _ n _
(X + a)n+1 — (0) CIOXn 0+1 + E (/ )CIan k+1 + E (k) a/<+‘lxn k + ( )an+1Xn n
\ n

k=1

k=0
n " [n = in n
— CIOXn+1 + E Clkxnfk+1 + § ak+1xnfk + CII7+1X0
0 k = k n

k=1

Note que ambos os somatdrios tém n parcelas cada um. Vamos fazer uma mudanca de
varidvel no segundo somatoério, de modo que a poténcia de a passe a ser j em vez de

k + 1. Mais precisamente, vamos definir

k=j—1
k+1=j=4 k=0= ;=1
k=n—-1=j=n

n 4 n n ; ; n
X a n+1 CIOXn+1 Clkxnfk+1 CIjXI"I*_/+1 an+1X0
(x+a) (0) 2|y Ve n

L k=1 | j=

n 0, n+1 i n k n—k+1
= a x a x
(o)t (fJ et

k=1

_ n
CIkX” k+1 + ( )Cln+1X0
n

=~
Il S
-
——
Fw

| =
RN

N —
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Aqui, apenas trocamos o indice j por k. Note que as poténcias de a e x sao as mesmas

em ambos os somatorios. Logo, podemos colocar em evidéncia num Unico somatdrio:

(x +a)"" = (8) a®x" 1 4 {; [(Z) + (k i : )] akx”"“]» + (Z) a"t1x0

Note, agora, os numeros combinatérios que aparecem entre colchetes: estamos

somando 2 numeros combinatdérios consecutivos da linha n. Pela relacdo de Stifel,
n N n n+1
k k—1 k

(o) = ("]
()= (n3)

Substituindo esses resultados, obtemos que

sabemos que

Sabemos, também, que

n+1 ~ (n+1 n+1
X+ a n+1 — CIOXn+1 + CII<Xn—k+1 + an—HXO
( ) 0 ; k n+1

0 que completa a prova.

Na expansao do Binomio de Newton, podemos escrever

n

n n n
(x+a)" = (O)xoa”+ (1 ))(10”_1 + (2)X20”_2+--~+ (n)x”ao =Nh+L+T+ -+ T

ou seja,

n i
Tip1 = (i)x‘a” Y i=0,...,n.

Exemplo 8.1

Calcule o quinto termo da expanséo de (2 + 3x)°.

Solucao:
i+1=0=i=4e

Ts = (2) 2'(3x)" =126 - 16 - 243 - x> = 489888x°

*»"
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1.

CAPITULO 8. TRIANGULO DE PASCAL E BINOMIO DE NEWTON
Aplicacoes

Note que, fazendo x =1 e a = 1 na equacéao (8.4), obtemos que

k=0

o que nos da uma outra prova do teorema das linhas.

Note que, fazendo x =1 e a = —1 na equacao (8.4), obtemos que
. n
> (—1) =0
k
k=0

Formula de Euler:

: m n m+n
Z(k)(r—k):( r ) (85)

k=0
Essa formula pode ser considerada verdadeira para quaisquer valores de m, n, r desde

3 n
que adotemos a convencao de que ( ) =0 para r > n.
r

Para demonstrar esse resultado usando argumentos combinatérios, suponha um
conjunto com n+m elementos, de modo que m desses elementos estdo em uma categoria

| e os n elementos restantes estao em outra categoria |l.

Vamos expandir o termo do lado esquerdo:

(o)) (L2 G2 e () 6) = 77)

O termo do lado direito da expressédo nos da o niumero de subconjuntos deste conjunto
com r elementos. O primeiro termo da soma do lado esquerdo nos da o nimero de
subconjuntos com nenhum elemento da categoria | e r elementos da categoria Il; o
segundo termo nos dé o numero de subconjuntos com exatamente um elemento da
categoria | e r — 1 elementos da categoria Il; o terceiro termo nos da o numero de
subconjuntos com exatamente dois elementos da categoria | e r — 2 elementos da
categoria Il e, sucessivamente, o ultimo termo nos dd o nimero de subconjuntos com

exatamente r elementos da categoria | e nenhum elemento da categoria Il. Somando
m + n)

esses termos, obtemos o niimero total de subconjuntos com r elementos, que é (
r

Vamos mostrar que

De fato:

n n " n! ° n!
(") =y kY
: (k) /Z k'(n — k)! ; </<(/<—1)!(I7—/<)'

k=1 ’
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Como k # 0, podemos dividir ambos os termos por k, o que resulta

n n

n n B nl . n(n - 1)
gk(k) - Z(k—m(n—k)l_;(k D = k):

k_
(n — 1)
= nE
(n — k)!
Fazendo a mudanca de varidvel k —1 = j, podemos escrever (note os indices do

somatorio!):

Z’() i (n—1)! i (n—1)! Z(,7—1) -
k =n — P _—np ——n =n
==t gl =1 =)

usando o resultado (8.3).

5. Vamos mostrar que
Y k(k—1) (”) — n(n — 1)2"2
k
k=2

De fato: fazendo k — 1 = j, podemos escrever

n n—1 n—1
Kk n) _ ) ( n ): n!
; ( 1)(k > (+1)) it > G+ T T ——"

j=1 j=1
n—1
n! n!
= 2 U+ J
; G+ 1) n —j=1)! Z1(1—1)'(17—1—1)
n—1

n!

= =Dn—j -1

j=
Fazendo j— 1=

n—1 n—2

- n n! n!
gk(k_”(k) = LG s =i 2
n—2 n—2
- Z n(i?(,:i)én__i)z.)! =n(n—1) Z (n 7 2) =n(n—1)2"2
i=0 ’ i=0

Mais uma vez, usamos o teorema das linhas.
6. Se n é par, entéo
n+n++n_n+n+n++n
1 3 n—1] \o0 2 4 n

De fato: o desenvolvimento do bindmio de Newton nos da que

(x+a)" = (g) a®x" + (:) a'x" 4 (g) a’x"?

+ +( . ) " 1)(1—0—(”)61”)(0
n—1 n

o+ T+ L+ + T+ 1T,
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em que

T = (n) akx"k
k

Analogamente, se n é par

(x—a)" = (g) (—a)’x" + (117) (—a)'x"" + (g) (—a)’x"~?

n 1,1 Yy, _ \n 0
+ +(n—1)( a)’x —l—(n)( a)’x
= TO_T1+T2+"'_ /7—1+Tn
Entao,
x+a)"+(x—a)"=2(To+ T+ + T2+ T,
e

x+a)"—(x—a)" =211+ T+ + T3+ Th)

Fazendo x = a =1, resulta que

no_ — n n n n
2 = ATotTatet Tyt T 2[(0)+(2)+(4)+ +(n)]
=2

2w a2l (1) (2 e (7))

n
— 2/7—1
(n —1 )

Logo, se n é par

L T L0 IO L IR L IO L IO LA
0 2 4 n) \1 3
Ndmeros de Fibonacci e o tridngulo de Pascal

A sequéncia {F,} de Fibonacci é definida recursivamente como

Fr=1
F=1
’L_n = Fn—Z + 'En—1

Os numeros da sequéncia de Fibonacci F,, podem ser obtidos como a soma dos

elementos da n—ésima “diagonal inversa” do tridngulo de Pascal. Veja a Figura [8.1]

Fo— (/7)+(/7—1)+(/7—2)+(n—3)+ '(n—%) n par
0 1 2 3 Z

F, = (n)+(n—’l)+(n—2)+(n—3)+ _(n—%) n {mpar
0 1 2 3 n

n—1
2
Cada niimero na sequéncia de Fibonacci é a soma dos dois niimeros anteriores, isto é:

Fn+2 = Fn + Fn+1
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Fe=13
F=21

e

o

A

a7
/1’

7

5/
=

21

35

15
35

Figura 8.1 — Ntumeros de Fibonacci no Triangulo de Pascal
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De fato: sem perda de generalidade, vamos supor n par (logo, n +1 é impare n+2 é

par.)

Fn+Fn+1

|
|
|

n n—1 n—2
0)+(1 Lo )7
n—+1 n n—1
0 )+(1 Lo )7
n n—1 n—2
0)+(1 L2 )7
n+1 n n—1
0 )+(1 Lo )7
n+1 n n
o )16+ ()
n+1-3

1+1-1%
1)
2

n-+1
0

)+

Note os sequintes fatos:

n+1
0

n par

) = |

n=2x——

n+?2
0

n

Resulta, entdo, que

FI7+FI7+1 = (

n+?2
0

)+( 1

8.2 Exercicios propostos

1. Calcule m sabendo que

n+1

n+1
1

N

n
2

)+

n

2

n —

3

n—
3
n—
3
n—
3
n—1
1

* (/77—1

3
2

3

2

)|

(n— 2
2
n+1-—-o9o—"=
()]
2

(/7-1—1—%

n—1
2

2

n

n+

)|

n+1-1



126 CAPITULO 8. TRIANGULO DE PASCAL E BINOMIO DE NEWTON

2. Prove que

3. Desenvolva as sequintes poténcias:

5
(a) (%34—1)
(b) (2y + 3x)*

3\ 3
(c) (26/—/—)

D

4. Calcule o sexto termo de cada uma das seguintes expansoes:

15
@ (1-3)

b

(b) 2x+%)9

2\ 10
2
(c) [3x _F)

5. Calcule o termo independente de x nas seguintes poténcias:

9
6. Determine o coeficiente do termo em x2 no desenvolvimento de (x3 + —2) .
X

n
7. Prove o sequinte resultado, usando o Teorema das Colunas: E k(k* + 2) =
k=1

nin+1)(n*+n+4)
2 .

8. Obtenha o valor dasoma S=1-12+3-224+5.32+...(2n —1)- n%



Capitulo 9

Aplicacoes

9.1 Permutacoes circulares

Consideremos agora a situacdo em que queremos colocar n objetos distintos em
n lugares equiespacados em torno de um circulo. Exemplos dessa situacdo: roda de
ciranda, pessoas sentadas em torno de uma mesa redonda. O ponto relevante aqui é
que consideramos equivalentes disposi¢des que coincidem por rotacdo. Veja a Figura [9.7}
rodando no sentido horario de tal forma que A ocupe o lugar de B, B ocupe o lugar de C, etc,
temos a mesma disposicao. Nesse exemplo, temos 5 disposicoes equivalentes: considerando
a posicao (1), por rotacdo, nela podem estar A, B, C , D ou E. Logo, das 5! disposicoes

~ ~ . ’ 7 |
(permutacoes), 5 sao equivalentes. Logo, o niimero de rodas nesse caso é % = 4l

A B

D

Figura 9.1 — Permutacdes circulares

Definicao 9.1 Permutacoes circulares de objetos distintos

O numero de permutacoes circulares de n objetos distintos é dado por

PC, = (n —1)! (9.1)

127
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9.2 Solucoes inteiras de equacoes lineares com coeficientes unitarios

Vamos considerar uma equacao da forma
X1 +Xxy+ -+ X, =m

Nosso objetivo é contar o nimero de solugdes inteiras de tal equacao. Mas para que haja
um numero finito de solucdes, temos que restringir ainda mais, ou seja, ndo basta que as
solucdes sejam inteiras — é necessario que sejam inteiras positivas, por exemplo. Veremos

depois o caso de solugdes inteiras nao negativas.

Vamos considerar o seqguinte exemplo:

X1+xX+x3+x4+x5=13 (9.2)

Vamos escrever 13 como a soma de 13 1s:
T+1+1T+14+1T+14+1T+14+1T+14+1T+14+1=13 (9.3)

Como as 5 solucdes devem ser inteiras e positivas, elas podem ser escritas como soma de
1s. Assim, determinar essas solucdes equivale a separar esses 13 1s em cinco grupos. Isso

pode ser feito colocando 4 barras divisdrias na soma acima. Algumas possibilidades sao:

T+1 | +1+1+1 | +1+1T | +1+1+14+1 | +141=13
1T +1 | +1 ]+ ] +1T+T+14+1+1T+1+14+1+1=13
T+1T+1T+1T | #1411 [ +1T T+ [ 141 | +1=13

Essas escolhas equivalem as sequintes solucdes:

X1=2 X2=3 X3=2 X4=4 X5=2
X1=1 X2=1 X3=1 X4=1 X5=9

x1=4 x=3 x3=3 x3=2 x5=1

Note que as barras verticais estdo posicionadas antes do sinal +. Entdo, para
determinar uma solucdo inteira positiva, temos que posicionar 4 (= 5 — 1) barras verticais
nas 12 (= 13 — 1) posicdes definidas pelos sinais de +. Logo, o nimero de solugdes inteiras
positivas é o numero de maneiras de escolher 4 sinais de + dentre os 12 disponiveis. Isso
pode ser feito de C},.

Isso nos permite enunciar o resultado geral.
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Solucdes de equacdes em inteiros positivos

O nuimero de solucdes da equacao

x1+xo0+--+x=m m>0, ;>0

r—1

é dado por C/~;.

Vamos considerar, agora, solucoes inteiras nao-negativas, isto é, vamos permitir que

alguma, ou algumas, das incognitas seja nula.

Continuando com a equagao (9.2), vamos considerar a sequéncia de 13 1s:

1111111111111 (9.4)

Temos agora as sequintes semelhancas e diferencas:

e como antes, temos que colocar 4 barras separadoras para determinar os valores das 5

incdgnitas;

e como a primeira e a uUltima incdgnitas podem ser nulas, podemos ter uma barra no inicio

e/ou uma barra no final;

e como as demais incognitas podem ser nulas, podemos ter barras “coladas”.

Por exemplo, a solucao (0,2,4,0,7) corresponde a seguinte decomposicao:

1111111111111

Ja a solucéo (0,0,5,8,0) corresponde a seqguinte decomposicao:

1111111111111

Note que nessas decomposicoes temos 17 elementos: 4 barras verticais e 13 1s. As
diferentes solucoes inteiras ndo-negativas correspondem as diferentes maneiras de organizar
as 4 (= 5—1) barras verticais nessas 17 (= 13+5—1) posicoes, ou seja, o niimero de solucdes

inteiras ndo-negativas é Cj\.

Podemos enunciar o resultado geral da sequinte forma:
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Solucdes de equacdes em inteiros nao-negativos

O nuimero de solucdes da equacao

x1+xo+--+x=m m>0, ;3 >0

A - (=1
é dado por C; . _;.

Uma outra forma de analisar o problema de solucdes em inteiros nao-negativos é
explorando a sua relacdao com solucoes inteiras positivas de uma outra equacao obtida
através de uma mudanca de varidvel. Note o seqguinte: se x; é inteiro ndo-negativo, isto
é, x; > 0, se definimos y; = x; + 1, entdo y; é inteiro e y; > 1, ou equivalentemente, y; > 0.
Note que a condicdo de y; ser inteiro é fundamental! Fazendo a mudanca de variavel

x; = y; — 1, obtemos uma nova equacao equivalente:
=N +(y2—+-+(y,—1)=m m>0, y; >0
ou ainda
yr+y+---+y.=m+r m>0, y; >0

r—1

cujo nimero total de solugoes é, como visto anteriormente, C; ;.

Note que
Cr—'l — Cm

m+r—1 m+r—1

pela lei dos complementares.

Exemplo 9.1 Solucodes inteiras de equacoes
Considere a seguinte equacao
X1+ x4+ x3 =12
(@) Determine o nimero de solucdes inteiras positivas.

(b) Determine o niimero de solugdes inteiras ndo-negativas.

(c) Determine o nimero de solucdes inteiras positivas, em que x; > 4.
Solucao:

(a)
1M1 11x10x 9!

9121 9121 =90

3-1 _ 2 _
C1271 - C11 -
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(b)
141 14x13x120

12121 =91

C132_+13—1 = C124 = 12121 —

(c) Fazendo as sequintes mudancas de variadvel:

Y1 =x y2=x2—4 ys=x3

a equacao dada pode ser escrita com:

yr+(y2+4)+ys=12 y; >0

que é equivalente a

yr+yo+ys3=8 y; >0

Como a transformacdo acima é biunivoca, o nimero de solucdes das duas equacoes é

0O mesmao:

*»"

9.3 Permutacoes, arranjos e combinacées com repeticao

Permutacoes

Considere a palavra URUGUAI: quantos anagramas podemos formar a partir dela? A
novidade nesse exemplo é que ha 3 letras U’s, que ndo podem ser diferenciadas. Para lidar
com essa situacao, comecamos “fingindo” que as 3 letras U's sao diferentes; entdo, temos 7
letras e o nimero total de permutacoes é 7!. Por sua vez, as 3 letras U’s podem ser arrumadas
de 3! maneiras, mas como elas sdo iguais, todas essas 3! permutacdes sao idénticas. Veja

alguns exemplos a sequir, onde colocamos um subscrito para diferenciar as letras U's:

U;RU,GUsAlI U RU,GUSIA - AU RU,GU5
UiRUsGUAI U1RUsGULIA  AIURU3GU,
U,RU;GUsAI  U,RUGUSIA - AIU,RUGU5
U,RU;GULAL - U,RUsGU4IA - AIU,RUsGU;
UsRUGU AL UsRUGULIA - AIUsRU, GU,
UsRU,GUAL UsRU,GU4IA - ATUsRU,GU;

Em cada coluna, temos permutacées idénticas. O numero de elementos em cada
coluna corresponde ao numero de permutacdes das 3 letras U's. Entdo, cada coluna tem
3! permutacoes idénticas, ou seja, de cada 3! permutacoes, precisamos de apenas 1. Assim,

para corrigir essa multipla contagem, temos que dividir o total de 7! por 3!
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Esse exemplo ilustra a seguinte situacao geral.

Definicao 9.2 Permutacoes com repeticao ou de objetos nem todos distintos
Sdo dados n objetos, dos quais ny sdo iguais entre si, n, s@o iguais entre si e distintos
dos demais, ..., ny s@o iguais entre si e distintos de todos os restantes. Entéo, n =

ny 4+ ny+--- 4+ n, e o numero de permutacoes desses objetos é dado por

k
n n!
Pk — -7 n=Y n (9.5)
ny, Ny, -+, Ng I71!I72' ..I7/<|

LN : i

Exemplo 9.2 Lancamento de um dado
Um dado é jogado 20 vezes. De quantas maneiras podemos obter 6 1s, 5 2s, 2 3s, 2 4s, 3 5s
e 2 6s?

Solucao:

Temos uma sequéncia com 20 ndmeros, dos quais 6 sdo iguais a 1, 5 sdo iguais a 2, dois
sdo iguais a 3, dois sdo iguais a 4, 3 sdo iguais a b e dois sao iguais a 6. Como ndo podemos

distinguir entre os nimeros de cada bloco, a resposta é

20!
615121213121

*»"

Exemplo 9.3 Sucessos e fracassos em repeticoes de um experimento de Bernoulli

Considere um experimento com apenas dois resultados possiveis. Por conveniéncia,
chamamos esses resultados de sucesso e fracasso. Esses experimentos sao chamados de
experimentos de Bernoulli. Se repetirmos esse experimento 5 vezes, de quantas maneiras
podemos obter 2 sucessos? Generalize o resultado para n tentativas e um ndmero k de

sucessos, k=0,1,---n.

Solucao:

Em 5 tentativas, se ocorrem 2 sucessos, ocorrem também 3 fracassos. O nlUmero de
maneiras de obtermos 2 sucessor e 3 fracassos é

Vamos usar indices para identificar os sucessos e fracassos. Entdo as sequintes

sequéncias de resultados correspondem a maneiras diferentes de obtermos 2 sucessos:

S1F15:F2F3
F1515:F>F;
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Mas as sequéncias abaixo sédo iguais, pois ndo podemos diferenciar os sucessos ou fracassos:

S1FiS:FFs
S, F51FF
S:F S FiFs

Por isso divide-se o total por 2! x 3.

O resultado geral é o seguinte: se temos n repeticoes de um experimento de Bernoulli,

o numero de maneiras de se obter k sucessos e, portanto, n — k fracassos é

n n!
(k) = Kl — k)t (9.6)
*"

Exemplo 9.4

De quantas maneiras podemos alocar 13 pessoas em 3 quartos, de modo que no primeiro
quarto fiquem 5 pessoas, no segundo quarto fiquem 2 pessoas e no terceiro quarto fiquem 6
pessoas?

Solucao:

Podemos escolher as 5 pessoas do primeiro quarto de ( 5 ) maneiras. Escolhidas essas

8
5 pessoas, ha (2 maneiras de escolher as pessoas do segundo quarto. Finalmente, ha

(6) maneiras de escolher as pessoas no terceiro quarto. Pelo Principio Fundamental da

Multiplicacdo, o numero total de alocacoes é
13) (8) (6) 13! 8 6! 13!
5/\2/\6/ 5181216!6!0!  51216!

Note a semelhanca entre este e os dois exemplos anteriores: os quatro quartos

correspondem as faces dos dados ou aos sucessos e fracassos do experimento de Bernoulli.

*»"
Arranjos

Consideremos n objetos distintos, dos quais vamos escolher p objetos, distintos ou néo,
isto é, com reposicao, de maneira ordenada, ou seja, a ordem das extracdes é relevante. Para
a primeira selecao ha n possibilidades. Para a segunda também ha n possibilidades, pois
pode haver repeticées. O mesmo vale para todas as selecoes até a p—ésima. Logo, o niimero

total de maneiras de extrairmos com reposicao e ordenadamente p objetos dentre n é

nxnx---xn=n"
N———

p vezes
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Exemplo 9.5 Placas de carros
Em um pals, as placas de carros sao formadas por 3 letras retiradas de um alfabeto de 26
caracteres, sequidas de 4 digitos escolhidos dentre {0,1,---,9}. Qual o nimero total de

placas que podem ser geradas?

Solucao:

As 3 letras podem ser escolhidas de 26° maneiras; os digitos podem ser escolhidos de
10" maneiras. Pelo Principio Fundamental da Multiplicacdo, o niimero total de placas é

26 x 10" = 175.760.000. *

Exemplo 9.6
De quantas maneiras podemos alocar 13 pessoas em 4 quartos, sabendo que é possivel que

haja quartos vazios?

Solucao:

Cada uma das pessoas tem 4 quartos disponiveis. Logo, o nimero total de maneiras é
4'3 = 67.108.864. *

Combinacoes

Consideremos n objetos distintos, dos quais vamos escolher p objetos,distintos ou néo,

sem levar em conta a ordem das escolhas. De quantas maneiras podemos fazer isso?

Para entender bem essa situacao, considere o seguinte exemplo: numa sorveteria, ha 7
sabores de sorvete dietético. Se eu quero comprar 4 bolas de sorvete dietético, de quantas
maneiras posso escolher? A resposta ndo é C; — esse é o nimero de maneiras de escolher

4 bolas de sabores diferentes! Mas eu posso comprar 4 bolas do mesmo sabor, por exemplo.

Vamos denotar por x;, i = 1,...,7, o numero de bolas compradas do sabor i. Entao,

temos que ter x; inteiro ndo-negativo satisfazendo a equacao
xi+xo+x3+xa+x5+x6+x7=4 x>0

O ndmero de solucdes dessa equacdo nos da o nimero total de maneiras de escolher as 4

10x9x8x7

1355~ = 210, conforme visto na

bolas de sorvete. Esse nimero é CR} = CJ}_, = G0° =

Secao

Vamos generalizar esse exemplo. O contexto é o seguinte: temos n tipos distintos de

objetos, dos quais vamos escolher p, distintos ou néo.

Vamos denotar por x; o numero de objetos escolhidos do tipo i, i =1,2,---,n. Temos

que ter x; inteiro nao-negativo satisfazendo a equacao

xi+x2+-+x,=p, x>0



9.4. APLICACOES EM AMOSTRAGEM 135

O nuiimero de solucoes dessa equacao nos da o ndimero de combinacées com repeticao

(ou combinacées completas) de n objetos distintos tomados p a p e esse numero é

P _ p—1 _ n
CRn - Cn+p—1 - “n+p-1 (97)

Exemplo 9.7

Quinze médicos ginecologistas devem ser distribuidos por 4 postos de salde, de modo que

haja pelo menos um ginecologista em cada posto. De quantas maneiras podemos fazer a

distribuicao?

Solucao:
Seja x; o numero de médicos no posto i. Temos que ter
X1 +x20+x3+x4=15, x;>0.

Note que aqui os postos equivalem aos sabores dos sorvetes e os 15 médicos — todos

ginecologistas e, portanto, indistinguiveis entre si — as bolas compradas. A solugao dessa

14 x 13 x 12
equacao, conforme visto na Secéo é G}, = % = 364. *

Exemplo 9.8
Suponha que no exemplo anterior, o posto 1 tenha que ter pelo menos 3 ginecologistas, o
posto 4, pelo menos 2 e todos os postos tém que ter ginecologistas. De quantas maneiras

podemos fazer a distribuicao?

Solucao:
Agora temos que ter
X1+x+x3+x4=15, x1>3, x>0, x3>0, x4 > 2.

Fazendo mudanca de varidvel, temos que
x1>23=>x—-320=2x—-2>21".y1=x1—2,y1 >0
4 22=>x—-220=>x4—-12>21 . ys=x4—1,ys>0
A equacao original é equivalente a

y1+2+X2+X3+y4+1 =15<:>y1+X2+X3+y4:12, y1>0,X2>0,X3>0, y4>0
11 x10x9

e o numero de solucées é C, = 32 - 165. *

9.4 Aplicacoes em amostragem

Considere uma populacdo formada por N objetos distintos. Dessa populacdo vamos
extrair uma amostra de tamanho n. Quantas sdo as amostras possiveis? A resposta a essa
pergunta depende de dois fatores. O primeiro fator diz respeito a relevancia da ordem de
retirada dos elementos, ou seja, a amostra ABC é diferente da amostra BCA? O seqgundo
fator diz respeito ao método de selecao. As extracoes serdo feitas com ou sem reposicao, ou

um mesmo elemento pode ser sorteado mais de uma vez?
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9.4.1 Amostras ordenadas

Vamos considerar inicialmente que as amostras sejam ordenadas. Se a amostragem é
feita com reposicao, entdo para a primeira extracao temos os N elementos disponiveis, assim
como para todas as outras extracdes. Logo, pelo Principio Fundamental da Multiplicacéo, o

nimero total de amostras ordenadas com reposicao é

NxNx---xN=N".

n vezes

Entenda que nessa contagem estao sendo contabilizadas como diferentes as amostras ABBA
e AABB. Além disso, como a amostragem é com reposicao, podemos ter amostras de tamanho

maior que N.

Se a amostragem é sem reposicdo, para a primeira extracdo temos N elementos
disponiveis; para a sequnda, N — 1 elementos; para a terceira, N — 3. Continuando, para a
ultima extracéo teremos N —(n—1) = N —n +1 elementos. Pelo Principio Fundamental da

Multiplicacdo, o nimero total de amostras ordenadas sem reposicao é

N!

/\/x(/\/—1)X(N—2)X---X(N—n+1):m

AN
= A}
Como antes, as amostras ABBA e AABB estdo sendo contabilizadas como diferentes, mas

agora temos que ter n < N.

9.4.2 Amostras nao ordenadas

Vamos considerar, agora, o caso de amostras ndo ordenadas, que é mais comum na
pratica estatistica. Se a amostragem é sem reposicao, os elementos da amostra sao distintos
e podemos pensar na amostra como um subconjunto de n elementos. Assim, como ja visto, o
nimero total de amostras nao ordenadas sem reposicao é dado por

LNy A
v = (n) (N =n)

E se a amostragem fosse com reposicao? Embora nao seja usual fazermos amostragem
com reposicao (um mesmo elemento ndo traz informacado nova para a amostra), o seu estudo
se justifica pelo fato de que propriedades estatisticas sdao mais facilmente estabelecidas e

podem servir como aproximacgoes para casos de amostragem sem reposicao.

Suponhamos, entdo, que vamos extrair n elementos com reposicdo de uma populacao
de N elementos sem levar em conta a ordem das extracdes. Seja x; o niimero de ocorréncias

do elemento i na amostra para i =1,2,---, N. Entdo temos que ter

X142+ +xy=n x>0,
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ou seja, o numero de amostras nao ordenadas com reposicao ¢ o numero de solucoes da

equacao acima. Como visto na secao anterior, concluimos que o nimero de amostras nao

ordenadas com reposicao é

9.5

10.

n

n n N+n—1
CRy = N+n—1:( )

Exercicios propostos

Num concurso para preenchimento de uma vaga, apresentam-se 3 candidatos. A
comissao julgadora é formada por 5 membros, cada um dos quais deve escolher
exatamente um candidato. De quantas maneiras os votos desses examinadores podem
ser dados?

. As letras em cddigo MORSE séao formadas por sequéncias de tracos e pontos, sendo

permitidas repeticdes. Quantas letras podem ser formadas usando

(a) exatamente trés simbolos?

(b) no maximo oito simbolos?

. As placas de automéveis em determinada cidade constam de 2 letras e 4 algarismos.

Quantas placas podem ser formadas com as letras P, Q, R e os algarismos 0, 1, 7 e 87

De quantas maneiras 10 livros distintos podem ser colocados em 5 caixas idénticas,

contendo dois livros cada caixa?

De quantas maneiras as letras da palavra SERRILHOU podem ser permutadas,
mantendo-se as vogais em sua ordem natural e ndo permitindo que duas letras R

fiquem juntas?

Considerando que haja 14 tipos de objeto e 2 objetos de cada tipo, encontre o niimero

total de selecdes nas quais pelo menos um objeto é selecionado.

De quantas maneiras 27 livros distintos podem ser distribuidos entre as pessoas A, B
e C, de modo que que A e C, juntas, fiqguem com o dobro de livros de B e ninguém fique

com todos os livros?

De quantas maneiras podemos distribuir 18 livros iguais em 3 caixas diferentes, sem

qualquer restricao?

Em quantas solucdes inteiras positivas da equacado x; +x2+x3+x3+ x5 = 18 exatamente

2 variaveis sao iquais a 1?
De quantas maneiras 8 meninos e 8 meninas podem formar uma roda na qual

(a) pessoas do mesmo sexo néo fiquem juntas?
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.
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(b) todas as meninas fiquem juntas?

Calcule o nimero de rodas que podem ser formadas com 7 criancas de modo que 2

criancas especificas néo fiquem juntas na roda.

Calcule o nimero de rodas que podem ser formadas com 5 meninos e 5 meninas de

modo que criancas do mesmo sexo nao fiquem juntas.
Considere n casais que devem ser colocados em uma roda.

(a) Quantas sao as rodas possiveis em que cada marido fica ao lado da sua esposa?

(b) Quantas sao as rodas possiveis em que cada marido fica ao lado da sua esposa e

que pessoas do mesmo sexo ndo ficam juntas?

Considere um grupo de n criancas. Quantas rodas podemos formar em que p dessas

criancas (p < n) ficam sempre juntas?

Um grupo de 5 mulheres e 6 homens deve ser colocado em uma roda em que todas as

mulheres ficam juntas. De quantas maneiras podemos formar essa roda?

(@) Quantos numeros de 7 digitos podem ser formados com os algarismos
1,3,6,6,6,8,87

(b) Quantos deles sao maiores que 6.000.000
Quantos niimeros de 5 algarismos podem ser formados com os algarismos 1,1,1,1, 2, 37

De quantas maneiras podemos colocar 7 pessoas em 3 quartos distintos de modo que
no quarto 1 fiquem 3 pessoas, no quarto 2 fiquem 2 pessoas e no quarto 3 fiquem 3

pessoas?

De quantos modos 8 pessoas podem ocupar 2 salas distintas, devendo cada sala conter

pelo menos 3 pessoas?

Dispondo de 4 tintas de cores diferentes, de quantas maneiras podemos pintar 5 objetos

idénticos?
Quantas solucoes inteiras ha para a equacao

X1—|—X2—|—X3—|—X4—|—X5:20 ComX,'Z3Vl.
Determine o valor de p que satisfaz cada uma das igualdades:
14 14
@ (5] =
p p+06
10 10
0 (%) = s)
p—3 p+3

12\ 12
(©) p+3) N (/3—1)
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Capitulo 10

Sequéncias

10.1 Definicoes basicas

De maneira informal, uma sequéncia é uma sucessao infinita de niimeros, chamados
termos da sequéncia, e esses termos tém uma ordem bem definida. Tal conceito apareceu
no capitulo anterior, quando estudamos os conjuntos enumeraveis; ld vimos que um conjunto
enumeravel pode ser representado por uma sequéncia de valores. Aqui vamos nos concentrar

nas sequéncias de valores reais.

Definicao 10.1 Sequéncia
Uma sequéncia de valores reais é uma funcéo real cujo dominio é o conjunto dos naturais:

f:N—DR

n+—a,

Podemos representar a funcao f(n) = a, de varias maneiras:

aq,0d2,03,...,0,, ...

{C’n}zoﬂ

(an)

A listagem dos primeiros termos de uma sequéncia pode ser enganosa, como ilustrado
no Exemplo Embora uma sequéncia possa ser qualquer sucessao infinita de valores
reais, iremos considerar apenas aquelas em que seja possivel definir claramente o termo

geral a, da sequéncia, conforme ilustrado no Exemplo [10.2]

141
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Exemplo 10.1

CAPITULO 10. SEQUENCIAS

1
Vamos listar os cinco primeiros termos da sequéncia f(n) = = (3 —5n +6n% — n3).

3

Solucao:
)((1):3—5~1+36-12—13:1
f(2)23—5-2+36-22 23:3
f(3):3—5-3+36-32 33:5
f(4):3—5-4+36-42 43:5
f(5)23—5-5+36-52 53:1

Se tentassemos construir a regra do termo geral a partir apenas dos 3 primeiros termos,

poderiamos induzir equivocadamente que a sequéncia seria dos niimeros {mpares. *

Exemplo 10.2

Para cada uma das sequéncias a sequir, determine o termo geral e use a notacao com chaves

para representar a sequéncia.

(d)

Solucao:

(@) a, =2n—1 {2n —1}77,

n n 0
(b) a, = -1
n+1 n+1Jn=1

o o o
o ®
.

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
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n

(€ ap= (= f=rp 2
I7+1 I7+1 n=1 12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

N o — 2n 2n 1% 0.
(d) " on 2n — 1

n=1

of 1 23 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

*»

Definicao 10.2 Sequéncias limitadas

Uma sequéncia (a,) é

e limitada se existem a,b € R tais que a < a, < b, Vn € N;
e limitada superiormente se existe b € R tal que a, < b, Vn € N;

e limitada inferiormente se existem a € R tal que a, > a, Vn € N.

Definicdao 10.3 Sequéncias mondtonas

Uma sequéncia (a,) é
e estritamente crescente se a1 < ar, < a3 < - < d, < ---;
e crescentesea < ar,<az3<---<a, <5
e estritamente decrescente se a1 > a, > a3 > - > dy > -,
e crescentesea,>a,>d3> >0, > -,

As sequéncias crescentes ou decrescentes séio chamadas sequéncias monétonas, enquanto
as sequéncias estritamente crescentes ou decrescentes sdo chamadas sequéncias

estritamente mondétonas.

Para estudar a monotonicidade de uma sequéncia, podemos estudar a diferenca entre
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dois termos consecutivos quaisquer. Temos, entdo, o sequinte:

® se d,1 —a, >0 Vn, entdo a sequéncia é estritamente crescente;
® se d,y1 —a, > 0Vn, entdo a sequéncia é crescente;
® se d,41 —a, < 0Vn, entdo a sequéncia é estritamente decrescente;

® se d,41 —a, < 0Vn, entdo a sequéncia é decrescente.

Se todos os termos da sequéncia séo positivos, isto é, se a, > 0 Vn, entdo

(O
ap

> 1, Vn, entdo a sequéncia é estritamente crescente;

an1
ap,

> 1 Vn, entdo a sequéncia é crescente;

apntq
ap

< 1Vn, entdo a sequéncia é estritamente decrescente;

(O
ap

< 1Vn, entdo a sequéncia é decrescente.

Exemplo 10.3

Vamos analisar as sequéncias do Exemplo

Solucao:

A primeira sequéncia é estritamente crescente, limitada inferiormente mas ilimitada
superiormente. A segunda sequéncia é limitada: é facil ver que 0 < a, < 1 e podemos

analisar a diferenca de dois termos consecutivos para ver que
n+1 n n’>+2n+1—n?-2n 1

n — Up = - = = 0.
Gnt = = T T n+ 1) +2) n+Nn+2)

Logo, a sequéncia é estritamente crescente, fato visivel no seu grafico. A terceira sequéncia
é limitada: —1 < a, < 1, mas ndo é mondtona, ja que, para n tmpar, a, > d,.1 € para n
par, a, < a,.1. Para a quarta sequéncia, podemos ver que 1 < a, < 2 e a diferenca de dois
termos consecutivos é

2(n+1) 2n 2n+2 2n -2

A+ =1 2n=1 2nt1 =1 @n=nant1)

ou seja, a sequénda é estritamente decrescente. ¢

10.2 Limites de sequéncias

Nos graficos das sequéncias apresentadas no Exemplo [10.2] podemos ver diferentes

comportamentos quando n — +o0o. Na letra (a), ha um crescimento ilimitado, ou seja,
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a, — oo. Nas letras (b) e (d), ha indicios de que a, se aproxima de 1 e ja na letra (c), os
termos de ordem impar se aproximam de 1, enquanto os termos de ordem par se aproximam
de -1.

Vamos estudar, agora, o limite de sequéncias, ou seja, o comportamento das sequéncias

quando n — oo.

Definicao 10.4 Limite de uma sequéncia
Uma sequéncia (a,) converge para o limite L se, dado € > 0 qualquer, existir um inteiro

ne tal que |a, — L| < € para n > n. e, nesse caso, escrevemos

lim a, = L.

n—oQo

Se a sequéncia néo converge para um limite finito, dizemos que a sequéncia diverge.

Note que a definicao exige a proximidade de a, e L para n suficientemente grande, ou
seja, pode haver algum comportamento erratico entre os termos iniciais. O que importa é

que, para n suficientemente grande, |a, — L| < €. Veja a Figura [10.7]

Figura 10.1 — Pontos dentro de € unidades de L para n grande

Teorema 10.1 Unicidade do limite
Se lim a, = L, entdo ndo existe M € R tal que lim a, = M.

n—oQ n—oQ
Demonstragao:

M—L
Seja M € R tal que M # L e tome € = |2—| Entdo € > 0 e os intervalos (L —€,L+€) e
(M — €, M + €) séo disjuntos. Veja a Figura

Como a, — L, existe ng € N tal que, Yn > nyg, |a, — L| < €, ou seja, Vn > ny,
a, € (L—e€,L+ €) e, portanto, Vn > ng, a, &€ (M — e, M + €), o que significa que a, - M.
O
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L M

Figura 10.2 — Intervalos disjuntos (M —e,M +€) e (L—€,L+ ¢€)

Exemplo 10.4

Mostre que lim — = 0.
n—oo []
Solucao:
Seja € > 0.

1 ‘ 1 1
——0l<ees—-—<een>-—.
n n €

Assim basta tomar n. = e a existéncia de tal n. estd garantida pela Propriedade

€
Arquimediana dos reais.

*»"

Exemplo 10.5
1
Mostre que lim (—=1)"— = 0.

n—oo n

Solucao:
Seja € > 0.

1 1
‘(—1)”——0' <ee —<een>-—.
n n €

1

Assim como no exemplo anterior, basta tomar n. = —, cuja existéncia esta garantida pela
€

Propriedade Arquimediana dos reais.

Na Figura ilustra-se o processo de convergéncia. Para € = 0,9 (linhas tracejadas
externas) os valores da sequéncia encontram-se dentro do intervalo (—0,9,0,9) a partir de
n = 2. Reduzindo o valor de € para 0,2 tal proximidade s6 se da a partir n = 6. Quanto
menor o valor de €, maior serd o valor de n. ou seja, temos que “caminhar” mais na sequéncia

se queremos diminuir a distancia da sequéncia ao limite.

*»"

Exemplo 10.6

Mostre que lim =1.
n—oo N + 1
Solucao:
n
Seja € > 0. Note que n <1< 1+ € para todo n. Entdo, temos que ter
n
n -1 1
—e< —1=—-€e< =>n>—-—1

n+1 n-+1 €
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1
Figura 10.3 — Convergéncia da sequéncia ((—1)”7)
I

Na Figura[10.4]ilustra-se o processo de convergéncia. Para € = 0,9 (linhas tracejadas
externas) os valores da sequéncia encontram-se dentro da do intervalo (—0,9,0,9) a partir
de n = 2. reduzindo o valor de € para 0,2 tal proximidade sé se da a partir n = 5. Quanto
menor o valor de €, maior serd o valor de n. ou seja, temos que “caminhar” mais na sequéncia

se queremos diminuir a distancia da sequéncia ao limite.

l+e=1,9F-—— == —m o e e
S L
e T I
=1
JRPSY | - O SR . PSUTRRIOE. ORI L JN LN b S e,
l—€e=0.6F-cmmm- S
L]
l—e=0,1)- - — - 0 - e e e e e e e e - - -
-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

. A A . n
Figura 10.4 — Convergéncia da sequéncia ( T )
n

144

Uma observacao importante, que permite que técnicas algébricas utilizadas no calculo
de limites de funcdes sejam também aplicadas para sequéncias, é a sequinte: se o termo
geral de uma sequéncia for f(n), substituindo n por x, em que x pode variar no intervalo [1, o),
entdo os termos da sequéncia podem ser vistos como “valores amostrais” de f(x). Assim, se

f(x) — L quando x — oo, entdo f(n) — L quando n — oo, conforme demonstraremos a sequir.

Teorema 10.2
Seja uma funcgéo f : [1,00] — R tal que lim f(x) = L, L € R. Entdo, se definimos a sequéncia
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a, = f(n), tem-se que lim a, = L.
n—oQ

Demonstragao:
Como lim f(x) = L, dado € > 0, existe A € R tal que x > A — |f(x) — L| < e.

X—0Q

Pela Propriedade Arquimediana, com x = 1 e y = A, existe np € N tal que ng > A.
Assim, se n > ny, |f(n) — L| < €, ou seja, n > ng = |a, — L| < e.
O

E importante notar que a reciproca ndo é verdadeira, ou seja, a convergéncia da

sequéncia ndo garante a convergéncia da funcgao.

10.3 Algumas propriedades dos limites de sequéncias

As propriedades usuais de limite de funcées continuam valendo para sequéncias.

Teorema 10.3

Sejam (a,) e (b,) tais que lim a, = Ly e lim b, = L, e seja c uma constante. Entéo,
n—oQ

n—oo

(a) lim c=c,
(b) lim ca, = cly;
(c) lim(a,+ b,) =Ly + Ly,

(d) lim(a, —b,) =Ly — Ly,

(e) lim(a,-b,) =L Ly

. L
(f) Se b, # 0Vn € N e L, # 0, entdo lim Z— = L—1
n—oQ n 2

Demonstracao:

(@) Dado € > 0, |c —c| =0 < eVn, o que prova o resultado.

€
(b) Seja € > 0. Temos que |ca, — cLy| = |c||a, — L4]. Como lim a, = Ly, dado € = —,

n—o00 |C

existe ng € N tal que |a, — 4| < € ¥n > ng. Logo, Vn > ng

€

€
el

lca, — cLqi| = |c|la, — Li| < |c|€" = |c|

(c) Seja € > 0. Usando a desigualdade triangular, temos que

l(an + bn) — (L1 + )| = |(an — i) + (by — )| < |a, — Li| + |by — Ly (10.1)
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. € .
Como lim a, = L, dado € = 5 existe ny € N tal que |a, — 4| < € ¥Yn > nq .

n—oQ

Analogamente, existe n, € N tal que |b, — L| < € ¥Yn > n.

Fazendo ng = max{nq, n,}, resulta que
€

Yn>n
5 0

€
(an,+ bn) — (L + )| < |a, — Li] + |b, — L3] < 5+
o que completa a prova.
(d) Usando os itens anteriores, temos que

lim (a, — b,) = lim [a, + (=1)b,] = lim a, + lim (=1)b, = L1 + (1)L, = L, — L,.

n—oQ

(e) Vamos provar inicialmente o sequinte resultado:

limc,=0e lima,=L;= lima,c,=0 (10.2)

n—-o0 n—oo n—oQ

Como lim a, = Ly, dado € = 1 existe ny € N tal que |a, — L4] < 1¥n > ny. Logo,

n—oo

vn > ny

|Cln| = |Cln — L1 + L1| < |CI,7 — L1| + |L1| < 1 + |L1| — |CInC,7| < (1 + |L1|)|Cn|

Por outro lado, como lim ¢, =0, dado € = , existe n, € N tal que |¢, — 0| < €

€
n—o0 1 =+ |L1|
para todo n > n».

Fazendo ng = max{n, ny} resulta que Vn > ng
€
a,c,| < (1 LiDlea| < (1 Li)]m—————=¢€
|I” 7| ( +| 1|)| ”| ( +| 1|)(1+|L1|)

o que prova (10.2).

lim (a,b, — LiL;) = lim (a,b, —a,Ly + a,Ly — L1L5) = lim a,(b, — L) + lim Ly(a, — Ly)

(10.3)
lim b, =L, = lim(b, — L) =0= lim a,(b, —L;) =0
lima, =L = lim(a,— L) =0= lim Ly(a, — L) =0.
Logo, substituindo em obtemos
lim(a,b, — L1L;) =0 = lim a,b, = L1 L,.
o1 1
(f) Vamos provar que lim = se b,#0e L, #0.
n—0o00 Dp 2
1 1 L, — b, b, — L
| = = 10.4
bn LZ bn LZ bn LZ ( )
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L
Como lim b, = L,, dado € = |—22| existe n1 € N tal que Vn > ny
n—oQ
|bn L2| < — | |
2
|L2| L] 1 2
L =L — I L L, —b L b,| = |t =
|2| |2 3n+3n|<|2 n|+|3n|< 2 +|9n| |~7n|> 2 |bn|<|L2|
Substituindo em (10.4), resulta que Yn > ny
1 1 2
b,—L
b, | < Lp

Como lim b, = Ly, existe n, € N tal que Vn > n;

n—oQ

2
|/Jn—L2| < — | 2|

Fazendo ng = max{n1, ny}, resulta que ¥n > ny

1 1 2 |L2|2
— b, — L =
G STt U< e
. 1 1
e isso prova que lim — = —se b, #0e L, # 0.

n—00 bn LZ

Usando resultados anteriores, temos
. ap . 1 . . 1 L,
im(|[—])=1lm g, —| =limag, - lim|[—] =—
n—o00 bn n—o0 bn n—o0 n—o00 bn LZ
Corolario 10.1

(a) Se (a,) converge e (b,) diverge, entdo

(i) (a, + b,) diverge;
(ii) (a, — b,) diverge;

(iii) (a, - b,) diverge se lim a, # 0.
(b) Se c #+ 0 e (b,) diverge, entéo (cb,) diverge.

Demonstragao:

(@) Seja L = lim a,.

n—oQo
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(i) Suponhamos, por absurdo, que (a, + b,) convirja para M. Seque do Teorema
que

lim b, = lim [(a, + b,) —a,] =M —L,

n—oQ

o que é absurdo, pois contraria a hipotese de (b,) ser divergente.

(i) Suponhamos, por absurdo, que (a, — b,) convirja para M. Seqgue do Teorema
que

lim b, = lim [a, — (a, — b,)]=L—M,

n—oQ n

o que é absurdo, pois contraria a hipotese de (b,) ser divergente.

(iit) Seja lim a, = L # 0. Suponhamos, por absurdo, que (a, - b,) convirja para M.
n—oo

Segue do Teorema [T10.3] que

. . ap - bn M
lim b, = lim —— = —,
n—o00 n—o00 C[n L

o que é absurdo, pois contraria a hipotese de (b,) ser divergente.

(b) Suponhamos, por absurdo, que (c b,,) convirja para M. Entéo, dado € > 0, existe np € N

tal que

n>ng=|ch,—M|<|cle=|c|
Py
C

M
b, — —' <|cle =
c

M'
b,——|<e€
C

M
ou seja, lim b, = —, o que é absurdo, pois contraria a hipdtese de (b,) ser divergente.
c

n—oo

0

Vamos ver agora alguns resultados que nos permitirdo determinar se uma sequéncia é

convergente, mesmo que nao saihamos o valor exato do limite.

Teorema 10.4

Se lim a, = L, entdo toda subsequéncia de (a,) também converge para L.
n—oQ

Demonstragao:

Seja ay,, Up,, Apy, - -+ uma subsequéncia de (a,).
Como a, — L, dado € > 0, existe nyp € N tal que |a, — L| < e Vn > ng.

Como (n4,ny, n3,---) formam uma subsequéncia infinita de inteiros, existe um n;, tal que
ni, > no. Logo, Y n; > ny, |a,, — L| < €, ou seja, lim a,, = L.
—00
O

Corolario 10.2
Seja {a,}°2, uma sequéncia convergente para o limite L. Entédo {a,}

n=

[o¢]
n=

« também converge

para L.
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O

O corolario acima diz que podemos desprezar os primeiros termos (nimero finito) sem
que o limite da sequéncia se altere. O resultado do Teorema é ainda mais forte: se
desprezarmos um ntdmero infinito, mas de tal forma que ainda sobrem infinitos termos na

sequéncia, entado o limite nado se altera.

Hé duas aplicacoes interessantes dos Teoremas e|10.4

(i) Para mostrar que uma sequéncia (a,) nao converge, basta exibir duas subsequéncias
que convirjam para limites distintos. Um exemplo cldssico é a sequéncia alternada
{(=1)"}2,: a subsequéncia {az,} converge para 1, enquanto a subsequéncia {a2,-1}

converge para —1.

(i) Se sabemos que a sequéncia (a,) converge, para achar seu limite, basta determinar o

limite de uma das suas subsequéncias.

Como os termos pares e (mpares de uma sequéncia juntos sdo a sequéncia completa,

é valido o sequinte resultado.

Teorema 10.5
Uma sequéncia converge para um limite L se, e somente se, as subsequéncias formadas

pelos termos de ordem par e de ordem {mpar convergirem para o mesmo limite L.

Demonstracao:
Note que qualquer outra subsequéncia sera formada por termos de ordem par ou {mpar.
O

O teorema seguinte estabelece que toda sequéncia convergente é limitada e, portanto,

qualquer sequéncia ilimitada é divergente.

Teorema 10.6

Toda sequéncia convergente é limitada.

Demonstragao:
Seja (a,) uma sequéncia com limite L. Entdo, para qualquer € > 0, por exemplo, € = 1, existe
no € N tal que Vn > ng, |a, — L| < 1, ou equivalentemente, L —1 < a, < L+ 1.

Seja A= {an,an, -+, ap, L—1,L+1}. Entdo A é um conjunto finito que, portanto,
tem um valor minimo e um valor maximo. Seja m = minA e M = maxA. Logo, se n < ny,
m<a, <M. Sen>n,m<L—-1<a,L+1<M. Ouseja, m<a, <MVn, oque
significa que a sequéncia é limitada.

O

Note que a reciproca nao é verdadeira, ou seja, nem toda sequéncia limitada é

(o¢]

> ; como exemplo.

convergente e podemos, novamente, tomar a sequéncia alternada {(—1)"
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Mas o teorema a sequir estabelece condicbes para que uma sequéncia limitada seja
convergente.

Teorema 10.7

Toda sequéncia limitada e mondtona é convergente.

Demonstragao:

Seja (a,) uma sequéncia mondtona e limitada. Entéo, (a,) ou é crescente ou é decrescente.

e Seja (a,) crescente: a1 < a; < a3 < ---

Como (a,) é limitada, ela possui um supremo. Seja a = sup{a,, n € N}. Vamos provar
que a, — a. De fato: dado € > 0, temos que a — € < a. Como a = sup{a,,n € N},
a, < aVn e existe ngp € N tal que 0 — € < a,, < a. Logo, para todo n > ny,
a—e<day,<a,<aousejan>n =—=a—e<da,<a<a+e. Logo, dado € > 0,

existe ng € N tal que Vn > ng, |a, — a| < €, o que prova que lim a, = a.

n—o0

e Seja (a,) decrescente: ay > ay; > as > ---.

Como (a,) é limitada, ela possui um infimo. Seja a = inf{a,, n € N}. Vamos provar que
a, — a. De fato: dado € > 0, temos que a < a+e€. Como a = inf{a,,n €N}, a, > aVn
e existe ng € N tal que a < a,, < a+ €. Logo, para todo n > np, a < a, < a,, < a+e,

o que é equivalenteaa—e < a <a, <a,, <a+e Logo, dado € > 0, existe np € N

tal que Y n > ny, |a, — a| < €, o que prova que lim a, = a.
n—00

O

Teorema 10.8 Permanéncia do sinal
Se lim a, = L > 0, entédo existe ny € N tal que Yn > ng, a, > 0. Se lim a, = L <0, entdo

n—oQ n—o0

existe np € N tal que Yn > ng, a, < 0.

Demonstracao:

L L L
Seja € = 5 Existe ng € N tal que Yn > nyg, |a, — L| < €, ou seja, ~5 <a,—L< 5 Assim,

L
Yn>ng a,> 5 > 0.

A demonstracao para o caso em que L < 0 é analoga.

Corolario 10.3

Se (a,) e (b,) sdo sequéncias convergentes tais que a, < b,V n € N, entéo lim a, < lim b,.

- n—o0 n—o00
Demonstracao:
Suponhamos, por absurdo, que lim a, > lim b,. Entao, lim a, — lim b, > 0 e resulta, pelo

n—o0 n—oQ n—oo n—oQ

Teorema [10.3] que lim (a, — b,) > 0.

Logo, pelo Teorema [10.8] existe ny € N tal que, Vn > ng, a, — b, > 0 ou

equivalentemente, a, > b,, o que é um absurdo, pois, por hipdtese, a, < b, Vn.
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O

E interessante observar que, mesmo que a, < b, V n, ainda assim sé podemos garantir
que lim a, < lim b,, conforme ilustrado no seguinte exemplo.

n—oQ n—oQ

Exemplo 10.7

1
Considere as sequéncias (a,) e (b,) tais que a, =0 e b, = — para todo n € N. Note que
n

a, < b,, mas lim a, = lim b, =0.
n—oo n—oQ

*»

Teorema 10.9 Teorema do Confronto ou Teorema do Sanduiche

Sejam (a,), (b,) e (c,) sequéncias tais que a, < ¢, < b, para todo n € N. Se lim a, =
n—oo

lim b, = L, entdo lim ¢, = L.

n—-oQ n—oQ

Demonstragao:

Dado € > 0, existem naturais nq e n; tais que

n>nm=la,—Ll<e=>Ll—e<a,<L+e
n>n=lb,—Ll<e=>L—e<b,<L+e

no = max{ny,m} =Vn>ny, L—e<a,<c, <b,<L+e=|c,—L|<e.

Corolario 10.4
Sejam (a,) e (b,) sequéncias tais que 0 < a, < b, para todo n € N. Se lim b, = 0, entdo
n—oQ

lim a, = 0.

n—oo

O

Corolario 10.5
Sejam (a,), (b,) e (c,) sequéncias tais que a, < ¢, < b, para todo n € N. Se lim a, =

n—oo
lim b, = oo, entdo lim ¢, = oo.
n—-oQ n—-o0
O
Teorema 10.10
Se lim |a,| =0, entdo lim a, = 0.
n—oQ n—oQ
Demonstragao:
Dependendo do sinal de a,, ou a, = |a,| ou a, = —|a,|. Em ambos os casos, temos

_|Cln| S ap S |C’n|-

Como o limite de ambos os termos externos é 0, pelo Teorema do Confronto resulta que

lim a, =0.

n—oo

O
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Exemplo 10.8

Estude a convergéncia da sequéncia {a"}}2

72, em que a é um numero real qualquer.

Solucao:

Vamos considerar as diferentes possibilidades para o valor de a.
e Caso1: a=0oua=1
Em ambos os casos temos uma sequéncia constante que é, portanto, convergente.

e Casn 2: a<0<1

apt1

Note que = a < 1; logo, a sequéncia é decrescente. Sendo decrescente, ela é

ln
limitada superiormente pelo seu primeiro termo, que é a' = a. Como a > 0, resulta
que a, = a” > 0. Assim, (a,) é mondtona e limitada e, portanto, convergente. Das

propriedades da funcao exponencial, sabemos que, se 0 < a < 1, entao lim a" = 0.

n—oo

e Caso 3: —1<ax<0

Nesse caso, temos uma sequéncia alternada a, = (—1)" - (—a)" e pelo item anterior,

sabemos que lim(—a)” = 0. Do Teorema [10.10, seque que lim a” = 0.
n—oQ n—oQ

e Caso 4: a = —1

Como antes, temos uma sequéncia alternada que ndo converge, pois as subsequéncias

dos termos de ordem para e de ordem {mpar convergem para limites diferentes.

o a>1
apq

an
inferiormente pelo seu primeiro termo, que é a

Note que = a > 1; logo, a sequéncia é crescente. Sendo crescente, ela é limitada

! = a. Suponhamos que a sequéncia seja

limitada superiormente, ou seja, suponhamos que exista ¢ € R tal que a” < cVn € N.
Isso significa que n < log,cVn € N, o que é um absurdo, pois sabemos que N ¢é
ilimitado superiormente. Logo, nao existe tal ¢, ou seja, a sequéncia é ilimitada e,

portanto, nao converge.

e Caso 6: a < —1

Temos uma sequéncia alternada e, portanto, ndo mondtona. Para os termos de ordem
par, temos a, = a*" = (a?)". Pelo Caso 5, essa subsequéncia é ilimitada superiormente

e, portanto, (a,) também é ilimitada e ndo convergente. Para os termos de ordem {mpar,

temos
_ 2n+1 2n
Uopi1 = d =a '\CL/'CI
<0

02n+3 _ CIZn—H — CIZn—H . (02 _ 1) < 0
M~ —

<0 >0

Logo, a subsequéncia dos termos de ordem {mpar é decrescente e ilimitada

inferiormente, e, portanto, (a,) também é ilimitada e ndo convergente.
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Resumindo:

la| <1 = lim a" = 0.

n—-oo
e ag=1= lima" =1.
n—oQ
e 0 = —1 = sequéncia alternada nao convergente .

e a > 1 = sequéncia crescente e ilimitada superiormente, ndo convergente

e a < —1 = sequéncia alternada, limitada inferiormente e superiormente, néo

convergente.

144

10.4 Limites infinitos

A primeira sequéncia do Exemplo cresce indefinidamente. Isso nos leva a estudar

os casos de sequéncias com limites infinitos.

Definicao 10.5 Limites infinitos de sequéncias

Seja (a,) uma sequéncia real.

e Dizemos que lim a, = +o0 se, para todo numero real M > 0 existir ng € N tal que

n—oQ

Yn>ng a, > M.

e Dizemos que lim a, = —oo se, para todo numero real M > 0 existir no € N tal que

n—oQ

Yn>ng a, << —M.

O teorema a sequir estabelece resultados de operacdes com limites infinitos.

Teorema 10.11

1. Se lim a, = +o0 e (b,) é limitada inferiormente, entéo lim (a, + b,) = +o0.

n—o0 n—oQ
2. Se lim a,, = +o0 e (b,) é limitada inferiormente por um nimero positivo, entéo lim a, -

n—oQ n—oQ

b, = +c0.

n 1
3. Seja (a,) uma sequéncia de termos positivos. Entéo, lim a, =0 < lim — = oco.

n—00 n—oo dp,

4. Sejam (a,) e (b,) sequéncias de termos positivos.

a
(a) Se existe a > 0 tal que a, > aVn e lim b, =0, entdo lim — = co.

n—o0 n—o00 _’)n
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anp

(b) Se (a,) é limitada e lim b, = oo, entdo lim — = 0.
n—o0 n—oo Jn

Demonstragao:

1. Seja M > 0. Como (b,) é limitada inferiormente, existe a € R tal que b, > aVn € N.
Seja M" = M—a. Como lim a, = +o0, existe np € Ntalque Vn > ng, a, > M = M—a.

n—oo

Assim,

a,>M-—a
n>ny= " = a,+b,>M
b, > a

ou seja, dado M > 0, existe np € N tal que n > ny = a, + b, > M, ou seja,

lim (a, + b,) = +o0.

n—oQo

M
2. Seja M > 0. Por hipdtese, b, > a >0Vn € N. Seja M = —. Como lim a, = +o0,

a n—o00
existe ng € N tal que Yn > ng, a, > M'. Assim,
> M >0
a —
n>ny= " a — da,-b,>M
b,>a>0

ou seja, dado M > 0, existe np € N tal que n > ny = a, - b, > M, ou seja,

lim a, - b, = +o0.
n—oQ

3. (i) Hip.: lima, =0 Tese: lim i =0

n—o0 n—oo (p,
1
De fato: Seja M > 0 e tome € = —. Como lim a, = 0, existe np € N tal que

M n—oQ
Yn > ng |la,— 0| =a, < e Logo,

1 1
n>n—=da,<e—=—>-=M
€

an,

o que completa a prova.
L .1 :
(i) Hip.: lim — =0 Tese: lim a, =0

n—oo C[n n—oo
' 1 ] .
De fato: Seja € > 0 e tome M = —. Como lim — = +4o0, existe np € N tal que
€ n—o00 C[n

1
Vn > ng, — > M. Logo,

n

1 1
n>n——>-=ua,=a0,—0|<e
a, €

0 que completa a prova.

4. (a) SejaM > 0. Como lim b, =0, dado € = % existe ng € Ntal que |b,—0| = b, < €.

Assim,

O<a<a, a, ¢
n>ng=> = by c<dpre—=—>-—=M
0<bn<€ bl‘l 6
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an . . ap
— > M, ou seja, lim — =
b, n—o0 Dp

Logo, dado M > 0, existe np € N tal que n > np =

+00.
(b) Por hipdtese, a < a, < b e como a, > 0Vn, resulta que a,b > 0.

b
Seja € > 0. Como lim b, = 400, dado M = —, existe ny € N tal que VY n > ny,
n—o00 €
b, > M. Logo,

b>a b a
n>ny= " — b-b,<a, M=b-b,<a, —= = <e.
b, > M € b,
. ) a a ) .a
Assim, dado € > 0, existe ny € N tal que 2 =1—-0|< ¢ ou seja, lim 1 =0.
Dp bn n—00 Dp

O

A sequir, apresentamos, sem demonstracdo, um teorema sobre limites de razao de
funcoes, que toma a forma 0/0 ou oo/oc.

Teorema 10.12 Regra de l'Hopital

Sejam f(x) e g(x) fungées diferencidveis em todo x no intervalo (a, b), exceto possivelmente
f(x

em x = c. Se g'(x) # 0 para todo x #+ c e se % tem uma das formas indeterminadas 0/0
g(x

lim M = lim f,(x)
X—C g(X) X—C g (X)

ou oo/, entdo

4

(x)
g'(x)

desde que tenha um limite ou tenda a infinito quando x — c.

O

Recordando o Teorema para usarmos a regra de 'Hopital no estudo de limite
de sequéncias, é necessario que as funcoes definidoras do numerador e do denominador da

sequéncia satisfacam as condicoes do Teorema [10.12 no intervalo [1, +00).

Exemplo 10.9

. - N nyte®
Determine o limite da sequéncia {—”} .
e’ Jp=

Solucao:

Podemos ver que o termo a, tem a forma oo/oo. Poroutro lado, as funcées f(x) = x e
g(x) = e* séo diferencidveis em todo R. Aplicando l'Hopital, obtemos que

. X .
lim — = lim — = 0.
x—00 @ x—o00 @X

Logo, lim T _o *

n—oo @"

10.5 Exercicios propostos (Anton et al.|(2014)

1. Ache o termo geral de cada uma das sequéncias a sequir, comecando com n = 1:
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2. Para cada uma das sequéncias a sequir, ache duas férmulas para o termo geral: uma

comecando com n =1 e outra comecando com n = 0.

(@ 1, —r, 2=, ...

(b) r, —r2 =t

3. Para cada uma das sequéncias a sequir, escreva os cinco primeiros termos, determine

se ela converge e, em caso afirmativo, ache o limite.

() { n j— 2 }:0—1

n? *
0 {5,

(o) {2}

oo (3]
e {51

(1) {1+ =1

(_1)n+1 00
(g) { n? }17—1

4. Para cada uma das sequéncias a sequir, ache o termo geral comecando com n

determine se a sequéncia converge e, em caso afirmativo, ache o limite.

1357
(a) 21416181
1 2 3 4
(b) 07?@?

RIS

(n+1)(n +2)

(d) —1,2,-3,4,-5,6, -

N W

-1,
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(9) (\/z—ﬁ),(\/?—\/z),(\/z—\/g),'-(h) %_%%_%

5. Use a diferenca entre termos consecutivos para mostrar que as sequéncias abaixo sdo
estritamente crescentes ou estritamente decrescentes.

(a) {11_7}00 (d) {4/7”— 1 }:0_1

n=1

(b) {1 - 1}00 (e) {n—2"}2,

n n=1

n o0
(€) {2/7 + 1 },7—1 (f) {n— ”2}20:1

6. Use a razdo entre termos consecutivos para mostrar que as sequénclas abaixo sdo
estritamente crescentes ou estritamente decrescentes.

o 10" 1%
(a) {2n+1}n_1 N {(2/7)!}7:1
2” o r’n N
) @ {3}
(c) {ne™"}5, (f) {%}m
n=1

7. Use diferenciacao para mostrar que as sequéncias abaixo sdo estritamente crescentes

ou estritamente decrescentes.

n 00 | | —2n1®
(@) {Zn +1 },7:1 () {ne™"},.
00 In(n+2)1%
(b) {3 - ;1_7} » (e) { n+?2 }11—1

() {n3—4n%}"
1 (o¢]
© {n +lnn }n:1

8. Use qualquer método para mostrar que as sequéncias abaixo sao estritamente
crescentes ou estritamente decrescentes.

(@) {2n?=7n}", (© { n! }‘X’

n 00 ¥
) {3- st

n=1

(d) {175e2” }:11
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9. O objetivo deste exercicio é provar que
n

lim — = 0.

n—oo [‘]!

Como o caso x = 0 é 6bvio, vamos supor x # 0.

: x| [x]
(@) Seja a, = . Mostre que a,41 = a,.
n! n+1
(b) Mostre que a sequéncia (a,) é estritamente decrescente a partir de certo termo.

(c) Mostre que a sequéncia (a,) é convergente.
) Use os resultados das partes (a) e (c) para mostrar que a, — 0 quando n — oo.

Obtenha o resultado desejado a partir do resultado da parte (d).
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Capitulo 11

Séries

11.1  Definicoes basicas

Vamos estudar neste capitulo somas com numero infinito de termos, que recebem o

nome de séries ou séries infinitas.

Definicao 11.1  Série

Uma série é uma soma infinita que pode ser escrita como

o
E dry=ad1+d+az+---
k=1

Os numeros a4, dz, as, - -+ sGo chamados de termos da série.

O problema central no estudo de séries é determinar se tal somatdrio infinito existe.
Como nao podemos somar infinitos termos, o calculo dessa soma serd feito através de um
processo limite de somas finitas em que o niimero de termos aumenta, ou seja, tende a

infinito. Considere o sequinte:

S1 = dq
Sy =a1+ a

S3=a1+ ax+ a3

S,=a1+a+24+a3+---+a,

O ndmero s, é chamado de n—ésima soma parcial da série e a sequéncia {s,}>°, é a

sequéncia das somas parciais. A medida que n cresce, mais e mais termos sao incorporados

163
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a soma parcial, ou seja, mais e mais a soma parcial se aproxima da soma infinita. Isso nos

leva a seguinte definicao.

Definicao 11.2 Convergéncia de uma série
Seja {s,} a sequéncia das somas parciais da série Zi; dr =ay+a,+as+---. Sea
sequéncia {s,} convergir para um limite S, dizemos que a série converge para S, que é a

soma da série, o que se denota por
oo
S= E ay.
k=1

Se a sequéncia das somas parciais divergir, dizemos que a série diverge. Uma série

divergente ndo tem soma.

Exemplo 11.1
Escreva o niimero decimal 0,4444 --- como uma série e analise a convergéncia de tal série.

Solugao:

Sabemos que

444 ... =
0 10 102 ' 103 10

o
4 4 4 4
e E

k=1
e sabemos também que ele é a representacdo decimal do numero racional 9 Assim, é

razoavel pensarmos que a série acima converge para 6 Vamos ver como mostrar esse fato,

que é verdadeiro.

A n—ésima soma parcial é

m— 10 102 ‘|On—1 10n
e, portanto,
O A0
107" 102 103 107~ 107+
Logo
s ! Sp = 4 4
107" 10 100+
0 s A 1 1 =
107" 10 107
4 1
n=—nx 1—
79 ( 10n)
, 1
Como lim Ton = 0, resulta que
, 4 4 4 4 X 4
nlwgos”:§:>ﬁ+ﬁ+ﬁ+ :ZW:_:0,444...
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*»"

Exemplo 11.2 Série harmonica
oo

Vamos estudar a convergéncia da série E o chamada de série harmonica.
k=1

Solucao:

Como os termos da série sdo positivos, a sequéncia das somas parciais é uma sequéncia
estritamente crescente.

=1 —1+1 —1+1+1 +1+1+1+1
5= 2= 1T T ITsTy 0 27374

Vamos mostrar que a sequéncia das somas parciais nao é limitada e, portanto, ndo pode ser

convergente, pelo Teorema De fato: vamos considerar a subsequéncia {s:}

L

== IT5 257575

SV AN IR B RS B S

R TV I I R I )
L U LI L L
L A R A L S T R R R R B!
L PP AL L
ST TS T T T T2 T3 14 15 "6 % "6 T2 27272

n+1
2
Entdo, se M é um ntimero real qualquer, existe ng € N tal que n > ng = s» > M. Basta

Son >

tomar ng = 2M—1. Como a sequéncia das somas parciais possui uma subsequéncia ilimitada,

ela é também ilimitada e, portanto, ndo converge, o que prova que a série harmdnica é

divergente. ¢
Exemplo 11.3

> 3
Analise a convergéncia da série E — e determine sua soma, caso existir.

(k+3)(k+4)

k=1

Solucao:

Nesse tipo de série é conveniente usar o métodos das fracdes parciais para escrever a
soma parcial em forma fechada.

3 _A . B 3 _ Ak+4A+ Bk +3B
(k+3)k+4) k+3 k+4  (k+3)k+4 (k + 3)(k + 4)
3 _ (A+B)k+ (4A+3B) { A+B:0‘®{ A=3
(k + 3)(k + 4) (k + 3)(k + 4) 4A +3B =3 B=-3
3 3

Dessa forma o termo geral da série é a, = e a n—eésima soma parcial é

k+3 k+4

(3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
s”_(1_5)+(§_6)+(6_7)+ +(n+2_n+3)+(n+3_n—|—4)
3
4

3 .
= - — = lims, =
n+4 n—00

NS
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Logo, a série converge e sua soma ¢é 3/4.

*»"
11.2 A série geométrica
A série geométrica de razédo r e termo inicial a # 0 tem a sequinte forma:
[o¢]
ko . 2 3
Za/ =a+ar+ar-+ar +--- (11.1)

k=0

Note que o valor inicial do indice k aqui foi definido como 0. Cada termo da série é
obtido multiplicando-se o termo anterior pela constante r, ou seja, a razao entre dois termos

consecutivos é constante, igual a r.
Para estudar a convergéncia da série geométrica, considere sua n—ésima soma parcial
— - -2 -3 -n—1 n
Sh=a+ar+ar " +ar’ 4+ ---+ ai +ar”.

Vamos analisar o comportamento da sequéncia das somas parciais analisando os possiveis

valores de r.

o r=1

Ssp=ad+a+---+a=(n+1a= limns, ==+o0
n—oo
dependendo do sinal de a. A série geométrica tem limite infinito, ou seja, ndo converge.
o r=—1

Nesse caso, a sequéncia das somas parciais é a,0,a0,0,a,0,---, que diverge por ter
duas subsequéncias com limites diferentes, implicando na divergéncia da respectiva

série geométrica.

o |r| £1
Temos que
rsp,=ar+ar*+ar*+ar'+ - +ar" 4+ ar""’
e, portanto,
] a—ar™! 1 ar™!
Sp—rS,=0a—dar = s, = = —
~~ 1—r 1—r 1-—r

r#1

Do Exemplo concluimos que r"*' converge, e converge para 0, apenas se |r| < 1

€, hesse caso,

lims, =) ar'= d se |r] <1 (11.2)
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Provamos, assim, o seguinte teorema.

Teorema 11.1  Série geométrica

Uma série geométrica

Z ar*=a+ar+ar’ 4+ ar’ + /cdots a+0
k=0

converge se |r| < 1 e nesse caso,

A série diverge se |r| > 1.

Exemplo 11.4

Analise a convergéncia da seqguinte série e determine seu limite, se existir.

Solucao:

e essa é uma série geométrica com termo geral a = 2 e razado r = 3 Como |r| < 1, temos

que

*»

Exemplo 11.5

Obtenha o ndmero racional representado pela dizima periddica 0,5434343.. ..

Solucao:
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0,5434343...=0,5+ 0,043 + 0,00043 + 0,0000043 + 0, 000000043 + - - -
43 43 43 43

= 0.5+ 7500 * 700,000 * 70.000.000 T 1.000.000.000 T "

—054 D (et 1o, 1,
1000 100 ~ 10.000 * 1.000.000
43 1 1 \? 1\°
—°5+m[1+m+(1oo) +(m) +]
34_ 43 1
10 10001 1

100
S, 4 100
10 * 1000 99
ERE
10 " 990
495443

990
538

~ 990
_ 543-5

990

Lembre-se do estudo das dizimas periddicas no Capitulo ¢

11.3 Asériep

Seja p > 0 um numero real qualquer. A série p é definida por

© 1 1
;7_1+—+3—p+@+ (11.3)

Vamos analisar a convergéncia da série p considerando os possiveis valores de p.

e p=1

Nesse caso, a série p é a série harmonica, que é divergente, conforme demonstrado no

Exemplo

e 0<p<1

1 1
CookeN, istoé, k>1el0<p<T, |esultaque/<”<l<:>/—pzl—
< <

n
1 . .
Seja t, = E ¢ @ n—ésima soma parcial da série harmonica e seja s, E — a
<
k=1

n—eésima soma parcial da série p. Temos, entdo, que t, < s, para todo n E N e
limn — oot, = oo. Pelo Corolario [T0.5] do Teorema do Sanduiche, concluimos que

limn — oos, = oo e, portanto, a série p diverge se 0 < p < 1.
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e p>1

Como os termos da série p sdo positivos, a sequéncia das somas parciais (s,) é

crescente. Vamos mostrar que (s,) é limitada superiormente.
(9] 1 k
Seja M = E —1 . C
2=
k=0

uma série geométrica de razado r =
M e R.

5 a soma de

2p—1

1
—— e |r| < 1. Assim, M é um numero finito, isto é,

20

Seja n € N qualquer. Entéo, existe m € N tal que n < 2" —1. Como (s,) é crescente,

resulta que s, < sym_q, oU seja,

1
Z /<P p kP
:1+(l+l)+(l+l+l+l)+...+ ! + ! 4+ 4 1
2 3P 40~ 50 6P 7P (27T - (2m=T ) (2m=T 4 2m=1 1
21 termos 22 termos 2m=1 termos |
<’|+(l+l) (l+l+l+l)+--+ ! + 1 +---+L]
20 20 40 " 4p " 4p T 4p |21y T (@2m-1)p (2m=1)p
2" termos 22 termos 2m=1 termos
=’|+£+—2+ +2’"——1:1+ 1 + ! +--~+;
20 (22)p (2m=1)p 2p—1 (22)p—1 (2m=1)p—1
1 1 1 = 1\
:1+2p—1+(2p—1)2+ +W=Z(F) <M

k=0

Provamos, assim, que a sequéncia das somas parciais (s,) é crescente e limitada
superiormente. Pelo Teorema conclutmos que (s,) é convergente, assim como a série p

de p > 1. Provamos, assim, o seguinte teorema

Teorema 11.2 Convergéncia da série p
A série p, p > 0, definida por

converge se p > 1 e diverge se 0 < p < 1.

11.4 Algumas propriedades das séries

Muitas das propriedades das séries convergentes sequem de resultados analogos das

sequéncias convergentes.
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Se E ax é uma série convergente, entéo lim a, = 0.
2

k=1

Demonstracao:

—0Q

Vamos definir as seguintes sequéncias:

o {s,}%,:

(sn) converge.

sequéncia das somas parciais dos n primeiros termos da série; por hipdtese

Sp=a1+axy+---+dyp_1+a,

o {t,}°°,: sequéncia das somas parciais dos n — 1 primeiros termos da série

Temos que

t

tn

=a1 =95

=a1+a,=5

=aqt+axy+---+dad,-1 =Sy

Logo, a partir de um certo n, (t,) é subsequéncia de (s,). Como (s,) é convergente, resulta

que (t,) é convergente e ambas tém o mesmo limite. Logo, pelo Teorema resulta que

lim t, = lim(s, —t,) =0= lim a, =0.

n—oQ n—oQ n—o00

lim s, =

n—oQ

O

Note que a reciproca do teorema é falsa, ou seja, o fato de a, — 0 ndo garante que a

série convirja. A série harmodnica vista no Exemplo é um exemplo classico.

Teorema 11.4 Propriedades algébricas das séries

(o¢] (o¢]
(a) Sejam E ag e E by séries convergentes. Entdo
k=1 k=1

i(ak + bk) = i di + i /Jk
k=1

=1 k=1

3 (Clk — /Jk) = i ap — ibk
k= k=1

=~

)

1 k=1

o o o
(b) Se Z ax converge e Z b diverge, entéo Z(ak + by) diverge.
k=1 k=1 k=1
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o o0
(c) Se ¢ é uma constante néo nula, entdo ambas as séries E ag e E (c ak) ou divergem
k=1 k=1

ou convergem. No caso de convergéncia,

oo oo
Z(C ag) = CZ P
k=1 k=1

Demonstragao:
A demonstracao seque da aplicacdo do Teorema e do Corolario as sequéncias das

somas parciais das séries envolvidas e deve ser feita como exercicio.
O

s

E importante notar que a soma de duas séries divergentes nao resulta,
o

o
necessariamente, em uma série divergente. Considere, por exemplo, as séries E ne E (—n)

k=1 k=1
00 (9]

ou entdo, as séries E (—)ke E (—1)**1. Em ambos exemplos temos duas séries divergentes,
k=1 k=1

cuja soma é convergente, pois as somas parciais sao todas iguais a zero.
Teorema 11.5
(o¢]

Sejam E a, e E by duas séries tais que by = ay para todo k > m, m € N. Entéo, ou
k=1 k=1

oo
ambas as séries convergem ou ambas as séries divergem, ou seja, E ax converge se, e

k=1
[

somente se, E bk converge.
k=1

Demonstracao:

o o
Seja s, a n—ésima soma parcial de E dy e seja t, a n—ésima soma parcial de E by. Para

k=1 k=1
n > m, temos que

Sh=01+ - +dp+dp1+ -+ 0,
tn:b1+"'+bm+bm+1+'”+bn:b1+"'+bm+am+1+”'+C’n

Logo,

n>m=—=s,—t,=(a1+---+an)—(b1+---+by)=c= lim(s,—t,) =c¢
n—oQ

oo

Suponhamos que (s,) convirja para Ly € R, isto é, E ar = Ly. Entao,
k=1

o
”lﬂwgo t, = ”lngo [sh — (sh — t4)] = Ly —c=> Z by=L—c
Teo[M03] k=1
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o (o]
Provamos, entdo, que se Zak converge, entao Zbk converge e, pela contrapositiva, se
k=1 k=1
o o
Z b diverge, entdo Z a, diverge.
k=1 k=1
Suponhamos, agora, que (s,) seja divergente. Como lim (¢, — s,) = —c, temos que

n—oQ

t, =s,+ (t, —sn) \:) t, diverge.
Cor[101]

oQ oQ oQ
Provamos, entao, que se E ay diverge, entao E b diverge e, pela contrapositiva, se E by

k=1 k=1 k=1
0

converge, entao E a, converge, o que completa a prova.
k=1

Teorema 11.6 Remocao dos primeiros termos

(o] o
Seja E ax uma série qualquer e seja m € N. Entdo, E ai converge se, e somente se,
k=1 k=1

o
E ay converge.

k=m+1

Demonstracao:

Para n > m temos que

n m n
E ay, = E dyg + E ay
k=1 k=1

k=m+1
Como o primeiro somatério do lado direito do sinal de = ndo depende de n, resulta que
n n o
lim E a, existe se, e somente se, lim E ay existe, ou seja, E aj converge se, e somente
n—oo n—-oQ
k=1 k=m+1 k=1
oQ
se, E ax converge.
k=m+1

Note que, no caso de convergéncia, a soma da série fica alterada pela remocédo dos m

primeiros termos, isto é,

o m

)
ai = L1 - E ai = L1 — E (ol%
1 k=1

k= k=m+1

Exemplo 11.6

oo
Estude a convergéncia da série E ar® em que |r| < 1. Caso ela seja convergente, calcule

k=1
seu limite.
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Solucao:

Note que a série dada corresponde a série geométrica vista na Secéo [T1.2) com o primeiro
termo removido. Como |r| < 1, sabemos que a série geométrica converge e, portanto,

i a ar
E ark = E ark —ar® = —a =
- 1T—r 1T—r

k= k=0

*»

Teorelyoa 11.7

Seja E dax uma série de termos ndo negativos. Se a sequéncia das somas parciais for
k=1

limitada superiormente, entéio a série converge.

Demonstracao:

Como os termos da série sdao nao negativos, a sequéncia das somas parciais é nao
decrescente, ou seja, mondtona. Como ela é limitada inferiormente por s; e limitada
superiormente por hipotese, resulta que (s,) € mondtona e limitada e pelo Teorema

concluimos que (s,) é convergente e, assim, a série converge.
O

11.5 Testes de convergéncia

Nesta secdo estudaremos alguns testes de convergéncia de séries com termos nao
negativos. Alguns deles analisam o comportamento de duas séries e o conhecimento sobre
a convergéncia ou divergéncia de uma delas pode determinar o comportamento da outra.

Outros analisam o comportamento dos termos da série.

Teoremaoo1 1.8

Sejam E ay e E by séries de termos ndo negativos e suponha que a, < by para todo

k=1 k=1
neN.

oo (o¢]
(a) Se a série “maior” E by converge, entéo a série “menor” E ax também converge.
k=1 k=1

oo o
(b) Se a série “menor” E ay diverge, entéo a séria “maior” E bx também diverge.
k=1 k=1

Demonstragao:

(@) Sejam as somas parciais

S,=dy+a,+---+a,

to=bs+by+---+b,
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Tanto (s,) quanto (t,) sao nao decrescentes, j& que seus termos sao nao negativos.
o
Como E b, converge, a sequéncia (t,) converge e, portanto é limitada, isto é, existe
k=1
M >0talque 0 <s, <t, <M. Logo, (s,) é mondtona e limitada e, pelo Teorema
o

(s,) converge, o que significa que E a converge.

k=1
o o0

(b) Suponhamos, por absurdo, que E b, seja convergente; entao, pelo item anterior, E ak
k=1 k=1

é convergente, o que contraria a hipodtese.

Exemplo 11.7

o
1
Analise a convergéncia da série _—
J Z/ - 2k + k2
k=

Solucao:
1 < 1
2k3 + k? 2k

Note que 0 <

o
1
5. A série E &3 € uma série p, com p > 1; logo, ela é
k
- k=1

convergente, assim como a série E oL pelo Teorema [11.4, Pelo Teste da Comparacao,

k=1
Lt }m ! *
concuutmos ClLle ﬁ Convel‘ge.
L2k 1 k

Teorema 11.9 Teste da Comparacao de Limites
[o¢] o

Sejam E ag e E by séries de termos positivos e suponha que
k=1 k=1
ay

L= lim —
k—o00 bk

(a) Se L > 0 e L é finito, entdo ou ambas as séries convergem ou ambas divergem.

oo o
(b) SeL=0e E by converge, entdo E dax também converge.
k=1 k=1

o o
(c) SelL =0 e E b diverge, entdio E ax também diverge.

k=1 k=1
I)en10nstra(;éo:

L
(@) Dado € = 5 existe kp € N tal que para todo k > ko

-l <= =< < :>Lb<a<3L/J
by 2 2 b 2 QU kS Mk Rk

P ‘ L L a, 3L
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o (o]
Assim, para k grande, a série E ?bk domina a série E dg.
k=1 k=1
- = 3L
Se E b, converge, E ?bk também converge (Teorema [11.4) com 3L/2 > 0) e, pelo
k=1 k=1
o
Teste da Comparacéo, E ax também converge.
k=1
o o o
. - , L L
Temos também que, para k grande, a série E da, domina a série E ibk' Se E by
k=1 k=1 k=1
=L
diverge, E Ebk também diverge (Teorema [11.4, com L/2 > 0) e, pelo Teste da
k=1
o
Comparacao, E ax também diverge.
k=1

Dado € > 0, existe kp € N tal que para todo k > kg

a a
—|<e=0< —<e=0<a, < eby
by by
oo oQ
Assim, para k grande, a série E eby domina a série E .
k=1 k=1
o o

Se Zbk converge, Z eb, também converge (Teorema |11.4, com € > 0) e, pelo Teste

k=1 k=1
()

da Comparacao, E ax também converge.
k=1

Como L = oo, para todo M > 0 existe ky € N tal que para todo k > ko

a
—k>/\/I=>ak>/\/lbk
by

oQ oQ oo oQ
Entdo, para k grande, a série E d, domina a série E Mby. Se E by diverge, E Mby

k=1 k=1 k=1 k=1
[o¢]

também diverge (Teorema(11.4 com M > 0) e, pelo Teste da Comparacao, E ax também
k=1

diverge.

Exemplo 11.8

Use o Teste da Comparacdo de Limites para determinar se a série

2 5k® — 2k* + 3k?
p 2k9 +5k> — 3k4

converge.

Solucao:

Quando os termos de uma série envolvem polindmios, a convergéncia (ou divergéncia) é
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determinada pelo termo dominante; assim, podemos descartar os demais termos, sem que
isso altere a convergéncia ou divergéncia da série.

No exemplo, a série dada deve ter o mesmo comportamento da série

2 5kb < 5 2 51
T TR b=
k=1 k=1 k=1

. Essa série converge, pois temos uma série p com p > 1 multiplicada por uma constante.

Vamos, entdo, aplicar o Teste da Comparacao de Limites com a série dada e a série
acima.
5kb — 2k* 4+ 3k?
_ 10K° — k7 + 6k°
L= lim 2k% + 5k — 3k* _ lim oK
k=00 5 k—oo 10k? 4+ 25k> — 15k*
2k3

=1

Como L é finito e ndo nulo e a série auxiliar converge, resulta que a série dada também
converge. ¢

Teorelgga 1110 Teste da Razao

Seja E ax uma série de termos positivos e suponha que
k=1

. Ugeyn
L = lim

k—oo Oy
(a) Se L <1, a série converge.
(b) Se L > 1 ou L = oo, a série diverge.
(c) Se L =1, a série pode convergir ou divergir.

Demonstragao:

(@) Seja r um nimero tal que L < r < 1. Tome € = r — L; entdo, € > 0 e existe K € N tal
que para todo k > K

di+1
()%

Ue+1
()%

<lLl+e=r= 0< a1 <rag

— L' <e=>0<
Temos, entdo, que

k41 > g
2
2 > a4 < Irag

3
k43 > Ay < I''dg
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<1, a

Entdo, para k grande a série geométrica de razao r domina a série dada. Como |r
oo

série geométrica é convergente e pelo teste da Comparacao resulta que E ay também

k=1
converge.

(b) Seja r um nGimero tal que 1 < r < L. Tome € = L — r; entdo, € > 0 e existe K € N tal

que para todo k > K

41 41 41 41
+—L‘<e=>L—e< Hclte=r< M clte=1<r< = — ar < ap
ay ay ay i

Logo,

0<ax <aky1 < gy < -+ = 0< ax < gy para todo k > K

ou seja, para k suficientemente grande, todos os termos da série sdo maiores que
ax > 0 e, portanto, o limite do termo geral ndo é zero, o que significa que a série

diverge.

Demonstracao andloga vale para o caso em que L = oo.

(c) Considere a série p com p = 2 e a série harmonica; a primeira converge e a segunda

diverge. No entanto, para a série p

1
o (k+1)2 k? _
R Ly~ i T Tl
k2
e para a série harmdnica
1
s R
/HEO 1T /HEO k+1 !
k

Assim, temos exemplo de uma série convergente e de uma série divergente para as

quais L =1.

O
Exemplo 11.9
1k
Aplique o Teste da razao para analisar a convergéncia ou divergéncia da série Z R
k=1 """
Solugao:
(k + 1)<+
G _ (kU (kDM K (k)T 1 (kT L ‘
ap Kk kK (k+1)! kK k+1 | k B k
k!
e
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Logo, a série diverge. ¢

Teorelgga 11.11 Teste da Raiz

Seja E ax uma série de termos positivos e suponha que
k=1

L= lim Va, = lim (a;)".
k—o0 k—o0

(a) Se L <1, a série converge.
(b) Se L > 1 ou L = o0, a série diverge.
(c) Se L =1, a série pode convergir ou divergir.

Demonstragao:

(@) A demonstracao é analoga a demonstracao do Teste da razdo; eis o eshoco. Tome r tal
que L<r<lee=r—L>0. Entdo existe K € N tal que para todo k > K

Vo, — Ll <e=0<Va,<r=0<a,<r"

Logo, a série geométrica, que é convergente pois |r| < 1, domina série original e pelo
o

teste da Comparacao resulta que Z ax também converge.
k=1
(b) Seja r um niimero tal que 1 < r < L. Tome € = L — r; entdo, € > 0 e existe K € N tal

que para todo kK > K
Wa, —L|<e=L—e<Va,<l+e=1<r<Va,=1<r"<a

Assim, para k suficientemente grande, todos os termos da série sao maiores que 1 e,

portanto, o limite do termo geral nado é zero, o que significa que a série diverge.

(c) Os mesmos exemplos dados na demonstracdo do Teste da Razao ilustram o resultado
aqut.

O

Exemplo 11.10
= 1
Use o Teste da Raiz para analisar a convergéncia da série Z —_—.
— [In(k +1)]

Solucao:

: . 1
klw;) kak:k@;m =0<1.

Logo, a série converge. 'Y )
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11.6 Exercicios propostos(Anton et al. (2014)

1. Em cada item, ache o valor exato das quatro primeiras somas parciais, ache a forma
fechada para a n—ésima soma parcial e determine se a série converge. Em caso

afirmativo, estabeleca a sua soma.

2 2 2 SPRY:
@2+ 5+t @ > (5)
k=1
1 2 92 k—1 iy e
S e TR e 4
b) g+7+7++—+ ();
© 1
11 1 () ( _ )
O 33 53 Tk " ; k3 k+4

2. Determine se as sequintes séries convergem e, em caso afirmativo, encontre sua soma.

k=1 k=2
00 2 k+2 e} 1
(b) Y _ (§) h Y
k=1 k=1
00 0 k—
D 0y (5)
k=1 k=1
00 3 k+1 0 4k72
(d) ) (—5) () 27
k=1 k=2
- 1 | = (1 1
© 2 aEr3) upE 7~ 7)
oo 1 o
() Z 9k? + 3k —2 v Z S
k=1 k=1

3. Expresse cada uma das dizimas a seguir como uma fracao.

(@) 0,4444 ... (d) 0,9999- -
(b) 5,373737 - -- (e) 0,159159159.- .-
(c) 0,782178217821 - - - (f) 0,4514141414 - - -

4. Use a série geométrica para provar que

o

1
a _1I< l<:_ _1< <1
(@) g( )" x 1_i_Xse X

o 1
I E —3)F = 2 4
(b) kzo(x ) 1 se < x <
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= 1
(0 > (—1)x* = T e —1<x<
k=0

5. Em cada item, ache os valores de x para os quais a série converge, e ache a soma da

série para esses valores de x.

(@) x—=x>+x>—x"+x7— .
1 2 4 8 16
(b) F+;+F+E+F

(C) e~ X + e—ZX + e—3x + @_4X + e—5x 4.

6. Mostre que cada um dos resultados a sequir é valido.

— 1

= k? + k

© 1 1 3
| R
(3);(k /<+2) 2

(R B 3
O T3*33735 756  ~3
« R B
Y1373 5757 2

7. Use o Teorema [T1.4] para achar a soma de cada uma das séries a seqguir.

(a) 1+1 + l+l + -+ l+l +
T\27 4 22 42 2k T 4k

= (1 1
0|5~ /<(/<+1))

- 1 7
@) |\~ 10'<—1)

k=1

00 Kkt 2k+1
(d) > (7793 _F)

k=1

8. A sequir, sdo dadas varias séries p. ldentifique o valor de p e determine se a série

converge ou nao.

@ Z,l @ 3K @ 3 K 93 7=
(b) Z 7 (d) Zk (f) Z 7 (h) Z =

9. Aplique o teste da divergéncia (Teorema [11.3) para analisar a convergéncia das

seguintes séries:
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= K4+ k+3 =k
@ 2 e € )_ o
k=1 k=1
o] 1 k (o]
(IJ)Z(1+E) () > lnk
k=1 k=1
9y - 0y —
k=1 k™ k=1 \/F
o o0 \/F
(d) cos kit (h)
; ; vk +3
10. Use o teste da comparacao para determinar se cada uma das séries a sequir converge
ou diverge.
@Y ©Y o
- 5k2 — k 3k+5
k=1 k=1
= 3 = 5sen’k
(b) ) Y~
k=1 4 k=1
= k41 ln k
© ) o (9 ) —
k=1 k=1
= 2 =k
I I
() ;l<4+k ") ;/@/2—1

11. Use o teste da comparacao dos limites para determinar se cada uma das séries converge.

= 4k? -2k +6 - k(k + 3)
a) § I TARTO |
(@) L8k’ + k— 8 (d) ;(/<+1)(/<+2)(/<+5)
= 1 - 1
|
(3);9k+6 (e);38k2—3k
= 5 - 1
f
(© ;3k+1 (f) ;(2“3)17

2 3k 2 2 k!
(@) Y o (0 > o €2 15
k=1 k=1 k=1
(o) 4I< [e%) 1 k (%) /
0) Y (d)Zk(z) 03 T
k=1 k=1 k=1

13. Use o teste da raiz para analisar a convergéncia de cada uma das séries a sequir.
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@) i 3k +2\ Q
© 2k —1 -

(%) k [e%)
oY (05 () Y (1 - e

1

k
5k

™]e

=~
Il

=~
Il

o) 7/< 0 \/F (%) 1
(a);? (9)§k3+1 (m);wﬂ/ﬁ
d 1 > 4 g
(b) ; 2k +1 (") ; 2+ 3%k ") L |k

> K2 > 1 Z Ink
S 0 ©) )

< kNOk 2 24 (=) = k!
@) 5 H +5(k ) () )

k=1 k=1 k=1

% .50 ® 24Vk = (k +4)!
€ ) = (k) Zm (@) Z ATk14k

k=1 k=1 k=1

= k? = 4+ | cos k| - ko \©
0y oyt 03 (i)



Apéndice A

Alfabeto grego

Tabela A.1 — Alfabeto grego

Mintscula

Maidscula

Como se escreve

a A Alfa
B B Beta
14 r Gama
0 A Delta
eouce E Epsilon
4 Z Zeta
n H Eta
O ou C) Teta
l / lota
K K Kapa
A A Lambda
u M Mu (lé-se como ‘mi’)
v N Nu (lé-se como ni’)
& = Ksi (lé-se como ‘Quici’)
0 0 Omicron
7T oUu @ M Pi
poup P R6
ooug )X Sigma
T T Tau
U Y Upsilon
¢ ou @ P Fi
X X Qui
Y Y Psi
w Q Omega
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