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Parte I

Introdução ao Pensamento Matemático
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3
Nesta Parte 1 do material, faremos uso de conceitos e resultados sobre os números naturais,inteiros, racionais, irracionais e reais que já devem ser de conhecimento do aluno desde o EnsinoMédio. Na Parte 2, voltaremos a esses conjuntos numéricos.

• Conjuntos dos números naturais
N = {1, 2, 3, . . .}Note que não iremos considerar 0 (zero) como número natural, embora alguns autores ofaçam. Veja uma discussão em http://editoradobrasil.com.br/portal_educacional/

fundamental2/projeto_apoema/pdf/textos_complementares/matematica/9_ano/pam9_

texto_complementar01_conceitos_e_controversias.pdf.
• Conjunto dos números inteiros

Z = {0, −1,+1, −2,+2, −3,+3, . . .}
• Conjunto dos números racionais

Q = {ab | a, b ∈ Z, b 6= 0}
• Conjunto dos números reais

R

• Múltiplos e divisoresUm número inteiro não nulo n divide um número inteiro m se existe um inteiro k , tal que
m = kn. Se n divide m, m é dito múltiplo de n ou, de modo equivalente, n é dito divisor de m.Pode-se dizer também que m é divisível por n.
• Números paresUm número inteiro n é par se for divisível por 2, isto é, se existir um inteiro n′ tal que n = 2n′.
• Números ímparesUm número inteiro n é dito ímpar se 2 não divide n; nesse caso pode-se provar que existe umnúmero inteiro n′ tal que n = 2n′ + 1.
• Números primosUm número inteiro n > 1 é primo se ele for divisível apenas por ele mesmo e por 1.Note que 1 não é primo!
• Números primos entre siDois ou mais números inteiros positivos são ditos primos entre si se 1 é o único divisor comuma todos eles.

http://editoradobrasil.com.br/portal_educacional/fundamental2/projeto_apoema/pdf/textos_complementares/matematica/9_ano/pam9_texto_complementar01_conceitos_e_controversias.pdf
http://editoradobrasil.com.br/portal_educacional/fundamental2/projeto_apoema/pdf/textos_complementares/matematica/9_ano/pam9_texto_complementar01_conceitos_e_controversias.pdf
http://editoradobrasil.com.br/portal_educacional/fundamental2/projeto_apoema/pdf/textos_complementares/matematica/9_ano/pam9_texto_complementar01_conceitos_e_controversias.pdf
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Capítulo 1

Conceitos básicos

1.1 Introdução

Em Matemática, os resultados devem ser expressos de forma clara, exata, sem qualquerambiguidade. Para que um resultado seja declarado verdadeiro, é necessário demonstrar talveracidade. Não basta intuir ou provar que é verdadeiro para alguns casos – é necessário demonstrarque vale pata todos os casos possíveis envolvidos no resultado.
Exemplo 1.1Em 1620, Pierre de Fermat (1601-1665) conjecturou que números da forma Fn = 22n + 1 eram todosprimos. Com lápis e papel, ele demonstrou que F1 = 3, F2 = 17, F3 = 257 e F4 = 65.537 eram todosprimos e isso motivou sua conjectura. No entanto, em 1732, Leonhard Euler (1707-1783) mostrouque F5 = 225 + 1 = 4.294.967.297 = 671 × 6.700.417. Euler também fez uma conjectura que foiderrubada em 1966 pelos matemáticos Landers e Parkin. Euler conjecturou que, para decompor a
n−ésima potência de um inteiro positivo k em soma de potências de ordem n de números inteirosseriam necessárias pelo menos n parcelas, isto é, deveríamos ter Kn = an1 + a22 + . . . + ank , sendo
a1, a2, · · · , an (ou mais parcelas). O contra-exemplo apresentado foi 1445 = 275 + 845 + 1105 + 1335.[Lander e Parkin (1966)]

��

Esses exemplos mostram que, para afirmar que um resultado é verdadeiro, é necessáriodemonstrar que ele é válido para todos os casos possíveis envolvidos no enunciado do resultado.
Com esses exemplos vemos, também, que a descoberta de novos resultados em Matemáticaenvolve duas etapas:

• Heurística – é o trabalho de descoberta de resultados, usando-se nossa intuição ou experiência,simulações, casos particulares. Esse trabalho leva ao estabelecimento de uma conjectura, isto
5



6 CAPÍTULO 1. CONCEITOS BÁSICOS
é, a partir dele intuímos um resultado sobre o qual temos alguma evidência, mas não a certeza,da sua veracidade.
• Demonstração – consiste em um encadeamento de deduções que comprovam, de maneirairrefutável, que o resultado dado na conjectura é consequência lógica de resultados já aceitoscomo verdadeiros. Por outro lado, para mostrar que a conjectura é falsa, é necessário apenasexibir um único exemplo em que o resultado dado não seja válido.

Exemplo 1.2 O Último Teorema de FermatComo exemplo de uma conjectura que se transformou em teorema, isto é, para a qual foi apresentadauma demonstração de sua veracidade, temos a seguinte conjectura estabelecida por Fermat em 1637:
“Se n ≥ 3, então a equação xn + yn = zn não tem soluções x, y, z inteiras e não nulas.”
Apenas em 1995, mais de 350 anos depois, uma demonstração foi apresentada pelo matemáticoinglês Andrew Wiles que, com a ajuda de outro matemático inglês, Richard Taylor, corrigiu um erroem sua primeira demonstração de 1993.

��

Exemplo 1.3 Conjectura de GoldbachEm 1742, o matemático alemão Christian Goldbach (1690-1742), em correspondência a Euler,apresentou uma versão da conjectura
“Todo número par maior que 2 é a soma de dois números primos.”
Essa conjectura está em aberto e, até agora, com recursos computacionais, mostrou-se queé válida para todos os pares menores que 4 × 1014. Mas, como já dito, isso não é suficiente parademonstrar a veracidade da conjectura.

��

1.2 Frases, sentenças e sentenças abertas

Os resultados matemáticos, sejam conjecturas ou resultados já provados, devem serestabelecidos de forma clara, sem ambiguidades. Nesta seção apresentamos alguns conceitosimportantes no estabelecimento de tais resultados.



1.2. FRASES, SENTENÇAS E SENTENÇAS ABERTAS 7
Definição 1.1 Frases e sentenças
Uma frase é um conjunto de palavras ou símbolos matemáticos que se relacionam para comunicar
uma ideia.
Uma sentença, ou proposição, é uma frase, que pode incluir apenas símbolos matemáticos, tal que

1. apresenta-se de forma estruturada como uma oração, com sujeito, verbo e predicado;

2. é uma afirmativa declarativa, não podendo ser nem exclamativa, nem interrogativa;

3. ela é falsa ou verdadeira, não havendo uma terceira possibilidade (Princípio do Terceiro
Excluído);

4. ela não pode ser falsa e verdadeira ao mesmo tempo (Princípio da Não-Contradição).

Iremos denotar as sentenças por letras maiúsculas, embora alguns autores utilizem letrasminúsculas. [Vide Ripoll et al. (2011).]
Exemplo 1.4Verifique que P1, P2, P3 e P4 são sentenças e determine se são falsas ou verdadeiras.

(a) P1 : 16 < 20
(b) P2 : No Brasil, até o ano de 2018, houve apenas um presidente do sexo feminino.
(c) P3 : √2 ∈ N

(d) P4 : x ∈ R, x2 − 9 < 0⇒ − < x < 3
Solução:

(a) ‘Lendo’ P1, temos “16 é menor que 20”, que é uma sentença, pois é frase afirmativa, que assumeapenas o valor VERDADEIRO.
(b) P2 é uma sentença que, no entanto, não é uma sentença matemática. Como estamosespecificando o período de referência, a sentença é VERDADEIRA.
(c) ‘Lendo’ P3, temos “Raíz quadrada de 2 pertence ao conjunto dos números naturais”, que é umasentença, pois é frase afirmativa, que assume apenas o valor FALSO.
(d) P4 é uma sentença matemática que se lê como “x pertence ao conjunto dos reais e satisfaz

x2 − 9 < 0 implica que x é maior que −3 e menor que 3”. Essa é uma sentença que assumeapenas o valor VERDADEIRO
��



8 CAPÍTULO 1. CONCEITOS BÁSICOS
Exemplo 1.5Explique por que as expressões abaixo não são sentenças.

(a) 13 + 2
(b) x + 3 = 6
(c) 108 > 810?

Solução:

(a) Não é sentença, pois não tem verbo ou predicado. Poderíamos transformar a expressão emsentença escrevendo 13 + 2 = 73que seria uma sentença verdadeira, ou 13 + 2 = 3
que seria uma sentença falsa.

(b) Não é sentença, pois, se x = 3, ela é verdadeira, mas se x = 2, ela é falsa. Logo, o Princípio daNão Contradição não é satisfeito. Para transformar em uma sentença poderíamos fazer
∃x ∈ N tal que x + 3 = 6

que assumiria o valor verdadeiro, ou
∀x ∈ N, x + 3 = 6

que assumiria o valor falso.
(c) Não é sentença, pois é uma frase interrogativa. Para transformar em sentença, bastaria excluiro ponto de interrogação e teríamos uma sentença falsa.

��

Definição 1.2 Sentença aberta
Uma sentença aberta é uma frase subordinada a uma variável, ou objeto, sobre o qual nada se
afirma, impossibilitando a determinação do valor lógico da frase.

Exemplo 1.6São exemplos de sentenças abertas:
(a) x + 3 = 6



1.3. CONECTIVOS E SENTENÇAS COMPOSTAS 9
(b) n2 + n = 10
(c) T é um quadrilátero

As duas primeiras sentenças abertas dependem de uma variável (x e n, respectivamente), enquantoa terceira depende de um objeto (T ).
��

Para explicitar a dependência em uma variável x , denotaremos a sentença aberta por uma letramaiúscula (como antes), seguida do nome da variável entre parênteses. Assim, no exemplo anterior,teríamos
Q(x) : x + 3 = 6
P(n) : n2 + n = 10
P(T ) : T é um quadrilátero.
Note que há uma certa inconsistência na nomenclatura “sentença aberta”, pois, pela Definição1.1, uma sentença aberta não é uma sentença! No entanto, seguiremos essa terminologia amplamenteutilizada na literatura.
Nos exemplos acima, fizemos uso de símbolos matemáticos que fazem parte de uma vastanotação matemática utilizada universalmente [vide Figura 1.1 em de Morais Filho (2004)]. Para ouso correto de tais símbolos, apresentamos os alguns dos principais na Tabela 1.1, explicando osignificado de cada um. Os símbolos ∃ e ∀ são chamados quantificadores existencial e universal,respectivamente.
As letras do alfabeto grego são também muito utilizadas nos resultados matemáticos; assim,apresentamos este alfabeto na Tabela A.1 do Apêndice A.

1.3 Conectivos e sentenças compostas

É possível construir novas proposições ou sentenças matemáticas a partir de proposições dadas,utilizando-se conectivos lógicos, ou simplesmente conectivos. Alguns conectivos usuais são “não”,“se . . . então”, “se e somente se”, “ou” e “e”. Essas novas proposições são chamadas proposições
compostas ou moleculares e aquelas que contêm apenas uma proposição na sua formação sãochamadas proposições simples ou atômicas.
1.3.1 Sentenças conjuntivas e disjuntivas

Dadas duas proposições P e Q, podemos formar duas novas proposições:
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Tabela 1.1 – Notações e símbolos matemáticos

Símbolo Como se lê Símbolo Como se lê
∃ Existe pelo menos um; Existe;Existe um ∃! Existe um único; Existeapenas um.
∀ Para todo | ou ; Tal que=⇒ Implica que ⇐⇒ Se e somente se; Equivalente( no caso de proposições)
≤ Menor que ou igual a < Menor que
≥ Maior que ou igual a < Maior que
≈ Aproximadamente igual a ≡ Equivalente a
, É igual por definição ∈ Pertence a
⊂ Está contido em ⊃ Contém
∩ Interseção ∪ União
∴ Então; Portanto; Logo ± Mais ou menos
e Número neperiano e π Número pi
∞ Infinito
n∑
i=1 p(i) Somatório de p(i) em que ivaria de 1 a n

n∏
i=1 p(i) Produtório de p(i) em que ivaria de 1 a n

P e Q – conjunção das sentenças P e Q
e

P ou Q – disjunção das sentenças P e Q
Em símbolos, temos

• proposição conjuntiva: P ∧ Q (lê-se P e Q)
• proposição disjuntiva: P ∨ Q (lê-se P ou Q)

Uma proposição conjuntiva P ∧ Q será verdadeira se, e somente se, ambas as proposições Pe Q forem verdadeiras.
Uma proposição disjuntiva P ∨ Q será verdadeira se, e somente se, pelo menos uma dasproposições P e Q for verdadeira.
Uma maneira prática de se encontrar os valores lógicos de expressões compostas é usando-seuma tabela-verdade. Nessas tabelas, usaremos a letra V para denotar que a sentença é verdadeirae a letra F para denotar que a sentença é falsa. Lembre-se que, dos Princípios do Terceiro Excluídoe da Não Contradição, toda proposição está associada a um único valor lógico (F ou V ). Isso nos
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permite obter a seguinte tabela-verdade para proposições compostas conjuntiva e disjuntiva baseadasem duas proposições simples:

P Q P ∧ Q P ∨ QV V V VV F F VF V F VF F F F
Tabela 1.2 – Tabela-verdade da conjunção e disjunção de 2 sentenças

Quando duas sentenças compostas P(R1, R2, · · · , Rk ) e Q(R1, R2, · · · , Rk ) possuem a mesmatabela-verdade, elas são ditas equivalentes e escreve-se
P(R1, R2, · · · , Rk ) ≡ Q(R1, R2, · · · , Rk )

1.3.2 Sentenças condicionais e implicativas

Uma sentença condicional é uma sentença composta
Se P , então Q.

formada por duas sentenças P e Q ligadas pelo conectivo “Se . . . então”, de modo que Q pode serdeduzida de P sempre que se admitir a ocorrência de P .
Uma sentença implicativa é uma sentença composta

P ⇒ Q

e podemos ver que é apenas uma outra forma de escrever uma sentença condicional “Se P então Q.”
Exemplo 1.7Na forma “Se n é um número inteiro divisível por 10, então n é um número par” temos uma sentençacondicional composta pelas sentenças

P : n é um número inteiro divisível por 10
e

Q : n é um número par.
Mas se escrevemos “n é um número inteiro divisível por 10 =⇒ n é um número par”, temos umasentença implicativa, que transmite exatamente o mesmo resultado.

��
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1.4 Negação de sentenças

A negação de uma sentença P é a sentença “não P”, que representamos por ¬P (ou ∼ P).Saber negar uma sentença matemática será importante na demonstração de teoremas por reduçãoao absurdo, que veremos no próximo capítulo.
Do Princípio da Não-Contradição, resulta o seguinte:

P é verdadeira =⇒ ¬P é falsa
¬P é verdadeira =⇒ P é falsa

É válido também o princípio da dupla negação, ou seja:
¬(¬P) ≡ P

Usando esses resultados, vamos ver, agora, como formular a negação de sentenças disjuntivascom o uso de tabela-verdade dada na Tabela 1.3. Analisando a primeira linha, temos:
P Verdadeira
Q Verdadeira

} =⇒ (P ∨ Q) Verdadeira =⇒ ¬(P ∨ Q) Falsa
P Verdadeira =⇒ ¬P Falsa
Q Verdadeira =⇒ ¬Q Falsa

} =⇒ (¬P ∧ ¬Q) Falsa
De maneira análoga, completam-se as outras linhas a partir das suposições sobre P e Q.

P Q P ∨ Q ¬(P ∨ Q) ¬P ¬Q ¬P ∧ ¬QV V V F F F FV F V F F V FF V V F V F FF F F V V V V
Tabela 1.3 – Tabela-verdade da negação da conjunção

Para a negação de sentenças conjuntivas, veja a Tabela 1.4. Para a segunda linha, por exemplo,temos
P Verdadeira
Q Falsa

} =⇒ (P ∧ Q) Falsa =⇒ ¬(P ∧ Q) Verdadeira
P Verdadeira =⇒ ¬P Falsa
Q Falsa =⇒ ¬Q Verdadeira

} =⇒ (¬P ∨ ¬Q) Verdadeira
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P Q P ∧ Q ¬(P ∧ Q) ¬P ¬Q ¬P ∨ ¬QV V V F F F FV F F V F V VF V F V V F VF F F V V V V

Tabela 1.4 – Tabela-verdade da negação da conjunção
De maneira análoga, completam-se as outras linhas a partir das suposições sobre P e Q.

Comparando a quarta e a sétima colunas de cada uma das Tabelas 1.3 e 1.4, concluímos ¬(P∨Q)e ¬P∧¬Q têm a mesma tabela-verdade, assim como ¬(P∧Q) e ¬P∨¬Q e isso nos leva às chamadas
Leis de De Morgan da Lógica:

¬(P ∨ Q) ≡ ¬P ∧ ¬Q
¬(P ∧ Q) ≡ ¬P ∨ ¬Q

que podem ser lidas como
“a negação da disjunção de duas sentenças é a conjunção das negações destas sentenças”

e
“a negação da conjunção de duas sentenças é a disjunção das negações destas sentenças”.
Consideremos, agora, uma sentença implicativa P ⇒ Q. A veracidade de tal sentença significaque todo elemento que satisfaz P também satisfaz Q. Assim, a negação da sentença implicativa

P ⇒ Q é “existe (pelo menos) um elemento que satisfaz P e não satisfaz Q, que se escreve como
¬(P ⇒ Q) ≡ P ∧ ¬Q (1.1)

Com relação ao quantificador existencial, consideremos a sentença
∃x ∈ U |P(x) vale.

Sua negação é
∀x ∈ U |P(x) não valee a negação da sentença com o quantificador universal
∀x ∈ U |P(x) vale.

é
∃x ∈ U |P(x) não vale.Vemos, assim, que a negação transforma o quantificador existencial em universal e o quantificadoruniversal em existencial.
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1.5 Axiomas, teoremas, lemas e corolários

As sentenças matemáticas verdadeiras podem ser nomeadas axiomas (ou postulados) eteoremas.
Um axioma ou postulado é uma sentença matemática aceita como verdadeira, sem sernecessária sua demonstração. Em geral, axiomas formam a base de uma teoria.

Exemplo 1.8

• Postulados de Euclides da Geometria Plana
1. Pode-se traçar uma única reta passando por dois pontos distintos quaisquer.2. Pode-se prolongar um segmento de reta indefinidamente para formar uma reta.3. Dados um ponto A e um segmento de reta r quaisquer, sempre é possível construir umcírculo centrado em A com raio igual ao comprimento de r.4. Todos os ângulos retos são congruentes.5. Por um ponto A fora de uma reta dada r, pode-se traçar uma única reta paralela à retadada r.

• Axiomas de Kolmogorov da Teoria de Probabilidade
��

Em princípio, um teorema é uma sentença matemática para a qual existe uma demonstraçãoque garante sua veracidade. Tal sentença pode ser condicional
Se P então Q

ou implicativa
P =⇒ Q.

Em ambos os casos, a sentença P é a hipótese e Q é a tese, ou seja, o resultado a ser provado oudemonstrado.
Nem sempre um teorema é apresentado nessas formas, mas, em geral, é possível reescrevê-loem um delas.

Exemplo 1.9Teorema: Todo número inteiro múltiplo de 5 termina em 0 ou 5.

Mesmo nessa forma é possível identificar a hipótese (todo número inteiro múltiplo de 5) e a tese(termina em 0 ou 5) e reescrever o teorema como
Se um número inteiro é múltiplo de 5, então ele termina em 0 ou 5.
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ou ainda

Seja n um número inteiro. Se né múltiplo de 5, então n termina em 0 ou 5.

��

Exemplo 1.10Teorema: O conjunto dos números primos é infinito.
A formulação deste teorema constitui-se apenas em um conclusão, mas poderíamos escrever

Se X é o conjunto dos números primos, então X é infinito.

o que deixa claro qual é a hipótese (X é o conjunto dos números primos) e qual é a tese (X é infinito).
��

Alguns teoremas podem ser chamados por outros nomes, como explicitado a seguir.
Corolário é um teorema obtido como consequência de um outro teorema recém-provado.
Lema é um teorema usado para provar um outro teorema que lhe sucede, sendo assim, umresultado auxiliar ou preparatório.
Proposição é um teorema que não é central no contexto e tem importância menor. (Nãoconfunda com o conceito de proposição dado na Definição 1.1.)
Podemos ver que essa nomenclatura expressa uma sequência lógica na demonstração deteoremas.

Lema =⇒ Teorema =⇒ Corolário
1.6 Condição necessária ou suficiente

As sentenças implicativas do tipo P ⇒ Q podem ser apresentadas de maneiras diferentes,utilizando-se as expressões “condição necessária” e “condição suficiente”. Consideremos, então, asentença P =⇒ Q.
• Como P implica Q, resulta que P é condição suficiente para Q, ou seja, basta que P seja válidapara que Q também seja válida.
• Como Q é válida sempre que P o for, então Q é condição necessária para P .

Exemplo 1.11Vamos considerar um exemplo não matemático para ajudar a entender bem o significado das palavrasnecessária e suficiente no contexto dos teoremas matemáticos. Sejam, então, as sentenças



16 CAPÍTULO 1. CONCEITOS BÁSICOS
P : João nasceu em Minas Gerais
Q : João é brasileiro

Sabemos, então, que P ⇒ Q. Note que é necessário que João seja brasileiro (Q verdadeira) paraque ele seja mineiro (P verdadeira). Por outro lado, o fato de João ter nascido em Minas Gerais (Pverdadeira) é suficiente para garantir que João seja brasileiro (Q verdadeira).
��

Exemplo 1.12Consideremos novamente o teorema apresentado no Exemplo 1.9 em sua forma
Seja n um número inteiro. Se n é múltiplo de 5, então n termina em 0 ou 5.

Definindo as sentenças
P : n é um número inteiro múltiplo de 5
Q : n termina em 0 ou 5

vemos, pelo teorema, que P ⇒ Q e podemos escrever
Um número inteiro n terminar em 0 ou 5 é condição necessária para que o número seja múltiplo

de 5.

ou ainda
Um número inteiro n ser múltiplo de 5 é condição suficiente para que n termine em 0 ou 5.

��

A recíproca de uma sentença implicativa P ⇒ Q é a sentença Q ⇒ P . No Exemplo 1.11, arecíproca é
João é brasileiro ⇒ João nasceu em Minas Gerais.

e no Exemplo 1.12, a recíproca é
Seja n um número inteiro. Se n termina em 0 ou 5, então n é múltiplo de 5.
Com esses exemplos, podemos ver que a recíproca de uma sentença verdadeira pode ser falsa(Exemplo 1.11) ou verdadeira (Exemplo 1.12). Dizemos, então, que João ser brasileiro é condiçãonecessária, mas não suficiente, para que João tenha nascido em Minas Gerais. No exemplo dosmúltiplos de 5, dizemos que um número inteiro n terminar em 0 ou 5 é condição necessária e suficientepara que esse número seja múltiplo de 5. Neste caso, dizemos que as sentenças
P : n é um número inteiro múltiplo de 5
Q : n é um número inteiro que termina em 0 ou 5
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são equivalentes e escrevemos

P ⇔ Q

As duas sentenças P ⇒ Q e Q ⇒ P poderiam ser enunciadas como
Teorema: Um número inteiro n é múltiplo de 5 se, e somente se, ele termina em 0 ou 5.

1.7 Exercícios propostos

Seção 1.2

1.1 Determine, dentre as frases a seguir, quais são proposições e quais não são, e expliqueo porquê.
a) 5− 2 > 2
b) x é um número par.
c) 102019 − 1 é divisível por 3.
d) −x é um número negativo.
e) ∃a ∈ R tal que a2 > 16 ou a2 < 16.
f) ∃a ∈ R tal que a2 > 16 e a2 < 16.

1.2 Dentre as proposições do exercício anterior, determine quais são falsas e quais sãoverdadeiras.
1.3 No Exercício 1.1, utilize o quantificador universal ou o quantificador existencial paratransformar, a seu critério, as sentenças abertas em sentenças.
1.4 [ de Morais Filho (2004)] Dentre as afirmações a seguir, identifique quais não representama ideia do que seja um número par.

Um número par é um número inteiro m tal que
a) m = 2k , para algum k ∈ Z.
b) m é da forma m = 2k , para todo k ∈ Z.
c) ∀k ∈ Z, m = 2k .
d) ∃k ∈ Z;m = 2k .

Seção 1.3
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1.5 Determine se cada uma das sentenças é falsa ou verdadeira, justificando sua resposta.

a) 5 ≥ 5.
b) 3 < 5 e 9 < 6, ou 10 < 12.
c) 3 < 5 ou 9 < 6, e 10 < 12.

1.6 Sobre dois números reais x, y sabe-se que x > 0 ou y > 0. Verifique se cada uma dasafirmativas a seguir é falsa ou verdadeira, justificando sua resposta.
a) x pode ser negativo.
b) y pode ser zero.
c) y não pode ser negativo.

1.7 Sobre dois números reais x, y sabe-se que x > 0 e y < 0. Verifique se cada uma dasafirmativas a seguir é falsa ou verdadeira, justificando sua resposta.
a) x ou y podem ser negativos.
b) x e y podem ser zero.
c) x e y podem ser negativos.

1.8 Sobre dois números reais x, y sabe-se que x·y < 0. Verifique se cada uma das afirmativasa seguir é falsa ou verdadeira, justificando sua resposta.
a) x < 0 ou y < 0.
b) x < 0 e y < 0.
c) (x > 0 e y < 0) ou (x < 0 e y > 0).
d) (x > 0 ou y < 0) e (x < 0 ou y > 0).

Seção 1.4

1.9 Escreva cada sentença a seguir usando notação matemática e depois escreva a negaçãode cada uma delas, também em notação matemática.
a) Existe um número natural n tal que n > 35.
b) Não é verdade que (7 é um número primo e 8 é um número ímpar.)
c) (Não é verdade que 7 é um número primo) ou 8 é um número ímpar.
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d) Seja x ∈ R. Se o quadrado de x é menor que 9, então x é maior que −3 e menor que3.
e) Dado um número real x , existe um número natural n tal que n é maior que x .

1.10 Negue a seguinte definição: Um conjunto D é denso em R quando
∀x ∈ R e ∀ε > 0, ∃d ∈ D tal que |x − d| < ε.

Seção 1.6

1.11 [ de Morais Filho (2004)] Reescreva cada teorema a seguir usando, primeiramente aexpressão condição necessária e depois, a expressão condição suficiente.
a) Se dois números inteiros terminarem em 76, então o mesmo ocorre com o seu produto.
b) Um número inteiro é divisível por 4 quando o número formado pelos seus dois últimosalgarismos for divisível por 4.
c) Todo polígono regular pode ser inscrito em um círculo.

1.12 [ de Morais Filho (2004)] Reescreva cada teorema abaixo na forma condicional Se
. . . então.

a) Uma condição suficiente para que um triângulo seja isósceles é que ele tenha doisângulos internos congruentes.
b) Não ser primo é uma condição necessária para que o número seja da forma n4 +4 para
n ≥ 2.

1.13 [ de Morais Filho (2004)] Enuncie a recíproca de cada proposição a seguir e verifiquese é válida.
a) Todo quadrado é um polígono de lados congruentes.
b) Uma condição necessária para que um número seja múltiplo de 8 é que esse númeroseja par.
c) Se dois números são negativos, então sua soma é negativa.

1.14 [ de Morais Filho (2004)] Encontre os erros nas “equivalências” a seguir. Em cada umadelas, há pelo menos uma implicação que não é válida e você deve encontrá-la. Lembre-seque para invalidar uma sentença, basta apresentar um contraexemplo, ou seja, um exemplopara o qual a sentença não é válida.
Sejam a, b, x, y ∈ R.
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a) a = b ⇔ |a| = |b|.
b) a2 = b2 ⇔ a = b.
c) x > 1⇔ |x| > 1.



Capítulo 2

Métodos de Prova

Como já dito, para que um resultado matemático seja declarado verdadeiro, é necessárioapresentar uma demonstração.
Uma demonstração de que a sentença T pode ser deduzida a partir da sentença H(H ⇒ T ) é uma cadeia de argumentações lógicas válidas que usam H para concluir osresultados dados em T . Dito de outra forma, uma demonstração é uma sequência finita desentenças P1, P2, · · · , Pk tais que cada uma delas é um dos seguintes elementos:

1. Hipóteses
2. Axiomas
3. Definições
4. Teoremas já demonstrados
5. Passos prévios da demonstração já provados

Diferentes métodos de prova podem ser usados para demonstrar teoremas e veremos,agora, alguns deles.
2.1 Teoremas na forma implicativa

Nesta seção, vamos considerar teoremas na forma implicativa, ou seja
P(x)⇒ Q(x)

em que P(x) e Q(x) são sentenças abertas.
21
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2.1.1 Método direto

Nesse método supomos que P(x) (hipótese) é verdadeira e provamos que Q(x) tambémé verdadeira, utilizando os elementos listados acima.
Exemplo 2.1 Soma de dois números paresSe x, y ∈ Z são números pares, então x + y também é par.
Demonstração:Da hipótese, sabemos que x, y são números inteiros pares. Logo, ∃m, n ∈ Z tais que x = 2me y = 2n. Logo,

x + y = 2m+ 2n = 2(m+ n)Mas m,n ∈ Z⇒ m′ = m+ n ∈ Z. Logo,
x + y = 2m′, m′ ∈ Z

o que prova que x + y é par. cqd �
Exemplo 2.2 Quadrado de número parSe x ∈ Z é um número par, então x2 também é par.
Demonstração:Se x ∈ Z é par, então ∃m ∈ Z tal que x = 2m. Então,

x2 = (2m)2 = 4m2 = 2 · (2m2)
Mas m ∈ Z⇒ m′ = 2m2 ∈ Z. Logo,

x2 = 2m′, m′ ∈ Z

o que prova que x2 é par. cqd �
Exemplo 2.3Se x ∈ Z é um número par, então x2 + x também é par.
Demonstração:Do Exemplo 2.2 sabemos que x2 é par; assim, x2 + x é a soma de dois números pares, quetambém é par, pelo Exemplo 2.1.

Num contexto em que os exemplos citados não estivessem explícitos, poderíamos fazera prova completa da seguinte forma:
Se x ∈ Z é par, ∃m ∈ Z tal que x = 2m. Então,

x2 + x = (2m)2 + 2m = 4m2 + 2m = 2 · (2m2) + 2m = 2 · (2m2 +m)
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Mas m ∈ Z⇒ m′ = 2m2 +m ∈ Z. Logo,

x2 + x = 2m′, m′ ∈ Z

o que prova que x2 + x é par. cqd �
2.1.2 Demonstração por absurdo

Para demonstrar P ⇒ Q por absurdo, supõe-se que a hipótese P é verdadeira, mas atese P é falsa, ou seja, supõe-se que P ∧ ¬Q ocorre e a partir daí deduz-se um resultadoabsurdo, uma sentença contraditória como R∧¬R . Como não é possível deduzir uma sentençafalsa a partir de uma sentença verdadeira, conclui-se que P ∧ ¬Q é falsa e, por (1.1), issosignifica que ¬(P ⇒ Q) é falsa e, portanto P ⇒ Q é verdadeira, o que justifica o método dedemonstração.
Exemplo 2.4Se x ∈ Z é tal que x2 é par, então x também é par.
Demonstração:Suponhamos, por absurdo, que x seja ímpar. Então, pelo Exercício 2.2, resulta que x2 éímpar, um absurdo, pois contraria a hipótese. cqd �
Exemplo 2.5Não existem soluções inteiras positivas para a equação x2 − y2 = 1.
Demonstração:Uma forma de escrever o resultado dado como uma sentença implicativa é a seguinte: “Se
x0 e y0 são raízes da equação x2−y2 = 1, então x0 e y0 não são números inteiros positivos.

Suponhamos, por absurdo, que existam inteiros positivos a, b tais que a2 − b2 = 1.Então teríamos (a+ b)(a − b) = 1 e, portanto{
a+ b = 1
a − b = 1 ou {

a+ b = −1
a − b = −1

Do primeiro sistema resulta que a = 1 e b = 0, contrariando a hipótese de que a e b sãointeiros positivos. Do segundo sistema, resulta a = −1 e b = 0, novamente contrariando ahipótese. Logo, não existem inteiros positivos que satisfazem a equação dada. cqd �
Exemplo 2.6√2 /∈ Q
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Demonstração:Embora não esteja explicitamente na forma implicativa, podemos reescrever o resultado como“x = √2⇒ x /∈ Q”.

Suponhamos, por absurdo, que √2 ∈ Q. Então existem números inteiros p e q primosentre si tais que
√2 = p

q ⇒ 2 = p2
q2 ⇒ p2 = 2q2. (2.1)

Logo, p2 é par e, pelo Exemplo 2.4, sabemos que p também é par, ou seja, existe um inteiro
k tal que p = 2k . Substituindo na Equação (2.1) obtemos

(2k)2 = 2q2 ⇒ 4k2 = 2q2 ⇒ q2 = 2k2 ⇒ q2 é par ⇒ q é par. (2.2)
Concluímos, então, que p e q são ambos pares e, portanto, múltiplos de 2, o que contraria ahipótese de serem primos entre si. Logo, não podemos supor que √2 ∈ Q e isso completa ademonstração por absurdo. cqd �
Exemplo 2.7Existem infinitos números primos.
Demonstração:Seja A = {p1, p2, · · · , pn} um conjunto finito qualquer de números primos. Faça

n = p1 × p2 × . . . × pn
q = n+ 1

Se q é primo, então existe um número primo fora de A.
Se q não é primo, então q é divisível por algum número primo p∗, isto é, existe um inteiro i1tal que

q
p∗ = i1.

Suponhamos que p∗ ∈ A. Então, p∗ é divisor de n, ou seja, existe um inteiro i2 tal que
n
p∗ = i2.

Resulta que
q = n+ 1 = p∗i1 (2.3)

n = p∗i2 (2.4)
Substituindo (2.4) em (2.3) obtemos

p∗i2 + 1 = p∗i1 ⇒ i2 + 1
p∗ = i1 (2.5)



2.1. TEOREMAS NA FORMA IMPLICATIVA 25
Como i1 e i2 são inteiros, para que (2.5) seja válida é necessário que 1 seja divisível por p∗,o que é um absurdo, pois 1 só é divisível por ele mesmo. Logo, p∗ /∈ A, ou seja, existe umnúmero primo fora de A.

Provamos, então, que qualquer que seja o conjunto finito A de números primos, semprehaverá um número primo que não pertence a A. Logo, há infinitos números primos. cqd �
2.1.3 Demonstração pela contrapositiva

A contrapositiva da sentença P ⇒ Q é a sentença ¬Q ⇒ ¬P .
Um outro método de prova utiliza a contrapositiva, com base no Princípio daContrapositividade apresentado a seguir.

Teorema 2.1 Princípio da Contrapositividade(P =⇒ Q)⇐⇒ (¬Q =⇒ ¬P)
Demonstração:Antes de passar à demonstração, que será feita usando o método de redução a um absurdo,note que este princípio fornece um outro método de prova: em vez de provar que P ⇒ Qé verdadeira, podemos provar que sua contrapositiva é verdadeira. Para ilustrar de formaintuitiva o por quê da validade deste princípio, seja A o conjunto verdade de P , isto é, oconjunto de todos os elementos que tornam P verdadeira e, analogamente, seja B o conjuntoverdade de Q. Como P ⇒ Q, então A ⊂ B (veja Figura 2.1). Por outro lado, se um elementonão está em B, então ele também não está em A, ou seja, ¬Q ⇒ ¬P .

Figura 2.1 – Ilustração do Princípio da Contrapositividade
Passemos, agora, à demonstração formal do teorema, que consiste em duas sentençasimplicativas.

(a) (P ⇒ Q) =⇒ (¬Q ⇒ ¬P)



26 CAPÍTULO 2. MÉTODOS DE PROVA
Suponhamos, por absurdo, que ¬Q ; ¬P , isto é, suponhamos que ¬Q ∧ ¬(¬P) sejaverdadeira. Pelo princípio da dupla negação, resulta que ¬Q ∧P é verdadeira, ou seja,
¬Q e P são ambas verdadeiras. Da hipótese segue que Q também é verdadeira, ouseja, chegamos ao absurdo Q ∧ ¬Q é verdadeira. Logo, ¬Q ⇒ ¬P .

(b) (¬Q ⇒ ¬P) =⇒ (P ⇒ Q)
De maneira análoga, suponhamos por absurdo que P ; Q, isto é, suponhamos que
P ∧ ¬Q seja verdadeira. Então, P e ¬Q são ambas verdadeiras. Da hipótese, resultaque ¬P também é verdadeira, ou seja, chegamos ao absurdo P∧¬P é verdadeira. Logo,
P ⇒ Q.

�

Exemplo 2.8Vamos usar o método da contrapositividade, ou da contraposição, para mostrar que se m,nsão inteiros tais que m+ n é par, então m e n têm a mesma paridade.
Demonstração:A hipótese da sentença original é

P : m,n são inteiros tais que m+ n é par
e a tese é
Q : m e n têm a mesma paridade.
Assim, a contrapositiva é “Se m,n são inteiros positivos de paridades opostas, então

m+ n não é par”, com hipótese
¬Q : m,n são inteiros de paridades opostas
e tese
¬P : m+ n não é par, o que é equivalente a m+ n é ímpar.
Para fazer a demonstração da contrapositiva, suponhamos, sem perda de generalidade,que m seja um número inteiro par e n, um número inteiro ímpar. Então existem inteiros m′e n′ tais que

m = 2m′
n = 2n′ + 1

} =⇒ m+ n = 2m′ + 2n′ + 1 = 2(m′ + n′) + 1 =⇒ m+ n é ímpar, já que m′, n′ ∈ Z

cqd �
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2.2 Teoremas não explicitados na forma implicativa

2.2.1 Afirmações de existência

Alguns teoremas tomam a forma ∃x ∈ A tal que P(x) é verdadeira. Para demonstrartais teoremas podemos exibir um tal x ou usar resultados que garantam a existência de um
x .
Exemplo 2.9
∃x ∈ Z tal que x é múltiplo de 2 e 35 simultaneamente.
Demonstração:Basta fazer x = 2 · 35 = 70. cqd �
Exemplo 2.10Se p(x) = x7 + 2x3 + 2, então ∃x0 ∈ R tal que p(x0) = 0.
Demonstração:Não existem fórmulas fechadas para as raízes de polinômios de grau maior ou igual a 5.Mas note o seguinte: p(−1) = −1 − 2 + 2 = −1 e p(1) = 1 + 2 + 2 = 5. Como p(x) é umafunção contínua, pelo Teorema do Valor Intermediário 1, existe x0 ∈ [−1, 1] tal que p(x0) = 0.

Veja a Figura 2.2: como a função é contínua, para passar do ponto A para o ponto B,o gráfico terá que cruzar o eixo x em pelo menos um ponto x0, ou seja, existe x0 tal que
p(x0) = 0.

Figura 2.2 – Ilustração do Teorema do Valor Intermediário para o Exemplo 2.9 cqd �
1Se uma função real f definida num intervalo [a, b] é continua, então dado qualquer valor d entre f (a) e f (b), existepelo menos um c entre a e b tal que f (c) = d.
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2.2.2 Afirmações de impossibilidade

Para provar afirmações do tipo
@a ∈ A tal que P(a) é verdadeira.

podemos, por exemplo, usar o método de demonstração por absurdo, ou seja, a partir dahipótese de existência de algum a, chegar em algum resultado absurdo como Q ∧ ¬Q.
Exemplo 2.11Não existe n ∈ N tal que n2 + 2n+ 3 = n(n+ 1).
Demonstração:Suponhamos, por absurdo, que exista n0 tal que

n20 + 2n0 + 3 = n0(n0 + 1)⇒ n20 + 2n0 + 3 = n20 + n0 ⇒ n0 + 3 = 0
o que é absurdo, pois não existe número natural que, somado ao 3, dê 0. Logo, @n ∈ N talque n2 + 2n+ 3 = n(n+ 1). Note que a hipótese de n ser natural é fundamental! cqd �
2.2.3 Afirmações de universalidade

Para demonstrar a validade de proposições da forma
∀a ∈ A, P(a) é verdadeira.

podemos usar o método direto já visto.
Quando A = N, a proposição de universalidade se torna

∀n ∈ N, P(n) é verdadeira
e veremos, na seção 2.3, um método de demonstração baseado no Princípio da InduçãoMatemática.
2.2.4 Falsidade de afirmações de universalidade

Para provar a falsidade de afirmações de validade do tipo
∀a ∈ A, P(a) é verdadeira

basta apresentar um contra-exemplo.
Exemplo 2.12Verifique se é verdadeira a afirmação ∀n ∈ N, n2 − n+ 41 é primo.
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Solução:É interessante notar que a afirmação é válida para n ∈ N, n < 41. (Veja a lista dos1000 primeiros números primos em https://pt.wikibooks.org/wiki/Teoria_de_números/

10000_primos.) No entanto, n = 41⇒ n2 − n+ 41 = 412 − 41 + 41 = 412, que não é primo,já que é divisível por 41. Este exemplo mostra, mais uma vez, que, para provar um resultado,não basta verificar sua validade para alguns casos; é necessário provar que vale para todosos casos envolvidos no resultado. ��

2.3 Princípio da Indução Matemática

Nesta seção, estudaremos o princípio da indução matemática, que é uma importanteferramenta para demonstração da veracidade de sentenças abertas de universalidadedefinidas no conjunto dos números naturais N. Assim, reapresentamos algumas definiçõespara tal contexto, lembrando que estamos adotando que N = {1, 2, · · · }.
Definição 2.1 Sentença aberta em N
Uma sentença aberta em N é uma sentença P(n) que depende de uma variável natural n.

Definição 2.2 Conjunto verdade
Dada uma sentença aberta em N, seu conjunto verdade é um subconjunto V definido como

V = {n ∈ N;P(n) é verdadeira}

A questão que se coloca é: como demonstrar que uma sentença aberta é verdadeirapara todo n ∈ N? Uma resposta é dada pelo princípio da indução matemática.

Princípio da indução matemática

Dado um subconjunto S do conjunto dos números naturais N tal que
1. 1 ∈ S e
2. n ∈ S =⇒ n+ 1 ∈ S

então S = N.
Dito de outra forma, o único subconjunto de N que satisfaz as condições (1) e (2) acimaé o próprio N. Assim, para demonstrar que uma sentença aberta P(n) é verdadeira para

https://pt.wikibooks.org/wiki/Teoria_de_n�meros/10000_primos
https://pt.wikibooks.org/wiki/Teoria_de_n�meros/10000_primos
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todo n ∈ N, basta mostrar que seu conjunto verdade V satisfaz a essas condições, o queimplicará que V = N.
Teorema 2.2 Demonstração por indução matemática
Seja P(n) uma sentença aberta em N. Se

1. P(1) é verdadeira e

2. ∀n ∈ N, P(n) verdadeira =⇒ P(n+ 1) verdadeira,

então P(n) é verdadeira para todo n ∈ N.

Demonstração:Note que a hipótese (1) é equivalente a dizer que 1 ∈ V e a hipótese (2) é equivalente a
n ∈ V ⇒ n+ 1 ∈ V . Pelo princípio da indução matemática, resulta que V = N.

�

É possível generalizar o teorema anterior para casos em que determinada propriedadeseja válida apenas para inteiros maiores que determinado valor a. Por exemplo, apropriedade 2n > n2 é válida apenas para n ≥ 5. (Verifique que ela não é válida para
n ≤ 4.)
Teorema 2.3 Demonstração por indução matemática - Caso geral
Seja P(n) uma sentença aberta sobre N e seja a ∈ N qualquer. Se

1. P(a) é verdadeira e

2. ∀n ∈ N tal que n ≥ a, P(n) verdadeira =⇒ P(n+ 1) verdadeira,

então P(n) é verdadeira para todo n ≥ a.

Demonstração:Note que provar que P(n) é verdadeira para n ≥ a é equivalente a provar que P(n+ a− 1)é verdadeira para todo n ∈ N.
�

A seguir, apresentamos uma versão que será útil em demonstrações de propriedadesdefinidas recursivamente em que o n−ésimo termo depende de dois ou mais termosanteriores.
Teorema 2.4 Indução completa
Seja P(n) uma sentença aberta sobre N e seja a ∈ N qualquer. Se

1. ∀n ∈ N tal que n ≥ a, P(i) verdadeira para a ≤ i ≤ n =⇒ P(n+ 1) verdadeira

então P(n) é verdadeira para todo n ≥ a.
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Demonstração:Não apresentaremos a demonstração deste teorema, que pode ser vista em Hefez (2012).Mas é importante notar a diferença entre os Teoremas 2.3 e 2.4, conforme se ilustra na Figura
2.3: na indução completa, a veracidade de P(n + 1) depende da veracidade da afirmativapara todos os naturais anteriores, e não apenas do natural imediatamente anterior.

Figura 2.3 – Ilustração dos teoremas sobre indução matemática
�

Exemplo 2.13 Soma dos n primeiros números naturaisObtenha uma expressão para a soma dos n primeiros números naturais e demonstre suaveracidade.
Solução:Vamos denotar por Sn a soma dos n primeiros números naturais, ou seja,

Sn = 1 + 2 + · · ·+ n
Seguindo o artifício usado por Gauss, note que podemos escrever Sn de duas formasequivalentes, já que a adição é comutativa.

Sn = 1 + 2 + · · · + n
Sn = n + n − 1 + · · · + 1

Somando termo a termo, obtemos
Sn = 1 + 2 + · · · + n
Sn = n + n − 1 + · · · + 12Sn = (n+ 1) + (n+ 1) + · · · + (n+ 1)
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o que resulta em

2Sn = n(n+ 1)⇒ Sn = n(n+ 1)2
Embora esse seja um argumento bastante interessante, não constitui uma prova formalde que

n∑
i=1 i = n(n+ 1)2 (2.6)

Vamos demonstrar essa igualdade por indução, ou seja, vamos provar por indução que asentença
P(n) : Sn = n(n+ 1)2 ∀n ∈ N

é verdadeira.
Passo 1: P(1) é verdadeira.

De fato: S1 = 1 = 1(1 + 1)2 .
Passo 2: Provar que P(n) verdadeira =⇒ P(n+ 1) verdadeira.

Hipótese de indução (HI): Sn = n(n+ 1)2
Tese: Sn+1 = (n+ 1)(n+ 2)2Dem:

Sn+1 = 1 + 2 + · · ·+ n+ (n+ 1) = Sn + (n+ 1)Pela hipótese de indução, resulta
Sn+1 = Sn + (n+ 1) = n(n+ 1)2 + (n+ 1) = n(n+ 1) + 2(n+ 1)2 = (n+ 1)(n+ 2)2o que completa demonstração. ��

Exemplo 2.14 Soma dos produtos de dois naturais consecutivosProve que
n∑
i=1 i(i+ 1) = n(n+ 1)(n+ 2)3 (2.7)

Solução:Nossa sentença é P(n) : n∑
i=1 i(i+ 1) = n(n+ 1)(n+ 2)3Vamos provar, por indução, que ela é verdadeira ∀n ∈ N.

Passo 1: P(1) é verdadeira.
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De fato: 1∑

i=1 i(i+ 1) = 2 = 1(1 + 1)(1 + 2)3 .
Passo 2: Provar que P(n) verdadeira =⇒ P(n+ 1) verdadeira.

HI: n∑
i=1 i(i+ 1) = n(n+ 1)(n+ 2)3

Tese: n+1∑
i=1 i(i+ 1) = (n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)3

De fato:
n+1∑
i=1 i(i+ 1) = n∑

i=1 i(i+ 1) + (n+ 1)(n+ 2)
=︸︷︷︸(HI)

n(n+ 1)(n+ 2)3 + (n+ 1)(n+ 2)
= n(n+ 1)(n+ 2) + 3(n+ 1)(n+ 2)3= (n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)3o que completa demonstração. ��

2.3.1 Definição por recorrência

Define-se uma expressão En, por recorrência, para todo número natural n em duasetapas: (i) define-se claramente E1 e (ii) estabelece-se uma forma de se obter En+1 a partirde En. Pelo princípio da indução matemática, resulta que, com esse procedimento, En ficaperfeitamente definida para todo n ∈ N.
Quando estudamos a soma dos n primeiros números naturais no Exemplo 2.13,definimos:

Sn = 1 + 2 + · · ·+ nPodemos definir essa soma por recorrência, o que nos libera do uso dos três pontinhos · · · ,recurso intuitivo, mas pouco formal. Para isso, fazemos:
• S1 = 1
• Sn = S(n−1) + n ∀n ≥ 2

Analogamente, podemos definir o fatorial n! de um número natural n como
• 0! = 1
• n! = (n − 1)!n ∀n ≥ 1
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2.4 Exercícios propostos

2.1 Prove que se x, y ∈ Z são números ímpares, então x + y é par.
2.2 Prove que se x ∈ Z é ímpar, então x2 também é ímpar.
2.3 Prove que se x ∈ Z é ímpar, então x2 + x é par.
2.4 Demonstre, por absurdo, os seguintes resultados:

a) Não existem soluções inteiras positivas para a equação x2 − y2 = 10.
b) Sejam a, b, c são números inteiros. Se a não divide bc, então a não divide b.
c) Para todo n ∈ N, 4ns + 4n+ 5 6= (2n+ 1)2 − 3.

2.5 Use o método da contraposição para demonstrar os seguintes resultados:
a) Não existem soluções inteiras positivas para a equação x2 − y2 = 10.
b) Se m,n são inteiros tais que m+ n é ímpar, então m e n têm paridades opostas.
c) Se a, b são números reais tais que a · b é irracional, então ou a ou b é irracional.

2.6 Prove que existem inteiros positivos n1, n2 tais que 117 = n21 − n22.
2.7 Prove, por indução que n∑

i=1 (2i − 1) = n2, ∀n ∈ N. De que trata esse resultado?
2.8 Prove, por indução, que a soma dos cubos de três números naturais consecutivos ésempre divisível por 9.
2.9 Uma progressão aritmética (p.a.) de razão r e termo inicial a é uma sequência denúmeros ai, i = 1, 2, · · · tal que a1 = a e cada termo a partir do segundo é igual ao anteriorsomado de r, ou seja,

a1 = a
a2 = a1 + r
a3 = a2 + r
a4 = a3 + r

Prove, por indução, que o termo geral pode ser escrito como
an = a+ (n − 1) · r

2.10 Reescreva cada um dos resultados a seguir com notação de somatório e demonstre suavalidade usando o método de demonstração por indução.
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(a) 12 + 32 + · · ·+ (2n − 1)2 = 13n(2n − 1)(2n+ 1)
(b) 13 + 23 + · · ·+ n3 = [n(n+ 1)2

]2

(c) 11 · 3 + 13 · 5 + · · ·+ 1(2n − 1)(2n+ 1) = n2n+ 1(d) 1 · 20 + 2 · 21 + 3 · 22 + · · ·+ n · 2n−1 = 1 + (n − 1)2n
(e) 11 · 2 · 3 + 12 · 3 · 4 + · · ·+ 1

n(n+ 1)(n+ 2) = n(n+ 3)4(n+ 1)(n+ 2)
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Parte II

Teoria de Conjuntos e Conjuntos
Numéricos
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Capítulo 3

Teoria de Conjuntos

3.1 Definições básicas

Um conjunto é uma coleção bem definida de objetos. Esses objetos são chamados
elementos do conjunto.

Denotaremos os conjuntos por letras maiúsculas (A,B,C) e os elementos por letrasminúsculas (a,b,c,x,y). Para indicar que um elemento a pertence ao conjunto A faremos usodo símbolo ∈ e escrevemos
a ∈ A

que se lê “a pertence a A”. Para indicar que um elemento b não pertence ao conjunto Aescrevemos
b /∈ A

que se lê “b não pertence a A.
Na teoria de conjuntos, assume-se que os conjuntos de interesse estejam contidos emum grande conjunto, chamado conjunto universo ou universal. Por exemplo, na geometriaplana, o conjunto universo é o conjunto de todos os pontos no plano. Em estudos sobrepopulações humanas, o conjunto universo poderia ser o conjunto de todos os seres humanosno mundo. Denotaremos o conjunto universo pela letra U.
Há duas maneiras básicas de se especificar um conjunto e seus elementos. A primeiraconsiste em listar todos os elementos do conjunto, listagem essa que deve ser colocada entrechaves, com os elementos separados por vírgula. Por exemplo, podemos escrever o conjuntodas letras vogais como

A = {a, b, c, d, e}
Outra maneira é estabelecer uma propriedade que os elementos do conjunto devem satisfazer.

39
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Por exemplo, o conjunto dos números naturais pares pode ser escrito como

B = {n ∈ N | n é par}
ou como

B = {2, 4, 6, . . .}.
Dois conjuntos A e B são ditos iguais se todo elemento de A é também elemento de Be, reciprocamente, todo elemento de B é também elemento de A. Ou seja,

A = B ⇐⇒


x ∈ A ⇒ x ∈ Be
x ∈ B ⇒ x ∈ A

Alguns conjuntos podem não ter qualquer elemento. Por exemplo, se
C = {x ∈ N | x2 = 3}

então C não tem elementos, pois não existe número natural cujo quadrado seja 3. Umconjunto que não possui elementos é chamado conjunto vazio e é representado pelo símbolo
∅.

Se todo elemento de um conjunto A é também elemento de um conjunto B, dizemosque A é subconjunto de B ou ainda que A está contido em B e escrevemos A ⊆ B. Pode-seler também como B contém A, que se escreve como B ⊇ A. Assim,
A ⊆ B ⇐⇒ ∀x ∈ A ⇒ x ∈ B.

Se A é subconjunto de B, mas B possui pelo menos um elemento que não pertence a A,então dizemos que A é subconjunto próprio de B e escrevemos A ⊂ B ou B ⊃ A.
Teorema 3.1

(i) Para qualquer conjunto A, ∅ ⊆ A ⊆ U.

(ii) Para qualquer conjunto A, A ⊆ A.

(iii) Se A ⊆ B e B ⊆ C, então A ⊆ C.

(iv) A = B ⇐⇒ A ⊆ B e B ⊆ A.

Demonstração:

(i) Suponhamos, por absurdo, que ∅ não seja subconjunto de A. Então ∃a ∈ ∅ tal que
a /∈ A. Mas isso é absurdo, pois ∅ não possui elementos e isso completa prova.Pela própria definição do conjunto universo, resulta que x ∈ A ⇒ x ∈ U. Logo, A ⊆ U.
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(ii) Se x ∈ A, é claro que x ∈ A, ou seja, A ⊆ A.

(iii) As hipóteses são A ⊆ B e B ⊆ C e a tese é A ⊆ C . Seja, então, x ∈ A um elementoqualquer de A.
x ∈ A =⇒︸︷︷︸

A⊆B

x ∈ B =⇒︸︷︷︸
B⊆C

x ∈ C

ou seja, x ∈ A ⇒ x ∈ C e, como x é qualquer, conclui-se que A ⊆ C . Na Figura 3.1ilustramos esse resultado com um diagrama de Venn, que é uma representação pictóricade conjuntos. O conjunto universal U é representado pelo retângulo e os eventos deinteresse, por círculos.

Figura 3.1 – A ⊆ B ⊆ C
(iv) Da definição de igualdade de conjuntos, temos

A = B ⇐⇒


x ∈ A ⇒ x ∈ B ∴ A ⊆ Be
x ∈ B ⇒ x ∈ A ∴ B ⊆ Aou seja, A = B =⇒ A ⊆ B e B ⊆ A. Reciprocamente,

A ⊆ B ⇔ x ∈ A ⇒ x ∈ Be
B ⊆ A ⇔ x ∈ B ⇒ x ∈ Aou seja, A ⊆ B e B ⊆ A =⇒ A = B.

�

Exemplo 3.1 Adaptado de Lipschutz (1999)Verifique se o seguinte argumento é válido, com o uso de diagramas de Venn.
H1 : Minhas panelas são os únicos objetos que tenho que são feitos de ferro.
H2 : Os presentes que você me deu são muito úteis.
H3 : Nenhuma das minhas panelas tem qualquer serventia para mim.
T : Os presentes que você me deu não são feitos de ferro.



42 CAPÍTULO 3. TEORIA DE CONJUNTOS
As afirmativas H1, H2, H3 são as hipóteses e a afirmativa T é a conclusão. O argumento seráválido se a conclusão seguir logicamente das hipóteses.
Solução:Podemos ver que os conjuntos de interesse são objetos de ferro (F ), objetos úteis (U) einúteis (Uc), minhas panelas (P) e o seu presente (R). Como as minhas panelas são osúnicos objetos de ferro, segue F ⊆ P (Figura 3.2a). Note que eu posso ter panelas feitasde outro material. Por outro lado, como minhas panelas não têm serventia para mim, segueque P * U (Figura 3.2b). Como os presentes que você me deu são úteis, resulta que R ⊆ U(Figura 3.2c). Vemos, assim, que a conclusão é válida.

(a) F ⊆ P (b) P * U (c) R ⊆ U

Figura 3.2 – Solução do Exemplo 3.1
��

3.2 Operações com conjuntos: interseção, união e complementaridade

Através de operações elementares de conjuntos, é possível obter outros conjuntos. NaFigura 3.3 ilustramos esses novos conjuntos como áreas sombreadas no respectivo diagramade Venn.
• A interseção de dois conjuntos A e B é o conjunto A ∩ B formado pelos elementos quepertencem a A e a B:

A ∩ B = {x ∈ U | x ∈ A e x ∈ B}
Se A ∩ B = ∅, os conjuntos A e B são disjuntos.
• A união de dois conjuntos A e B é o conjunto A ∪ B formado pelos elementos quepertencem a A ou a B.

A ∪ B = {x ∈ U | x ∈ A ou x ∈ B}
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• O complementar de A é o conjunto formado por todos os elementos de U que nãopertencem a A, ou seja,

Ac = {x ∈ U | x /∈ A}
Teorema 3.2
Sejam A e B conjuntos quaisquer. Então

(i) A ∩ B ⊆ A ⊆ A ∪ B

(ii) A ∩ B ⊆ B ⊆ A ∪ B

Demonstração:

x ∈ A ∩ B =⇒

x ∈ A ⇒ A ∩ B ⊆ A

e
x ∈ B ⇒ A ∩ B ⊆ B

x ∈ A ⇒ x ∈ A ∪ B ∴ A ⊆ A ∪ B

x ∈ B ⇒ x ∈ A ∪ B ∴ B ⊆ A ∪ B
�

Teorema 3.3
Sejam A e B conjuntos quaisquer. Então as seguintes afirmativas são equivalentes:

(a) A ⊆ B

(b) A ∩ B = A

(c) A ∪ B = B

Demonstração:

(i) A ⊆ B ⇒ A ∩ B = ASuponhamos, por absurdo, que A ∩ B 6= A. Como A ∩ B ⊆ A pelo teorema anterior,resulta que A ∩B é subconjunto próprio de de A. Logo, existe x ∈ A tal que x /∈ A ∩B.Mas, como A ⊆ B, x ∈ A ⇒ x ∈ B, o que nos leva a x ∈ A e x ∈ B, ou seja, x ∈ A ∩ B,um absurdo.
(ii) A ∩ B = A ⇒ A ∪ B = BSuponhamos, por absurdo, que A ∪ B 6= B. Como B ⊆ A ∪ B pelo teorema anterior,resulta que B é subconjunto próprio de de A∪B. Logo, existe x ∈ A∪B tal que x /∈ B.Então, temos que ter x ∈ A. Mas, como A = A ∩ B, resulta que x ∈ B, um absurdo.
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(iii) A ∪ B = B ⇒ A ⊆ BSuponhamos, por absurdo, que A * B. Então, existe x ∈ A tal que x /∈ B. Mas

x ∈ A ⇒ x ∈ A ∪ B, pelo teorema anterior. Como, por hipótese, A ∪ B = B, temos queter x ∈ B, um absurdo.
�

Exemplo 3.2Considere os seguintes conjuntos em U = {letras do alfabeto português}:
A = {a, e, i, o, u}
B = {a, e, f , g, o}
C = {e, g, h, i, u}

Liste os elementos dos seguintes conjuntos:
A ∩ B A ∪ C (A ∪ B) ∩ C Ac A \ B B \ C

Solução:

A ∩ B = {a, e, o}
A ∪ C = {a, e, g, h, i, o, u}(A ∪ B) ∩ C = {e, g, i, u}
Ac = {letras do alfabeto português que são consoantes}

A \ B = {i, u}
B \ C = {a, f, o}

��

3.2.1 Propriedades: interseção, união, complementaridade

Seja E uma equação da álgebra dos conjuntos. Por exemplo, A ∪ ∅ = A. O dual de
E, denotado por E∗, é a equação obtida a partir de E substituindo-se cada ocorrência de
∩,∪,Ω,∅ por ∪,∩,∅,Ω, respectivamente. Por exemplo, o dual de A ∪ ∅ = A é A ∩ Ω = A.O princípio da dualidade estabelece que, se uma equação E da álgebra dos conjuntos éverdadeira, então seu dual E∗ também o é.

Com base no princípio da dualidade, apresentamos a seguir as propriedades dasoperações de união, interseção e complementaridade, organizadas aos pares de tal formaque, em cada par, uma equação é o dual da outra.
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1. Identidade

A ∩∅ = ∅

A ∪ U = U (3.1)
A ∪∅ = A
A ∩ U = A (3.2)

2. Complementar
Uc = ∅

∅c = U (3.3)
A ∩ Ac = ∅

A ∪ Ac = U (3.4)
3. Involução (Ac)c = A

4. Idempotência
A ∩ A = A
A ∪ A = A (3.5)

5. Comutatividade
A ∩ B = B ∩ A
A ∪ B = B ∪ A (3.6)

6. Associatividade
(A ∩ B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C )(A ∪ B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C ) (3.7)

7. Distributividade
A ∩ (B ∪ C ) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C )
A ∪ (B ∩ C ) = (A ∪ B) ∩ (A ∪ C ) (3.8)

8. Absorção
A ∩ (A ∪ B) = A
A ∪ (A ∩ B) = A (3.9)
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9. Leis de De Morgan

(A ∩ B)c = Ac ∪ Bc(A ∪ B)c = Ac ∩ Bc (3.10)
A demonstração das seis primeiras propriedades é imediata e você irá demonstrá-lasno Exercício 3.4. Iremos demonstrar aqui a primeira das equações de cada uma das trêsúltimas propriedades e no Exercício 3.5 você irá demonstrar a segunda equação.

• Distributividade: A ∩ (B ∪ C ) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C )Seja x ∈ A ∩ (B ∪ C ). Então
x ∈ A
e
x ∈ B ∪ C ⇒ x ∈ B ou x ∈ C

Se x ∈ B, então x ∈ A e x ∈ B ⇒ x ∈ A ∩ B ⇒ x ∈ (A ∩ B) ∪ (A ∩ C ).Se x ∈ C , então x ∈ A e x ∈ C ⇒ x ∈ A ∩ C ⇒ x ∈ (A ∩ B) ∪ (A ∪ C ).Logo, x ∈ A ∩ (B ∪ C )⇒ x ∈ (A ∩ B) ∪ (A ∪ C ) ∴ A ∩ (B ∪ C ) ⊆ (A ∩ B) ∪ (A ∩ C ).Reciprocamente, seja x ∈ (A ∩ B) ∪ (A ∩ C ). Então x ∈ A ∩ B ou x ∈ A ∩ C .Se x ∈ A ∩ B, então x ∈ A e x ∈ B ⊆ B ∪ C e, portanto, x ∈ A ∩ (B ∪ C ).Se x ∈ A ∩ C , então x ∈ A e x ∈ C ⊆ B ∪ C e, portanto, x ∈ A ∩ (B ∪ C ).Logo, x ∈ (A ∩ B) ∪ (A ∪ C )⇒ x ∈ A ∩ (B ∪ C ) ∴ A ∩ (B ∪ C ) ⊆ (A ∩ B) ∪ (A ∩ C ).Do Teorema 3.2 resulta que A ∩ (B ∪ C ) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C ).
• Absorção: A ∩ (A ∪ B) = AComo A ⊆ A ∪ B, pelo Teorema 3.3, resulta que A ∩ (A ∪ B) = A.
• Leis de De Morgan: (A ∩ B)c = Ac ∪ BcSeja x ∈ (A ∩ B)c ⇒ x /∈ A ∩ B ⇒ x /∈ A ou x /∈ B ⇒ x ∈ Ac ou x ∈ Bc ⇒ x ∈ (Ac ∪Bc)Logo, x ∈ (A ∩ B)c ⇒ x ∈ (Ac ∪ Bc) ∴ (A ∩ B)c ⊆ Ac ∪ Bc.Reciprocamente, suponha x ∈ Ac ∪ Bc ⇒ x ∈ Ac ou x ∈ Bc ⇒ x /∈ A ou x /∈ B.Se x /∈ A, então x /∈ A ∩ B ⇒ x ∈ (A ∩ B)c.Se x /∈ B, então x /∈ A ∩ B ⇒ x ∈ (A ∩ B)c.Logo, x ∈ (Ac ∪ Bc)⇒ x ∈ (A ∩ B)c ∴ Ac ∪ Bc ⊆ (A ∩ B)c.Do Teorema 3.2 resulta que (A ∩ B)c = Ac ∪ Bc
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3.3 Diferença e diferença simétrica

A diferença entre A e B é o conjunto A \ B formado por todos os elementos de A quenão pertencem a B. Assim, A \ B é o complementar de B relativo a A.
A \ B = {x ∈ U | x ∈ A e x /∈ B}

Assim como com números, a diferença não é comutativa, isto é, A \B 6= B \A, como ilustradonas Figuras 3.3a e 3.3b. Note que podemos escrever A \ B = A ∩ Bc e B − A = B ∩ Ac.
A diferença simétrica entre dois conjuntos A e B, representada aqui por A 4 B eilustrada na Figura 3.3c, é o conjunto formado pelos elementos que pertencem a A ou a B,mas não a ambos. Em notação simbólica,

A 4 B = (A ∪ B) \ (A ∩ B) (3.11)

(a) A \ B (b) B \ A (c) A 4 B

Figura 3.3 – Diferença e diferença simétrica entre conjuntos
Alguns textos utilizam a notação A − B em vez de A \ B e A ⊕ B em vez de A 4 B [verLipschutz (1999)].
Observando a Figura 3.3c, podemos ver que A 4 B é o conjunto dos elementos quepertencem a exatamente um dos conjuntos A e B, conforme mostraremos a seguir, com usodas propriedades das operações vistas anteriormente.
A 4 B = (A ∪ B) \ (A ∩ B) = (A ∪ B) ∩ (A ∩ B)c = (A ∪ B) ∩ (Ac ∪ Bc)= (A ∩ Ac) ∪ (A ∩ Bc) ∪ (B ∩ Ac) ∪ (B ∩ Bc)= ∅ ∪ (A ∩ Bc) ∪ (B ∩ Ac) ∪∅ = (A ∩ Bc) ∪ (B ∩ Ac) = (A \ B) ∪ (B \ A)

Essa equivalência permite definir a diferença simétrica como
A 4 B = (A \ B) ∪ (B \ A) = (A ∩ Bc) ∪ (B ∩ Ac) (3.12)
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3.3.1 Propriedades da diferença

Sejam A,B, C ∈ U conjuntos quaisquer. São válidas as seguintes propriedades.
1. A \∅ = ADe fato: A \∅ = A ∩∅c = A ∩ U = A.
2. U \ A = AcDe fato: U \ A = U ∩ Ac = Ac.
3. A \ A = ∅De fato: A \ A = A ∩ Ac = ∅.
4. A \ Ac = ADe fato: A \ Ac = A ∩ (Ac)c = A ∩ A = A.
5. (A \ B)c = Ac ∪ BDe fato: (A \ B)c = (A ∩ Bc)c = Ac ∪ (Bc)c = Ac ∪ B

6. A \ B = Bc \ AcDe fato: A \ B = A ∩ Bc = Bc ∩ A = Bc ∩ (Ac)c = Bc \ Ac

7. (a) (A \ B) \ C = A \ (B ∪ C )De fato: (A\B)\C = (A∩Bc)\C = A∩Bc∩C c = A∩(Bc∩C c) = A∩(B∪C )c = A\(B∪C )(b) A \ (B \ C ) = (A \ B) ∪ (A ∩ C )De fato: A\(B\C ) = A∩(B\C )c =︸︷︷︸Prop.5A∩(Bc∪C ) = (A∩Bc)∪(A∩C ) = (A\B)∪(A∩C )
8. (a) A ∪ (B \ C ) = (A ∪ B) \ (C \ A)De fato:

A∪(B\C ) = A∪(B∩C c) = (A∪B)∩(A∪C c) = (A∪B)∩(Ac∩C )c = (A∪B)\(C∩Ac) = (A∪B)\(C\A)
(b) A ∩ (B \ C ) = (A ∩ B) \ (A ∩ C )De fato:

A ∩ (B \ C ) = A ∩ (B ∩ C c) = A ∩ B ∩ C c = (A ∩ B ∩ C c) ∪ (A ∩ B ∩ Ac)= (A ∩ B) ∩ (Ac ∪ C c) = (A ∩ B) ∩ (A ∩ C )c = (A ∩ B) \ (A ∩ C )
Esses dois resultados mostram que a interseção é distributiva em relação à diferença,o que não ocorre com a união.

9. (a) A \ (B ∪ C ) = (A \ B) ∩ (A \ C )De fato: A\ (B∪C ) = A∩ (B∪C )c = A∩Bc ∩C c = A∩Bc ∩A∩C c = (A\B)∩ (A\C )
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(b) A \ (B ∪ C ) = (A \ B) ∩ (A \ C )De fato: A\(B∩C ) = A∩(B∩C )c = A∩(Bc∪C c) = (A∩Bc)∪(A∩C c) = (A\B)∪(A\C )

10. (a) (A ∪ B) \ C = (A \ C ) ∪ (B \ C )De fato: (A ∪ B) \ C = (A ∪ B) ∩ C c = (C c ∩ A) ∪ (C c ∩ B) = (A \ C ) ∪ (B \ C )(b) (A ∩ B) \ C = (A \ C ) ∩ (B \ C )De fato: (A∩B)\C = (A∩B)∩C c = A∩B∩C c = A∩C c ∩B∩C c = (A\C )∩ (B\C )
11. (a) A \ (A \ B) = A ∩ BDe fato: A\(A\B) = A\(A∩Bc) = A∩(A∩Bc)c = A∩(Ac∪B) = (A∩Ac)∪(A∩B) = A∩B(b) (A \ B) \ B = A \ BDe fato: (A \ B) \ B = (A \ B) ∩ Bc = (A ∩ Bc) ∩ Bc = A ∩ Bc = A \ B

3.3.2 Propriedades da diferença simétrica

Sejam A,B, C ∈ U conjuntos quaisquer. São válidas as seguintes propriedades.
1. A 4 A = ∅De fato: A 4 A = (A ∩ Ac) ∪ (Ac ∩ A) = ∅ ∪∅ = ∅

2. A 4∅ = ADe fato: A 4∅ = (A ∩∅c) ∪ (Ac ∩∅) = (A ∩ U) ∪∅ = A ∪∅ = A

3. (A 4 B) = (B 4 A)De fato: (A 4 B) = (A ∪ B) \ (A ∩ B) = (B ∪ A) \ (B ∩ A) = (B 4 A)
4. (A 4 B)c = (A ∩ B) ∪ (AcBc)De fato:

A 4 B)c = [(A \ B) ∪ (B \ A)]c = [(A ∩ Bc) ∪ (B ∩ Ac)]c= (A ∩ Bc)c ∩ (B ∩ Ac)c = (Ac ∪ B) ∩ (Bc ∩ A)= (Ac ∩ Bc) ∪ (Ac ∩ A) ∪ (B ∩ Bc) ∪ (B ∩ A) = (Ac ∩ Bc) ∪ (A ∩ B)
Como A4B é o conjunto dos elementos que pertencem a exatamente um dos conjuntos
A e B, o seu complementar, (A4B)c, é o conjunto dos elementos que não pertencem aqualquer dos dois conjuntos ou pertencem a ambos os conjuntos (veja o diagrama naFigura 3.3c).

5. A ∩ (B 4 C ) = (A ∩ B)4 (A ∩ C )
Primeira demonstração:
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A ∩ (B 4 C ) = A ∩ [(B ∪ C ) \ (B ∩ C )] = [A ∩ (B ∪ C )] \ (A ∩ B ∩ C )= [(A ∩ B) ∪ (A ∩ C )] ∩ (Ac ∪ Bc ∪ C c) = [(A ∩ B) ∪ (A ∩ C )] ∩ [(Ac ∪ Bc) ∪ (Ac ∪ C c)]= [(A ∩ B) ∪ (A ∩ C )] ∩ [(A ∩ B)c ∪ (A ∩ C )c]= [(A ∩ B) ∩ (A ∩ B)c] ∪ [(A ∩ B) ∩ (A ∩ C )c] ∪ [(A ∩ C ) ∩ (A ∩ B)c] ∪ [(A ∩ C ) ∩ (A ∩ C )c]= ∅ ∪ [(A ∩ B) ∩ (A ∩ C )c] ∪ [(A ∩ C ) ∩ (A ∩ B)c] ∪∅= [(A ∩ B) ∩ (A ∩ C )c] ∪ [(A ∩ C ) ∩ (A ∩ B)c]= [(A ∩ B) \ (A ∩ C )] ∪ [(A ∩ C ) \ (A ∩ B)] = (A ∩ B)4 (A ∩ C )
Segunda demonstração:

(A ∩ B)4 (A ∩ C ) = [(A ∩ B) ∪ (A ∩ C )] \ [(A ∩ B) ∩ (A ∩ C )] = [(A ∩ B) ∪ (A ∩ C )] \ (A ∩ B ∩ C )= [(A ∩ B) \ (A ∩ B ∩ C )] ∪ [(A ∩ C ) \ (A ∩ B ∩ C )]= [(A ∩ B) ∩ (Ac ∪ Bc ∪ C c)] ∪ [(A ∩ C ) ∩ (Ac ∪ Bc ∪ C c)]= (A ∩ B ∩ Ac) ∪ (A ∩ B ∩ Bc) ∪ (A ∩ B ∩ C c) ∪ (A ∩ C ∩ Ac) ∪ (A ∩ C ∩ Bc) ∪ (A ∩ C ∩ C c)= ∅ ∪∅ ∪ (A ∩ B ∩ C c) ∪∅(A ∩ C ∩ Bc) ∪∅= (A ∩ B ∩ C c) ∪ (A ∩ Bc ∩ C ) = A ∩ [(B ∩ C c) ∪ (Bc ∩ C )]= A ∩ [(B \ C ) ∪ (C \ B)] = A ∩ (B 4 C )
6. A ∪ (B 4 C ) = (A ∪ B ∪ C ) ∩ (A ∪ Bc ∪ C c)De fato:
A ∪ (B 4 C ) = A ∪ [(B ∪ C ) ∩ (B ∩ C )c] = [A ∪ (B ∪ c)] ∩ [A ∪ (B ∩ C )c] = (A ∪ B ∪ C ) ∩ (A ∪ Bc ∪ C c)Vemos, assim, que união não é distributiva em relação à diferença simétrica. Esseresultado está ilustrado na Figura 3.4.

7. (A 4 B)4C = A 4 (B 4 C )
• (A 4 B)4C = [(A 4 B) ∩ C c] ∪ [A 4 B)c ∩ C ]= {[(A ∩ Bc) ∪ (Ac ∩ B)] ∩ C c} ∪ {[(Ac ∩ Bc) ∪ (A ∩ B)] ∩ C}= [(A ∩ Bc ∩ C c) ∪ (Ac ∩ B ∩ C c)] ∪ [(Ac ∩ Bc ∩ C ) ∪ (A ∩ B ∩ C )]Resulta que (A 4 B)4 C é formado pelos elementos que pertencem a apenas umdos 3 conjuntos ou aos 3 simultaneamente.
•

A 4 (B 4 C ) = [A ∩ (B 4 C )c] ∪ [Ac ∩ (B 4 C )]= {A ∩ [(Bc ∩ C c) ∪ (B ∩ C )]} ∪ {Ac ∩ [(B ∩ C c) ∪ (Bc ∩ C )]}= [A ∩ Bc ∩ C c] ∪ [A ∩ B ∩ C ] ∪ [Ac ∩ B ∩ C c] ∪ [Ac ∩ Bc ∩ C ]
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(a) B 4 C (b) A ∪ (B 4 C )

(c) A ∪ B ∪ C (d) Bc (e) C c (f ) A ∪ BC ∪ C c

(g) (A∪B∪C )∩(A∪BC∪C c)
Figura 3.4 – União e diferença simétrica entre conjuntos

Como antes, A 4 (B 4 C ) é formado pelos elementos que pertencem a apenas umdos 3 conjuntos ou aos 3 simultaneamente.
Como A4 (B4C ) e (A4B)4C têm os mesmos elementos, conclui-se que (A4B)4C =
A 4 (B 4 C ), ou seja, a diferença simétrica é associativa.

8. Se A 4 B = A 4 C , então B = C .De fato: suponhamos, por absurdo, que B 6= C . Então, pelo menos uma das duassituações ocorre:
∃x ∈ B | x /∈ Cou
∃x ∈ C | x /∈ B

Sem perda de generalidade, suponhamos que a primeira situação ocorra (a outra
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demonstração é análoga). Se x ∈ A, então
x ∈ A e x ∈ B e x /∈ C =⇒


x ∈ A ∩ Be
x ∈ (A ∩ C c) =⇒


x /∈ A 4 Be
x ∈ (A ∩ C c) ∪ (Ac ∩ C ) = A 4 C = A 4 B

um resultado absurdo. Logo, x /∈ A e temos, então
x ∈ Ac e x ∈ B e x /∈ C =⇒


x ∈ Ac ∩ B ⊆ (Ac ∩ B) ∪ (A ∩ Bc) = A 4 Be
x ∈ (Ac ∩ C c) ⊆ (A 4 C )c = (A 4 B)c

Chegamos, novamente, a um absurdo, o que prova que não existe tal x , ou seja, x ∈
B ⇒ x ∈ C . Logo, B ⊆ C .De maneira análoga prova-se que C ⊆ B e, portanto, se A 4 B = A 4 C , então B = C .Isso prova que a diferença simétrica satisfaz a lei do cancelamento.

3.4 Conjuntos finitos e princípios de contagem

No que segue, vamos usar a notação #A para indicar o número de elementos de umconjunto A.
O resultado fundamental sobre contagem do número de elementos de conjuntos é dadoa seguir.

Teorema 3.4
Se A e B são conjuntos disjuntos, então #(A ∪ B) = #A+ #B.

Demonstração:Para contar o número de elementos de A∪B, podemos começar com #A. Em seguida, temosque contar o número de elementos de B que não estão em A. Mas como A∩B = ∅, nenhumelemento de B está em A. Então existem #B elementos de B que não estão em A, e issocompleta a prova.
�

Deste teorema seguem imediatamente os seguintes resultados, que você irá demonstrarnos exercícios.
Teorema 3.5
Sejam A e B conjuntos quaisquer em U. Então

1. #Ac = #U −#A
2. #(A \ B) = #A −#(A ∩ B)
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3. #(A ∪ B) = #A+ #B −#(A ∩ B)

Demonstração:Veja o Exercício 3.11.
�

3.5 Produto cartesiano

Sejam A e B conjuntos em U. O produto cartesiano de A e B é o conjunto A×B formadopelos pares ordenados (a, b) em que a ∈ A e b ∈ B, ou seja,
A × B = {(a, b) | a ∈ A, b ∈ B} (3.13)

Exemplo 3.3Considere os conjuntos A = {1, 3, 4, 6} e B = {2, 5, 7} em U = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}. Listeos elementos de A × B e de B × A.
Solução:

A × B ={(1, 2), (1, 5), (1, 7), (3, 2), (3, 5), (3, 7), (4, 2), (4, 5), (4, 7), (6, 2), (6, 5), (6, 7)}
B × A ={(2, 1), (2, 3), (2, 4), (2, 6), (5, 1), (5, 3), (5, 4), (5, 6), (7, 1), (7, 3), (7, 4), (7, 6)}

��

3.6 Exercícios propostos

3.1 Considere os seguintes conjuntos em U = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}:
A = {1, 2, 3, 4, 5} B = {4, 5, 6, 7} C = {5, 6, 7, 8, 9}
D = {1, 3, 5, 7, 9} E = {2, 4, 6, 8} F = {1, 5, 9}

Determine
(a) A ∩ B e A ∪ B
(b) B ∩ C e B ∪ C
(c) D ∩ F e D ∪ F
(d) A \ B e B \ A
(e) D \ F e F \ D
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(f ) A 4 B, C 4D, E 4 F
(g) A ∩ (B ∪ E)
(h) (A \ B)c
(i) A ∪ (B 4 C )
(j) (B ∩ F ) ∪ (C ∩ E) e (B ∪ F ) ∩ (C ∪ E)

3.2 Adaptado de Lipschutz (1999) Considere as seguintes hipóteses:
H1 : Estatísticos são pessoas felizes.
H2 : Todo médico é saudável.
H3 : Nenhuma pessoa feliz é saudável.

Determine a validade de cada uma das seguintes conclusões com o uso de diagramas deVenn:
(a) Nenhum estatístico é saudável.
(b) Médicos são pessoas felizes.
(c) Nenhuma pessoa pode ser médico e estatístico simultaneamente.

3.3 O diagrama de Venn na Figura 3.5 ilustra 3 conjuntos em U.

Figura 3.5 – 3 conjuntos
Sombreie os seguintes conjuntos:

(a) A \ (B ∪ C )
(b) Ac ∩ (B ∩ C )
(c) (A ∪ C ) ∩ (B ∪ C )

3.4 Demonstre as Propriedades 1 a 6 apresentadas na Seção 3.2.1.
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3.5 Demonstre a segunda equação de cada uma das propriedades 7 a 9 apresentadas naSeção 3.2.1.
3.6 Use os conjuntos do Exemplo 3.2 para mostrar que a união não é distributiva em relaçãoà diferença simétrica , ou seja, A ∪ (B 4 C ) 6= (A ∪ B)4 (A ∪ C ).
3.7 Prove as seguintes equivalências:

(a) A ⊆ B se, e somente se, A ∩ Bc = ∅.
(b) A ⊆ B se, e somente se, Ac ∪ B = U.
(c) A ⊆ B se, e somente se, Bc ⊆ Ac.

3.8 Simplifique as seguintes expressões:
(a) [(A ∩ B) ∪ (A ∩ Bc)] ∩ (Ac ∪ B)
(b) [(A ∪ B) ∩ (A ∪ Bc)] ∩ (A ∪ B)
(c) (A ∩ B ∩ C ) ∪ (A ∩ B ∩ C c) ∪ (Ac ∩ B ∩ C c) ∪ (Ac ∩ Bc ∩ C c)

3.9 Sejam A e B eventos quaisquer em U.
(a) Mostre que A é a união disjunta de A \ B e A ∩ B.
(b) Use o resultado anterior para obter uma expressão para #(A \ B).

3.10 Em uma pesquisa sobre hábitos de leitura com 60 brasileiros fazendo pós-graduaçãonos Estados Unidos, encontrou-se que
25 leem Newsweek 9 leem Newsweek e Fortune26 leem Time 11 leem Newsweek e Time26 leem Fortune 8 leem Time e Fortune3 leem as 3 revistas

(a) Esboce um diagrama de Venn e indique o número de elementos em cada parte dodiagrama. Certifique-se de indicar claramente os seus cálculos, com a devida notaçãomatemática.
(b) Determine o número de alunos que leem pelo menos uma revista.
(c) Determine o número de alunos que leem exatamente uma revista.

3.11 Demonstre o Teorema 3.5.
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Capítulo 4

Conjunto dos Números Inteiros

4.1 Conceitos e propriedades básicas

O conjunto dos números inteiros é
Z = {· · · , −3, −2, −1, 0, 1, 2, 3, · · · }

Note que o conjunto dos naturais, N, é um subconjunto de Z.
As operações de adição e multiplicação nos inteiros têm as seguintes propriedades:para a, b, c ∈ Z inteiros quaisquer.

1. Fechamento
a+ b ∈ Z

a · b ∈ Z

2. Associatividade
a+ (b+ c) = (a+ b) + c
a · (b · c) = (a · b) · c

3. Existência do elemento neutro
a+ 0 = a 0 é o elemento neutro da adição.
a · 1 = a 1 é o elemento neutro da multiplicação.

4. Existência de inverso na adição
∃a′ ∈ Z tal que a+ a′ = 0Dizemos que a′ é o simétrico de a.

57
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5. Comutatividade
a+ b = b+ a
a · b = b · a

6. Distributividade da multiplicação
a · (b+ c) = a · b+ a · c

7. Integridade da multiplicação
a · b = 0⇒ a = 0 ou b = 0
A partir desse conjunto básico de operações, é possível gerar outras propriedadesimportantes, como a apresentada a seguir.

Proposição 4.1 Unicidade do elemento simétrico
O simétrico de cada número inteiro é único.

Demonstração:Suponhamos, por absurdo, que a′, a′′ sejam ambos simétricos de a. Então
a′ =︸︷︷︸elem.neutroa

′ + 0 =︸︷︷︸comut. 0 + a′ =︸︷︷︸hip. (a+ a′′) + a′ =︸︷︷︸assoc. a+ (a′′ + a′)
=︸︷︷︸comut.a+ (a′ + a′′) =︸︷︷︸assoc.(a+ a′) + a′′ =︸︷︷︸hip. 0 + a′′ =︸︷︷︸comut.a

′′ + 0 =︸︷︷︸elem.neutroa
′′

�

Tal unicidade nos permite estabelecer a seguinte notação: o simétrico de a ∈ Z érepresentado por −a. Além disso, ela nos permite definir a operação de subtração noconjunto dos inteiros:
a − b , a+ (−b) ∀a, b ∈ Z

No conjunto dos inteiros está definida uma relação de ordem, denotada por a > b oupor b < a, que significa que a − b ∈ N. Como a − 0 = a, resulta que a > 0 se, e somentese, a ∈ N. Dessa forma, dizer que a > b é equivalente a dizer que a − b > 0.
Vemos, assim, que o conjunto dos inteiros Z pode ser dividido em três partes disjuntas:

• N = {1, 2, 3, · · · } – conjunto dos inteiros x|x > 0
• Z− = {· · · , −3, −2, −1} – conjunto dos inteiros x|x < 0
• {0}
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Propriedades importantes da relação de igualdade e da relação de ordem são:

1. a = b ⇐⇒ a+ c = b+ c ∀c ∈ Z.
2. a · c = b · c ⇐⇒ a = b ∀c 6= 0 ∈ Z.
3. a < b ⇐⇒ a+ c < b+ c ∀c ∈ Z.
a ≤ b ⇐⇒ a+ c ≤ b+ c ∀c ∈ Z.

4. a < b ⇐⇒ a · c < b · c ∀c > 0 ∈ Z.
a ≤ b ⇐⇒ a · c ≤ b · c ∀c > 0 ∈ Z.

5. a < b ⇐⇒ a · c > b · c ∀c < 0 ∈ Z.
a ≤ b ⇐⇒ a · c ≥ b · c ∀c < 0 ∈ Z.

Teorema 4.1 Propriedade arquimediana dos inteiros
Dado um inteiro δ > 0, para cada k ∈ Z, existe n ∈ N tal que k < n · δ.

Demonstração:Se k ≤ 0< o resultado é imediato, pois k ≤ 0 < δ = 1 · δ . Suponhamos, agora, k > 0.
δ > 0⇔ δ ≥ 1⇔ 2 · k · δ ≥ 2 · k > k

ou seja, basta tomar n = 2 · k .
�

4.2 Divisibilidade

Algumas definições e propriedades básicas sobre divisibilidade em Z são dadas aseguir.
1. Um número inteiro b é divisor de a – escreve-se b|a – se existe um número inteiro ctal que a = b · c. Diz-se também que b divide a ou que a é múltiplo de b.Note que, no conjunto dos inteiros, se b é divisor de a, então −b também o é: a =
b · c ⇒ a = (−b) · (−c).

2. 1|a b|0 a|a b|a ⇒ |b| ≤ |a|

3. Para qualquer a ∈ Z, 1, −1, a,−a são divisores de a e são chamados os divisores
triviais.

4. Um número primo é qualquer inteiro p 6= 0, ±1 cujos divisores são todos triviais.É fácil ver que, se a é primo, então −a também é primo. Assim, consideraremos, apartir de agora, apenas os números primos positivos.
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5. Um número inteiro é divisor comum de dois ou mais números inteiros se ele for divisorde cada um desses números inteiros.
6. Dois números inteiros são relativamente primos se seus únicos divisores comuns foremos divisores triviais 1 e −1.Note que dois números primos são relativamente primos, mas a recíproca não éverdadeira.
7. O máximo divisor comum de dois ou mais números inteiros é o maior dos divisorescomuns a esses números.Usaremos a notação mdc(a, b) para indicar o máximo divisor comum de a e b. Noteque a e b são primos entre si se, e somente se, mdc(a, b) = 1.

4.3 Divisão exata e inexata

Quando b é divisor de a, dizemos que a divisão de a por b é exata. Vamos analisara existência e unicidade da divisão exata. Dizer que b é divisor de a significa que existe
q ∈ Z tal que a = b · q.
• a 6= 0Se b = 0, não existe q tal que b · q = a 6= 0, ou seja, se a 6= 0, é impossível fazer adivisão exata de a por b = 0.Se b 6= 0, como a 6= 0, uma divisão exata a = b · q implica q 6= 0 e esse q ∈ Z pode ounão existir. Se ele existir, ele será único e o chamaremos de quociente de a por b.
• a = 00 = b · q: se b = 0, então qualquer inteiro q serve, ou seja, não há unicidade e nãofaz sentido usar o termo quociente neste caso; se b 6= 0, a única solução, ou seja, oquociente é q = 0.

Quando a não é múltiplo de b 6= 0, a divisão de a por b não será exata e uma divisãoinexata importante é a divisão euclidiana, que consiste em escrever a como
a = b · q+ r, q, r inteiros com 0 ≤ r < |b|.

q é o quociente e r é o resto da divisão.
Por exemplo, 4 não divide 9 e podemos escrever 9 = 4 · 1 + 5; no entanto, essa não é adivisão euclidiana, uma vez que 5 > 4. A divisão euclidiana de 9 por 4 é 9 = 4 · 2 + 1.
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Teorema 4.2 Existência e unicidade da divisão euclidiana
Dados a, b ∈ Z com b 6= 0, existem, e são únicos, inteiros q e r tais que

a = q · b+ r 0 ≤ r < |b|
Demonstração:

• Existência
? b > 0Pela propriedade arquimediana dos inteiros, existe n ∈ N suficientemente grandetal que n · b > a. Seja

P = {p ∈ Z|p · b ≤ a}Então, P é limitado superiormente, pois
p ∈ P ⇒ p · b ≤ a < n · b ⇒ p · b < n · b ⇒︸︷︷︸

b>0 p < n.Pode-se provar que P tem um máximo, isto é, ∃q ∈ P tal que p ≤ q ∀p ∈ P.Como q ∈ P, segue que q · b ≤ a ⇒ r = a − q · b ≥ 0.Suponhamos, por absurdo, que r ≥ b = |b|.
r ≥ b ⇒ a− q · b ≥ b ⇒ a ≥ b(q+ 1)⇒ q+ 1 ∈ P

o que é absurdo, pois contraria o fato de q ser o máximo de P.Provamos, assim, que se a, b ∈ Z, com b > 0, então existem q, r ∈ Z tais que
a = q · b+ r, 0 ≤ r < |b|.

? b < 0
b < 0 ⇒ −b > 0; logo, existem q, r ∈ Z tais que a = q · (−b) + r = (−q) · b + rcom 0 ≤ r < −b = |b| e isso completa a prova da existência.

• UnicidadeSuponhamos, por absurdo,
a = b · q+ r 0 ≤ r < |b|
a = b · q′ + r′ 0 ≤ r′ < |b|

? Se q = q′ então b · q+ r = b · q+ r′ ⇒ r = r′.
? Se q 6= q′, suponha, sem perda de generalidade, que

q < q′ ⇒ q′ − q > 0⇒ q′ − q ≥ 1
.

b · q+ r = b · q′ + r′ ⇒ r − r′ = b (q − q′)︸ ︷︷ ︸
≥1
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Assim, r − r′ teria que estar na lista b, 2b, 3b · · · . Mas isso é impossível, pois

0 ≤ r < |b|0 ≤ r′ < |b|
}
⇒ 0 ≤ r < |b|
−|b| < r′ ≤ 0

}
⇒ −|b| < r − r′ < |b| ⇒ 0 ≤ |r − r′| < |b|

Então temos que ter q = q′ ⇒ r = r′.
�

Teorema 4.3
Sejam a, b ∈ Z, com b 6= 0 e a = b · q + r a divisão euclidiana de a por b 6= 0. Então c é
divisor comum de a e b se, e somente se, c é divisor comum de b e r.

Demonstração:Seja c um divisor comum de a e b. Então, existem inteiros m e n tais que a = mc e b = nc.Mas
a = b · q+ r ⇒ r = a − b · q = mc − (nc) · q = c(m− nq)⇒ c|r.

Reciprocamente, seja d um divisor comum de b e r. Então, existem inteiros m1 e n1tais que b = m1d e r = n1d.
a = b · q+ r ⇒ a = (m1d) · q+ n1d = (m1q+ n1)d ⇒ d|a.

�

Como exemplo, a divisão euclidiana de 99 por 30 é
99 = 30 · 3 + 9⇒ mdc(99, 30) = mdc(9, 30) = 3

Teorema 4.4 Existência do máximo divisor comum
Se a, b ∈ Z, então mdc(a, b) existe e pode ser escrito como uma combinação linear de a e
b, com coeficientes inteiros.

Demonstração:
Parte 1: Existência do mdc
• b = 0

a|0
a|a

}
⇒ a é divisor comum de a e b

Qualquer outro divisor comum d de a e 0 divide a ou seja, temos que ter d ≤ a. Logo,
a = mdc(a, 0).
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• b > 0Por conveniência de notação, vamos fazer

a = r0 b = r1e tomar a divisão euclidiana de r0 por r1:
r0 = q1 · r1 + r2 0 ≤ r2 < r1Pelo Teorema 4.5 sabemos que

mdc(r0, r1) = mdc(r1, r2) ou seja mdc(a, b) = mdc(r1, r2)
Se r2 = 0, então mdc(r1, r2) = r1 ⇒ mdc(a, b) = r1Se r2 6= 0, podemos fazer a divisão euclidiana de r1 por r2:

r1 = q2 · r2 + r3 0 ≤ r3 < r2 < r1 = b

Sabemos que mdc(r3, r2) = mdc(r1, r2) = mdc(a, b)Se r3 = 0, então mdc(r3, r2) = r2 = mdc(a, b)Se r3 6= 0, podemos fazer
r2 = q3 · r3 + r4 0 ≤ r4 < r3 < r2 < r1 = b

Esse processo pode continuar, mas o importante é que, em um número finito de passos,obteremos um resto nulo, pois como cada ri ∈ Z e 0 ≤ ri < b, a sequência de restostem que ser finita. Na verdade, essa sequência terá, no máximo, b − 1 termos. Então,em algum passo, obteremos um resto nulo; seja rn+1 = 0 e rn−1 = rn · qn + rn+1. Então
mdc(rn, rn+1) = mdc(rn, 0) = rn = mdc(rn, rn−1) = · · · = mdc(r3, r2) = mdc(r2, r1)= mdc(r1, r0) = mdc(a, b)

Provamos, assim, que, quaisquer que sejam a, b ∈ Z com b > 0, existe mdc(a, b).
• b < 0
b < 0⇒ −b > 0⇒ ∃mdc(a,−b)⇒ ∃d ∈ Z tal que { a = k · d

−b = k ′ · d
⇒
{
a = k · d
b = (−k ′) · dou seja, d é divisor de a e b.Suponhamos, por absurdo, que d não seja o máximo divisor comum de a e b. Então,existe d′ ∈ Z tal que d′ > d e{

a = k1 · d′
b = k2 · d′ ⇒

{
a = k1 · d′
−b = (−k2) · d′



64 CAPÍTULO 4. CONJUNTO DOS NÚMEROS INTEIROS
Então, d′ > d seria divisor comum de a e −b, o que é absurdo, pois d = mdc(a,−b).Provamos, assim, que, quaisquer que sejam a, b ∈ Z com b < 0, existe mdc(a, b) emdc(a, b) = mdc(a,−b)
Concluímos, então, que sempre existe o máximo divisor comum de dois inteirosquaisquer.
Parte 2: mdc como combinação linear de a e b

• b = 0Vimos que a = mdc(a, 0) = a · 1 + 0, uma combinação linear de a e b = 0.
• b > 0Do processo de prova da existência do máximo divisor comum, obtivemos o seguinte:

r2 = r0 − q1 · r1 = a − q1 · b ⇒ r2 = M1 · a+N1 · b M1, N1 ∈ Z

r3 = r1 − q2 · r2 = b − q2 · (M1 · a+N1acdotb) = M2 · a+N2 · b M2, N2 ∈ Z...
Então, cada resto das sucessivas divisões euclidianas pode ser escrito como combinaçãolinear de a e b; em particular,

rn = mdc(a, b) = a · Mn−1 · a+Nn−1 · b M1, N1 ∈ Z

• b < 0Vimos que mdc(a, b) = mdc(a,−b) e sabemos que existem inteiros M,N tais que
mdc(a,−b) = M · a+N · (−b) ∴ mdc(a, b) = M · a+N · (−b) = M · a+ (−N) · b

Logo, o máximo divisor comum de dois inteiros a e b quaisquer pode ser escrito comocombinação linear de a e b com coeficientes inteiros.
�

É importante observar que a representação do mdc(a, b) como combinação linear de ae b não é única, pois
mdc(a, b) = ax + by = a(x + bt) + b(y − at) ∀t ∈ Z

.
Teorema 4.5
Sejam a, b ∈ Z com b 6= 0 e a = b · q+ r a divisão euclidiana de a por b. Então

mdc(a, b) = mdc(b, r).



4.4. TEOREMAS DA DIVISIBILIDADE 65
Demonstração:Sabemos que existe d = mdc(a, b). Pelo Teorema 4.3, sabemos que d é divisor comum de be r. Suponhamos, por absurdo, que d não seja o mdc(b, r). Então, pelo Teorema 4.4, existe
d′ = mdc(b, r) e d′ > d. Mas pelo Teorema 4.3, d′ também é divisor comum de a e b, o queé absurdo, pois d é o maior divisor comum de a e b.

�

A demonstração do Teorema 4.4 leva ao seguinte algoritmo.
Algoritmo de Euclides para o mdc

Para achar o mdc de a e b = r0, obtemos a divisão euclidiana de a por b = r0 e depoisfazemos sucessivas divisões euclidianas até obtermos um resto nulo, por exemplo, o resto
rn+1:

a = r0 por b = r1 r0 = r1 · q1 + r2
r1 por r2 r1 = r2 · q2 + r3...
rn−1 por rn rn−1 = rn · qn + rn+1 = rn · qnmdc(a, b) = rn

Exemplo 4.1Usando o algoritmo de Euclides, encontre o mdc(33810, 4116).
Solução:

33810 = 8× 4116 + 8824116 = 4× 882 + 588882 = 1× 588 + 294588 = 2× 294 + 0mdc(33810, 4116) = 294
��

4.4 Teoremas da divisibilidade

Como já dito, vamos considerar apenas os primos positivos.
Teorema 4.6
Seja a ∈ Z tal que a ≥ 2. Então a tem pelo menos um divisor primo.

Demonstração:Se a é primo, então a é esse divisor. Consideremos, então, a ≥ 2 não primo. Então a tem um
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divisor positivo diferente de 1 e dele mesmo. Seja b1 o menor desses divisores. Suponhamos,por absurdo, que b1 não seja primo. Então, b1 tem um divisor d não trivial e 0 < d < b1 .Então, d|b1 e b1|a, o que implica que também d|a. Ou seja, a teria um divisor menor que
b1, o que é absurdo, pois b1 é o menor dos divisores positivos de a.

�

Teorema 4.7
Se um número primo p > 0 não divide a ∈ Z, então a e p são primos entre si.

Demonstração:Como p é primo, os divisores comuns de p e a têm que estar na lista p e 1. Mas como p nãodivide a, essa lista se reduz a 1, ou seja, mdc(p, a) = 1.
�

Teorema 4.8
Sejam a, b inteiros não nulos que não são primos entre si. Então a e b são múltiplos de um
mesmo número primo.

Demonstração:Como a, b não são primos entre si, eles têm pelo menos um divisor comum d ≥ 2. Se d forprimo, o resultado está provado. Se d não for primo, pelo Teorema 4.7, ele tem pelo menosum divisor d′ que é primo.
d′|d ⇒ d = kd′

d|a ⇒ a = md = mkd′ = m′d′

d|b ⇒ b = nd = nkd′ = n′d′

⇒ d′|a e d′|b
�

Teorema 4.9
Seja c um número inteiro que divide o produto a · b e é relativamente primo com um dos
dois. Então, c divide o outro número, ou seja,

c|ab e mdc(a, c) = 1 =⇒ c|b

Demonstração:

mdc(a, c) = 1⇒ ∃x, y ∈ Z | 1 = ax + cy → b = bax + bcy =⇒︸︷︷︸
c|ab

b = kcx + bcy = c(kx + by)→ c|b

�

Teorema 4.10
Se um número primo divide o produto de dois inteiros, então este primo divide pelo menos
um desses inteiros, ou seja,

p primo e p|ab =⇒ p|a ou p|b.
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Demonstração:Sem perda de generalidade, suponha que p não divida a. Como p é primo, pelo Teorema4.6, p e a são relativamente primos e, pelo Teorema 4.9, p divide b.

�

Teorema 4.11 Teorema Fundamental da Aritmética
Todo número inteiro, diferente de 0 e de ±1, ou é primo, ou é o produto de primos (positivos) e
esse produto pode ser escrito de maneira única, exceto pela ordem dos fatores. Dito de outra
forma, se a ∈ Z é tal que a 6= 0 e a 6= ±1, então existem primos distintos p1 < p2 < . . . < pn
e inteiros positivos j1, j2, · · · , jn tais que

a = ±pj11 · pj22 · . . . · pjnn .
Demonstração:A demonstração não será apresentada.

�

Como exemplo, temos
• 60 = 2× 2× 3× 5 = 22 × 3× 5
• 16200 = 23 × 34 × 52

4.5 Exercícios Propostos

1. Prove que dois números inteiros consecutivos são sempre primos entre si.
2. Prove que se d 6= 0 é um inteiro divisor de a ∈ Z, então d divide a2. Prove que arecíproca é falsa.
3. Partindo da divisão euclidiana de 10 por 6, mostre que 10, 100, 1000, · · · são múltiplosde 10 aumentados de 4.
4. Sejam a, b inteiros positivos. Prove que mdc(a, b) = mdc(a,−b) = mdc(−a, b) =mdc(−a,−b).
5. Prove que, se um inteiro positivo divide cada um de dois outros inteiros positivos, entãoele também divide o máximo divisor comum deles.
6. Sejam a, b, c inteiros não nulos.

(a) Prove que mdc(ac, bc) = |c| ·mdc(a, b).(b) Se a e b são primos entre si, calcule o mdc(ac, bc).
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7. Seja p um inteiro positivo. Prove que, a, b são inteiros que têm o mesmo resto nadivisão euclidiana por p se, e somente se, p divide a − b.
8. Sejam a, b, c ∈ Z e c 6= 0. Se c é um divisor comum de a e b, então c é divisor dequalquer combinação linear inteira de a e b. (Obs.: Uma combinação linear inteira de
a e b é qualquer expressão da forma m · a+ n · b, com m,n ∈ Z.)



Capítulo 5

Conjunto dos Números Racionais

5.1 Frações e os números racionais

Fração: dada uma grandeza vista como um todo, se a dividirmos em uma, duas, ou maispartes iguais, chamadas alíquotas, uma fração dessa grandeza, ou desse todo, é qualquernúmero inteiro dessas alíquotas.
a
b, a, b ∈ Z, b 6= 0

Frações equivalentes:
a
b = c

d ⇐⇒ ad = bc a, b, c, d ∈ Z, b 6= 0, d 6= 0
A equivalência de frações tem as seguintes propriedades:

• Reflexiva: ab = a
b

• Simétrica: ab = c
d ⇒

c
d = a

b

• Transitividade: ab = c
d e c

d = e
f ⇒

a
b = e

f

Fração irredutível:
a
b é irredutível se a e b forem primos entre si, isto é, se mdc(a, b) = 1.
Número racional:

Um número racional é a classe de todas as frações equivalentes a uma dada fração.Dois números racionais são iguais se, e só se, suas classes são iguais como conjuntos. Oconjunto dos racionais é representado por Q.
69
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Por exemplo, o número racional 23 é a classe {23 , 46 , 69 , · · ·

}.
Uma fração da classe de frações de um número racional é dita ser uma representação

fracionária deste número e usamos a notação r = a
b para indicar que ab é uma representaçãofracionária do número racional r.

Alguns resultados importantes são:
• Todo número racional pode ser representado por uma fração de denominador positivo.
• Todo número racional é representado por uma, e apenas uma, fração irredutível dedenominador positivo.

5.2 Operações em Q

No que segue, vamos considerar os números r e s representados por frações dedenominador positivo:
r = a

b s = c
d a, b, c, d ∈ Z, b > 0, d > 0

• Adição
r + s = a

b + c
d = ad+ bc

cd
• Multiplicação
r · s = a

b ·
c
d = ac

bd
• Subtração
r − s = a

b −
c
d = ad − bc

cd
• DivisãoSe c 6= 0: r ÷ s = a

b ÷
c
d = a · d

b · c

As operações acima estão bem definidas, isto é, o resultado de cada uma delas nãodepende das frações escolhidas para representar os racionais dados.
Imersão de Z em Q

Se n ∈ Z, então n = n1 e a soma e a multiplicação em Q correspondem à soma e àmultiplicação em Z:
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n1 + m1 = n+m1 = n+m
n1 · m1 = n · m1 = n · m

O racional representado pela fração ab, b > 0 é o quociente entre os inteiros a e b, ou
seja, ab = a1 ÷ b1 e isso nos leva à representação usual do conjunto dos racionais:

Q = {ab|a, b ∈ Z, b > 0}
Propriedades da adição e da multiplicação em Q

O racional nulo é o número racional representado pela fração 01.
A unidade racional é o número racional representado pela fração 11.
No que segue, sejam r, s, t números racionais quaisquer.

• Fechamento
r + s ∈ Q

r · s ∈ Q

• Associatividade(r + s) + t = r + (s+ t)(r · s) · t = r · (s · t)
• Existência do elemento neutro
r + 0 = r

r · 1 = r

• Existência do inverso
∃r′ ∈ Q tal que r + r′ = 0; r′ = −r.
Se r 6= 0, ∃r′′ ∈ Q tal que r · r′′ = 1; r′′ = 1

r = r−1
• Comutatividade
r + s = s+ r
r · s = s · r
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• Distributividade da multiplicação
r · (s+ t) = r · s+ r · t
Outras propriedades seguem das propriedades listadas, tais como as Leis doCancelamento:

• r + t = s+ t =⇒ r = s, ∀t ∈ Q

• r · t = s · t =⇒ r = s, ∀t ∈ Q, t 6= 0
5.3 Ordenação dos números racionais

A relação de ordem em Q é estabelecida a partir das representações fracionárias dedenominador positivo. Assim, sejam r, s ∈ Q tais que
r = a

b, b > 0 s = c
d, d > 0.

Então
r < s ⇐⇒ ad < bc

r ≤ s ⇐⇒ ad ≤ bc

A relação de ordem independe das representações fracionárias escolhidas, desde quetenham denominador positivo; ela satisfaz as seguintes propriedades:
• r < s ⇐⇒ r + t < s+ t, ∀t ∈ Q

• r < s ⇐⇒ r · t < s · t, ∀t ∈ Q, t > 0
• r < s ⇐⇒ r · t > s · t, ∀t ∈ Q, t < 0

5.4 Densidade dos racionais

Até aqui vimos que os racionais se “parecem” bastante com os inteiros, no sentidode que operar com números racionais consiste em operar com números inteiros. A grandediferença entre Z e Q está relacionada ao número de elementos que exitem entre doisinteiros ou dois racionais. Isso envolve a seguinte definição.
Um conjunto A ⊆ Q é denso em Q se entre dois elementos distintos quaisquer de Qexistirem infinitos elementos de A.
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Teorema 5.1
O conjunto dos racionais é denso, ou seja, entre dois números racionais distintos, sempre
há infinitos racionais.

Demonstração:Sejam r, s ∈ Q | r < s

• Tome m1 = r + s2 r < m1 < s
• Tome m2 = r +m12 r < m2 < m1 < s
• Tome m3 = r +m22 r < m3 < m2 < m1 < se assim sucessivamente.

�

Teorema 5.2
Seja A ⊂ Q. Se entre dois elementos quaisquer de Q houver um elemento de A, então A é
denso em Q.

Demonstração:Sejam r, s ∈ Q com r < s. Então, por hipótese, ∃a1 ∈ A tal que r < a1 < s. Mas
a1 ∈ A ⊂ Q. Logo, por hipótese, ∃a2 ∈ A tal que r < a2 < a1 < s. Continuando com esseprocesso, mostramos que entre dois racionais quaisquer existem infinitos elementos de A;logo, A é denso em Q.

�

Note que Z não é denso em Q. Assim, o fato de um subconjunto A ser infinito, nãogarante que ele seja denso em Q. Mas qualquer subconjunto finito de Q não é denso em Q.
5.5 Expansão decimal dos racionais

Uma fração ordinária é uma fração da forma ab em que a, b ∈ Z e b > 0.
Uma fração decimal é toda fração cujo denominador é uma potência positiva de 10.
Uma fração ordinária será equivalente a uma fração decimal se, e somente se, nafatoração do seu denominador aparecerem apenas potências de 2 e/ou 5.

Exemplo 5.1Encontre a fração decimal equivalente a 320
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Solução:Sabemos que tal fração equivalente existe, pois 20 = 22 × 5320 = 322 × 5 = 3× 522 × 52 = 15102

��A expansão decimal de um número natural, ou inteiro positivo, consiste em escrevereste número como a soma de múltiplos de potências de 10. Por exemplo,
1324 = 1000 + 300 + 20 + 4 = 1× 1o3 + 3× 102 + 2× 10â + 4× 100.

Tal expansão é posicional, ou seja, a posição dos algarismos é importante. Diferentesposições levam a decomposições distintas.
2413 = 23 + 4× 102 + 1× 101 + 3× 100.

A expansão de um número inteiro k < 0 será o simétrico da expansão de −k .
−1324 = −(1000 + 300 + 20 + 4 = 1× 1o3 + 3× 102 + 2× 10â + 4× 100).

Assim, podemos nos concentrar na expansão de números inteiros positivos. Vamosrepresentar essa expansão por
N = anan−1 · · · a2a1a0

indicando que
N = an × 10n + an−1 × 10n−1 + · · ·+ a2 × 102 + a1 × 101 + a0 × 100.

Vamos estudar, agora, a expansão decimal dos racionais, considerando apenas osracionais positivos.
Todo número racional r pode ser decomposto de maneira única como

r = r′ + r′′
em que r′ é um inteiro, chamado parte inteira de r, e r′′ é um racional tal que 0 ≤ r′′ < 1,chamado parte fracionária de r.

Se r = a
b , a parte inteira r′ é o quociente, q, da divisão euclidiana de a por b e

r′′ = r − r′.
Assim, para completar o estudo da expansão decimal de um número racional, temos queestudar a expansão decimal de sua parte fracionária. Essa será feita em termos de décimos,centésimos, milésimos etc., ou seja:

r′′ = b1101 + b2102 + b3103 + · · · bi ∈ {0, 1, 2, · · · , 9} .
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A decomposição de r = r′ + r′′ é dada por

r = an × 10n + an−1 × 10n−1 + · · ·+ a2 × 102 + a1 × 101 + a0 × 100 + b1101 + b2102 + b3103 + · · ·
e será representada por

r = anan−1 · · · a2a1a0, b1b2b3 · · · .
Vamos ver, agora, como obter a expansão decimal de um número racional r = a

b paradiferentes possibilidades de r.
• r é representado por uma fração decimalA obtenção da expansão decimal é imediata, neste caso. Vamos ver dois exemplos.

? r > 1 124371000 = 12 + 4371000 = 1× 101 + 2× 100 + 410 + 3102 + 7103 = 12, 437.
? r < 1 231000 = 0× 100 + 0231000 = 0 + 010 + 2102 + 3103 = 0, 023

Com esses dois exemplos, ilustramos dois resultados importantes.
1. A parte fracionária de uma fração decimal pode ser decomposta como soma defrações decimais especiais, em que cada uma delas tem como numerador um dosdígitos que expressam a fração decimal original.2. Toda fração decimal tem um número finito de dígitos na parte fracionária da suaexpansão decimal

Como consequência, se um número racional é representado por uma fração decimal,sua expansão decimal é da forma
r = anan−1 · · · a2a1a0, b1b2b3 · · · bm.

• r é representado por fração equivalente a uma fração decimalDa equivalência, resulta que um número racional representado por uma fração ordináriaequivalente a uma fração decimal também será da forma
r = anan−1 · · · a2a1a0, b1b2b3 · · · bm.

Para ilustrar, considere os seguintes exemplos:7750 = 1 + 2750 = 1 + 2752 × 2 = 1 + 27× 252 × 22 = 1 + 54100 = 1× 100 + 510 + 4102 = 1, 54
89500 = 895× 102 = 8953 × 22 = 89× 2103 = 198103 = 0× 100 + 110 + 9102 + 8103 = 0, 198
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O método das divisões pode ser usado para se obter a expansão decimal de um númeroracional r representado por uma fração equivalente a uma fração decimal. Seja, então,
r = a

b o nosso número racional. Como ele é representado por uma fração equivalentea uma fração decimal, sabemos que sua parte fracionária tem um um número finito dedígitos. Para encontrar sua expansão decimal, faremos sucessivas divisões euclidianas.A primeira é a divisão euclidiana de a por b, que determinará a parte inteira de a; emseguida, faremos as divisões euclidianas, por b, de 10 vezes o resto obtido:
(i) a = q1 × b+ r1 ⇒ a

b = q1 + r1
b 0 ≤ r1 < b

(ii) 10× r1 = q2×b+ r2 ⇒ a
b = q1 + q2 × b10 + r210

b = q1 + q210 + r210× b 0 ≤ r2 < b
(iii) 10× r2 = q3 × b+ r3 ⇒ a

b = q1 + q210 + q3 × b10 + r31010× b = q1 + q210 + q3102 + r3102 × b0 ≤ r3 < bComo o número de dígitos da parte fracionária é finito, em algum momentoobteremos um resto nulo e esse é o critério de parada.
Exemplo 5.2 Aplicação do método das divisõesObtenha a expansão decimal de 3837/250 pelo método das divisões.
Solução:

3837 = 15× 250 + 87︸︷︷︸
r1

87× 10 = 870 = 3× 250 + 120︸︷︷︸
r2

120× 10 = 1200 = 4× 250 + 200︸︷︷︸
r3

200× 10 = 2000 = 8× 250 + 0︸︷︷︸
r4Logo, 3837250 = 15 + 310 + 4102 + 8103 = 15, 348

��

• r é representado por fração não equivalente a uma fração decimalO método das divisões pode ser aplicado a números racionais representados por fraçõesnão equivalentes a uma fração decimal. A diferença fundamental é que nunca obteremos
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um resto nulo, mas, em algum momento, os restos se repetem, gerando uma expansãodecimal infinita periódica.De fato: em cada etapa i do método das divisões, obtemos um resto ri tal que 0 ≤
ri < 1. Mas como a fração que representa o número racional não é equivalente auma fração decimal, todos esses restos têm que ser maiores que zero. Se algum fossenulo, a expansão decimal da parte fracionária teria um número finito de dígitos, o quelevaria a uma equivalência com uma fração decimal. Assim, o método das divisões gerarestos r1, r2, · · · tais que 0 < r1, r2, r3, · · · < b. Como esses restos são números inteirospositivos, resulta que 0 < r1, r2, r3, · · · ≤ b − 1.
Assim, no máximo depois de b−1 divisões algum resto se repetirá, ou seja, todo númeroracional representado por uma fração não equivalente a uma fração decimal tem umaexpansão decimal infinita mas periódica, que podemos escrever como

a
b = anan−1 · · · a2a1, q1q2 · · · qiqi+1qi+2 · · · qjqi+1qi+2 · · · qj · · ·= anan−1 · · · a2a1, q1q2 · · · qiqi+1qi+2 · · · qj

Tal lista de dígitos recebe o nome de dízima. A parte que se repete, abaixo do traçohorizontal, é o período da dízima.Os números racionais representados por frações equivalentes a uma fração decimaltêm expansão decimal em uma dízima finita. Os demais números racionais podem terexpansão em uma dízima periódica simples
r = anan−1 · · · a2a1, qi+1qi+2 · · · qj

ou em uma dízima periódica composta:
r = anan−1 · · · a2a1, q1q2 · · · qiqi+1qi+2 · · · qj

Conclusão: Todo número racional tem como expansão decimal uma dízima periódica,que pode ter período zero.
Exemplo 5.3Encontre as dízimas que representam os seguintes racionais: 1737 e 16231998.
Solução:Nenhum dos dois racionais dados admite representação por fração equivalente a umafração decimal, ou seja, ambos serão representados por dízimas periódicas. Ambos sãomenores que 1; logo, a parte inteira é zero.
? 1737
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17 = 0× 37 + 17170 = 4× 37 + 22220 = 5× 37 + 35350 = 9× 37 + 17170 = · · ·1737 = 0, 459, uma dízima periódica simples
? 16231998

1623 = 0× 1998 + 162316230 = 8× 1998 + 2462460 = 1× 1998 + 4624620 = 2× 1998 + 6246240 = 3× 1998 + 2462460 = · · ·16231998 = 0, 8123, una dízima periódica composta
��É importante observar os seguintes fatos:

? O período da dízima fica determinado com a primeira coincidência do resto dasdivisões, e não com a repetição de um algarismo da dízima.
? O tamanho do período, isto é, o número de dígitos do período de uma dízima querepresenta a/b é, no máximo, b − 1. É importante notar que as calculadoras nemsempre têm capacidade de exibir com precisão uma dízima periódica. Por exemplo,se usarmos o Excel para calcular 1/19, obteremos 0,0526315789473684000, dandoa impressão de termos uma dízima finita, ou melhor, uma fração equivalente a umafração decimal. No entanto, o cálculo manual mostra que119 = 0, 052631578947368421

O tamanho do período aqui é o máximo, 18, e na dízima aparecem dígitos repetidos,mas o processo só termina quando o resto se repete.
Um resultado importante sobre o método das divisões é que ele não gera dízimas cujoperíodo é formado apenas de 9’s. Dízimas deste tipo serão chamadas dízimas de período9-repetido. Alguns exemplos são: 0, 9; 2, 3149.
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5.6 Conversão de dízimas em frações ordinárias

Vamos considerar agora apenas dízimas geradas pelo método das divisões, ou seja,dízimas cujo período não é 9-repetido. (As dízimas com período 9-repetido serão estudadasposteriormente, na terceira parte da disciplina.) O objetivo é obter a geratriz de tal dízima,ou seja, o número racional cuja expansão decimal é a dízima em questão.
Vamos apresentar os resultados apenas para a parte decimal da dízima, pois obtidageratriz da parte decimal, basta somar a parte inteira.

• Dízima finita
0, b1b2 · · · bn = b110 + b2102 + · · ·+ bn10n = b1 × 10n−1 + b2 × 10n−2 + · · ·+ bn10n

Exemplo 5.4Obtenha a geratriz da dízima finita 2, 345
Solução:

2, 345 = 2+ 310+ 4102 + 3103 = 2+3× 102 + 4× 10 + 5103 = 2000 + 300 + 40 + 51000 = 23451000 = 469200
��

• Dízimas periódicas simples e compostaOs resultados fundamentais são:
1. Toda dízima 0, c1c2 · · · cp, em que o período não é 9-repetido, é a expansão decimalobtida pelo método das divisões de um único número racional r, com 0 < r < 1dado por

r = c1c2 · · · cn99 · · · 9︸ ︷︷ ︸
p

= c1c2 · · · cn10p − 1
2. Toda dízima 0, b1b2 · · · bnc1c2 · · · cp, em que o período não é 9-repetido, é aexpansão decimal obtida pelo método das divisões de um único número racional r,com 0 < r < 1 dado por

r = b1b2 · · · bn10n + c1c2 · · · cp99 · · · 9︸ ︷︷ ︸
p

0 · · · 0︸ ︷︷ ︸
n

= b1b2 · · · bnc1c2 · · · cp − b1b2 · · · bn99 · · · 9︸ ︷︷ ︸
p

0 · · · 0︸ ︷︷ ︸
n

Exemplo 5.5Obtenha a geratriz da dízima 0, 4567.
Solução:

0, 4567 = 45679999 .Como 4567 é primo, não podemos fazer qualquer simplificação. ��
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Exemplo 5.6Obtenha a geratriz da dízima 0, 45387.
Solução:

0, 45387 = 45387− 4599900 = 4534299900 = 755716650 = 25195550
��

5.7 Algumas insuficiências dos números racionais

Vimos que todo racional tem como representação decimal uma dízima periódica. Eas dízimas não periódicas, como 0, 101001000100001 · · · ? Que números elas representam?Na primeira parte da disciplina, vimos também que √2 não é racional. Pelo Teorema dePitágoras, sabemos que √2 é o comprimento da diagonal de um quadrado de lado unitário.Vemos, assim, que os racionais apresentam insuficiências algébricas e geométricas. Ou seja,tem que haver algo além dos racionais, e esse será o objeto de estudo do próximo capítulo.
5.8 Exercícios propostos

1. Seja r um número racional representado por 15/35. Mostre que ele também tem umarepresentação da forma a/b, em que mdc(a, b) = 18.
2. Se a

b é uma fração irredutível com a 6= 0, b 6= 0, prove que a soma 1
a + 1

b também éirredutível.
3. Prove que se a e b são primos entre si, então cada um dos pares a2, b; a, b2 e a2, b2também o é.
4. Usando o exercício anterior, prove que, se a

b é uma fração irredutível, então a
b + b

atambém é irredutível.
5. Dê o valor de um número racional entre 2/5 e 2/3.
6. Apresente um número racional que seja maior que 3/4 e menor que r, sabendo apenasque 3/4 < r.
7. Dadas as seguintes decomposições em fatores primos de dois números a e b, determineo máximo divisor comum e o mínimo múltiplo comum de a e b:
a = 23 · 32 · 53 · 74 b = 2 · 33 · 54 · 73

8. Escreva 0, 34545454 . . . como duas dízimas diferentes e obtenha, a partir de cada umadelas, a respectiva fração geratriz na forma irredutível. O que você observa?
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9. Use o método da divisão para obter a expansão decimal dos seguintes racionais:

(a) 913(b) 117(c) 1795510. Obtenha a fração geratriz de cada um das dízimas a seguir, expressando-a como fraçãoirredutível.
(a) 3, 254(b) 0, 457777 . . .(c) 54, 678
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Capítulo 6

Conjunto dos Números Reais

6.1 Definições e propriedades básicas

O conjunto dos números reais é o conjunto de todas as listas
m,a1a2a3 · · · m ∈ Z e ai ∈ {0, 1, 2, · · · , 9} ∀iTal conjunto será denotado por R.

Pelo que já vimos dos números naturais, inteiros e racionais, concluímos que
N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R.

O conjunto R \ Q é chamado conjunto dos números irracionais e é representado por todasas listas de dígitos não periódicas.
Recordemos a seguinte definição. Um eixo cartesiano é uma reta na qual foramescolhidos dois pontos O e U . O ponto O é chamado origem e o ponto U , chamado pontounitário, tem dupla finalidade: determinar uma unidade de medida para os segmentos dareta do eixo e a orientação para o eixo. O sentido positivo do eixo é aquele que vai de Opara U , enquanto o sentido negativo é o que vai de U para O.
A cada ponto Q de um eixo cartesiano (r, O,U) associamos um número real x(Q) (ousimplesmente x), chamado coordenada cartesiana de Q, da seguinte forma:

(i) se Q = O, então x(Q) = 0;
(ii) se Q é um ponto positivo do eixo, então x(Q) = +|OQ|, em que |OQ| representa ocomprimento do segmento OQ;

(iii) se Q é um ponto negativo do eixo, então x(Q) = −|OQ′|, em que Q′ denota o simétricode Q em relação à origem O.
83
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Teorema Fundamental da Geometria Analítica

A correspondência que associa a cada ponto de um eixo cartesiano (r, O,U) a sua
coordenada cartesiana é uma correspondência biunívoca entre a reta r e o conjunto R dos
números reais.

6.2 Módulo de um número real

Seja x ∈ R. O módulo, ou valor absoluto de x , é definido como

|x| =

x se x > 00 se x = 0
−x se x < 0 (6.1)

Da definição de módulo de um número real podemos ver que
|x| = max{−x, x} ⇒ {

|x| ≥ x
|x| ≥ −x

⇒
{
x ≤ |x|
x ≥ −|x|

⇒ −|x| ≤ x ≤ |x| (6.2)
Na Figura 6.1 temos o gráfico da função f (x) = |x|, onde podemos ver claramente apropriedade básica x ≥ 0, decorrente da própria definição de módulo. Será muito importantetambém a análise de desigualdades envolvendo módulo; todas elas decorrem do seguinteresultado:

|x| ≤ k ⇐⇒ −k ≤ x ≤ k (6.3)
Na Figura 6.2, os valores de y = f (x) = |x| que são menores ou iguais a kestão representados pelo segmento vertical mais escuro. Note que esses valores de ycorrespondem aos valores de x no intervalo [−k, k ].

Figura 6.1 – f (x) = |x| Figura 6.2 – |x| ≤ k
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Exemplo 6.1Determine os valores de x tais que |x − a| < ε, sendo a um número real qualquer e ε umnúmero real positivo.
Solução:Por (6.2), temos que

|x − a| < ε ⇔ −ε < x − a < ε ⇔ a− ε < x < a+ ε.
��

Teorema 6.1 Propriedades do módulo
Sejam x, y, z ∈ R. Então

(Mód.1) |x + y| ≤ |x|+ |y| (desigualdade triangular)

(Mód.2) |xy| = |x||y|
(Mód.3) |x| − |y| ≤ | |x| − |y| | ≤ |x − y|
(Mód.4) |x − z| ≤ |x − y|+ |y − z|

Demonstração:

(Mód.1) Por (6.2), temos que{
−|x| ≤ x ≤ |x|
−|y| ≤ y ≤ |y|

=⇒︸︷︷︸somando−(|x|+ |y|) ≤ x + y ≤ |x|+ |y| =⇒︸︷︷︸(6.2) |x + y| ≤ |x|+ |y|
(Mód.2) |xy|2 = (xy)2 = x2y2 =⇒ |xy| = √x2y2 = √x2√y2 = |x||y|
(Mód.3) Por (6.2) sabemos que |x|− |y| ≤ | |x|− |y|. Assim, falta provar que | |x|− |y| | ≤ |x −y|.{

|x| = |x − y+ y| ≤ |x − y|+ |y|
|y| = |y − x + x| ≤ |y − x|+ |x| =⇒ |x − y| ≥ |x| − |y|

|y − x| ≥ |y| − |x|

Multiplicando a segunda desigualdade por (−1) e lembrando que |k| = | − k|, obtemos{
|x − y| ≥ |x| − |y|
−|x − y| ≤ |x| − |y|

=⇒ −|x − y| ≤ |x| − |y| ≤ |x − y| =⇒︸︷︷︸(6.2) | |x| − |y| | ≤ |x − y|.

(Mód.4) Pela desigualdade triangular, temos que |x − z| = |x − y+ y − z| ≤ |x − y|+ |y − z|.
�
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Ordenação dos números reais

Sejam x, y ∈ R. Dizemos que x é menor que y (escreve-se x < y) se, e somente se,
(i) ou ambos têm sinal + e satisfazem |x| < |y|

(ii) ou ambos têm sinal − e satisfazem |y| < |x|
(iii) ou x é negativo e y é positivo.

6.3 Operações em R

Vamos assumir conhecidas as operações de adição e multiplicação em R, sem entrarnos detalhes da formalização.
Propriedades da adição e da multiplicação em R

No que segue, sejam a, b, c números reais quaisquer.
• Fechamento
a+ b ∈ R

a · b ∈ R

• Associatividade(a+ b) + c = a+ (b+ b)(a · b) · c = a · (b · c)
• Existência do elemento neutro
a+ 0 = a

a · 1 = a

• Existência do inverso
∃a′ ∈ R tal que a+ a′ = 0; a′ = −a.Se a 6= 0, ∃a′′ ∈ R tal que a · a′′ = 1; a′′ = a−1
• Comutatividade
a+ b = b+ a
a · b = b · a
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• Distributividade da multiplicação
a · (b+ c) = a · b+ a · c.
Assim como no caso dos números inteiros, prova-se que o simétrico e o recíproco sãoúnicos. Da existência e unicidade do simétrico, definimos a subtração de dois números reaiscomo

x − y = x + (−y)
e da existência e unicidade do recíproco, definimos o quociente de um real x qualquer porum real y 6= 0 como

x
y = x ÷ y = x · y−1.

Daí segue que, se x 6= 0, x−1 = 1
xOutras propriedades seguem das propriedades acima. Algumas delas são:

• 0a = 0
• (−a)b = −(ab)
• (−a)(−b) = ab

• a+ b = a∀a ⇒ b = 0 (unicidade do zero)
• ab = a∀a ⇒ b = 1 (unicidade da unidade)
• a+ c = b+ c =⇒ a = b (lei do cancelamento da adição)
• c 6= 0, a · c = b · c =⇒ a = b (lei do cancelamento da multiplicação)
• a 6= 0, b 6= 0⇒ ab 6= 0 (integridade da multiplicação)
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6.4 Supremo e ínfimo1

Definição 6.1 Conjuntos limitados
Seja X um subconjunto de R.

(a) X é limitado superiormente se existe b ∈ R tal que x ≤ b para todo x ∈ X. Neste
caso, X ⊂ (−∞,b] e b é uma cota superior de X.

(b) X é limitado inferiormente se existe a ∈ R tal que x ≥ a para todo x ∈ X. Neste
caso, X ⊂ [a,∞) e a é uma cota inferior de X.

(c) Se X é limitado superior e inferiormente, dizemos que X é limitado e, neste caso,
existem a, b ∈ R tais que X ⊂ [a, b].

Teorema 6.2
Em R, as seguintes afirmativas são equivalentes:

(i) O conjunto dos números naturais não é limitado superiormente.

(ii) (Propriedade arquimediana dos reais) Dados a, b ∈ R, a > 0, existe n ∈ N tal que
an > b.

(iii) Dado qualquer a > 0, existe n ∈ N tal que 0 < 1
n < a.

Demonstração:

• (i) ⇒ (ii)Sejam a, b ∈ N, a > 0. Como, por hipótese, N não é limitado superiormente, existe
n ∈ N tal que n > b

a e, portanto, an > b.
• (ii) ⇒ (iii)

Tomando a > 0 e b = 1, por hipótese existe n ∈ N tal que an > b = 1 =⇒ 0 < 1
n < a.

• (iii) ⇒ (i)
Seja b > 0 um número real positivo qualquer. Então, 1

b > 0 e, por hipótese, existe
n ∈ N tal que 1

n <
1
b , ou seja, existe n ∈ N tal que n > b. Logo, nenhum elemento de

R é cota superior de N.
�

1Baseado em Gonçalves e Gonçalves (2012)
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Definição 6.2 Supremo
Seja X ⊂ R um conjunto limitado superiormente. Um elemento b ∈ R é dito supremo de
X se valem as seguintes propriedades:

(Sup1) Para qualquer x ∈ X, x ≤ b, ou seja, b é cota superior de X.

(Sup2) Se c ∈ R e x ≤ c ∀x ∈ X, então b ≤ c.

Vemos, assim, que o supremo de X é a menor das cotas superiores de X . Usaremos aseguinte notação: b = supX .
Definição 6.3 Ínfimo
Seja X ⊂ R um conjunto limitado inferiormente. Um elemento a ∈ R é dito ínfimo de X se
valem as seguintes propriedades:

(Inf1) Para qualquer x ∈ X, x ≥ a, ou seja, a é cota inferior de X.

(Inf2) Se c ∈ R e c ≤ x ∀x ∈ X, então c ≤ a.

Vemos, assim, que o ínfimo de X é a maior das cotas inferiores de X . Usaremos aseguinte notação: a = inf X .
O teorema a seguir fornece uma outra caracterização do supremo e do ínfimo de umconjunto.

Teorema 6.3
Sejam X, Y subconjuntos de R.

1.

b = supX ⇐⇒ {
∀x ∈ X, x ≤ b
∀ε > 0, ∃x ∈ X tal que b − ε < x ≤ b.

2.

a = inf Y ⇐⇒ {
∀y ∈ Y , a ≤ y
∀ε > 0, ∃y ∈ Y tal que a ≤ y < a+ ε.

Demonstração:

1. • =⇒
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Como b = supX , temos que x ≤ b∀x ∈ X . Suponhamos, por absurdo, que nãoexista x ∈ X tal que b − ε < x ≤ b. Isso significa que ∀x ∈ X, x ≤ b − ε, ou seja,
b − ε é uma cota superior de X , menor que o supremo, o que é absurdo.
• ⇐=Suponhamos, por absurdo, que b não seja o supremo de X . Então, existe b′ ∈ Rtal que b′ < b e x ≤ b′ ∀x ∈ X . Veja a figura a seguir. Tome ε = b − b′2 . Então
b − ε = b+ b′2 > b′ e não existe x ∈ X tal que b − ε < X ≤ b, o que contraria ahipótese.

2. A demonstração para o ínfimo é análoga.
�

O supremo e o ínfimo de um conjunto X podem, ou não, pertencer a X , mas sempre queum conjunto tem um elemento máximo (mínimo), então esse elemento é o supremo (ínfimo).
Exemplo 6.2Encontre o supremo e o ínfimo do conjunto X = {1, 12 , 13 , 14 , · · ·

}.
Solução:Como 1

n ≤ 1∀n ∈ N, 1 é o máximo e, portanto, o supremo de X .Por outro lado, temos que 0 é cota inferior de X e pelo item (iii) do Teorema 6.2, paratodo ε > 0, existe n0 ∈ N tal que 0 < 1
n0 < 0 + ε. Pelo Teorema 6.3 resulta que 0 = inf X .

��É possível mostrar que existem conjuntos limitados de racionais cujo supremo ou ínfimonão pertence a Q. Um exemplo clássico são os conjuntos X = {x ∈ Q | x > 0 e x2 < 2} e
Y = {y ∈ Q | y > 0 e y2 > 2} são tais que supX = inf Y = √2 e como já visto, √2 /∈ Q.Vemos, assim, que existem lacunas em Q. O conjunto dos reais é o conjunto que contém Qe completa suas lacunas.

Axioma do supremo. Em R, todo subconjunto não vazio e limitado superiormente possuisupremo.
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O Axioma do Supremo é equivalente à propriedade do ínfimo: Em R, todo subconjuntonão vazio e limitado inferiormente possui ínfimo.

6.5 Densidade em R

No Capítulo 5, provamos que Q é denso em Q. Vamos ver o que acontece nos reais.
Diz-se que z ∈ R é um intermediário dos reais x < y se x < z < y.
Um conjunto de números reais A é denso em R se, e somente se, entre dois númerosreais quaisquer existir pelo menos um intermediário que esteja em A.
Pode-se provar que tanto Q quanto R\Q são densos em R, ou seja, entre dois númerosreais quaisquer, há pelo menos um número racional e pelo menos um número irracional.

6.6 Propriedade do Contínuo

Um intervalo fechado de extremos x, y ∈ R com x ≤ y é o conjunto
[x, y] = {z ∈ R | x ≤ z ≤ y}

Uma sequência infinita de intervalos fechados [xn, yn], n ∈ N, é dita encaixante se, esomente se,
· · · ⊆ [xn, yn] ⊆ · · · ⊆ [x2, y2] ⊆ [x1, y1]⇐⇒


xn ≤ xn+1e
yn ≥ yn+1

∀n.

Uma sequência infinita de intervalos fechados [xn, yn], n ∈ N, é dita evanescente se
(i) for encaixante e

(ii) para qualquer intervalo [a, b] em R existir um intervalo [xn, yn] na sequência cujocomprimento |yn − xn| ≤ |b − a|.
Nas Figuras 6.3a e 6.3b ilustra-se uma sequência encaixante e uma sequênciaevanescente, respectivamente.
Teorema: Propriedade do Contínuo

Para cada sequência evanescente de intervalos [xn, yn], existe exatamente um x ∈ R
tal que x ∈ [xn, yn] ∀n ∈ N.
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(a) Encaixantes (b) Evanescentes
Figura 6.3 – Sequências de intervalos fechados em R

Este teorema pode ser interpretado informalmente como não há “saltos” no conjunto
dos reais (ou a reta real não tem “buracos”).

Pode-se provar que o conjunto dos racionais não tem a Propriedade do Contínuo; assim,“quem” garante tal propriedade em R é o conjunto dos irracionais.
6.7 Conjuntos enumeráveis2

Quando contamos o número de elementos de um conjunto A, estamos, na verdade,estabelecendo uma bijeção entre A e algum subconjunto de N. O que vamos fazer, agora,é trabalhar com conjuntos infinitos. Será que sempre vamos poder “contar” o número deelementos de tais conjuntos?
Vamos apresentar algumas definições que nos permitirão responder a essa questão.
Se existir uma função bijetora entre dois conjuntos A e B, dizemos que os conjuntostêm a mesma cardinalidade, o que será representado aqui por A ∼ B.
A relação A ∼ B satisfaz as seguintes propriedades:

(i) A ∼ A
(ii) A ∼ B ⇒ B ∼ A

(iii) A ∼ B e B ∼ C ⇒ A ∼ C

Um conjunto A é finito se A ∼ Fn em que Fn = {1, 2, · · · , n} para algum n ∈ N. Oconjunto vazio é considerado um conjunto finito.
Um conjunto A é enumerável se A ∼ N.

2Baseado em Monteiro (2016)
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Um conjunto A é não enumerável se ele não for finito nem enumerável.

Exemplo 6.3
N é enumerável.
Solução:A bijeção é imediata: f (n) = n, ∀n ∈ N. ��

Exemplo 6.4
Z é enumerável.
Solução:Organize os inteiros da seguinte forma:

0 1 −1 2 −2 3 −3 · · ·
l l l l l l l · · ·1 2 3 4 5 6 7 · · ·

e defina a função f : N −→ Z tal que
f (n) =


n2 se n é par

−n − 12 se n é ímpar
Essa é uma função claramente injetora. A imagem dos naturais pares é Z+ = N e a imagemdos naturais ímpares é Z∗− = {· · · , −3, −2, −1, 0}, ou seja, a imagem é Z. ��

Teorema 6.4
Todo subconjunto infinito B de um conjunto enumerável A é também enumerável.

Demonstração:Por hipótese existe uma função bijetora f : N→ A. Então, ∀n ∈ N, f (n) = an ∈ A e como f ébijetora, os ai’s são distintos.
Vamos definir recursivamente a função g : N −→ B da seguinte forma:

g(1) = an1 em que n1 é o menor natural tal que an1 ∈ B
g(2) = an2 em que n2 é o segundo menor natural tal que an2 ∈ B...
Como B é infinito, esse processo pode continuar indefinidamente e associamos a cadaelemento de N um elemento de B. Essa função é injetora pois os ai’s são distintos. Alémdisso, ela também é sobrejetora pois todo elemento de B é imagem de algum n ∈ N e issocompleta a prova.

�
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Corolário 6.1
Nenhum conjunto não enumerável pode ser subconjunto de um conjunto enumerável.

Demonstração:Suponhamos, por absurdo, que um conjunto B não enumerável seja subconjunto de A, umconjunto enumerável. Como B é não enumerável, segue que B é infinito. Assim, pelo teoremaanterior, B teria que ser enumerável, um absurso, pois contraria a hipótese.
�

Na demonstração do Teorema 6.4 utilizamos uma função
f : N −→ A
n 7−→ an

Tais funções são chamadas sequências. Da definição de conjunto enumerável, resultaque, se A é enumerável, então seus elementos podem ser organizados em uma sequência(a1, a2, a3, · · · ) com todos os ai’s distintos entre si.
Teorema 6.5
Seja E1, E2, · · · , En, · · · uma sequência de conjuntos enumeráveis e seja U = ∞⋃

i=1Ei. Então U

é enumerável.

Demonstração:Podemos organizar os elementos dos Ei’s em uma lista infinita, já que cada Ei é enumerável.Obtemos, assim, a seguinte matriz, em que cada linha i contém os elementos de Ei:
e11 e12 · · · e1n · · ·
e21 e22 · · · e2n · · ·... ... . . . ... ...
em1 em2 · · · emm · · ·... ... . . . ... . . .


Para mostrar que U é enumerável, teríamos que escrever todos os seus elementos emuma lista sem repetições. Mas isso não é possível, pois não sabemos quais são repetidos.Para contornar esse problema, vamos colocar os elementos da matriz em uma sequência,que pode ter repetições:

s : e11, e12, e21, e13, e22e31, e14, e23, e32, e41, · · ·
Essa sequência tem a seguinte regra de formação: começamos com e11; depois colocamosos elementos cuja soma dos índices dá 3, depois os elementos cuja soma dos índices dá 4 eassim por diante.

Como conseguimos escrever todos os elementos da matriz em forma de sequência, existeuma função de N no conjunto dos elementos de s, que associa os números 1, 2, 3, · · · aos
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elementos e11, e12, e21, e13, e22e31, e14, e23, e32, e41, · · · . A primeira linha da matriz (E1) estáem U e é enumerável, e portanto infinita. Assim, os elementos da sequência s formam umconjunto enumerável. Como U é um subconjunto desse conjunto resulta que U é enumerável,pelo Teorema 6.4.

�

Corolário 6.2
A união finita de conjuntos enumeráveis é enumerável.

Demonstração:Seja E1, E2, · · · , En uma coleção finita de conjuntos enumeráveis. Então, n⋃
i=1Ei = ∞⋃

i=1Ei em
que Ei = E1, ∀i > n. Pelo Teorema 6.5, a união infinita é enumerável, e, portanto, a uniãofinita também o é.

�

Teorema 6.6
Sejam A e B conjuntos enumeráveis. Então o produto cartesiano A × B é enumerável.

Demonstração:Sabemos que
A × B = {(a, b) | a ∈ A e b ∈ B}Para cada a ∈ A, seja Ba = {(a, b) | b ∈ B}. Como B é enumerável, seus elementos podemser organizados em uma sequência (b1, b2, b3, · · · ). Assim, os elementos de Ba podem serorganizados na sequência ((a, b1), (a, b2), (a, b3), · · · ), o que mostra que Ba é enumerável.

Mas A × B = ⋃
a∈A

Ba. Pelo Teorema 6.5, resulta que A × B é enumerável.
�

Teorema 6.7
O conjunto Q dos racionais é enumerável.

Demonstração:Podemos escrever
Q = {ab a, b ∈ Z, b > 0} .Denotando Z∗ = Z \ 0, podemos definir a função

f : Z× Z∗ −→ Q(a, b) 7−→ a
bComo Z e Z∗ são enumeráveis, Z × Z∗ também é enumerável, pelo Teorema 6.6. A imagemde um conjunto enumerável ou é finita, ou é enumerável. Assim, a imagem de f , que é oconjunto dos racionais, ou é finita, ou é enumerável. Mas a imagem de f contém todos osinteiros, pois f (n, 1) = n1 = n, ∀n ∈ Z. Logo, a imagem de f – Q – não é finita e tem queser enumerável, o que prova que Q é enumerável.

�
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Teorema 6.8
O intervalo [0, 1] não é enumerável.

Demonstração:Suponhamos, por absurdo, que [0, 1] seja enumerável. Então, todos os seus elementos podemser organizados como uma sequência (a1, a2, a3, · · · ). Seja
a1 = 0, b11b12b13 · · ·
a2 = 0, b21b22b23 · · ·
a3 = 0, b31b32b33 · · ·...

Considere, agora, o seguinte número real
c = 0, c1c2c3 · · · c1 6= a11, c2 6= a22, c3 6= a33, · · · .

Então, c ∈ [0, 1] e c 6= a1, c 6= a2, c 6= a3, · · · . Ou seja, c não é elemento da sequênciaque representaria todos os elementos do intervalo [0, 1]. Resulta, então, que não existe talsequência, ou seja, [0, 1] não é enumerável.
�

Corolário 6.3
R é não enumerável.

Demonstração:Como [0, 1] ⊂ R e é não enumerável, pelo Corolário 6.1, resulta que R não pode serenumerável.
�

Como R, um conjunto não enumerável, é a união de Q, que é enumerável, com osirracionais, concluímos que os irracionais são não enumeráveis.
6.8 Exercícios propostos

1. Seja A = {0, 12 , 23 , · · · , n − 1
n , · · ·

}
. Prove que inf A = 0 e supA = 1.

2. Prove que o conjunto dos inteiros ímpares é enumerável, estabelecendo uma bijeçãoentre N e este conjunto.
3. Considere os seguintes subconjuntos dos reais:
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A = [−5, 4) = {x ∈ R;−5 ≤ x < 4}
B = (2, 6) = {x ∈ R; 2 < x < 6}
C = (−∞, 1) = {x ∈ R; x < 1}
D = [−2,+∞) = {x ∈ R; x ≥ −2}

Determine os seguintes conjuntos:
(a) A ∪ B e A ∩ B(b) A ∪ C e A ∩ C(c) A ∪ D e A ∩ D(d) B ∪ C e B ∩ C(e) B ∪ D e B ∩ D(f ) C ∪ D e C ∩ D
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Parte III

Análise Combinatória
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Capítulo 7

Permutações e combinações simples de
objetos distintos

No estudo da Análise Combinatória, iremos trabalhar com conjuntos finitos eestudaremos diversas técnicas de contagem do número de elementos desses conjuntos. Dadoum conjunto qualquer A, representaremos por #A o número de elementos de A.
7.1 Princípio Fundamental da Adição

Sejam A e B conjuntos disjuntos em U. Vimos anteriormente que
A ∩ B = ∅ =⇒ #(A ∪ B) = #A+ #B (7.1)

A definição de conjuntos disjuntos se generaliza para mais de dois conjuntos. Nestecaso, devemos analisar a interseção de dois conjuntos de cada vez. Mais precisamente, dadauma coleção de conjuntos A1,A2,· · · ,Ak em U, dizemos que eles são disjuntos dois a dois se
Ai ∩ Aj = ∅ ∀i 6= j . Veja a Figura 7.1.

A1
A4

A5
A6 A7

A2 A3

Figura 7.1 – Conjuntos disjuntos dois a dois
Neste caso, a cardinalidade da união é dada pelo princípio fundamental da adição.

101
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Princípio Fundamental da Adição

Consideremos uma coleção de conjuntos disjuntos dois a dois, tais que #Ai = ni, i =1, 2, . . . , k . O princípio fundamental da adição estabelece que
Ai ∩ Aj = ∅ ∀i 6= j =⇒ #( k⋃

i=1Ai
) = k∑

i=1 #Ai = n1 + · · ·+ nk (7.2)

A seguir apresentamos alguns resultados, que são consequências diretas do princípiofundamental da adição.
• Como A ∪ Ac = Ω e A ∩ Ac = ∅, resulta que

#Ω = #A+ #Ac =⇒ #Ac = #Ω−#A (7.3)
• Sabemos também que A = (A \ B) ∪ (A ∩ B) e (A \ B) ∩ (A ∩ B) = ∅; resulta, então, que

#A = #(A \ B) + #(A ∩ B) =⇒ #(A \ B) = #A −#(A ∩ B) (7.4)
Analogamente, #(B \ A) = #B −#(A ∩ B) (7.5)
• Consideremos o caso geral em que A e B são conjuntos quaisquer. Podemos escrever

A ∪ B = A ∪ (B \ A)
Como A e B \ A são disjuntos, resulta que

#(A ∪ B) = #A+ #(B \ A)
Usando o resultado (7.5), concluímos que

#(A ∪ B) = #A+ #B −#(A ∩ B) (7.6)
Exemplo 7.1 Cardinalidade da união de 3 eventos finitosObtenha uma expressão para #(A∪B∪C ), onde A,B, C são conjuntos quaisquer com númerofinito de elementos.
Solução:
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#(A ∪ B ∪ C ) = #[(A ∪ B) ∪ C ]= #(A ∪ B) + #C −#[(A ∪ B) ∩ C )]= #A+ #B −#(A ∩ B) + #C −#[(A ∩ C ) ∪ (B ∩ C )]= #A+ #B −#(A ∩ B) + #C −#(A ∩ C )−#(B ∩ C ) + #(A ∩ C ∩ B ∩ C )

Logo,
#(A ∪ B ∪ C ) = #A+ #B + #C −#(A ∩ B)−#(A ∩ C )−#(B ∩ C ) + #(A ∩ C ∩ B ∩ C ) (7.7)

��

7.2 Princípio Fundamental da Multiplicação

Para ilustrar o segundo princípio fundamental da contagem, considere o experimentoque consiste no sorteio aleatório de um homem e uma mulher de um grupo de pessoasformado por três homens (h1, h2, h3) e cinco mulheres (m1, m2, m3, m4, m5). Quantos casaispodem ser formados com essas pessoas?
A seguir temos a relação de todos os casais que podem ser formados:

Ω =

h1m1, h1m2, h1m3, h1m4, h1m5,
h2m1, h2m2, h2m3, h2m4, h2m5,
h3m1, h3m2, h3m3, h3m4, h3m5,


Mas se estamos interessados apenas no número de casais, devemos notar que há cincocasais nos quais o homem é h1, cinco nos quais o homem é h2 e outros cinco nos quais ohomem é h3, perfazendo um total de 3 × 5 = 15 casais. Esse exemplo ilustra o princípio
fundamental da multiplicação.

Princípio Fundamental da Multiplicação

Se temos k decisões d1, d2, . . . , dk que podem ser tomadas de n1, n2, . . . , nk maneirasrespectivamente, então o número de maneiras de tomar as decisões d1 e d2 e · · · e dk é
n1 × n2 × · · · × nk .

Note que o princípio da multiplicação permite obter o número de casais sem ter quefazer essa enumeração enfadonha! Imagine se fossem 100 homens e 200 mulheres!
Exemplo 7.2 Números naturais de três algarismos distintosQuantos números naturais de três algarismos distintos existem?
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Solução:Para o primeiro algarismo (milhar), existem nove possibilidades, já que o zero não podeocupar a primeira posição. Para a segunda posição, escolhida a primeira, sobram novealgarismos (agora já podemos considerar o zero) e para a terceira, escolhidos os doisprimeiros, sobram oito algarismos. Logo, existem 9 × 9 × 8 = 648 números. (Já pensouo trabalho que seria listar todos eles?) ��

Exemplo 7.3 Portas de um prédioUm prédio possui oito portas. De quantas maneiras posso entrar e sair desse prédio, se nãoquero usar na saída a mesma porta que usei na entrada?
Solução:Para a entrada, posso escolher qualquer uma das oito portas. Escolhida a porta deentrada, sobram sete portas para a saída. Logo, existem 8 × 7 = 56 maneiras de entrar esair por portas diferentes. ��

Exemplo 7.4 Números pares de três algarismos distintosQuantos números pares de três algarismos distintos podemos formar com os algarismos 1,2, 3, 4, 5, 6?
Solução:Para que o número seja par, ele tem que terminar com 2, 4 ou 6. Seja, então, P o eventode interesse Vamos denotar por A2 o evento “número par que termina com 2” e de maneiraanáloga, definimos os eventos A4 e A6. Resulta que A2, A4 e A6 são mutuamente exclusivosdois a dois e P = A2∪A4∪A6. Pelo princípio da adição, resulta que n(P) = n(A2)+n(A4)+n(A6).

Para calcular n(A2), note que o último algarismo é 2 e sobram duas posições para serempreenchidas com algarismos distintos escolhidos entre 1, 3, 4, 5, 6. Para a primeira posição,temos cinco possibilidades; escolhida a primeira posição, sobram quatro para a segundaposição. Pelo principio fundamental da multiplicação existem 5×4 = 20 números pares comtrês algarismos distintos terminando com 2, ou seja, n(A2) = 20. Analogamente, n(A4) = 20e n(A6) = 20, o que implica que n(P) = 20 + 20 = 20 = 60. ��

7.3 Permutações

Consideremos quatro objetos distintos a1, a2, a3, a4. De quantas maneiras podemosordená-los? Vamos listar todas as possibilidades.
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a1a2a3a4 a1a2a4a3 a1a3a2a4 a1a3a4a2
a1a4a2a3 a1a4a3a2 a2a1a3a4 a2a1a4a3
a2a3a1a4 a2a3a4a1 a2a4a1a3 a2a4a3a1
a3a1a2a4 a3a1a4a2 a3a2a1a4 a3a2a4a1
a3a4a1a2 a3a4a2a1 a4a1a2a3 a4a1a3a2
a4a2a1a3 a4a2a3a1 a4a3a1a2 a4a3a2a1

Cada uma dessas ordenações é chamada uma permutação simples. Podemos ver que onúmero de tais permutações é bem grande. Note que, para apenas quatro objetos, temos 24permutações. O cálculo do número de permutações é uma consequência direta do princípioda multiplicação.
Consideremos, então, n objetos distintos a1, a2, . . . , an. Para a primeira posição, temos

n possibilidades. Para a segunda, escolhida a primeira, sobram n − 1 objetos. Para aterceira, escolhidas a primeira e a segunda posições, sobram n − 2 objetos. Continuando,para a última posição, escolhidas as n − 1 anteriores, sobra apenas 1 objeto.
Pelo princípio da multiplicação, o número total de permutações, que denotaremos por

Pn é n × (n − 1) × (n − 2) × · · · × 1, e esse número, por definição, é o fatorial de n. Temos,assim, o seguinte resultado.

Permutações simples

Dados n objetos distintos, o número de permutações simples de tais objetos é dado por
Pn = n × (n − 1)× (n − 2)× · · · × 2× 1 = n! (7.8)

Exemplo 7.5 FilasQuantas filas diferentes podemos formar com cinco crianças?
Solução:Essa é exatamente a definição de permutação. Logo, o número de filas é 5! = 5× 4× 3×2× 1 = 120. ��

Exemplo 7.6 Livros numa estanteTemos cinco livros de Estatística, três livros de Matemática Financeira e quatro livros deContabilidade. De quantas maneiras podemos organizar esses livros em uma prateleira?Qual seria a sua resposta se os livros do mesmo assunto tivessem que ficar juntos?
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Solução:Ao todo, há 12 livros; logo, se não é necessário agrupar por assunto, existem 12! =479.001.600 maneiras de organizar os livros.

Se os livros do mesmo assunto têm que ficar juntos, devemos observar que, primeiro,temos que contar as maneiras como podemos organizar os assuntos. Como são três assuntos,há 3! = 6 maneiras de organizar os assuntos. Para os livros de Estatística, há 5! = 120maneiras de organizá-los; para os livros de Matemática Financeira, 3! = 6 maneiras, e paraos livros de Contabilidade, 4! = 24 maneiras.
Pelo princípio fundamental da multiplicação, o número total de maneiras de organizaros 12 livros de modo que os livros do mesmo assunto fiquem juntos é 6×6×120×24 = 103.680maneiras. Note que é razoável que esse número seja menor, pois estamos impondo condiçõesrestritivas na organização. ��

Exemplo 7.7 Assentos num bancoCinco moças e cinco rapazes têm que se sentar em cinco bancos de dois lugares, de modoque em cada banco fique uma moça e um rapaz. De quantas maneiras podemos fazer isso?
Solução:Comecemos com as meninas. A primeira menina pode escolher qualquer dos 10 lugares.Logo, ela tem 10 possibilidades. Já a segunda menina só tem 8 possibilidades, porque elanão pode sentar junto com a primeira. Analogamente, a terceira menina tem 6 possibilidades,a quarta tem 4 e a quinta tem 2 possibilidades.

Definidas as posições das meninas, temos cinco rapazes para sentar em cinco lugares,o que pode ser feito de 5! maneiras. Logo, o número total de possibilidades, pelo princípiofundamental da multiplicação, é 10× 8× 6× 4× 2× 5! = 3.840× 120 = 460.800. ��

Exemplo 7.8 Anagramas1 de TEORIAConsidere a palavra TEORIA.
1. Quantos anagramas podemos formar?
2. Quantos anagramas começam com a letra T?
3. Quantos anagramas começam com a letra T e terminam com A?
4. Quantos anagramas têm todas as vogais juntas?

Solução:Note que o conceito de anagrama é o mesmo de permutação.
1. Como há seis letras diferentes, o número de anagramas é 6! = 6×5×4×3×2×1 = 720.
1Anagrama: Palavra ou frase formada pela transposição das letras de outra palavra ou frase. “E dizem que a Iracemado romance de Alencar é o anagrama de América” (João Ribeiro, Curiosidades verbais, p. 76).
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2. Fixada a letra T na primeira posição, as outras cinco podem ser organizadas de 5! = 120maneiras diferentes.
3. Fixadas a primeira e a última letras, as outras quatro podem ser organizadas de 4! = 24maneiras.
4. Temos quatro vogais. Esse bloco pode ser organizado de 4! = 24 maneiras. Para juntaresse bloco com as duas consoantes, há 3! = 6 maneiras diferentes. Logo, o númerototal é 24× 6 = 144.

��

7.4 Arranjos

Na definição de permutação, consideramos ordenações de todos os objetos. Mas épossível que queiramos ordenar apenas k dos n objetos, onde k ≤ n. Nesse caso, temos adefinição de arranjo simples.
Suponhamos, por exemplo, que quatro pessoas serão sorteadas dentre dez. Quantasfilas podemos formar com as quatro pessoas sorteadas?
Como no caso das permutações, para a primeira posição da fila temos disponíveisas 10 pessoas. Para a segunda, temos 9; para a terceira, temos 8, e para a quarta eúltima posição, temos 7. Logo, o número total de filas com as quatro pessoas sorteadas é10× 9× 8× 7 = 5.040.
Note que, para a quarta posição, já escolhemos as três anteriores; assim, sobramapenas (10− 3) = [10− (4− 1)]. Uma outra observação interessante é a seguinte:

10× 9× 8× 7 = (10× 9× 8× 7)× (6× 5× 4× 3× 2× 1)(6× 5× 4× 3× 2× 1)= (10× 9× 8× 7)× 6!6!= 10!6! = 10!(10− 4)!
Vamos ver, agora, o caso geral. Para calcular o número de arranjos de k dentre nobjetos distintos, devemos notar que, para a primeira posição, existem n possibilidades. Paraa segunda, n− 1 possibilidades. Para a k-ésima e última posição, já foram escolhidos k − 1objetos; portanto, sobram n−(k−1), ou seja, para a k-ésima posição, há n−(k−1) = n−k+1possibilidades.
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Logo, o número total de arranjos de k elementos, tomados dentre n objetos distintos é

n × (n − 1)× · · · × (n − k + 1). Vamos denotar por Akn esse número.
Akn = n × (n − 1)× · · · × (n − k + 1)

Vamos usar o mesmo artifício para obter uma expressão mais compacta essa fórmula.
Akn = n × (n − 1)× · · · × [n − (k − 1)]= n × (n − 1)× · · · × [n − (k − 1)]× (n − k)!(n − k)! =

= n × (n − 1)× · · · × (n − k + 1)× (n − k)× (n − k − 1)× · · · × 2× 1(n − k)! =
= n!(n − k)!

Arranjos simples

Dados n objetos distintos, o número de arranjos simples de k objetos dentre n, denotadopor Akn, é
Akn = n!(n − k)! (7.9)

É importante notar que, sendo a definição de arranjo uma generalização de permutação(note que uma permutação é um arranjo em que k = n), a ordem dos elementos é relevante,ou seja, a1a2a3 é diferente de a3a1a2.
Exemplo 7.9 Campeonato de futebolEm um campeonato de futebol, concorrem 20 times. Quantas possibilidades existem para ostrês primeiros lugares?
Solução:A resposta é A320, pois a ordem faz diferença nesse caso. Note que

A320 = 20!17! = 20× 19× 18× 17!17! = 20× 19× 18 = 6.840
��

Exemplo 7.10 ComissõesDe um grupo de 15 pessoas deve ser extraída uma comissão formada por um presidente, umvice-presidente e um secretário. Quantas comissões é possível formar?
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Solução:A ordem aqui importa, já que os cargos não são equivalentes. Assim, a solução é

A315 = 15!12! = 12× 11× 10 = 1320
��

Exemplo 7.11 Segredo de cofreO segredo de um cofre é formado por uma sequência de três dígitos escolhidos entre 0,1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Suponha que uma pessoa saiba que o segredo é formado por trêsalgarismos distintos. Qual o número máximo de tentativas que ela terá de fazer para abriro cofre?
Solução:Nos segredos de cofre, a ordem importa. Como os algarismos são distintos, a resposta é
A310 = 10× 9× 8 = 720 ��

7.5 Combinações simples

Vamos considerar agora, a situação análoga a um arranjo, mas onde a ordem nãoimporta, ou seja, a1a2a3 é igual a a3a1a2.
A título de ilustração, consideremos a situação na qual temos cinco objetos distintosdos quais vamos selecionar três. Como visto, o número de arranjos é 5!2! = 60. Vamos listá-los.

Objetos envolvidos(1,2,3) (1,2,4) (1,2,5) (1,3,4) (1,3,5) (1,4,5) (2,3,4) (2,3,5) (2,4,5) (3,4,5)a1a2a3 a1a2a4 a1a2a5 a1a3a4 a1a3a5 a1a4a5 a2a3a4 a2a3a5 a2a4a5 a3a4a5a1a3a2 a1a4a2 a1a5a2 a1a4a3 a1a5a3 a1a5a4 a2a4a3 a2a5a3 a2a5a4 a3a5a4a2a1a3 a2a1a4 a2a1a5 a3a1a4 a3a1a5 a4a1a5 a3a2a4 a3a2a5 a4a2a5 a4a3a5a2a3a1 a2a4a1 a2a5a1 a3a4a1 a3a5a1 a4a5a1 a3a4a2 a3a5a2 a4a5a2 a4a5a3a3a1a2 a4a1a2 a5a1a2 a4a1a3 a5a1a3 a5a1a4 a4a2a3 a5a2a3 a5a2a4 a5a3a4a3a2a1 a4a2a1 a5a2a1 a4a3a1 a5a3a1 a5a4a1 a4a3a2 a5a3a2 a5a4a2 a5a4a3

Esta listagem está organizada de modo que, em cada coluna, os objetos envolvidossão os mesmos. Note o seguinte: como a ordem não importa, os elementos de cada colunasão iguais, ou seja, só precisamos de um deles. Mas em cada coluna temos as permutaçõesdos três objetos envolvidos. Logo, o número de elementos em cada coluna neste exemplo é3! = 6. Como só precisamos de um de cada 3!, o número total é603! = 5!2!3! .
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Ilustramos com esse exemplo o conceito e o cálculo do número de combinações simplesde n elementos distintos tomados k a k . Dado um conjunto de n elementos distintos, a

combinação dos n elementos tomados k a k nos dá o número de subconjuntos com kelementos (note que, em um conjunto, a ordem dos elementos não importa).

Combinações simples

Dados n objetos distintos, o número de combinações simples de k elementos tomados dentreos n é
C kn = Akn

k! = n!(n − k)!k! = (nk
) (7.10)

O número (nk) é chamado número ou coeficiente binomial, ou ainda, número combinatório.
Note a diferença: no conceito de arranjo, estamos lidando com sequências de kelementos, enquanto no conceito de combinação, estamos lidando com subconjuntos. Nassequências, a ordem dos elementos é relevante, mas não nos subconjuntos.

Exemplo 7.12 ComissãoDe um grupo de oito homens e cinco mulheres devem ser escolhidos três homens e trêsmulheres para formar uma comissão. Quantas comissões podem ser formadas se João eMaria, que pertencem ao grupo original, não aceitam participar em conjunto da comissão?
Solução:O número total de comissões é (83

)
×
(53
) = 560,. O número de comissões em que Mariae João estão juntos é dado por(72

)
×
(42
) = 7!2!5! × 4!2!2! = 7× 62 × 4× 32 = 126

Logo, o número de comissões em que João e Maria não estão juntos é 560−126 = 434. ��
Exemplo 7.13 Cartas de um baralhoDe quantas maneiras podemos retirar três cartas de um baralho normal de 52 cartas demodo que

1. todas as três sejam do naipe de espadas?
2. todas as três sejam do mesmo naipe?
3. todas as três sejam de naipes diferentes?.

Solução:
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1. Existem 13 cartas de espadas. Seja n o número de mãos de 3 cartas, todas de espadas.Então,

n = (133
) = 13!3!10! = 13× 12× 113× 2 = 286

2. O mesmo cálculo feito no item anterior vale para os 4 naipes. Seja m o número demãos de 3 cartas, todas de um mesmo naipe. Então,
m = 286 + 286 + 286 + 286 = 286× 4 = 1144

Note que podemos somar porque os conjuntos de mãos de 3 cartas de cada um dosnaipes são disjuntos.
3. Seja p o número de mãos de 3 cartas, todas de naipes diferentes. Para a primeiracarta, temos 52 possibilidades – qualquer carta serve. Para a segunda carta, temosque excluir as cartas do naipe da primeira; logo, sobram 39. Para a terceira, temosque excluir as cartas dos dois naipes anteriores; logo, sobram 26. Pelo princípio damultiplicação, resulta que

p = 52× 39× 26 = 52.728.
, e Note que “três cartas de naipes diferentes” e “três cartas do mesmo naipe” não sãocomplementares, pois, por exemplo, a sequência CCE pertence ao complementar de“três cartas do mesmo naipe”, mas não pertence a “três cartas de naipes diferentes”.

��

Exemplo 7.14 Mega-senaNo jogo da Mega-Sena da Caixa Econômica Federal, o apostador deve escolher no mínimoseis e no máximo 15 números diferentes entre 1 e 60. Um jogo simples consiste na escolhade 6 números e os preços das apostas se baseiam no número de jogos simples em cadacartão. Qual é o número total de jogos simples distintos? Num cartão com 15 númerosmarcados, quantos são os jogos simples? Se cada jogo simples custa R$1,50, qual o preçode um cartão com 15 números marcados?
Solução:Note que, na Mega-Sena, a ordem não importa; logo, o número total de jogos simples é(606

) = 60!6!54!= 60× 59× 58× 57× 56× 55× 54!6× 5× 4× 3× 2× 1× 54!= 50.063.860
Isso significa que a sua chance de acertar a sena é 150.063.860 = 0, 000000019974.
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Num cartão com 15 números marcados, o número de jogos simples é(156

) = 15× 14× 13× 12× 11× 10× 9!6× 5× 4× 3× 2× 1× 9! = 5005
e, assim, o preço desse cartão é 1, 50× 5005 = 7507, 5. ��

Exemplo 7.15 Time de futebolPara a seleção brasileira foram convocados 2 goleiros, 6 zagueiros, 7 meios-de-campo e 4atacantes. De quantos modos é possível escalar a seleção com 1 goleiro, 4 zagueiros, 4meios-de-campo, e 2 atacantes?
Solução:(21

)
×
(64
)
×
(74
)
×
(42
) = 6.300 ��

Exemplo 7.16 TorneiosEm um torneio no qual cada participante enfrenta todos os demais, são jogadas 780 partidas.Quantos são os participantes?
Solução:Cada jogador tem n − 1 oponentes. Logo, existem n × (n − 1) maneiras de selecionar doisparticipantes. Como a ordem dos dois selecionados não importa, o número total de partidasé n × (n − 1)2 . Logo,

n × (n − 1)2 = 780⇒ n2 − n − 1.560 = 0⇒ n = 1±√1 + 6.2402 = 1± 792
As raízes de tal equação são n = 40 e n = −39. Como n tem que ser positivo, a soluçãoé n = 40 partidas. ��

7.6 Exercícios propostos

1. Quantos números pares de três algarismos distintos podemos formar com os algarismos1, 3, 6, 7, 8, 9?
2. Quantos inteiros entre 1000 e 9999 têm dígitos distintos e

(a) são pares?(b) consistem apenas de dígitos ímpares?
3. De quantas maneiras podemos escolher 3 números naturais distintos de 1 a 30, demodo que a soma dos números escolhidos seja par?
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4. Determine o valor de n se

(a) A2
n = 72(b) A4
n = 42A2

n(c) 4A2
n = A32n5. Numa promoção beneficente, 22 pessoas estão disponíveis para exercer diversasatividades. Se há necessidade de 6 pessoas na cozinha, 4 pessoas no balcão de atendimento, 4 pessoas para os caixas, 6 pessoas para vender cartelas de bingo e 2pessoas responsáveis pela animação, de quantas maneiras é possível fazer a escalação?

6. Suponha que, no problema anterior, cada pessoa execute uma tarefa diferente no seupróprio grupo, com exceção das pessoas que vendem cartelas de bingo. De quantasmaneiras diferentes a escalação pode ser feita?
7. Considere as letras da palavra PERMUTA. Quantos anagramas de 4 letras podem serformados, se

(a) não há qualquer restrição sobre as letras do anagrama?(b) o anagrama começa e termina por vogal?(c) a letra R aparece?(d) a letra T aparece e o anagrama termina por vogal?(e) a letra T aparece ou o anagrama termina por vogal?
8. Quantos números formados por 3 algarismos distintos escolhidos dentre 2, 4, 6, 5, 9contêm o 2 ou não contêm o 6?
9. Quantos anagramas da palavra PASTEL começam e terminam com consoante?

10. Temos 15 livros, dos quais 4 são de Estatística. De quantas maneiras podemos coloca-los numa prateleira, de modo que os livros de Estatística fiquem sempre juntos?
11. Mostre que (n+ 2)! + (n+ 1)(n − 1)!(n+ 1)(n − 1)! é um quadrado perfeito.
12. Um grupo é formado por 20 pessoas, das quais 5 são Físicos. Quantas comissões de10 pessoas podem ser formadas de modo que

(a) nenhum membro seja Físico?(b) todos os Físicos participem da comissão?(c) haja exatamente um Físico na comissão?(d) pelo menos um Físico participe da comissão?
13. De quantas maneiras 12 estudantes podem ser divididos e colocados em 3 salas, sendo4 na primeira sala, 5 na segunda e 3 na terceira?
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14. Em uma urna há 15 bolas numeradas de 1 a 15. Três bolas são retiradas da urnasem reposição, anotando-se a sequência dos números das bolas. Em quantas dessassequências

(a) o menor número é 7 ?(b) o maior número é 7 ?
15. Quantas coleções não vazias de letras podem ser formadas com n A’s, n B’s, n C’s e nD’s?
16. Quantos números distintos podem ser formados pelo produto de dois ou mais númerosdo multiconjunto2 3, 4, 4, 5, 5, 6, 7, 7, 7?
17. Um coro possui 10 membros. De quantas maneiras se pode selecionar 3 grupos distintosde 6 membros cada, por ocasião de 3 eventos distintos?
18. De quantas maneiras 18 objetos distintos podem ser divididos entre 5 pessoas de modoque

(a) 4 pessoas fiquem com 4 objetos cada e uma fique com 2 objetos?(b) 3 pessoas recebam 4 objetos cada e as outras duas recebam 3 objetos cada?
19. De um grupo de n pessoas, k (k ≤ n) serão escolhidas para um comitê, das quais umaserá o presidente do comitê. Neste contexto, interprete cada uma das expressões:

(a) (
n
k

)
· k

(b) (
n

k − 1
)
· (n − k + 1)

(c)
n ·
(
n − 1
k − 1

)
Conclua e demonstre que(

n
k

)
· k = ( n

k − 1
)
· (n − k + 1) = n ·

(
n − 1
k − 1

)
20. Quantos são os divisores inteiros e positivos 360? Quantos deles são pares? Quantosdeles são ímpares? Quantos são quadrados perfeitos?

2denominação utilizada para conjuntos que consideram relevante, em sua composição, o número de cópias de cadaelemento



Capítulo 8

Triângulo de Pascal e Binômio de Newton

8.1 Triângulo de Pascal e Binômio de Newton

O triângulo de Pascal é um quadro em formato de um triângulo (que consideraremosretângulo para facilitar a exibição), formado pelos números binomiais dispostos da seguinteforma: na hipotenusa, todos os elementos são iguais a 1, bem como no cateto vertical:Linha0 11 1 12 1 13 1 14 1 15 1 16 1 1... ...
Cada elemento no interior do triângulo é obtido como a soma do elementoimediatamente acima e do primeiro elemento acima à esquerda; o processo recursivo deconstrução se faz linha a linha, iniciando-se na segunda linha, conforme ilustrado a seguir:Linha0 11 1 12 1 2 13 1 14 1 15 1 16 1 1... ...

115
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Linha0 11 1 12 1 2 13 1 3 14 1 15 1 16 1 1... ...

Linha0 11 1 12 1 2 13 1 3 3 14 1 15 1 16 1 1... ...
Linha0 11 1 12 1 2 13 1 3 3 14 1 4 15 1 16 1 1... ...

Linha0 11 1 12 1 2 13 1 3 3 14 1 4 6 15 1 16 1 1... ...

Linha0 11 1 12 1 2 13 1 3 3 14 1 4 6 4 15 1 16 1 1... ...
Continuando com esse procedimento, obtém-se o triângulo de Pascal a seguir (noteque esse triângulo tem infinitas linhas e infinitas colunas...)

Linha0 11 1 12 1 2 13 1 3 3 14 1 4 6 4 15 1 5 10 10 5 16 1 6 15 20 15 6 1... ...
Os números que aparecem em cada linha do triângulo são os números binomiais,definidos no capítulo anterior. Numerando as linhas e colunas do triângulo a partir dezero, o elemento da linha n e coluna k é (nk

). Então, em cada linha n, os elementos vão
desde (n0

) até (nn
)
.
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0 1 2 3 4 5 6 · · · 0 1 2 3 4 5 6 · · ·0 1 (00)1 1 1 (10) (11)2 1 2 1 (20) (21) (22)3 1 3 3 1 (30) (31) (32) (33)4 1 4 6 4 1 (40) (41) (42) (43) (44)5 1 5 10 10 5 1 (50) (51) (52) (53) (54) (55)6 1 6 15 20 15 6 1 (60) (61) (62) (63) (64) (65) (66)...

Existem vários resultados sobre os números combinatórios e várias propriedadesassociadas às linhas e colunas do triângulo de Pascal. A propriedade utilizada na construçãodo triângulo é a propriedade já vista dos números binomiais, chamada Relação de Stifel.
Teorema 8.1 Relação de Stifel
A soma de dois elementos consecutivos de uma mesma linha é igual ao elemento situado

abaixo da última parcela, ou seja(
n
k

)+( n
k + 1

) = (n+ 1
k + 1

) (8.1)
Demonstração:

(
n
k

)+( n
k + 1

) = n!
k! (n − k)! + n!(k + 1)! (n − k − 1)! =

= n!
k! (n − k) (n − k − 1)! + n!(k + 1) k! (n − k − 1)! =

= n! (k + 1) + n! (n − k)[(k + 1) k!] [(n − k) (n − k − 1)!] = n! (k + 1 + n − k)(k + 1)! (n − k)! =
= n! (n+ 1)(k + 1)! (n − k)! = (n+ 1)!(k + 1)! (n − k)! = (n+ 1

k + 1
)

�

Considere a n-ésima linha do triângulo de Pascal e seja k < n. Então, (nk) é o elementoque está na linha n avançado de k colunas em relação ao início da linha; já ( n
n−k
) é oelemento que está na linha n atrasado de k colunas em relação ao final da linha. Númeroscombinatórios como (nk) e ( n

n−k
) são chamados combinações complementares.

Teorema 8.2 Relação das Combinações Complementares
Em uma mesma linha do triângulo de Pascal, elementos equidistantes dos extremos são
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iguais, ou seja: (

n
k

) = ( n
n − k

) (8.2)
Demonstração: (

n
n − k

) = n!(n − k)! [n − (n − k)]! = n!
k! (n − k)! = (nk

)
�

Teorema 8.3 Teorema das Linhas
A soma dos elementos da n-ésima linha é igual a 2n, ou seja:

(
n0
) + (n1

) + (n2
) + · · ·+( n

n − 1
) + (nn

) = 2n (8.3)
Em termos de somatório:

n∑
j=0
(
n
j

) = 2n
Demonstração:Como visto, o número combinatório (nk

) dá o número de subconjuntos de tamanho k de umconjunto de tamanho n. Assim, na expressão (8.3), cada número combinatório dá o númerode subconjuntos de determinado tamanho e a soma deles dá o número total de subconjuntosde um conjunto de tamanho n. Mas para formar subconjuntos de tal conjunto podemos usaro seguinte artifício: cada elemento pode ser marcado com um + para indicar que pertenceao subconjunto, ou com um −, para indicar que não pertence ao subconjunto. O númerototal de formas de fazer isso é 2 × 2 × 2 × · · · × 2 = 2n e isso prova que o número total desubconjuntos de um conjunto de tamanho n é 2n e isso completa a prova.
�

Teorema 8.4 Teorema das colunas
A soma dos elementos de uma coluna do triângulo de Pascal, começando da primeira linha, é

igual ao elemento que está avançado uma linha e uma coluna em relação ao último elemento
da soma, ou seja: (

k
k

)+(k + 1
k

)+ · · ·+(k + n
k

) = (k + n+ 1
k + 1

)
Em termos de somatório:

n∑
j=0
(
k + j
k

) = (k + n+ 1
k + 1

)
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Demonstração:Vamos aplicar a relação de Stifel aos elementos da coluna k + 1, a partir da primeira linhadesta coluna: (

k + 1
k + 1

) = (
k
k

)
(
k + 2
k + 1

) = (
k + 1
k

)+(k + 1
k + 1

)
(
k + 3
k + 1

) = (
k + 2
k

)+(k + 2
k + 1

)
(
k + 4
k + 1

) = (
k + 3
k

)+(k + 3
k + 1

)
...(

k + n − 1
k + 1

) = (
k + n − 2

k

)+(k + n − 2
k + 1

)
(
k + n
k + 1

) = (
k + n − 1

k

)+(k + n − 1
k + 1

)
(
k + n+ 1
k + 1

) = (
k + n
k

)+(k + n
k + 1

)
Somando essas igualdades termo a termo, podemos ver que há parcelas iguais em ladosopostos, que podem ser simplificadas. Todos os termos do lado esquerdo, com exceção doúltimo, cancelam com termos do lado direito e o que sobra é:(
k + n+ 1
k + 1

) = (kk
)+(k + 1

k

)+(k + 2
k

)+(k + 3
k

)+· · ·+(k + n − 2
k

)+(k + n − 1
k

)+(k + n
k

)
ou seja

n∑
j=0
(
k + j
k

) = (k + n+ 1
k + 1

)
o que completa a prova.

�

Teorema 8.5 Binômio de Newton
Dados quaisquer números reais x e a e um inteiro qualquer n, então

(x + a)n = n∑
k=0
(
n
k

)
akxn−k (8.4)

Demonstração:Vamos provar este resultado usando o método da indução.
• O resultado é válido para n = 1. De fato:(x + a)1 = x + a1∑

k=0
(
n
k

)
akxn−k = (10

)
x +(11

)
a = x + a
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• Suponhamos que o resultado seja válido para n qualquer e vamos provar que é válidopara n+ 1. Mais precisamente, temos as seguintes hipótese de indução e tese:

H.I. : (x + a)n = n∑
k=0
(
n
k

)
akxn−k

Tese : (x + a)n+1 = n+1∑
k=0
(
n+ 1
k

)
akxn+1−k

Usando propriedades de potência e a hipótese de indução, podemos escrever:
(x + a)n+1 = (x + a)(x + a)n

= (x + a) n∑
k=0
(
n
k

)
akxn−k

= n∑
k=0
(
n
k

)
akxn−k+1 + n∑

k=0
(
n
k

)
ak+1xn−k

Vamos separar o primeiro termo (k = 0) do primeiro somatório e o último termo (k = n)do segundo somatório:
(x + a)n+1 = [(

n0
)
a0xn−0+1 + n∑

k=1
(
n
k

)
akxn−k+1] + [n−1∑

k=0
(
n
k

)
ak+1xn−k +(nn

)
an+1xn−n

]

= [(
n0
)
a0xn+1 + n∑

k=1
(
n
k

)
akxn−k+1] + [n−1∑

k=0
(
n
k

)
ak+1xn−k +(nn

)
an+1x0]

Note que ambos os somatórios têm n parcelas cada um. Vamos fazer uma mudança devariável no segundo somatório, de modo que a potência de a passe a ser j em vez de
k + 1. Mais precisamente, vamos definir

k + 1 = j ⇒


k = j − 1
k = 0⇒ j = 1
k = n − 1⇒ j = n

(x + a)n+1 = [(
n0
)
a0xn+1 + n∑

k=1
(
n
k

)
akxn−k+1] +  n∑

j=1
(

n
j − 1

)
ajxn−j+1 +(nn

)
an+1x0


= [(

n0
)
a0xn+1 + n∑

k=1
(
n
k

)
akxn−k+1] + [ n∑

k=1
(

n
k − 1

)
akxn−k+1 +(nn

)
an+1x0]
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Aqui, apenas trocamos o índice j por k . Note que as potências de a e x são as mesmasem ambos os somatórios. Logo, podemos colocar em evidência num único somatório:

(x + a)n+1 = (
n0
)
a0xn+1 +{ n∑

k=1
[(
n
k

)+( n
k − 1

)]
akxn−k+1}+(nn

)
an+1x0

Note, agora, os números combinatórios que aparecem entre colchetes: estamossomando 2 números combinatórios consecutivos da linha n. Pela relação de Stifel,sabemos que (
n
k

)+( n
k − 1

) = (n+ 1
k

)
Sabemos, também, que (

n0
) = (n+ 10

)
(
n
n

) = (n+ 1
n+ 1

)
Substituindo esses resultados, obtemos que

(x + a)n+1 = (
n+ 10

)
a0xn+1 + n∑

k=1
(
n+ 1
k

)
akxn−k+1 +(n+ 1

n+ 1
)
an+1x0

= n+1∑
k=0
(
n+ 1
k

)
akxn−k+1

o que completa a prova.
�

Na expansão do Binômio de Newton, podemos escrever
(x +a)n = (n0

)
x0an +(n1

)
x1an−1 +(n2

)
x2an−2 + · · ·+(nn

)
xna0 = T1 + T2 + T3 + · · ·+ Tn+1

ou seja,
Ti+1 = (ni

)
x ian−i i = 0, . . . , n.

Exemplo 8.1Calcule o quinto termo da expansão de (2 + 3x)9.
Solução:
i+ 1 = 5⇒ i = 4 e

T5 = (94
)24(3x)9−4 = 126 · 16 · 243 · x5 = 489888x5

��
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8.1.1 Aplicações

1. Note que, fazendo x = 1 e a = 1 na equação (8.4), obtemos que
2n = n∑

k=0
(
n
k

)
o que nos dá uma outra prova do teorema das linhas.

2. Note que, fazendo x = 1 e a = −1 na equação (8.4), obtemos que
n∑
k=0 (−1)k (n

k

) = 0
3. Fórmula de Euler:

r∑
k=0
(
m
k

)(
n

r − k

) = (m+ n
r

) (8.5)
Essa fórmula pode ser considerada verdadeira para quaisquer valores de m,n, r desdeque adotemos a convenção de que (nr

) = 0 para r > n.
Para demonstrar esse resultado usando argumentos combinatórios, suponha umconjunto com n+m elementos, de modo quem desses elementos estão em uma categoriaI e os n elementos restantes estão em outra categoria II.Vamos expandir o termo do lado esquerdo:(

m0
)(
n
r

)+(m1
)(

n
r − 1

) + (m2
)(

n
r − 2

) + · · ·+(mr
)(
n0
) = (m+ n

r

)
O termo do lado direito da expressão nos dá o número de subconjuntos deste conjuntocom r elementos. O primeiro termo da soma do lado esquerdo nos dá o número desubconjuntos com nenhum elemento da categoria I e r elementos da categoria II; osegundo termo nos dá o número de subconjuntos com exatamente um elemento dacategoria I e r − 1 elementos da categoria II; o terceiro termo nos dá o número desubconjuntos com exatamente dois elementos da categoria I e r − 2 elementos dacategoria II e, sucessivamente, o último termo nos dá o número de subconjuntos comexatamente r elementos da categoria I e nenhum elemento da categoria II. Somandoesses termos, obtemos o número total de subconjuntos com r elementos, que é (m+ n

r

)
.

4. Vamos mostrar que
n∑
k=1 k

(
n
k

) = n2n−1
De fato:

n∑
k=1 k

(
n
k

) = n∑
k=1 k

n!
k!(n − k)! = n∑

k=1 k
n!

k(k − 1)!(n − k)!
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Como k 6= 0, podemos dividir ambos os termos por k, o que resulta

n∑
k=1 k

(
n
k

) = n∑
k=1

n!(k − 1)!(n − k)! = n∑
k=1

n(n − 1)!(k − 1)!(n − k)!
= n

n∑
k=1

(n − 1)!(k − 1)!(n − k)!Fazendo a mudança de variável k − 1 = j, podemos escrever (note os índices dosomatório!):
n∑
k=1 k

(
n
k

) = n
n−1∑
j=0

(n − 1)!
j!(n − j − 1)! = n

n−1∑
j=0

(n − 1)!
j!(n − 1− j)! = n

n−1∑
j=1
(
n − 1
j

) = n2n−1
usando o resultado (8.3).

5. Vamos mostrar que
n∑
k=2 k(k − 1)(nk

) = n(n − 1)2n−2
De fato: fazendo k − 1 = j, podemos escrever

n∑
k=2 k(k − 1)(nk

) = n−1∑
j=1 (j + 1)j( n

j + 1
) = n−1∑

j=1 (j + 1)j n!(j + 1)!(n − j − 1)!
= n−1∑

j=1 (j + 1)j n!(j + 1)j!!(n − j − 1)! = n−1∑
j=1 j

n!
j(j − 1)!(n − j − 1)!

= n−1∑
j=1

n!(j − 1)!(n − j − 1)!
Fazendo j − 1 = i

n∑
k=2 k(k − 1)(nk

) = n−1∑
j=1

n!(j − 1)!(n − j − 1)! = n−2∑
i=0

n!
i!(n − i − 2)!

= n−2∑
i=0

n(n − 1)(n − 2)!
i!(n − 2− i)! = n(n − 1) n−2∑

i=0
(
n − 2
i

) = n(n − 1)2n−2
Mais uma vez, usamos o teorema das linhas.

6. Se n é par, então(
n1
) + (n3

) + · · ·+( n
n − 1

) = (n0
) + (n2

) + (n4
) + · · ·+(nn

)
De fato: o desenvolvimento do binômio de Newton nos dá que

(x + a)n = (
n0
)
a0xn +(n1

)
a1xn−1 +(n2

)
a2xn−2

+ · · ·+( n
n − 1

)
an−1x1 +(nn

)
anx0

≡ T0 + T1 + T2 + · · ·+ Tn−1 + Tn
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em que

Tk = (nk
)
akxn−k

Analogamente, se n é par
(x − a)n = (

n0
)(−a)0xn +(n1

)(−a)1xn−1 +(n2
)(−a)2xn−2

+ · · ·+( n
n − 1

)(−a)n−1x1 +(nn
)(−a)nx0

≡ T0 − T1 + T2 + · · · − Tn−1 + Tn
Então, (x + a)n + (x − a)n = 2(T0 + T2 + · · ·+ Tn−2 + Tn)e (x + a)n − (x − a)n = 2(T1 + T3 + · · ·+ Tn−3 + Tn−1)Fazendo x = a = 1, resulta que

2n = 2(T0 + T2 + · · ·+ Tn−2 + Tn) = 2 [(n0
) + (n2

) + (n4
) + · · ·+(nn

)]
2n = 2(T1 + T3 + · · ·+ Tn−3 + Tn−1) = 2 [(n1

) + (n3
) + · · ·+( n

n − 1
)]

Logo, se n é par(
n0
) + (n2

) + (n4
) + · · ·+(nn

) = (n1
) + (n3

) + · · ·+( n
n − 1

) = 2n−1

7. Números de Fibonacci e o triângulo de PascalA sequência {Fn} de Fibonacci é definida recursivamente como
F1 = 1
F2 = 1

Fn = Fn−2 + Fn−1
Os números da sequência de Fibonacci Fn podem ser obtidos como a soma doselementos da n−ésima “diagonal inversa” do triângulo de Pascal. Veja a Figura 8.1.
Fn = (

n0
) + (n − 11

) + (n − 22
) + (n − 33

) + · · ·(n − n2
n2
)

n par
Fn = (

n0
) + (n − 11

) + (n − 22
) + (n − 33

) + · · ·(n − n−12
n−12

)
n ímpar

Cada número na sequência de Fibonacci é a soma dos dois números anteriores, isto é:
Fn+2 = Fn + Fn+1
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F0=1 1

F1=1 1 1

F2=2 1 2 1

F3=3 1 3 3 1

F4=5 1 4 6 4 1

F5=8 1 5 10 10 5 1

F6=13 1 6 15 20 15 6 1

F7=21 1 7 21 35 35 21 7 1

Figura 8.1 – Números de Fibonacci no Triângulo de Pascal
De fato: sem perda de generalidade, vamos supor n par (logo, n+ 1 é ímpar e n+ 2 épar.)
Fn + Fn+1 = [(

n0
) + (n − 11

) + (n − 22
) + (n − 33

) + · · ·(n − (n2 − 1)
n2 − 1

) + (n − n2
n2
)] +[(

n+ 10
) + (n1

) + (n − 12
) + (n − 23

) + · · ·+(n+ 1− n+1−12
n+1−12

)]
= [(

n0
) + (n − 11

) + (n − 22
) + (n − 33

) + · · ·(n+ 1− n2
n2 − 1

) + (n − n2
n2
)] +[(

n+ 10
) + (n1

) + (n − 12
) + (n − 23

) + · · ·+(n+ 1− n2
n2

)]
= (

n+ 10
) + [(n0

) + (n1
)] + [(n − 11

) + (n − 12
)] + [(n − 22

) + (n − 23
)] + · · ·+[(

n+ 1− n2
n2 − 1

) + (n+ 1− n2
n2

)] + (n − n2
n2
)

= (
n+ 10

) + (n+ 11
) + (n2

) + (n − 13
) + · · ·+(n+ 2− n2

n2
)+(n − n2

n2
)

Note os seguintes fatos:(
n+ 10

) = (
n+ 20

)
n par =⇒ n = 2× n2 =⇒ (

n − n2
n2
) = (n2

n2
) = (n+ 2− n+22

n+22
) = (n+ 2− (n2 + 1)

n2 + 1
)

Resulta, então, que
Fn+Fn+1 = (n+ 20

)+(n+ 11
)+(n2

)+(n − 13
)+· · ·+(n+ 2− n2

n2
)+(n+ 2− n+22

n+22
) = Fn+2

8.2 Exercícios propostos

1. Calcule m sabendo que(
m1
) + (m2

) + (m3
) + · · ·+( m

m− 1
) = 254.
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2. Prove que

n∑
k=0
(
n
k

)2 = (2n
n

)
.

3. Desenvolva as seguintes potências:
(a) (x32 + 1)5

(b) (2y+ 3x)4
(c) (2a − 3

b

)3

4. Calcule o sexto termo de cada uma das seguintes expansões:
(a) (1− 2

b

)15

(b) (2x + 1
x

)9

(c) (3x2 − 2
x3
)10

5. Calcule o termo independente de x nas seguintes potências:
(a) (x2 + 1

x2
)6

(b) (x2 + 1
x

)9

(c) (x3 + 1
x3
)8(

x3 − 1
x3
)8

6. Determine o coeficiente do termo em x2 no desenvolvimento de (x3 + 1
x2
)9.

7. Prove o seguinte resultado, usando o Teorema das Colunas: n∑
k=1 k(k2 + 2) =

n(n+ 1)(n2 + n+ 4)4 .
8. Obtenha o valor da soma S = 1 · 12 + 3 · 22 + 5 · 32 + · · · (2n − 1) · n2.



Capítulo 9

Aplicações

9.1 Permutações circulares

Consideremos agora a situação em que queremos colocar n objetos distintos em
n lugares equiespaçados em torno de um círculo. Exemplos dessa situação: roda deciranda, pessoas sentadas em torno de uma mesa redonda. O ponto relevante aqui éque consideramos equivalentes disposições que coincidem por rotação. Veja a Figura 9.1:rodando no sentido horário de tal forma que A ocupe o lugar de B, B ocupe o lugar de C, etc,temos a mesma disposição. Nesse exemplo, temos 5 disposições equivalentes: considerandoa posição (1), por rotação, nela podem estar A, B, C , D ou E . Logo, das 5! disposições(permutações), 5 são equivalentes. Logo, o número de rodas nesse caso é 5!5 = 4!

B

C

D

E

(1)

A

Figura 9.1 – Permutações circulares
Definição 9.1 Permutações circulares de objetos distintos
O número de permutações circulares de n objetos distintos é dado por

PCn = (n − 1)! (9.1)

127
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9.2 Soluções inteiras de equações lineares com coeficientes unitários

Vamos considerar uma equação da forma
x1 + x2 + · · ·+ xn = m

Nosso objetivo é contar o número de soluções inteiras de tal equação. Mas para que hajaum número finito de soluções, temos que restringir ainda mais, ou seja, não basta que assoluções sejam inteiras – é necessário que sejam inteiras positivas, por exemplo. Veremosdepois o caso de soluções inteiras não negativas.
Vamos considerar o seguinte exemplo:

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 13 (9.2)
Vamos escrever 13 como a soma de 13 1s:

1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 = 13 (9.3)
Como as 5 soluções devem ser inteiras e positivas, elas podem ser escritas como soma de1s. Assim, determinar essas soluções equivale a separar esses 13 1s em cinco grupos. Issopode ser feito colocando 4 barras divisórias na soma acima. Algumas possibilidades são:

1 + 1 | + 1 + 1 + 1 | + 1 + 1 | + 1 + 1 + 1 + 1 | + 1 + 1 = 131 | + 1 | + 1 | + 1 | + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 = 131 + 1 + 1 + 1 | + 1 + 1 + 1 | + 1 + 1 + 1 | + 1 + 1 | + 1 = 13
Essas escolhas equivalem às seguintes soluções:

x1 = 2 x2 = 3 x3 = 2 x4 = 4 x5 = 2
x1 = 1 x2 = 1 x3 = 1 x4 = 1 x5 = 9
x1 = 4 x2 = 3 x3 = 3 x4 = 2 x5 = 1

Note que as barras verticais estão posicionadas antes do sinal +. Então, paradeterminar uma solução inteira positiva, temos que posicionar 4 (= 5 − 1) barras verticaisnas 12 (= 13− 1) posições definidas pelos sinais de +. Logo, o número de soluções inteiraspositivas é o número de maneiras de escolher 4 sinais de + dentre os 12 disponíveis. Issopode ser feito de C 412.Isso nos permite enunciar o resultado geral.
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Soluções de equações em inteiros positivos

O número de soluções da equação
x1 + x2 + · · ·+ xr = m m > 0, xi > 0

é dado por C r−1
m−1.

Vamos considerar, agora, soluções inteiras não-negativas, isto é, vamos permitir quealguma, ou algumas, das incógnitas seja nula.
Continuando com a equação (9.2), vamos considerar a sequência de 13 1s:

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 (9.4)
Temos agora as seguintes semelhanças e diferenças:
• como antes, temos que colocar 4 barras separadoras para determinar os valores das 5incógnitas;
• como a primeira e a última incógnitas podem ser nulas, podemos ter uma barra no inícioe/ou uma barra no final;
• como as demais incógnitas podem ser nulas, podemos ter barras “coladas”.

Por exemplo, a solução (0,2,4,0,7) corresponde à seguinte decomposição:
| 1 1 | 1 1 1 1 | | 1 1 1 1 1 1 1

Já a solução (0,0,5,8,0) corresponde à seguinte decomposição:
| | 1 1 1 1 1 | 1 1 1 1 1 1 1 1 |

Note que nessas decomposições temos 17 elementos: 4 barras verticais e 13 1s. Asdiferentes soluções inteiras não-negativas correspondem às diferentes maneiras de organizaras 4 (= 5−1) barras verticais nessas 17 (= 13+5−1) posições, ou seja, o número de soluçõesinteiras não-negativas é C 417.Podemos enunciar o resultado geral da seguinte forma:
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Soluções de equações em inteiros não-negativos

O número de soluções da equação
x1 + x2 + · · ·+ xr = m m > 0, xi ≥ 0

é dado por C r−1
m+r−1.

Uma outra forma de analisar o problema de soluções em inteiros não-negativos éexplorando a sua relação com soluções inteiras positivas de uma outra equação obtidaatravés de uma mudança de variável. Note o seguinte: se xi é inteiro não-negativo, istoé, xi ≥ 0, se definimos yi = xi + 1, então yi é inteiro e yi ≥ 1, ou equivalentemente, yi > 0.Note que a condição de yi ser inteiro é fundamental! Fazendo a mudança de variável
xi = yi − 1, obtemos uma nova equação equivalente:

(y1 − 1) + (y2 − 1) + · · ·+ (yr − 1) = m m > 0, yi > 0
ou ainda

y1 + y2 + · · ·+ yr = m+ r m > 0, yi > 0
cujo número total de soluções é, como visto anteriormente, C r−1

m+r−1.Note que
C r−1
m+r−1 = Cmm+r−1

pela lei dos complementares.
Exemplo 9.1 Soluções inteiras de equaçõesConsidere a seguinte equação

x1 + x2 + x3 = 12
(a) Determine o número de soluções inteiras positivas.
(b) Determine o número de soluções inteiras não-negativas.
(c) Determine o número de soluções inteiras positivas, em que x2 > 4.

Solução:

(a)
C 3−112−1 = C 211 = 11!9!2! = 11× 10× 9!9!2! = 55



9.3. PERMUTAÇÕES, ARRANJOS E COMBINAÇÕES COM REPETIÇÃO 131
(b)

C 3−112+3−1 = C 214 = 14!12!2! = 14× 13× 12!12!2! = 91
(c) Fazendo as seguintes mudanças de variável:

y1 = x1 y2 = x2 − 4 y3 = x3
a equação dada pode ser escrita com:

y1 + (y2 + 4) + y3 = 12 yi > 0
que é equivalente a

y1 + y2 + y3 = 8 yi > 0Como a transformação acima é biunívoca, o número de soluções das duas equações éo mesmo:
C 3−18−1 = 7!5!2! = 7× 62 = 21

��

9.3 Permutações, arranjos e combinações com repetição

Permutações

Considere a palavra URUGUAI: quantos anagramas podemos formar a partir dela? Anovidade nesse exemplo é que há 3 letras U’s, que não podem ser diferenciadas. Para lidarcom essa situação, começamos “fingindo” que as 3 letras U’s são diferentes; então, temos 7letras e o número total de permutações é 7!. Por sua vez, as 3 letras U’s podem ser arrumadasde 3! maneiras, mas como elas são iguais, todas essas 3! permutações são idênticas. Vejaalguns exemplos a seguir, onde colocamos um subscrito para diferenciar as letras U’s:
U1RU2GU3AI U1RU2GU3IA AIU1RU2GU3U1RU3GU2AI U1RU3GU2IA AIU1RU3GU2U2RU1GU3AI U2RU1GU3IA AIU2RU1GU3U2RU3GU1AI U2RU3GU1IA AIU2RU3GU1U3RU1GU2AI U3RU1GU2IA AIU3RU1GU2U3RU2GU1AI U3RU2GU1IA AIU3RU2GU1

Em cada coluna, temos permutações idênticas. O número de elementos em cadacoluna corresponde ao número de permutações das 3 letras U’s. Então, cada coluna tem3! permutações idênticas, ou seja, de cada 3! permutações, precisamos de apenas 1. Assim,para corrigir essa múltipla contagem, temos que dividir o total de 7! por 3!
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Esse exemplo ilustra a seguinte situação geral.

Definição 9.2 Permutações com repetição ou de objetos nem todos distintos
São dados n objetos, dos quais n1 são iguais entre si, n2 são iguais entre si e distintos
dos demais, ...., nk são iguais entre si e distintos de todos os restantes. Então, n =
n1 + n2 + · · ·+ nk e o número de permutações desses objetos é dado por

Pn1,n2,...,nk
n = ( n

n1, n2, · · · , nk
) = n!

n1!n2! . . . nk ! n = k∑
i=1 ni (9.5)

Exemplo 9.2 Lançamento de um dadoUm dado é jogado 20 vezes. De quantas maneiras podemos obter 6 1s, 5 2s, 2 3s, 2 4s, 3 5se 2 6s?
Solução:Temos uma sequência com 20 números, dos quais 6 são iguais a 1, 5 são iguais a 2, doissão iguais a 3, dois são iguais a 4, 3 são iguais a 5 e dois são iguais a 6. Como não podemosdistinguir entre os números de cada bloco, a resposta é20!6!5!2!2!3!2!

��

Exemplo 9.3 Sucessos e fracassos em repetições de um experimento de BernoulliConsidere um experimento com apenas dois resultados possíveis. Por conveniência,chamamos esses resultados de sucesso e fracasso. Esses experimentos são chamados de
experimentos de Bernoulli. Se repetirmos esse experimento 5 vezes, de quantas maneiraspodemos obter 2 sucessos? Generalize o resultado para n tentativas e um número k desucessos, k = 0, 1, · · · n.
Solução:Em 5 tentativas, se ocorrem 2 sucessos, ocorrem também 3 fracassos. O número demaneiras de obtermos 2 sucessor e 3 fracassos é(52

) = 5!2!3!
Vamos usar índices para identificar os sucessos e fracassos. Então as seguintessequências de resultados correspondem a maneiras diferentes de obtermos 2 sucessos:

S1F1S2F2F3
F1S1S2F2F2
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Mas as sequências abaixo são iguais, pois não podemos diferenciar os sucessos ou fracassos:

S1F1S2F2F3
S2F2S1F2F3
S2F2S1F1F3Por isso divide-se o total por 2!× 3!.

O resultado geral é o seguinte: se temos n repetições de um experimento de Bernoulli,o número de maneiras de se obter k sucessos e, portanto, n − k fracassos é
(
n
k

) = n!
k!(n − k)! (9.6)

��

Exemplo 9.4De quantas maneiras podemos alocar 13 pessoas em 3 quartos, de modo que no primeiroquarto fiquem 5 pessoas, no segundo quarto fiquem 2 pessoas e no terceiro quarto fiquem 6pessoas?
Solução:Podemos escolher as 5 pessoas do primeiro quarto de (135

) maneiras. Escolhidas essas
5 pessoas, há (82

) maneiras de escolher as pessoas do segundo quarto. Finalmente, há(66
) maneiras de escolher as pessoas no terceiro quarto. Pelo Princípio Fundamental daMultiplicação, o número total de alocações é(135

)(82
)(66

) = 13!5!8! 8!2!6! 6!6!0! = 13!5!2!6!
Note a semelhança entre este e os dois exemplos anteriores: os quatro quartoscorrespondem às faces dos dados ou aos sucessos e fracassos do experimento de Bernoulli.

��

Arranjos

Consideremos n objetos distintos, dos quais vamos escolher p objetos, distintos ou não,isto é, com reposição, de maneira ordenada, ou seja, a ordem das extrações é relevante. Paraa primeira seleção há n possibilidades. Para a segunda também há n possibilidades, poispode haver repetições. O mesmo vale para todas as seleções até a p−ésima. Logo, o númerototal de maneiras de extrairmos com reposição e ordenadamente p objetos dentre n é
n × n × · · ·×︸ ︷︷ ︸

p vezes n = np
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Exemplo 9.5 Placas de carrosEm um país, as placas de carros são formadas por 3 letras retiradas de um alfabeto de 26caracteres, seguidas de 4 dígitos escolhidos dentre {0, 1, · · · , 9}. Qual o número total deplacas que podem ser geradas?
Solução:As 3 letras podem ser escolhidas de 263 maneiras; os dígitos podem ser escolhidos de104 maneiras. Pelo Princípio Fundamental da Multiplicação, o número total de placas é263 × 104 = 175.760.000. ��

Exemplo 9.6De quantas maneiras podemos alocar 13 pessoas em 4 quartos, sabendo que é possível quehaja quartos vazios?
Solução:Cada uma das pessoas tem 4 quartos disponíveis. Logo, o número total de maneiras é413 = 67.108.864. ��

Combinações

Consideremos n objetos distintos, dos quais vamos escolher p objetos,distintos ou não,sem levar em conta a ordem das escolhas. De quantas maneiras podemos fazer isso?
Para entender bem essa situação, considere o seguinte exemplo: numa sorveteria, há 7sabores de sorvete dietético. Se eu quero comprar 4 bolas de sorvete dietético, de quantasmaneiras posso escolher? A resposta não é C 47 – esse é o número de maneiras de escolher4 bolas de sabores diferentes! Mas eu posso comprar 4 bolas do mesmo sabor, por exemplo.
Vamos denotar por xi, i = 1, . . . , 7, o número de bolas compradas do sabor i. Então,temos que ter xi inteiro não-negativo satisfazendo a equação

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 + x7 = 4, xi ≥ 0
O número de soluções dessa equação nos dá o número total de maneiras de escolher as 4bolas de sorvete. Esse número é CR47 = C 7−17+4−1 = C106 = 10×9×8×74×3×2 = 210, conforme visto naSeção 9.2.

Vamos generalizar esse exemplo. O contexto é o seguinte: temos n tipos distintos deobjetos, dos quais vamos escolher p, distintos ou não.
Vamos denotar por xi o número de objetos escolhidos do tipo i, i = 1, 2, · · · , n. Temosque ter xi inteiro não-negativo satisfazendo a equação

x1 + x2 + · · ·+ xn = p, xi ≥ 0
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O número de soluções dessa equação nos dá o número de combinações com repetição(ou combinações completas) de n objetos distintos tomados p a p e esse número é

CRpn = Cp−1
n+p−1 = Cnn+p−1 (9.7)

Exemplo 9.7Quinze médicos ginecologistas devem ser distribuídos por 4 postos de saúde, de modo quehaja pelo menos um ginecologista em cada posto. De quantas maneiras podemos fazer adistribuição?
Solução:Seja xi o número de médicos no posto i. Temos que ter

x1 + x2 + x3 + x4 = 15, xi > 0.Note que aqui os postos equivalem aos sabores dos sorvetes e os 15 médicos – todosginecologistas e, portanto, indistinguíveis entre si – às bolas compradas. A solução dessaequação, conforme visto na Seção 9.2, é C 314 = 14× 13× 123× 2 = 364. ��

Exemplo 9.8Suponha que no exemplo anterior, o posto 1 tenha que ter pelo menos 3 ginecologistas, oposto 4, pelo menos 2 e todos os postos têm que ter ginecologistas. De quantas maneiraspodemos fazer a distribuição?
Solução:Agora temos que ter

x1 + x2 + x3 + x4 = 15, x1 ≥ 3, x2 > 0, x3 > 0, x4 ≥ 2.Fazendo mudança de variável, temos que
x1 ≥ 3⇒ x1 − 3 ≥ 0⇒ x1 − 2 ≥ 1 ∴ y1 = x1 − 2, y1 > 0
x4 ≥ 2⇒ x4 − 2 ≥ 0⇒ x4 − 1 ≥ 1 ∴ y4 = x4 − 1, y4 > 0A equação original é equivalente a

y1 + 2 + x2 + x3 + y4 + 1 = 15⇐⇒ y1 + x2 + x3 + y4 = 12, y1 > 0, x2 > 0, x3 > 0, y4 > 0
e o número de soluções é C 311 = 11× 10× 93× 2 = 165. ��

9.4 Aplicações em amostragem

Considere uma população formada por N objetos distintos. Dessa população vamosextrair uma amostra de tamanho n. Quantas são as amostras possíveis? A resposta a essapergunta depende de dois fatores. O primeiro fator diz respeito à relevância da ordem deretirada dos elementos, ou seja, a amostra ABC é diferente da amostra BCA? O segundofator diz respeito ao método de seleção. As extrações serão feitas com ou sem reposição, ouum mesmo elemento pode ser sorteado mais de uma vez?
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9.4.1 Amostras ordenadas

Vamos considerar inicialmente que as amostras sejam ordenadas. Se a amostragem éfeita com reposição, então para a primeira extração temos os N elementos disponíveis, assimcomo para todas as outras extrações. Logo, pelo Princípio Fundamental da Multiplicação, o
número total de amostras ordenadas com reposição é

N ×N × · · · × N︸ ︷︷ ︸
n vezes = Nn.

Entenda que nessa contagem estão sendo contabilizadas como diferentes as amostras ABBAe AABB. Além disso, como a amostragem é com reposição, podemos ter amostras de tamanhomaior que N .
Se a amostragem é sem reposição, para a primeira extração temos N elementosdisponíveis; para a segunda, N − 1 elementos; para a terceira, N − 3. Continuando, para aúltima extração teremos N − (n− 1) = N −n+ 1 elementos. Pelo Princípio Fundamental daMultiplicação, o número total de amostras ordenadas sem reposição é

N × (N − 1)× (N − 2)× · · · × (N − n+ 1) = N!(N − n)! = AnN .

Como antes, as amostras ABBA e AABB estão sendo contabilizadas como diferentes, masagora temos que ter n ≤ N .
9.4.2 Amostras não ordenadas

Vamos considerar, agora, o caso de amostras não ordenadas, que é mais comum naprática estatística. Se a amostragem é sem reposição, os elementos da amostra são distintose podemos pensar na amostra como um subconjunto de n elementos. Assim, como já visto, o
número total de amostras não ordenadas sem reposição é dado por

CnN = (Nn
) = N!

n!(N − n)! .
E se a amostragem fosse com reposição? Embora não seja usual fazermos amostragemcom reposição (um mesmo elemento não traz informação nova para a amostra), o seu estudose justifica pelo fato de que propriedades estatísticas são mais facilmente estabelecidas epodem servir como aproximações para casos de amostragem sem reposição.
Suponhamos, então, que vamos extrair n elementos com reposição de uma populaçãode N elementos sem levar em conta a ordem das extrações. Seja xi o número de ocorrênciasdo elemento i na amostra para i = 1, 2, · · · , N . Então temos que ter

x1 +2 + · · ·+ xN = n xi ≥ 0,
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ou seja, o número de amostras não ordenadas com reposição é o número de soluções daequação acima. Como visto na seção anterior, concluímos que o número de amostras nãoordenadas com reposição é

CRnN = CnN+n−1 = (N + n − 1
n

)
.

9.5 Exercícios propostos

1. Num concurso para preenchimento de uma vaga, apresentam-se 3 candidatos. Acomissão julgadora é formada por 5 membros, cada um dos quais deve escolherexatamente um candidato. De quantas maneiras os votos desses examinadores podemser dados?
2. As letras em código MORSE são formadas por sequências de traços e pontos, sendopermitidas repetições. Quantas letras podem ser formadas usando

(a) exatamente três símbolos?(b) no máximo oito símbolos?
3. As placas de automóveis em determinada cidade constam de 2 letras e 4 algarismos.Quantas placas podem ser formadas com as letras P, Q, R e os algarismos 0, 1, 7 e 8?
4. De quantas maneiras 10 livros distintos podem ser colocados em 5 caixas idênticas,contendo dois livros cada caixa?
5. De quantas maneiras as letras da palavra SERRILHOU podem ser permutadas,mantendo-se as vogais em sua ordem natural e não permitindo que duas letras Rfiquem juntas?
6. Considerando que haja 14 tipos de objeto e 2 objetos de cada tipo, encontre o númerototal de seleções nas quais pelo menos um objeto é selecionado.
7. De quantas maneiras 27 livros distintos podem ser distribuídos entre as pessoas A, Be C, de modo que que A e C, juntas, fiquem com o dobro de livros de B e ninguém fiquecom todos os livros?
8. De quantas maneiras podemos distribuir 18 livros iguais em 3 caixas diferentes, semqualquer restrição?
9. Em quantas soluções inteiras positivas da equação x1+x2+x3+x4+x5 = 18 exatamente2 variáveis são iguais a 1?

10. De quantas maneiras 8 meninos e 8 meninas podem formar uma roda na qual
(a) pessoas do mesmo sexo não fiquem juntas?
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(b) todas as meninas fiquem juntas?

11. Calcule o número de rodas que podem ser formadas com 7 crianças de modo que 2crianças específicas não fiquem juntas na roda.
12. Calcule o número de rodas que podem ser formadas com 5 meninos e 5 meninas demodo que crianças do mesmo sexo não fiquem juntas.
13. Considere n casais que devem ser colocados em uma roda.

(a) Quantas são as rodas possíveis em que cada marido fica ao lado da sua esposa?(b) Quantas são as rodas possíveis em que cada marido fica ao lado da sua esposa eque pessoas do mesmo sexo não ficam juntas?
14. Considere um grupo de n crianças. Quantas rodas podemos formar em que p dessascrianças (p < n) ficam sempre juntas?
15. Um grupo de 5 mulheres e 6 homens deve ser colocado em uma roda em que todas asmulheres ficam juntas. De quantas maneiras podemos formar essa roda?
16. (a) Quantos números de 7 dígitos podem ser formados com os algarismos1, 3, 6, 6, 6, 8, 8?(b) Quantos deles são maiores que 6.000.000
17. Quantos números de 5 algarismos podem ser formados com os algarismos 1, 1, 1, 1, 2, 3?
18. De quantas maneiras podemos colocar 7 pessoas em 3 quartos distintos de modo queno quarto 1 fiquem 3 pessoas, no quarto 2 fiquem 2 pessoas e no quarto 3 fiquem 3pessoas?
19. De quantos modos 8 pessoas podem ocupar 2 salas distintas, devendo cada sala conterpelo menos 3 pessoas?
20. Dispondo de 4 tintas de cores diferentes, de quantas maneiras podemos pintar 5 objetosidênticos?
21. Quantas soluções inteiras há para a equação

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 20 com xi ≥ 3∀i
22. Determine o valor de p que satisfaz cada uma das igualdades:

(a) (143p
) = ( 14

p+ 6
)

(b) ( 10
p − 3

) = ( 10
p+ 3

)
(c) ( 12

p+ 3
) = ( 12

p − 1
)
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Capítulo 10

Sequências

10.1 Definições básicas

De maneira informal, uma sequência é uma sucessão infinita de números, chamadostermos da sequência, e esses termos têm uma ordem bem definida. Tal conceito apareceuno capítulo anterior, quando estudamos os conjuntos enumeráveis; lá vimos que um conjuntoenumerável pode ser representado por uma sequência de valores. Aqui vamos nos concentrarnas sequências de valores reais.
Definição 10.1 Sequência
Uma sequência de valores reais é uma função real cujo domínio é o conjunto dos naturais:

f : N −→ R

n 7−→ an

Podemos representar a função f (n) = an de várias maneiras:
a1, a2, a3, . . . , an, . . .
{an}∞n=1(an)

A listagem dos primeiros termos de uma sequência pode ser enganosa, como ilustradono Exemplo 10.1. Embora uma sequência possa ser qualquer sucessão infinita de valoresreais, iremos considerar apenas aquelas em que seja possível definir claramente o termogeral an da sequência, conforme ilustrado no Exemplo 10.2.
141
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Exemplo 10.1Vamos listar os cinco primeiros termos da sequência f (n) = 13 (3− 5n+ 6n2 − n3).
Solução:

f (1) = 3− 5 · 1 + 6 · 12 − 133 = 1
f (2) = 3− 5 · 2 + 6 · 22 − 233 = 3
f (3) = 3− 5 · 3 + 6 · 32 − 333 = 5
f (4) = 3− 5 · 4 + 6 · 42 − 433 = 5
f (5) = 3− 5 · 5 + 6 · 52 − 533 = 1

Se tentássemos construir a regra do termo geral a partir apenas dos 3 primeiros termos,poderíamos induzir equivocadamente que a sequência seria dos números ímpares. ��

Exemplo 10.2Para cada uma das sequências a seguir, determine o termo geral e use a notação com chavespara representar a sequência.
(a) 1, 3, 5, 7, . . .
(b) 12 , 23 , 34 , 45 , . . .
(c) 12 , −23 , 34 , −45 , . . .
(d) 21 , 43 , 65 , 87 , . . .

Solução:

(a) an = 2n − 1 {2n − 1}∞n=1

(b) an = n
n+ 1 { n

n+ 1}∞n=1
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(c) an = (−1)n+1 n
n+ 1 {(−1)n+1 n

n+ 1}∞n=1

(d) an = 2n2n − 1
{ 2n2n − 1

}∞
n=1

��

Definição 10.2 Sequências limitadas
Uma sequência (an) é

• limitada se existem a, b ∈ R tais que a ≤ an ≤ b, ∀n ∈ N;

• limitada superiormente se existe b ∈ R tal que an ≤ b, ∀n ∈ N;

• limitada inferiormente se existem a ∈ R tal que an ≥ a, ∀n ∈ N.

Definição 10.3 Sequências monótonas
Uma sequência (an) é

• estritamente crescente se a1 < a2 < a3 < · · · < an < · · · ;
• crescente se a1 ≤ a2 ≤ a3 ≤ · · · ≤ an ≤ · · · ;
• estritamente decrescente se a1 > a2 > a3 > · · · > an > · · · ;
• crescente se a1 ≥ a2 ≥ a3 ≥ · · · ≥ an ≥ · · · ;

As sequências crescentes ou decrescentes são chamadas sequências monótonas, enquanto
as sequências estritamente crescentes ou decrescentes são chamadas sequências
estritamente monótonas.

Para estudar a monotonicidade de uma sequência, podemos estudar a diferença entre
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dois termos consecutivos quaisquer. Temos, então, o seguinte:
• se an+1 − an > 0 ∀n, então a sequência é estritamente crescente;
• se an+1 − an ≥ 0 ∀n, então a sequência é crescente;
• se an+1 − an < 0 ∀n, então a sequência é estritamente decrescente;
• se an+1 − an ≤ 0 ∀n, então a sequência é decrescente.

Se todos os termos da sequência são positivos, isto é, se an > 0 ∀n, então
• se an+1

an
> 1, ∀n, então a sequência é estritamente crescente;

• se an+1
an
≥ 1 ∀n, então a sequência é crescente;

• se an+1
an

< 1 ∀n, então a sequência é estritamente decrescente;
• se an+1

an
≤ 1 ∀n, então a sequência é decrescente.

Exemplo 10.3Vamos analisar as sequências do Exemplo 10.2.
Solução:A primeira sequência é estritamente crescente, limitada inferiormente mas ilimitadasuperiormente. A segunda sequência é limitada: é fácil ver que 0 < an < 1 e podemosanalisar a diferença de dois termos consecutivos para ver que

an+1 − an = n+ 1
n+ 2 − n

n+ 1 = n2 + 2n+ 1− n2 − 2n(n+ 1)(n+ 2) = 1(n+ 1)(n+ 2) > 0.
Logo, a sequência é estritamente crescente, fato visível no seu gráfico. A terceira sequênciaé limitada: −1 < an < 1, mas não é monótona, já que, para n ímpar, an > an+1 e para npar, an < an+1. Para a quarta sequência, podemos ver que 1 < an ≤ 2 e a diferença de doistermos consecutivos é2(n+ 1)2(n+ 1)− 1 − 2n2n − 1 = 2n+ 22n+ 1 − 2n2n − 1 = −2(2n − 1)(2n+ 1) < 0
ou seja, a sequência é estritamente decrescente. ��

10.2 Limites de sequências

Nos gráficos das sequências apresentadas no Exemplo 10.2, podemos ver diferentescomportamentos quando n → +∞. Na letra (a), há um crescimento ilimitado, ou seja,
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an → ∞. Nas letras (b) e (d), há indícios de que an se aproxima de 1 e já na letra (c), ostermos de ordem ímpar se aproximam de 1, enquanto os termos de ordem par se aproximamde -1.

Vamos estudar, agora, o limite de sequências, ou seja, o comportamento das sequênciasquando n → ∞.
Definição 10.4 Limite de uma sequência
Uma sequência (an) converge para o limite L se, dado ε > 0 qualquer, existir um inteiro
nε tal que |an − L| < ε para n ≥ nε e, nesse caso, escrevemos

lim
n→∞

an = L.

Se a sequência não converge para um limite finito, dizemos que a sequência diverge.

Note que a definição exige a proximidade de an e L para n suficientemente grande, ouseja, pode haver algum comportamento errático entre os termos iniciais. O que importa éque, para n suficientemente grande, |an − L| < ε. Veja a Figura 10.1.

Figura 10.1 – Pontos dentro de ε unidades de L para n grande
Teorema 10.1 Unicidade do limite
Se lim

n→∞
an = L, então não existe M ∈ R tal que lim

n→∞
an = M.

Demonstração:Seja M ∈ R tal que M 6= L e tome ε = |M − L|2 . Então ε > 0 e os intervalos (L − ε, L+ ε) e(M − ε,M + ε) são disjuntos. Veja a Figura 10.2.
Como an → L, existe n0 ∈ N tal que, ∀n > n0, |an − L| < ε, ou seja, ∀n > n0,

an ∈ (L − ε, L+ ε) e, portanto, ∀n > n0, an /∈ (M − ε,M + ε), o que significa que an 9 M .
�
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Figura 10.2 – Intervalos disjuntos (M − ε,M + ε) e (L − ε, L+ ε)
Exemplo 10.4Mostre que lim

n→∞

1
n = 0.

Solução:Seja ε > 0. ∣∣∣∣ 1n − 0∣∣∣∣ < ε ⇔ 1
n < ε ⇔ n > 1

ε .

Assim basta tomar nε = 1
ε e a existência de tal nε está garantida pela PropriedadeArquimediana dos reais.

��

Exemplo 10.5Mostre que lim
n→∞

(−1)n 1
n = 0.

Solução:Seja ε > 0. ∣∣∣∣(−1)n 1
n − 0∣∣∣∣ < ε ⇔ 1

n < ε ⇔ n > 1
ε .

Assim como no exemplo anterior, basta tomar nε = 1
ε , cuja existência está garantida pelaPropriedade Arquimediana dos reais.

Na Figura 10.3 ilustra-se o processo de convergência. Para ε = 0, 9 (linhas tracejadasexternas) os valores da sequência encontram-se dentro do intervalo (−0, 9, 0, 9) a partir de
n = 2. Reduzindo o valor de ε para 0,2 tal proximidade só se dá a partir n = 6. Quantomenor o valor de ε, maior será o valor de nε ou seja, temos que “caminhar” mais na sequênciase queremos diminuir a distância da sequência ao limite.

��

Exemplo 10.6Mostre que lim
n→∞

n
n+ 1 = 1.

Solução:Seja ε > 0. Note que n
n+ 1 < 1 < 1 + ε para todo n. Então, temos que ter
−ε < n

n+ 1 − 1⇒ −ε < −1
n+ 1 ⇒ n > 1

ε − 1
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Figura 10.3 – Convergência da sequência ((−1)n 1
n

)

.
Na Figura 10.4 ilustra-se o processo de convergência. Para ε = 0, 9 (linhas tracejadasexternas) os valores da sequência encontram-se dentro da do intervalo (−0, 9, 0, 9) a partirde n = 2. reduzindo o valor de ε para 0,2 tal proximidade só se dá a partir n = 5. Quantomenor o valor de ε, maior será o valor de nε ou seja, temos que “caminhar” mais na sequênciase queremos diminuir a distância da sequência ao limite.

Figura 10.4 – Convergência da sequência ( n
n+ 1)

��

Uma observação importante, que permite que técnicas algébricas utilizadas no cálculode limites de funções sejam também aplicadas para sequências, é a seguinte: se o termogeral de uma sequência for f (n), substituindo n por x , em que x pode variar no intervalo [1,∞),então os termos da sequência podem ser vistos como “valores amostrais” de f (x). Assim, se
f (x)→ L quando x → ∞, então f (n)→ L quando n → ∞, conforme demonstraremos a seguir.
Teorema 10.2
Seja uma função f : [1,∞]→ R tal que lim

x→∞
f (x) = L, L ∈ R. Então, se definimos a sequência
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an = f (n), tem-se que lim

n→∞
an = L.

Demonstração:Como lim
x→∞

f (x) = L, dado ε > 0, existe A ∈ R tal que x > A → |f (x)− L| < ε.
Pela Propriedade Arquimediana, com x = 1 e y = A, existe n0 ∈ N tal que n0 > A.Assim, se n > n0, |f (n)− L| < ε , ou seja, n > n0 ⇒ |an − L| < ε.

�

É importante notar que a recíproca não é verdadeira, ou seja, a convergência dasequência não garante a convergência da função.
10.3 Algumas propriedades dos limites de sequências

As propriedades usuais de limite de funções continuam valendo para sequências.
Teorema 10.3
Sejam (an) e (bn) tais que lim

n→∞
an = L1 e lim

n→∞
bn = L2 e seja c uma constante. Então,

(a) lim
n→∞

c = c;

(b) lim
n→∞

c an = c L1;
(c) lim

n→∞
(an + bn) = L1 + L2;

(d) lim
n→∞

(an − bn) = L1 − L2;
(e) lim

n→∞
(an · bn) = L1 · L2;

(f ) Se bn 6= 0∀n ∈ N e L2 6= 0, então lim
n→∞

an
bn

= L1
L2 .

Demonstração:

(a) Dado ε > 0, |c − c| = 0 < ε ∀n, o que prova o resultado.
(b) Seja ε > 0. Temos que |can − cL1| = |c||an − L1|. Como lim

n→∞
an = L1, dado ε′ = ε

|c| ,existe n0 ∈ N tal que |an − L1| < ε′ ∀n > n0. Logo, ∀n > n0
|can − cL1| = |c||an − L1| < |c|ε′ = |c| ε|c| = ε

(c) Seja ε > 0. Usando a desigualdade triangular, temos que
|(an + bn)− (L1 + L2)| = |(an − L1) + (bn − L2)| < |an − L1|+ |bn − L2| (10.1)
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Como lim

n→∞
an = L1, dado ε′ = ε2, existe n1 ∈ N tal que |an − L1| < ε′ ∀n > n1 .Analogamente, existe n2 ∈ N tal que |bn − L2| < ε′ ∀n > n2.Fazendo n0 = max{n1, n2}, resulta que
|(an + bn)− (L1 + L2)| < |an − L1|+ |bn − L2| < ε2 + ε2 ∀n > n0

o que completa a prova.
(d) Usando os itens anteriores, temos que

lim
n→∞

(an − bn) = lim
n→∞

[an + (−1)bn] = lim
n→∞

an + lim
n→∞

(−1)bn = L1 + (−1)L2 = L1 − L2.
(e) Vamos provar inicialmente o seguinte resultado:

lim
n→∞

cn = 0 e lim
n→∞

an = L1 ⇒ lim
n→∞

ancn = 0 (10.2)
Como lim

n→∞
an = L1, dado ε = 1 existe n1 ∈ N tal que |an − L1| < 1 ∀n > n1. Logo,

∀n > n1
|an| = |an − L1 + L1| < |an − L1|+ |L1| < 1 + |L1| =⇒ |ancn| < (1 + |L1|)|cn|

Por outro lado, como lim
n→∞

cn = 0, dado ε′ = ε1 + |L1| , existe n2 ∈ N tal que |cn − 0| < ε′para todo n > n2.Fazendo n0 = max{n1, n2} resulta que ∀n > n0
|ancn| < (1 + |L1|)|cn| < (1 + |L1|) ε(1 + |L1|) = ε

o que prova (10.2).
lim
n→∞

(anbn − L1L2) = lim
n→∞

(anbn − anL2 + anL2 − L1L2) = lim
n→∞

an(bn − L2) + lim
n→∞

L2(an − L1)(10.3)
lim
n→∞

bn = L2 =⇒ lim
n→∞

(bn − L2) = 0 =⇒︸︷︷︸(10.2) lim
n→∞

an(bn − L2) = 0
lim
n→∞

an = L1 =⇒ lim
n→∞

(an − L1) = 0 =⇒ lim
n→∞

L2(an − L1) = 0.
Logo, substituindo em (10.3) obtemos

lim
n→∞

(anbn − L1L2) = 0 =⇒ lim
n→∞

anbn = L1L2.
(f ) Vamos provar que lim

n→∞

1
bn

= 1
L2 se bn 6= 0 e L2 6= 0.∣∣∣∣ 1

bn
− 1
L2
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣L2 − bn

bnL2
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣bn − L2

bnL2
∣∣∣∣ (10.4)
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Como lim

n→∞
bn = L2, dado ε = |L2|2 , existe n1 ∈ N tal que ∀n > n1

|bn − L2| < |L2|2
|L2| = |L2 − bn + bn| < |L2 − bn|+ |bn| < |L2|2 + |bn| ⇒ |bn| > |L2|2 ⇒ 1

|bn|
< 2
|L2|Substituindo em (10.4), resulta que ∀n > n1∣∣∣∣ 1

bn
− 1
L2
∣∣∣∣ < 2
|L2|2 |bn − L2|

Como lim
n→∞

bn = L2, existe n2 ∈ N tal que ∀n > n2
|bn − L2| < |L2|22 · ε

Fazendo n0 = max{n1, n2}, resulta que ∀n > n0∣∣∣∣ 1
bn
− 1
L2
∣∣∣∣ < 2
|L2|2 |bn − L2| < 2

|L2|2
|L2|22 · ε = ε

e isso prova que lim
n→∞

1
bn

= 1
L2 se bn 6= 0 e L2 6= 0.

Usando resultados anteriores, temos
lim
n→∞

(
an
bn

) = lim
n→∞

(
an ·

1
bn

) = lim
n→∞

an · lim
n→∞

( 1
bn

) = L1
L2

�

Corolário 10.1

(a) Se (an) converge e (bn) diverge, então

(i) (an + bn) diverge;

(ii) (an − bn) diverge;

(iii) (an · bn) diverge se lim
n→∞

an 6= 0.

(b) Se c 6= 0 e (bn) diverge, então (c bn) diverge.

Demonstração:

(a) Seja L = lim
n→∞

an.
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(i) Suponhamos, por absurdo, que (an + bn) convirja para M . Segue do Teorema 10.3que lim

n→∞
bn = lim

n→∞
[(an + bn)− an] = M − L,

o que é absurdo, pois contraria a hipótese de (bn) ser divergente.(ii) Suponhamos, por absurdo, que (an − bn) convirja para M . Segue do Teorema 10.3que lim
n→∞

bn = lim
n→∞

[an − (an − bn)] = L −M,

o que é absurdo, pois contraria a hipótese de (bn) ser divergente.(iii) Seja lim
n→∞

an = L 6= 0. Suponhamos, por absurdo, que (an · bn) convirja para M .Segue do Teorema 10.3 que
lim
n→∞

bn = lim
n→∞

an · bn
an

= M
L ,o que é absurdo, pois contraria a hipótese de (bn) ser divergente.

(b) Suponhamos, por absurdo, que (c bn) convirja para M . Então, dado ε > 0, existe n0 ∈ Ntal que
n > n0 ⇒ |c bn −M| < |c|ε =⇒︸︷︷︸

c6=0 |c|
∣∣∣∣bn − Mc

∣∣∣∣ < |c|ε ⇒ ∣∣∣∣bn − Mc
∣∣∣∣ < ε

ou seja, lim
n→∞

bn = M
c , o que é absurdo, pois contraria a hipótese de (bn) ser divergente.

�

Vamos ver agora alguns resultados que nos permitirão determinar se uma sequência éconvergente, mesmo que não saibamos o valor exato do limite.
Teorema 10.4
Se lim

n→∞
an = L, então toda subsequência de (an) também converge para L.

Demonstração:Seja an1, an2, an3, · · · uma subsequência de (an).
Como an → L, dado ε > 0, existe n0 ∈ N tal que |an − L| < ε ∀n > n0.

Como (n1, n2, n3, · · · ) formam uma subsequência infinita de inteiros, existe um ni0 tal que
ni0 > n0. Logo, ∀ni > ni0 , |ani − L| < ε, ou seja, lim

i→∞
ani = L.

�

Corolário 10.2
Seja {an}∞n=1 uma sequência convergente para o limite L. Então {an}∞n=k também converge
para L.
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�

O corolário acima diz que podemos desprezar os primeiros termos (número finito) semque o limite da sequência se altere. O resultado do Teorema 10.4 é ainda mais forte: sedesprezarmos um número infinito, mas de tal forma que ainda sobrem infinitos termos nasequência, então o limite não se altera.
Há duas aplicações interessantes dos Teoremas 10.1 e 10.4:

(i) Para mostrar que uma sequência (an) não converge, basta exibir duas subsequênciasque convirjam para limites distintos. Um exemplo clássico é a sequência alternada
{(−1)n}∞n=1: a subsequência {a2n} converge para 1, enquanto a subsequência {a2n−1}converge para −1.

(ii) Se sabemos que a sequência (an) converge, para achar seu limite, basta determinar olimite de uma das suas subsequências.
Como os termos pares e ímpares de uma sequência juntos são a sequência completa,é válido o seguinte resultado.

Teorema 10.5
Uma sequência converge para um limite L se, e somente se, as subsequências formadas
pelos termos de ordem par e de ordem ímpar convergirem para o mesmo limite L.

Demonstração:Note que qualquer outra subsequência será formada por termos de ordem par ou ímpar.
�

O teorema seguinte estabelece que toda sequência convergente é limitada e, portanto,qualquer sequência ilimitada é divergente.
Teorema 10.6
Toda sequência convergente é limitada.

Demonstração:Seja (an) uma sequência com limite L. Então, para qualquer ε > 0, por exemplo, ε = 1, existe
n0 ∈ N tal que ∀n > n0, |an − L| < 1, ou equivalentemente, L − 1 < an < L+ 1.

Seja A = {an1, an2 · · · , an0, L − 1, L + 1}. Então A é um conjunto finito que, portanto,tem um valor mínimo e um valor máximo. Seja m = minA e M = maxA. Logo, se n ≤ n0,
m < an < M . Se n > n0, m < L − 1 < an, L + 1 < M . Ou seja, m < an < M ∀n, o quesignifica que a sequência é limitada.

�

Note que a recíproca não é verdadeira, ou seja, nem toda sequência limitada éconvergente e podemos, novamente, tomar a sequência alternada {(−1)n}∞n=1 como exemplo.
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Mas o teorema a seguir estabelece condições para que uma sequência limitada sejaconvergente.
Teorema 10.7
Toda sequência limitada e monótona é convergente.

Demonstração:Seja (an) uma sequência monótona e limitada. Então, (an) ou é crescente ou é decrescente.
• Seja (an) crescente: a1 ≤ a2 ≤ a3 ≤ · · · .Como (an) é limitada, ela possui um supremo. Seja a = sup{an, n ∈ N}. Vamos provarque an → a. De fato: dado ε > 0, temos que a − ε < a. Como a = sup{an, n ∈ N},
an ≤ a∀n e existe n0 ∈ N tal que a − ε < an0 < a. Logo, para todo n ≥ n0,
a − ε < an0 ≤ an < a, ou seja, n ≥ n0 =⇒ a− ε < an < a < a+ ε. Logo, dado ε > 0,existe n0 ∈ N tal que ∀n ≥ n0, |an − a| < ε, o que prova que lim

n→∞
an = a.

• Seja (an) decrescente: a1 ≥ a2 ≥ a3 ≥ · · · .Como (an) é limitada, ela possui um ínfimo. Seja a = inf{an, n ∈ N}. Vamos provar que
an → a. De fato: dado ε > 0, temos que a < a+ε. Como a = inf{an, n ∈ N}, an ≥ a∀ne existe n0 ∈ N tal que a < an0 < a+ ε. Logo, para todo n ≥ n0, a ≤ an ≤ an0 < a+ ε,o que é equivalente a a − ε < a ≤ an ≤ an0 < a+ ε. Logo, dado ε > 0, existe n0 ∈ Ntal que ∀n ≥ n0, |an − a| < ε, o que prova que lim

n→∞
an = a.

�

Teorema 10.8 Permanência do sinal
Se lim

n→∞
an = L > 0, então existe n0 ∈ N tal que ∀n > n0, an > 0. Se lim

n→∞
an = L < 0, então

existe n0 ∈ N tal que ∀n > n0, an < 0.

Demonstração:Seja ε = L2. Existe n0 ∈ N tal que ∀n > n0, |an − L| < ε, ou seja, −L2 < an − L < L2. Assim,
∀n > n0, an > L2 > 0.

A demonstração para o caso em que L < 0 é análoga.
�

Corolário 10.3
Se (an) e (bn) são sequências convergentes tais que an ≤ bn ∀n ∈ N, então lim

n→∞
an ≤ lim

n→∞
bn.

Demonstração:Suponhamos, por absurdo, que lim
n→∞

an > lim
n→∞

bn. Então, lim
n→∞

an− lim
n→∞

bn > 0 e resulta, peloTeorema 10.3, que lim
n→∞

(an − bn) > 0.
Logo, pelo Teorema 10.8, existe n0 ∈ N tal que, ∀n > n0, an − bn > 0 ouequivalentemente, an > bn, o que é um absurdo, pois, por hipótese, an ≤ bn ∀n.
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�

É interessante observar que, mesmo que an < bn ∀n, ainda assim só podemos garantirque lim
n→∞

an ≤ lim
n→∞

bn, conforme ilustrado no seguinte exemplo.
Exemplo 10.7Considere as sequências (an) e (bn) tais que an = 0 e bn = 1

n para todo n ∈ N. Note que
an < bn, mas lim

n→∞
an = lim

n→∞
bn = 0.

��

Teorema 10.9 Teorema do Confronto ou Teorema do Sanduiche
Sejam (an), (bn) e (cn) sequências tais que an ≤ cn ≤ bn para todo n ∈ N. Se lim

n→∞
an =lim

n→∞
bn = L, então lim

n→∞
cn = L.

Demonstração:Dado ε > 0, existem naturais n1 e n2 tais que
n > n1 ⇒ |an − L| < ε ⇒ L − ε < an < L+ ε
n > n2 ⇒ |bn − L| < ε ⇒ L − ε < bn < L+ ε

n0 = max{n1, n2} ⇒∀n > n0, L − ε < an ≤ cn ≤ bn < L+ ε ⇒ |cn − L| < ε.
�

Corolário 10.4
Sejam (an) e (bn) sequências tais que 0 ≤ an ≤ bn para todo n ∈ N. Se lim

n→∞
bn = 0, entãolim

n→∞
an = 0.

�

Corolário 10.5
Sejam (an), (bn) e (cn) sequências tais que an ≤ cn ≤ bn para todo n ∈ N. Se lim

n→∞
an =lim

n→∞
bn =∞, então lim

n→∞
cn =∞.

�

Teorema 10.10
Se lim

n→∞
|an| = 0, então lim

n→∞
an = 0.

Demonstração:Dependendo do sinal de an, ou an = |an| ou an = −|an|. Em ambos os casos, temos
−|an| ≤ an ≤ |an|.

Como o limite de ambos os termos externos é 0, pelo Teorema do Confronto resulta quelim
n→∞

an = 0.
�
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Exemplo 10.8Estude a convergência da sequência {an}+∞n=1, em que a é um número real qualquer.
Solução:Vamos considerar as diferentes possibilidades para o valor de a.
• Caso 1: a = 0 ou a = 1Em ambos os casos temos uma sequência constante que é, portanto, convergente.
• Caso 2: a < 0 < 1Note que an+1

an
= a < 1; logo, a sequência é decrescente. Sendo decrescente, ela élimitada superiormente pelo seu primeiro termo, que é a1 = a. Como a > 0, resultaque an = an > 0. Assim, (an) é monótona e limitada e, portanto, convergente. Daspropriedades da função exponencial, sabemos que, se 0 < a < 1, então lim

n→∞
an = 0.

• Caso 3: −1 < a < 0Nesse caso, temos uma sequência alternada an = (−1)n · (−a)n e pelo item anterior,sabemos que lim
n→∞

(−a)n = 0. Do Teorema 10.10, segue que lim
n→∞

an = 0.
• Caso 4: a = −1Como antes, temos uma sequência alternada que não converge, pois as subsequênciasdos termos de ordem para e de ordem ímpar convergem para limites diferentes.
• a > 1Note que an+1

an
= a > 1; logo, a sequência é crescente. Sendo crescente, ela é limitadainferiormente pelo seu primeiro termo, que é a1 = a. Suponhamos que a sequência sejalimitada superiormente, ou seja, suponhamos que exista c ∈ R tal que an < c ∀n ∈ N.Isso significa que n < loga c ∀n ∈ N, o que é um absurdo, pois sabemos que N éilimitado superiormente. Logo, não existe tal c, ou seja, a sequência é ilimitada e,portanto, não converge.

• Caso 6: a < −1Temos uma sequência alternada e, portanto, não monótona. Para os termos de ordempar, temos a2n = a2n = (a2)n. Pelo Caso 5, essa subsequência é ilimitada superiormentee, portanto, (an) também é ilimitada e não convergente. Para os termos de ordem ímpar,temos
a2n+1 = a2n+1 = a · a︸︷︷︸

<0 ·a
2n

a2n+3 − a2n+1 = a2n+1︸ ︷︷ ︸
<0 · (a2 − 1)︸ ︷︷ ︸

>0
< 0

Logo, a subsequência dos termos de ordem ímpar é decrescente e ilimitadainferiormente, e, portanto, (an) também é ilimitada e não convergente.



156 CAPÍTULO 10. SEQUÊNCIAS
Resumindo:

• |a| < 1⇒ lim
n→∞

an = 0.
• a = 1⇒ lim

n→∞
an = 1.

• a = −1⇒ sequência alternada não convergente .
• a > 1⇒ sequência crescente e ilimitada superiormente, não convergente
• a < −1 ⇒ sequência alternada, limitada inferiormente e superiormente, nãoconvergente.

��

10.4 Limites infinitos

A primeira sequência do Exemplo 10.1 cresce indefinidamente. Isso nos leva a estudaros casos de sequências com limites infinitos.
Definição 10.5 Limites infinitos de sequências
Seja (an) uma sequência real.

• Dizemos que lim
n→∞

an = +∞ se, para todo número real M > 0 existir n0 ∈ N tal que
∀n > n0, an > M.

• Dizemos que lim
n→∞

an = −∞ se, para todo número real M > 0 existir n0 ∈ N tal que
∀n > n0, an < −M.

O teorema a seguir estabelece resultados de operações com limites infinitos.
Teorema 10.11

1. Se lim
n→∞

an = +∞ e (bn) é limitada inferiormente, então lim
n→∞

(an + bn) = +∞.

2. Se lim
n→∞

an = +∞ e (bn) é limitada inferiormente por um número positivo, então lim
n→∞

an ·
bn = +∞.

3. Seja (an) uma sequência de termos positivos. Então, lim
n→∞

an = 0⇔ lim
n→∞

1
an

=∞.

4. Sejam (an) e (bn) sequências de termos positivos.

(a) Se existe a > 0 tal que an > a∀n e lim
n→∞

bn = 0, então lim
n→∞

an
bn

=∞.
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(b) Se (an) é limitada e lim

n→∞
bn =∞, então lim

n→∞

an
bn

= 0.

Demonstração:

1. Seja M > 0. Como (bn) é limitada inferiormente, existe a ∈ R tal que bn ≥ a∀n ∈ N.SejaM ′ = M−a. Como lim
n→∞

an = +∞, existe n0 ∈ N tal que ∀n > n0, an > M ′ = M−a.Assim,
n > n0 ⇒

{
an > M − a
bn > a

=⇒ an + bn > M
ou seja, dado M > 0, existe n0 ∈ N tal que n > n0 =⇒ an + bn > M , ou seja,lim
n→∞

(an + bn) = +∞.
2. Seja M > 0. Por hipótese, bn ≥ a > 0∀n ∈ N. Seja M ′ = M

a . Como lim
n→∞

an = +∞,existe n0 ∈ N tal que ∀n > n0, an > M ′. Assim,
n > n0 ⇒

 an >
M
a > 0

bn > a > 0 =⇒ an · bn > M

ou seja, dado M > 0, existe n0 ∈ N tal que n > n0 =⇒ an · bn > M , ou seja,lim
n→∞

an · bn = +∞.
3. (i) Hip.: lim

n→∞
an = 0 Tese: lim

n→∞

1
an

= 0
De fato: Seja M > 0 e tome ε = 1

M . Como lim
n→∞

an = 0, existe n0 ∈ N tal que
∀n > n0, |an − 0| = an < ε. Logo,

n > n0 =⇒ an < ε =⇒ 1
an
> 1
ε = M

o que completa a prova.(ii) Hip.: lim
n→∞

1
an

= 0 Tese: lim
n→∞

an = 0
De fato: Seja ε > 0 e tome M = 1

ε . Como lim
n→∞

1
an

= +∞, existe n0 ∈ N tal que
∀n > n0, 1

an
> M . Logo,

n > n0 =⇒ 1
an
> 1
ε =⇒ an = |an − 0| < ε

o que completa a prova.
4. (a) SejaM > 0. Como lim

n→∞
bn = 0, dado ε = a

M , existe n0 ∈ N tal que |bn−0| = bn < ε.Assim,
n > n0 ⇒

{ 0 < a < an0 < bn < ε =⇒ bn · c < an · ε =⇒ an
bn
> c
ε = M
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Logo, dado M > 0, existe n0 ∈ N tal que n > n0 =⇒ an

bn
> M , ou seja, lim

n→∞

an
bn

=+∞.(b) Por hipótese, a < an < b e como an > 0∀n, resulta que a, b > 0.Seja ε > 0. Como lim
n→∞

bn = +∞, dado M = b
ε , existe n0 ∈ N tal que ∀n > n0,

bn > M . Logo,
n > n0 ⇒

{
b > an
bn > M

=⇒ b · bn < an · M =⇒ b · bn < an ·
b
ε =⇒ an

bn
< ε.

Assim, dado ε > 0, existe n0 ∈ N tal que anbn = ∣∣∣∣anbn − 0∣∣∣∣ < ε, ou seja, lim
n→∞

an
bn

= 0.
�

A seguir, apresentamos, sem demonstração, um teorema sobre limites de razão defunções, que toma a forma 0/0 ou ∞/∞.
Teorema 10.12 Regra de l’Hôpital
Sejam f (x) e g(x) funções diferenciáveis em todo x no intervalo (a, b), exceto possivelmente
em x = c. Se g′(x) 6= 0 para todo x 6= c e se f (x)

g(x) tem uma das formas indeterminadas 0/0
ou ∞/∞, então lim

x→c

f (x)
g(x) = lim

x→c

f ′(x)
g′(x)

desde que f ′(x)
g′(x) tenha um limite ou tenda a infinito quando x → c.

�

Recordando o Teorema 10.2, para usarmos a regra de l’Hôpital no estudo de limitede sequências, é necessário que as funções definidoras do numerador e do denominador dasequência satisfaçam as condições do Teorema 10.12 no intervalo [1,+∞).
Exemplo 10.9Determine o limite da sequência { nen}+∞

n= .
Solução:Podemos ver que o termo an tem a forma ∞/∞. Poroutro lado, as funções f (x) = x e
g(x) = ex são diferenciáveis em todo R. Aplicando l’Hôpital, obtemos que

lim
x→∞

x
ex = lim

x→∞

1
ex = 0.

Logo, lim
n→∞

n
en = 0 ��

10.5 Exercícios propostos (Anton et al. (2014)

1. Ache o termo geral de cada uma das sequências a seguir, começando com n = 1:
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(a) 1, 13 , 19 , 127 , · · ·(b) 1, −13 , 19 , − 127 , · · ·(c) 12 , 34 , 56 , 78 , · · ·(d) 1√

π
, 4

3√π,
9

4√π,
16
5√π, · · ·2. Para cada uma das sequências a seguir, ache duas fórmulas para o termo geral: umacomeçando com n = 1 e outra começando com n = 0.

(a) 1, −r, r2, −r3, · · ·(b) r,−r2, r4, −r4, · · ·
3. Para cada uma das sequências a seguir, escreva os cinco primeiros termos, determinese ela converge e, em caso afirmativo, ache o limite.

(a) { n
n+ 2}∞n=1

(b) { n22n+ 1
}∞
n=1

(c) {2}∞n=1
(d) {ln(1

n

)}∞
n=1

(e) {(lnn
n

)}∞
n=1

(f ) {1 + (−1)n}∞n=1
(g) {(−1)n+1

n2
}∞
n=1

(h) {(−1)n 2n3
n3 + 1

}∞
n=1

(i) { n2n}∞n=1
(j) {(n+ 1)(n+ 2)2n2

}∞
n=1

(k) {πn4n
}∞
n=1

(l) {n2e−n}∞n=1
(m) {(n+ 3

n+ 1
)n}∞

n=1
(n) {(1− 2

n

)n}∞
n=1

4. Para cada uma das sequências a seguir, ache o termo geral começando com n = 1,determine se a sequência converge e, em caso afirmativo, ache o limite.
(a) 12 , 34 , 56 , 78 , · · ·
(b) 0, 122 , 232 , 342 , 452 , · · ·

(c) 13 , 19 , 127 , 181 , · · ·

(d) −1, 2, −3, 4, −5, 6, · · ·
(e) (1− 12

)
,
(12 − 13

)
,
(13 − 14

)
, · · ·

(f ) 3, 32 , 322 , 323 , · · ·
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(g) (√2−√3) ,(√3−√4) ,(√4−√5) , · · ·(h) 135 , − 136 , 137 , − 138 , · · ·

5. Use a diferença entre termos consecutivos para mostrar que as sequências abaixo sãoestritamente crescentes ou estritamente decrescentes.
(a) {1

n

}∞
n=1

(b) {1− 1
n

}∞
n=1

(c) { n2n+ 1}∞n=1

(d) { n4n − 1}∞n=1
(e) {n − 2n}∞n=1

(f ) {n − n2}∞
n=1

6. Use a razão entre termos consecutivos para mostrar que as sequências abaixo sãoestritamente crescentes ou estritamente decrescentes.
(a) { n2n+ 1}∞n=1
(b) { 2n1 + 2n

}∞
n=1

(c) {ne−n}∞n=1

(d) { 10n(2n)!
}∞
n=1

(e) {nnn!
}∞
n=1

(f ) { 5n2(n2)
}∞
n=1

7. Use diferenciação para mostrar que as sequências abaixo são estritamente crescentesou estritamente decrescentes.
(a) { n2n+ 1}∞n=1
(b) {3− 1

n

}∞
n=1

(c) { 1
n+ lnn

}∞
n=1

(d) {ne−2n}∞
n=1

(e) { ln(n+ 2)
n+ 2

}∞
n=1(f ) {n3− 4n2}∞

n=1

8. Use qualquer método para mostrar que as sequências abaixo são estritamentecrescentes ou estritamente decrescentes.
(a) {2n2 − 7n}∞n=1
(b) {3− n

n2 + 10}∞n=1
(c) {n!3n

}∞
n=1

(d) {n5e2n}∞
n=1
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9. O objetivo deste exercício é provar que

lim
n→∞

xn
n! = 0.

Como o caso x = 0 é óbvio, vamos supor x 6= 0.
(a) Seja an = |x|nn! . Mostre que an+1 = |x|

n+ 1an.(b) Mostre que a sequência (an) é estritamente decrescente a partir de certo termo.(c) Mostre que a sequência (an) é convergente.(d) Use os resultados das partes (a) e (c) para mostrar que an → 0 quando n → ∞.(e) Obtenha o resultado desejado a partir do resultado da parte (d).
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Capítulo 11

Séries

11.1 Definições básicas

Vamos estudar neste capítulo somas com número infinito de termos, que recebem onome de séries ou séries infinitas.
Definição 11.1 Série
Uma série é uma soma infinita que pode ser escrita como

∞∑
k=1 ak = a1 + a2 + a3 + · · ·

Os números a1, a2, a3, · · · são chamados de termos da série.

O problema central no estudo de séries é determinar se tal somatório infinito existe.Como não podemos somar infinitos termos, o cálculo dessa soma será feito através de umprocesso limite de somas finitas em que o número de termos aumenta, ou seja, tende ainfinito. Considere o seguinte:
s1 = a1
s2 = a1 + a2
s3 = a1 + a2 + a3...
sn = a1 + a+ 2 + a3 + · · ·+ an

O número sn é chamado de n−ésima soma parcial da série e a sequência {sn}∞n=1 é a
sequência das somas parciais. À medida que n cresce, mais e mais termos são incorporados

163
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à soma parcial, ou seja, mais e mais a soma parcial se aproxima da soma infinita. Isso nosleva à seguinte definição.

Definição 11.2 Convergência de uma série
Seja {sn} a sequência das somas parciais da série

∑∞
k=1 ak = a1 + a2 + a3 + · · · . Se a

sequência {sn} convergir para um limite S, dizemos que a série converge para S, que é a
soma da série, o que se denota por

S = ∞∑
k=1 ak .

Se a sequência das somas parciais divergir, dizemos que a série diverge. Uma série
divergente não tem soma.

Exemplo 11.1Escreva o número decimal 0, 4444 · · · como uma série e analise a convergência de tal série.
Solução:Sabemos que 0, 444 · · · = 410 + 4102 + 4103 + · · · = ∞∑

k=1
410k

e sabemos também que ele é a representação decimal do número racional 49. Assim, é
razoável pensarmos que a série acima converge para 49. Vamos ver como mostrar esse fato,que é verdadeiro.

A n−ésima soma parcial é
sn = 410 + 4102 + · · ·+ 410n−1 + 410ne, portanto, 110sn = 4102 + 4103 + · · ·+ 410n + 410n+1Logo
sn −

110sn = 410 − 410n+1 ⇒910sn = 410
(1− 110n

)
⇒

sn =49
(1− 110n

)
Como lim

n→∞

110n = 0, resulta que
lim
n→∞

sn = 49 ⇒ 410 + 4102 + 4103 + · · · = ∞∑
k=1

410k = 49 = 0, 444 · · ·



11.1. DEFINIÇÕES BÁSICAS 165
��

Exemplo 11.2 Série harmônicaVamos estudar a convergência da série ∞∑
k=1

1
k , chamada de série harmônica.

Solução:Como os termos da série são positivos, a sequência das somas parciais é uma sequênciaestritamente crescente.
s1 = 1 s2 = 1 + 12 s3 = 1 + 12 + 13 s4 + 1 + 12 + 13 + 14 · · ·Vamos mostrar que a sequência das somas parciais não é limitada e, portanto, não pode serconvergente, pelo Teorema 10.6. De fato: vamos considerar a subsequência {s2n}

s21 = s2 = 1 + 12 > 12 + 12 = 22
s22 = s4 = s2 + 13 + 14 > s2 + 14 + 14 = s2 + 12 > 22 + 12 = 32
s23 = s8 = s4 + 15 + 16 + 17 + 18 > +s4 + 18 + 18 + 18 + 18 = s4 + 12 > 32 + 12 = 42
s24 = s16 = s8 + 19 + 110 + 111 + 112 + 113 + 114 + 115 + 116 > s8 + 816 = s8 + 12 > 42 + 12 = 52...
s2n > n+ 12Então, se M é um número real qualquer, existe n0 ∈ N tal que n > n0 ⇒ s2n > M . Bastatomar n0 = 2M−1. Como a sequência das somas parciais possui uma subsequência ilimitada,ela é também ilimitada e, portanto, não converge, o que prova que a série harmônica édivergente. ��

Exemplo 11.3Analise a convergência da série ∞∑
k=1

3(k + 3)(k + 4) e determine sua soma, caso existir.
Solução:Nesse tipo de série é conveniente usar o métodos das frações parciais para escrever asoma parcial em forma fechada.3(k + 3)(k + 4) = A

k + 3 + B
k + 4 ⇔ 3(k + 3)(k + 4) = Ak + 4A+ Bk + 3B(k + 3)(k + 4) ⇔

3(k + 3)(k + 4) = (A+ B)k + (4A+ 3B)(k + 3)(k + 4) ⇔
{

A+ B = 04A+ 3B = 3 ⇔
{

A = 3
B = −3

Dessa forma o termo geral da série é ak = 3
k + 3 − 3

k + 4 e a n−ésima soma parcial é
sn = (34 − 35

) + (35 − 36
) + (36 − 37

) + · · ·+( 3
n+ 2 − 3

n+ 3
) + ( 3

n+ 3 − 3
n+ 4

)
= 34 − 3

n+ 4 ⇒ lim
n→∞

sn = 34
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Logo, a série converge e sua soma é 3/4.

��

11.2 A série geométrica

A série geométrica de razão r e termo inicial a 6= 0 tem a seguinte forma:
∞∑
k=0 ar

k = a+ ar + ar2 + ar3 + · · · (11.1)
Note que o valor inicial do índice k aqui foi definido como 0. Cada termo da série éobtido multiplicando-se o termo anterior pela constante r, ou seja, a razão entre dois termosconsecutivos é constante, igual a r.

Para estudar a convergência da série geométrica, considere sua n−ésima soma parcial
sn = a+ ar + ar2 + ar3 + · · ·+ arn−1 + arn.

Vamos analisar o comportamento da sequência das somas parciais analisando os possíveisvalores de r.
• r = 1

sn = a+ a+ · · ·+ a = (n+ 1)a ⇒ lim
n→∞

sn = ±∞dependendo do sinal de a. A série geométrica tem limite infinito, ou seja, não converge.
• r = −1Nesse caso, a sequência das somas parciais é a, 0, a, 0, a, 0, · · · , que diverge por terduas subsequências com limites diferentes, implicando na divergência da respectivasérie geométrica.
• |r| 6= 1Temos que

rsn = ar + ar2 + ar3 + ar4 + · · ·+ arn + arn+1
e, portanto,

sn − rsn = a − arn+1 ⇒︸︷︷︸
r6=1 sn = a − arn+11− r = 11− r − arn+11− r

Do Exemplo 10.8 concluímos que rn+1 converge, e converge para 0, apenas se |r| < 1e, nesse caso,
lim
n→∞

sn = ∞∑
k=0 ar

k = a1− r se |r| < 1 (11.2)
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Provamos, assim, o seguinte teorema.

Teorema 11.1 Série geométrica
Uma série geométrica

∞∑
k=0 ar

k = a+ ar + ar2 + ar3 + /cdots a 6= 0
converge se |r| < 1 e nesse caso,

∞∑
k=0 ar

k = a1− r .
A série diverge se |r| ≥ 1.

�

Exemplo 11.4Analise a convergência da seguinte série e determine seu limite, se existir.
∞∑
k=0

23k
Solução:

∞∑
k=0

23k = ∞∑
k=0 2(13

)k

e essa é uma série geométrica com termo geral a = 2 e razão r = 13. Como |r| < 1, temosque
∞∑
k=0

23k = 21− 13 = 3
��

Exemplo 11.5Obtenha o número racional representado pela dízima periódica 0, 5434343 . . ..
Solução:
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0, 5434343 . . . = 0, 5 + 0, 043 + 0, 00043 + 0, 0000043 + 0, 000000043 + · · ·

= 0, 5 + 431000 + 43100.000 + 4310.000.000 + 431.000.000.000 + · · ·
= 0, 5 + 431000

(1 + 1100 + 110.000 + 11.000.000 + · · ·)
= 0, 5 + 431000

[1 + 1100 + ( 1100
)2 +( 1100

)3 + · · ·]
= 510 + 431000 · 11− 1100= 510 + 431000 · 10099= 510 + 43990= 495 + 43990= 538990= 543− 5990Lembre-se do estudo das dízimas periódicas no Capítulo 5. ��

11.3 A série p

Seja p > 0 um número real qualquer. A série p é definida por
∞∑
k=1

1
kp = 1 + 12p + 13p + 14p + · · · (11.3)

Vamos analisar a convergência da série p considerando os possíveis valores de p.
• p = 1Nesse caso, a série p é a série harmônica, que é divergente, conforme demonstrado noExemplo 11.2.
• 0 < p < 1

Coo k ∈ N, isto é, k ≥ 1 e 0 < p < 1, resulta que kp ≤ k ⇒ 1
kp ≥

1
k .

Seja tn = n∑
k=1

1
k a n−ésima soma parcial da série harmônica e seja sn = n∑

k=1
1
kp a

n−ésima soma parcial da série p. Temos, então, que tn ≤ sn para todo n ∈ N elimn → ∞tn = ∞. Pelo Corolário 10.5 do Teorema do Sanduíche, concluímos quelimn → ∞sn =∞ e, portanto, a série p diverge se 0 < p < 1.
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• p > 1Como os termos da série p são positivos, a sequência das somas parciais (sn) écrescente. Vamos mostrar que (sn) é limitada superiormente.

Seja M = ∞∑
k=0
( 12p−1

)k . Como p > 1, segue que 0 < 12p−1 < 1; logo, M é a soma de
uma série geométrica de razão r = 12p−1 e |r| < 1. Assim, M é um número finito, isto é,
M ∈ R.Seja n ∈ N qualquer. Então, existe m ∈ N tal que n < 2m − 1. Como (sn) é crescente,resulta que sn < s2m−1, ou seja,
sn = n∑

k=1
1
kp <

2m−1∑
k=1

1
kp

= 1 + ( 12p + 13p
)

︸ ︷︷ ︸21 termos
+( 14p + 15p + 16p + 17p

)
︸ ︷︷ ︸22 termos

+ · · ·+ [ 1(2m−1)p + 1(2m−1 + 1)p + · · ·+ 1(2m−1 + 2m−1 − 1)p
]

︸ ︷︷ ︸2m−1 termos
< 1 + ( 12p + 12p

)
︸ ︷︷ ︸21 termos

+( 14p + 14p + 14p + 14p
)

︸ ︷︷ ︸22 termos
+ · · ·+ [ 1(2m−1)p + 1(2m−1)p + · · ·+ 1(2m−1)p

]
︸ ︷︷ ︸2m−1 termos= 1 + 22p + 22(22)p + · · ·+ 2m−1(2m−1)p = 1 + 12p−1 + 1(22)p−1 + · · ·+ 1(2m−1)p−1

= 1 + 12p−1 + 1(2p−1)2 + · · ·+ 1(2p−1)m−1 = m−1∑
k=0
( 12p−1

)k
< M

Provamos, assim, que a sequência das somas parciais (sn) é crescente e limitadasuperiormente. Pelo Teorema 10.7, concluímos que (sn) é convergente, assim como a série pde p > 1. Provamos, assim, o seguinte teorema
Teorema 11.2 Convergência da série p
A série p, p > 0, definida por

∞∑
k=1

1
kp = 1 + 12p + 13p + · · ·

converge se p > 1 e diverge se 0 < p ≤ 1.

�

11.4 Algumas propriedades das séries

Muitas das propriedades das séries convergentes seguem de resultados análogos dassequências convergentes.
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Teorema 11.3
Se

∞∑
k=1 ak é uma série convergente, então lim

k→∞
ak = 0.

Demonstração:Vamos definir as seguintes sequências:
• {sn}∞n=1: sequência das somas parciais dos n primeiros termos da série; por hipótese(sn) converge.

sn = a1 + a2 + · · ·+ an−1 + an
• {tn}∞n=2: sequência das somas parciais dos n − 1 primeiros termos da série

Temos que
t2 = a1 = s1
t3 = a1 + a2 = s2...
tn = a1 + a2 + · · ·+ an−1 = sn−1

Logo, a partir de um certo n, (tn) é subsequência de (sn). Como (sn) é convergente, resultaque (tn) é convergente e ambas têm o mesmo limite. Logo, pelo Teorema 10.3, resulta que
lim
n→∞

sn = lim
n→∞

tn ⇒ lim
n→∞

(sn − tn) = 0⇒ lim
n→∞

an = 0.
�

Note que a recíproca do teorema é falsa, ou seja, o fato de ak → 0 não garante que asérie convirja. A série harmônica vista no Exemplo 11.2 é um exemplo clássico.
Teorema 11.4 Propriedades algébricas das séries

(a) Sejam
∞∑
k=1 ak e

∞∑
k=1 bk séries convergentes. Então

∞∑
k=1(ak + bk ) = ∞∑

k=1 ak + ∞∑
k=1 bk

∞∑
k=1(ak − bk ) = ∞∑

k=1 ak −
∞∑
k=1 bk

(b) Se
∞∑
k=1 ak converge e

∞∑
k=1 bk diverge, então

∞∑
k=1(ak + bk ) diverge.
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(c) Se c é uma constante não nula, então ambas as séries

∞∑
k=1 ak e

∞∑
k=1(c ak ) ou divergem

ou convergem. No caso de convergência,

∞∑
k=1(c ak ) = c

∞∑
k=1 ak

Demonstração:A demonstração segue da aplicação do Teorema 10.3 e do Corolário 10.1 às sequências dassomas parciais das séries envolvidas e deve ser feita como exercício.
�

É importante notar que a soma de duas séries divergentes não resulta,necessariamente, em uma série divergente. Considere, por exemplo, as séries ∞∑
k=1 n e ∞∑

k=1(−n)
ou então, as séries ∞∑

k=1(−1)k e ∞∑
k=1(−1)k+1. Em ambos exemplos temos duas séries divergentes,

cuja soma é convergente, pois as somas parciais são todas iguais a zero.
Teorema 11.5
Sejam

∞∑
k=1 ak e

∞∑
k=1 bk duas séries tais que bk = ak para todo k ≥ m, m ∈ N. Então, ou

ambas as séries convergem ou ambas as séries divergem, ou seja,
∞∑
k=1 ak converge se, e

somente se,
∞∑
k=1 bk converge.

Demonstração:Seja sn a n−ésima soma parcial de ∞∑
k=1 ak e seja tn a n−ésima soma parcial de ∞∑

k=1 bk . Para
n > m, temos que

sn = a1 + · · ·+ am + am+1 + · · ·+ an
tn = b1 + · · ·+ bm + bm+1 + · · ·+ bn = b1 + · · ·+ bm + am+1 + · · ·+ an

Logo,
n > m =⇒ sn − tn = (a1 + · · ·+ am)− (b1 + · · ·+ bm) = c =⇒ lim

n→∞
(sn − tn) = c

Suponhamos que (sn) convirja para L1 ∈ R, isto é, ∞∑
k=1 ak = L1. Então,

lim
n→∞

tn = lim
n→∞

[sn − (sn − tn)] =︸︷︷︸Teo.10.3 L1 − c ⇒
∞∑
k=1 bk = L1 − c
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Provamos, então, que se ∞∑

k=1 ak converge, então ∞∑
k=1 bk converge e, pela contrapositiva, se

∞∑
k=1 bk diverge, então ∞∑

k=1 ak diverge.
Suponhamos, agora, que (sn) seja divergente. Como lim

n→∞
(tn − sn) = −c, temos que

tn = sn + (tn − sn) =⇒︸︷︷︸Cor.10.1 tn diverge.
Provamos, então, que se ∞∑

k=1 ak diverge, então ∞∑
k=1 bk diverge e, pela contrapositiva, se ∞∑

k=1 bkconverge, então ∞∑
k=1 ak converge, o que completa a prova.

�

Teorema 11.6 Remoção dos primeiros termos

Seja
∞∑
k=1 ak uma série qualquer e seja m ∈ N. Então,

∞∑
k=1 ak converge se, e somente se,

∞∑
k=m+1ak converge.

Demonstração:Para n > m temos que
n∑
k=1 ak = m∑

k=1 ak + n∑
k=m+1akComo o primeiro somatório do lado direito do sinal de = não depende de n, resulta quelim

n→∞

n∑
k=1 ak existe se, e somente se, lim

n→∞

n∑
k=m+1ak existe, ou seja, ∞∑

k=1 ak converge se, e somente
se, ∞∑

k=m+1ak converge.
Note que, no caso de convergência, a soma da série fica alterada pela remoção dos mprimeiros termos, isto é,

∞∑
k=1 ak = L1 =⇒ ∞∑

k=m+1ak = L1 −
m∑
k=1 ak

�

Exemplo 11.6Estude a convergência da série ∞∑
k=1 ar

k em que |r| < 1. Caso ela seja convergente, calcule
seu limite.
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Solução:Note que a série dada corresponde à série geométrica vista na Seção 11.2 com o primeirotermo removido. Como |r| < 1, sabemos que a série geométrica converge e, portanto,

∞∑
k=1 ar

k = ∞∑
k=0 ar

k − ar0 = a1− r − a = ar1− r
��

Teorema 11.7
Seja

∞∑
k=1 ak uma série de termos não negativos. Se a sequência das somas parciais for

limitada superiormente, então a série converge.

Demonstração:Como os termos da série são não negativos, a sequência das somas parciais é nãodecrescente, ou seja, monótona. Como ela é limitada inferiormente por s1 e limitadasuperiormente por hipótese, resulta que (sn) é monótona e limitada e pelo Teorema 10.7,concluímos que (sn) é convergente e, assim, a série converge.
�

11.5 Testes de convergência

Nesta seção estudaremos alguns testes de convergência de séries com termos nãonegativos. Alguns deles analisam o comportamento de duas séries e o conhecimento sobrea convergência ou divergência de uma delas pode determinar o comportamento da outra.Outros analisam o comportamento dos termos da série.
Teorema 11.8
Sejam

∞∑
k=1 ak e

∞∑
k=1 bk séries de termos não negativos e suponha que ak ≤ bk para todo

n ∈ N.

(a) Se a série “maior”
∞∑
k=1 bk converge, então a série “menor”

∞∑
k=1 ak também converge.

(b) Se a série “menor”
∞∑
k=1 ak diverge, então a séria “maior”

∞∑
k=1 bk também diverge.

Demonstração:

(a) Sejam as somas parciais
sn = a1 + a2 + · · ·+ an
tn = ba + b2 + · · ·+ bn
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Tanto (sn) quanto (tn) são não decrescentes, já que seus termos são não negativos.Como ∞∑

k=1 bk converge, a sequência (tn) converge e, portanto é limitada, isto é, existe
M > 0 tal que 0 ≤ sn ≤ tn ≤ M . Logo, (sn) é monótona e limitada e, pelo Teorema 10.7,(sn) converge, o que significa que ∞∑

k=1 ak converge.
(b) Suponhamos, por absurdo, que ∞∑

k=1 bk seja convergente; então, pelo item anterior, ∞∑
k=1 aké convergente, o que contraria a hipótese.
�

Exemplo 11.7Analise a convergência da série ∞∑
k=1

12k3 + k2 .
Solução:Note que 0 < 12k3 + k2 < 12k3 . A série ∞∑

k=1
1
k3 é uma série p, com p > 1; logo, ela é

convergente, assim como a série ∞∑
k=1

12k3 , pelo Teorema 11.4. Pelo Teste da Comparação,
concluímos que ∞∑

k=1
12k3 + k2 converge. ��

Teorema 11.9 Teste da Comparação de Limites

Sejam
∞∑
k=1 ak e

∞∑
k=1 bk séries de termos positivos e suponha que

L = lim
k→∞

ak
bk

(a) Se L > 0 e L é finito, então ou ambas as séries convergem ou ambas divergem.

(b) Se L = 0 e
∞∑
k=1 bk converge, então

∞∑
k=1 ak também converge.

(c) Se L =∞ e
∞∑
k=1 bk diverge, então

∞∑
k=1 ak também diverge.

Demonstração:

(a) Dado ε = L2, existe k0 ∈ N tal que para todo k > k0∣∣∣∣akbk − L
∣∣∣∣ < L2 =⇒ L2 < ak

bk
< 3L2 =⇒ L2bk < ak < 3L2 bk
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Assim, para k grande, a série ∞∑

k=1
3L2 bk domina a série ∞∑

k=1 ak .
Se ∞∑

k=1 bk converge, ∞∑
k=1

3L2 bk também converge (Teorema 11.4, com 3L/2 > 0) e, pelo
Teste da Comparação, ∞∑

k=1 ak também converge.
Temos também que, para k grande, a série ∞∑

k=1 ak domina a série ∞∑
k=1

L2bk . Se ∞∑
k=1 bkdiverge, ∞∑

k=1
L2bk também diverge (Teorema 11.4, com L/2 > 0) e, pelo Teste da

Comparação, ∞∑
k=1 ak também diverge.

(b) Dado ε > 0, existe k0 ∈ N tal que para todo k > k0∣∣∣∣akbk
∣∣∣∣ < ε =⇒ 0 < ak

bk
< ε =⇒ 0 < ak < εbk

Assim, para k grande, a série ∞∑
k=1 εbk domina a série ∞∑

k=1 ak .
Se ∞∑

k=1 bk converge, ∞∑
k=1 εbk também converge (Teorema 11.4, com ε > 0) e, pelo Teste

da Comparação, ∞∑
k=1 ak também converge.

(c) Como L =∞, para todo M > 0 existe k0 ∈ N tal que para todo k > k0
ak
bk
> M =⇒ ak > Mbk

Então, para k grande, a série ∞∑
k=1 ak domina a série ∞∑

k=1 Mbk . Se ∞∑
k=1 bk diverge, ∞∑

k=1 Mbktambém diverge (Teorema 11.4, comM > 0) e, pelo Teste da Comparação, ∞∑
k=1 ak também

diverge.
�

Exemplo 11.8Use o Teste da Comparação de Limites para determinar se a série ∞∑
k=1

5k6 − 2k4 + 3k22k9 + 5k5 − 3k4converge.
Solução:Quando os termos de uma série envolvem polinômios, a convergência (ou divergência) é
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determinada pelo termo dominante; assim, podemos descartar os demais termos, sem queisso altere a convergência ou divergência da série.

No exemplo, a série dada deve ter o mesmo comportamento da série
∞∑
k=1

5k62k9 = ∞∑
k=1

52k3 = ∞∑
k=1

52 1
k3

. Essa série converge, pois temos uma série p com p > 1 multiplicada por uma constante.
Vamos, então, aplicar o Teste da Comparação de Limites com a série dada e a sérieacima.

L = lim
k→∞

5k6 − 2k4 + 3k22k9 + 5k5 − 3k452k3
= lim

k→∞

10K 9 − k7 + 6k510k9 + 25k5 − 15k4 = 1
Como L é finito e não nulo e a série auxiliar converge, resulta que a série dada tambémconverge. ��

Teorema 11.10 Teste da Razão
Seja

∞∑
k=1 ak uma série de termos positivos e suponha que

L = lim
k→∞

ak+1
ak

.

(a) Se L < 1, a série converge.

(b) Se L > 1 ou L =∞, a série diverge.

(c) Se L = 1, a série pode convergir ou divergir.

Demonstração:

(a) Seja r um número tal que L < r < 1. Tome ε = r − L; então, ε > 0 e existe K ∈ N talque para todo k > K∣∣∣∣ak+1
ak
− L
∣∣∣∣ < ε =⇒ 0 < ak+1

ak
< L+ ε = r =⇒ 0 < ak+1 < rak

Temos, então, que
aK+1 > raK
aK+2 > raK+1 < r2aK
aK+3 > raK+2 < r3aK...
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Então, para k grande a série geométrica de razão r domina a série dada. Como |r| < 1, asérie geométrica é convergente e pelo teste da Comparação resulta que ∞∑

k=1 ak tambémconverge.
(b) Seja r um número tal que 1 < r < L. Tome ε = L − r; então, ε > 0 e existe K ∈ N talque para todo k > K∣∣∣∣ak+1

ak
− L
∣∣∣∣ < ε =⇒ L−ε < ak+1

ak
< L+ε =⇒ r < ak+1

ak
< L+ε =⇒ 1 < r < ak+1

ak
=⇒ ak < ak+1

Logo, 0 < aK < aK+1 < aK+2 < · · · =⇒ 0 < aK < ak para todo k > Kou seja, para k suficientemente grande, todos os termos da série são maiores que
aK > 0 e, portanto, o limite do termo geral não é zero, o que significa que a sériediverge.Demonstração análoga vale para o caso em que L =∞.

(c) Considere a série p com p = 2 e a série harmônica; a primeira converge e a segundadiverge. No entanto, para a série p
lim
k→∞

1(k + 1)21
k2

= lim
k→∞

k2
k2 + 2k + 1 = 1

e para a série harmônica
lim
k→∞

1+11
k

= lim
k→∞

k
k + 1 = 1

Assim, temos exemplo de uma série convergente e de uma série divergente para asquais L = 1.
�

Exemplo 11.9Aplique o Teste da razão para analisar a convergência ou divergência da série ∞∑
k=1

kk
k! .

Solução:

ak+1
ak

= (k + 1)k+1(k + 1)!
kk
k!

= (k + 1)k+1
kk · k!(k + 1)! = (k + 1)k+1

kk · 1
k + 1 = (k + 1

k

)k = (1 + 1
k

)k
e lim

k→∞

ak+1
ak

= lim
k→∞

(1 + 1
k

)k = e > 1.
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Logo, a série diverge. ��

Teorema 11.11 Teste da Raiz
Seja

∞∑
k=1 ak uma série de termos positivos e suponha que

L = lim
k→∞

k
√
ak = lim

k→∞
(ak )1/k .

(a) Se L < 1, a série converge.

(b) Se L > 1 ou L =∞, a série diverge.

(c) Se L = 1, a série pode convergir ou divergir.

Demonstração:

(a) A demonstração é análoga à demonstração do Teste da razão; eis o esboço. Tome r talque L < r < 1 e ε = r − L > 0. Então existe K ∈ N tal que para todo k > K
| k
√
ak − L| < ε =⇒ 0 < k

√
ak < r =⇒ 0 < ak < rk

Logo, a série geométrica, que é convergente pois |r| < 1, domina série original e peloteste da Comparação resulta que ∞∑
k=1 ak também converge.

(b) Seja r um número tal que 1 < r < L. Tome ε = L − r; então, ε > 0 e existe K ∈ N talque para todo k > K
| k
√
ak − L| < ε =⇒ L − ε < k

√
ak < L+ ε =⇒ 1 < r < k

√
ak =⇒ 1 < rk < ak

Assim, para k suficientemente grande, todos os termos da série são maiores que 1 e,portanto, o limite do termo geral não é zero, o que significa que a série diverge.
(c) Os mesmos exemplos dados na demonstração do Teste da Razão ilustram o resultadoaqui.

�

Exemplo 11.10Use o Teste da Raiz para analisar a convergência da série ∞∑
k=1

1[ln(k + 1)]k .
Solução:

lim
k→∞

k
√
ak = lim

k→∞

1ln(k + 1) = 0 < 1.
Logo, a série converge. ��
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11.6 Exercícios propostos(Anton et al. (2014)

1. Em cada item, ache o valor exato das quatro primeiras somas parciais, ache a formafechada para a n−ésima soma parcial e determine se a série converge. Em casoafirmativo, estabeleça a sua soma.
(a) 2 + 25 + 252 + · · ·+ 25k−1 + · · ·
(b) 14 + 24 + 224 + · · ·+ 2k−14 + · · ·
(c) 12 · 3 + 13 · 4 + · · ·+ 1(k + 1)(k + 2) + · · ·

(d) ∞∑
k=1
(14
)k

(e) ∞∑
k=1 4k−1

(f ) ∞∑
k=1
( 1
k + 3 − 1

k + 4
)

2. Determine se as seguintes séries convergem e, em caso afirmativo, encontre sua soma.
(a) ∞∑

k=1
(
−34
)k−1

(b) ∞∑
k=1
(23
)k+2

(c) ∞∑
k=1(−1)k−1 76k−1

(d) ∞∑
k=1
(
−32
)k+1

(e) ∞∑
k=1

1(k + 2)(k + 3)
(f) ∞∑

k=1
19k2 + 3k − 2

(g) ∞∑
k=2

1
k2 − 1

(h) ∞∑
k=1

1
k − 2

(i) ∞∑
k=1
(e
π

)k−1

(j) ∞∑
k=2

4k−27k−1
(k) ∞∑

k=1
( 12k − 12k+1

)
(l) ∞∑

k=1 53k71−k

3. Expresse cada uma das dízimas a seguir como uma fração.
(a) 0, 4444 · · ·(b) 5, 373737 · · ·(c) 0, 782178217821 · · ·

(d) 0, 9999 · · ·(e) 0, 159159159 · · ·(f ) 0, 4514141414 · · ·
4. Use a série geométrica para provar que

(a) ∞∑
k=0(−1)kxk = 11 + x se − 1 < x < 1

(b) ∞∑
k=0(x − 3)k = 14− x se 2 < x < 4
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(c) ∞∑

k=0(−1)kx2k = 11 + x2 se − 1 < x < 1
5. Em cada item, ache os valores de x para os quais a série converge, e ache a soma dasérie para esses valores de x .

(a) x − x3 + x5 − x7 + x9 − · · ·(b) 1
x2 + 2

x3 + 4
x4 + 8

x5 + 16
x6 + · · ·(c) e−x + e−2x + e−3x + e−4x + e−5x + · · ·

6. Mostre que cada um dos resultados a seguir é válido.
(a) ∞∑

k=1
√
k + 1−√k√
k2 + k = 1

(b) ∞∑
k=1
(1
k −

1
k + 2

) = 32
(c) 11 · 3 + 12 · 4 + 13 · 5 + 14 · 6 · · · = 34(d) 11 · 3 + 13 · 5 + 15 · 7 + · · · = 127. Use o Teorema 11.4 para achar a soma de cada uma das séries a seguir.
(a) (12 + 14

) + ( 122 + 142
)+ · · ·+( 12k + 14k

)+ · · ·
(b) ∞∑

k=1
( 15k − 1

k(k + 1)
)

(c) ∞∑
k=1
( 1
k2 − 1 − 710k−1

)
(d) ∞∑

k=1
(7−k3k+1 − 2k+15k

)
8. A seguir, são dadas várias séries p. Identifique o valor de p e determine se a sérieconverge ou não.

(a) ∞∑
k=1

1
k3

(b) ∞∑
k=1

1√
k

(c) ∞∑
k=1 k

−1

(d) ∞∑
k=1 k

−2/3
(e) ∞∑

k=1 k
−4/3

(f ) ∞∑
k=1

14√k
(g) ∞∑

k=1
13√k5

(h) ∞∑
k=1

1
kπ

9. Aplique o teste da divergência (Teorema 11.3) para analisar a convergência dasseguintes séries:
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(a) ∞∑

k=1
k2 + k + 32k2 + 1

(b) ∞∑
k=1
(1 + 1

k

)k
(c) ∞∑

k=1
1
kπ

(d) ∞∑
k=1 cos kπ

(e) ∞∑
k=1

k
ek

(f ) ∞∑
k=1 ln k

(g) ∞∑
k=1

1√
k

(h) ∞∑
k=1

√
k√

k + 3
10. Use o teste da comparação para determinar se cada uma das séries a seguir convergeou diverge.

(a) ∞∑
k=1

15k2 − k
(b) ∞∑

k=1
3

k − 14
(c) ∞∑

k=1
k + 1
k2 − k

(d) ∞∑
k=1

2
k4 + k

(e) ∞∑
k=1

13k + 5
(f) ∞∑

k=1
5sen2k
k!

(g) ∞∑
k=1

ln k
k

(h) ∞∑
k=1

k
k3/2 − 12

11. Use o teste da comparação dos limites para determinar se cada uma das séries converge.
(a) ∞∑

k=1
4k2 − 2k + 68k7 + k − 8

(b) ∞∑
k=1

19k + 6
(c) ∞∑

k=1
53k + 1

(d) ∞∑
k=1

k(k + 3)(k + 1)(k + 2)(k + 5)
(e) ∞∑

k=1
13√8k2 − 3k

(f ) ∞∑
k=1

1(2k + 3)17
12. Use o teste da razão para analisar a convergência de cada uma das séries a seguir.

(a) ∞∑
k=1

3k
k!

(b) ∞∑
k=1

4k
k2

(c) ∞∑
k=1

15k
(d) ∞∑

k=1 k
(12
)k

(e) ∞∑
k=1

k!
k3

(f ) ∞∑
k=1

k
k2 + 1

13. Use o teste da raiz para analisar a convergência de cada uma das séries a seguir.



182 CAPÍTULO 11. SÉRIES
(a) ∞∑

k=1
(3k + 22k − 1

)k
(b) ∞∑

k=1
(
k100
)k

(c) ∞∑
k=1

k5k
(d) ∞∑

k=1(1− e−k )k
14. Use qualquer método para analisar a convergência de cada uma das séries a seguir.

(a) ∞∑
k=1

7k
k!

(b) ∞∑
k=1

12k + 1
(c) ∞∑

k=1
k25k

(d) ∞∑
k=1

k!10k3k
(e) ∞∑

k=1
k50
e−k

(f ) ∞∑
k=1

k2
k3 + 1

(g) ∞∑
k=1

√
k

k3 + 1
(h) ∞∑

k=1
42 + 3kk

(i) ∞∑
k=1

1√
k(k + 1)

(j) ∞∑
k=1

2 + (−1)k5k
(k) ∞∑

k=1
2 +√k(k + 1)3 − 1

(l) ∞∑
k=1

4 + | cos k|
k3

(m) ∞∑
k=1

11 +√k
(n) ∞∑

k=1
k!
kk

(o) ∞∑
k=1

ln k
ek

(p) ∞∑
k=1

k!
ek2

(q) ∞∑
k=1

(k + 4)!4!k!4k
(r) ∞∑

k=1
(

k
k + 1

)k2



Apêndice A

Alfabeto grego

Tabela A.1 – Alfabeto grego
Minúscula Maiúscula Como se escreve

α A Alfa
β B Beta
γ Γ Gama
δ ∆ Delta

ε ou ε E Épsilon
ζ Z Zeta
η H Êta

θ ou θ Θ Teta
ι I Iota
κ K Kapa
λ Λ Lambda
µ M Mu (lê-se como ‘mi’)
ν N Nu (lê-se como ‘ni’)
ξ Ξ Ksi (lê-se como ‘Quiçi’)
o O Omicron

π ou π Π Pi
ρ ou ρ P Rô
σ ou ς Σ Sigma
τ T Tau
υ Υ Upsilon

φ ou φ Φ Fi
χ X Qui
ψ Ψ Psi
ω Ω Ômega
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