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Capitulo 1

Variaveis Aleatorias

Neste capitulo, vocé aprendera um conceito muito importante da teoria de probabilidade:
o conceito de varidvel aleatéria. Vocé vera que as variaveis aleatorias e suas distribuicoes
de probabilidade sdo as ferramentas fundamentais na modelagem de fendmenos aleatérios.
Nesse capitulo, definiremos as varidveis aleatorias discretas e continuas, bem como funcoes
que determinam seu comportamento probabilistico: funcdo de probabilidade para o caso
discreto e funcdo densidade de probabildiade para o caso continuo. Definiremos, ainda,
a funcdo de distribuicdo acumulada, que também caracteriza completamente as varidveis
aleatdrias, tanto discretas quanto continuas.

1.1  Variavel Aleatoria

Consideremos o seguinte experimento aleatério: sorteio de uma amostra de 20
funcionarios de uma empresa que tem 500 funcionarios. O espaco amostral deste experimento
é formado por todas as amostras possiveis e, como a ordem ndo importa e ndo deve haver
repeticao de funciondrios, o nimero total de tais amostras é nQ)) = (52000). Cada elemento

desse espaco amostral é formado pela relacéo dos 20 funcionarios sorteados.

Em situacdes como essa, em geral, o interesse néo esta no funcionario em si, mas, sim, em
alguma caracteristica deste funcionario, por exemplo, sua altura, se tem curso superior ou nao,
numero de dependentes. Dessa forma, poderiamos calcular a altura média dos funcionarios
da amostra, o nimero médio de dependentes, a proporcao de funcionérios com curso superior,
etc. Entdo, a cada amostra possivel, ou seja, a cada ponto do espaco amostral associamos um
nimero. Essa é a definicdo de varidvel aleatdria.
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pI=2[\[02\6] Variavel aleatéria

Uma variavel aleatodria é uma funcéo real (isto é, que assume valores em R) definida
no espaco amostral Q) de um experimento aleatdrio. Dito de outra forma, uma variavel
aleatdria é uma funcédo que associa um nimero real a cada evento de Q.

Por questdes de simplicidade, muitas vezes abreviaremos a expresséo varidvel aleatéria
por v.a. A convencdo usual para representar uma v.a. consiste em usar letras maitsculas
como X, Y, etc. Um valor especifico, mas genérico, desta variavel sera representado pela letra
mindscula correspondente: x, y, etc.

Continuando com o exemplo da amostra de funcionarios, podemos, entdo, definir as
seguintes varidveis aleatdrias: X = “altura média em centimetros” e Y = “nimero maximo de
dependentes”. Estas varidveis tém naturezas distintas, quando levamos em conta os possiveis
valores de cada uma. Para a variavel X, os valores possiveis formam um intervalo, por exemplo,
[140,200]. Para a varidvel Y, os valores possiveis sdo niimeros inteiros, variando de 0 a 20,
por exemplo. Isso nos leva a sequinte definicao.

DI N[@(0 Variaveis aleatorias discretas e continuas

Uma varidvel aleatédria é discreta se sua imagem (ou conjunto de valores que ela
assume) for um conjunto finito ou enumerdvel. Se a imagem for um conjunto nao
enumeravel, dizemos que a varidvel aleatéria é continua.

A questao que se coloca, agora, é: como atribuir probabilidade aos valores, ou intervalo
de valores, de uma variavel aleatdria?

EXEMPLO 1.1 Dois dados

Consideremos o lancamento de dois dados equilibrados. Como ja visto, o espaco
amostral desse experimento é formado pelos pares ordenados (i, j) em que i,j =1,2,3,4,5,06.
Esse é um experimento em que o espaco amostral ndo é formado por ndmeros. Suponhamos
que nosso interesse esteja no maximo das faces dos dois dados. Neste caso, a va. X =
“maximo das 2 faces” é uma varidvel discreta, que pode assumir os valores 1,2,3,4,5,6,
conforme ilustrado na Tabela [
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Tabela 1.1 — Varidvel aleatéria X = “maximo das faces de 2 dados”
Pontos do espaco amostral Valor de X

(.7) 1
(1,2)(2,2).(21) 2
(1,3),(2,3),(3,3),(3,2).(3,1) 3
(1,4),(2,4),(3,4),(4,4),(4,3),(4,2),(4.1) 4
(1,5),(2,5),(3,5),(4,5),(5,5),(5,4),(5,3).(5,2),(5,1) 5
(1,6),(2,6),(3,6),(4,6),(5,6),(6,6),(6,5),(6,4),(6,3),(6,2),(6,1) 6

Podemos ver que o valor X = 2 corresponde ao evento A = {(1,2),(2,1),(2,2)}, enquanto
o valor X =1 corresponde ao evento B = {(1,1)}. Sendo assim, é de se esperar que o valor
2 seja mais provavel que o valor 1, uma vez que todos os pares sdo equiprovaveis. Podemos
calcular a probabilidade de X = 2 usando a sequinte equivaléncia de eventos:

{X=2t=A={(1.2.(21), (2.2}

Dessa forma, obtemos

I'-’(X:Z):P(A):%
De maneira anéloga, obtemos

PUX=1) = =

PUX=3) = -

PUX=4) = —

PUX=5) = o

PUX=6]) =

Observe que consequimos estabelecer uma probabilidade para cada valor da variavel
aleatéria. Esse exemplo ilustra o conceito de funcdo de probabilidade de uma v.a. discreta,
que serd apresentado mais adiante.

*»"

EXEMPLO 1.2 Altura média de uma amostra de funcionarios

Considere, agora, que retiremos varias amostras de 20 funciondrios da empresa
considerada anteriormente e, para cada amostra, registremos a altura média. Na Figura
temos o histograma e o poligono de frequéncia para essas alturas. Este histograma foi
construido de forma que as areas de cada retdngulo sdo iguais as frequéncias relativas das
respectivas classes. Sabemos, entdo, que a soma das areas dos retangulos é 1.
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Figura 1.1 — Histograma e poligono de frequéncia da altura média

Tendo em mente que cada frequéncia relativa é uma aproximacao para a probabilidade
de um elemento pertencer a respectiva classe, podemos estimar a probabilidade de a altura
média estar entre dois valores quaisquer como a area dos retdngulos envolvidos. Veja a
Figura onde a area sombreada corresponde a frequéncia (probabilidade) de alturas entre
os valores 168 e 178 cm. Esta area pode ser aproximada também pela area sob o poligono
de frequéncia, conforme ilustrado na Figura As areas sombreadas de cinza mais escuro
correspondem as diferencas abaixo e acima dopoligono de frequéncias; note que elas tendem
a se compensar.

05 05

Figura 1.2 - Probabilidade como Figura 1.3 — Probabilidade como &rea
frequéncia relativa sob o poligono de frequéncia

Como estamos trabalhando com uma varidvel aleatdria continua, faz sentido pensarmos
em reduzir, cada vez mais, o comprimento de classe 9, até a situacao limite em que 0 — 0.
Nessa situacéo limite, o poligono de frequéncias se transforma em uma curva na parte positiva
(ou ndo-negativa) do eixo vertical, tal que a area sob ela é igual a 1. Essa curva serd chamada
curva de densidade de probabilidade.

Na situacdo limite, a diferenca entre as areas sombreadas mais escuro também tendera
a zero, o que nos permite concluir o sequinte: no limite, quando 0 — 0, podemos estimar
a probabilidade de a variavel de interesse estar entre dois valores A e B pela area sob a
curva de densidade de probabilidade, delimitada por esses pontos. Isso nos permitird calcular
probabilidade de intervalos de valores de qualquer varidvel aletatéria continua.

*»

Iremos, agora, apresentar as definicoes formais relativas as varidveis aleatérias discretas
e continuas.
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1.2 Funcao de probabilidade

O comportamento de uma varidvel aleatdria discreta fica perfeitamente determinado
através da funcdo de probabilidade.

p1= 2 IN[@(6F Funcao de probabilidade

Seja X uma varidvel aleatdria discreta. A funcao de probabilidades de X é a
funcao fx (x) que associa, a cada valor possivel x de X, sua respectiva probabilidade,
calculada da seguinte forma: fx (x) é a probabilidade do evento {X = x} que consiste
em todos os resultados do espaco amostral que déo origem ao valor x.

fx()=P{X=xph= )Y Pw) (1.1)

we:X(w)=x

Para nédo sobrecarregar o texto, omitiremos os colchetes oriundos da notacao de evento
(conjunto) e escreveremos P (X = x) no lugar de P ({X = x}), que seria a forma correta.

Das propriedades (axiomas) da probabilidade resultam os seguintes fatos sobre a funcéo
de probabilidades de uma v.a. discreta X:

fx(x) >0 (1.2)

> fx(x) =1 (1.3)

em que ) _ indica somatdrio ao longo de todos os possiveis valores de X. Note que a segunda

X
propriedade é decorrente do axioma P (Q) = 1, pois os eventos {X = x} sdo mutuamente
exclusivos e formam uma particdo do espaco amostral. Estas sdo as condicées definidoras de
uma fungéo de probabilidade.

1.3 Funcao densidade de probabilidade

O comportamento de uma varidvel aleatodria continua fica perfeitamente determinado
através da funcdo densidade de probabilidade.
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DI Z (@01 Funcao densidade de probabilidade

Uma funcao densidade de probabilidade é uma funcéo f(x) que satisfaz as seqguintes
propriedades:

1. f(x) >0
2. A drea total sob o grafico de f(x) é igual a 1, isto ¢, [ f(x)dx =1

Dada uma funcéo f(x) satisfazendo as propriedades acima, entdo f(x) representa
alguma variadvel aleatéria continua X, de modo que P(a < X < b) é a area sob a
curva limitada pelos pontos a e b (veja a Figura[T.4), isto é

Pla < X < b) = /b f(x)dx

a

Pla < X <b)

Figura 1.4 — Probabilidade como érea sob a curva da funcéo densidade de probabilidade

Uma observacdo importante que resulta da interpretacdo geométrica de probabilidade
como area sob a curva de densidade de probabilidade é a sequinte: se X é uma v.a. continua,
entdo a probabilidade do evento {X = a} é zero, ou seja, a probabilidade de X ser exatamente
igual a um valor especifico é nula. Isso pode ser visto na Figura o evento {X = a}
corresponde a um segmento de reta, e tal segmento tem drea nula. Lembre-se que faa f(x)dx =
0. Como consequéncia, sdo valias as sequintes igualdades:

Pla<X<b)=Pla<X<b)=Pla<X<b)=Pla<X<b)
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Para deixar clara a relacdo entre a funcdo densidade de probabilidade e a respectiva
v.a. X, usaremos a notacao fx(x).

1.4 Funcao de distribuicao acumulada

A funcdo de probabilidade e a funcdo densidade de probabilidade nos dao toda a
informacéo sobre a varidvel aleatéria X. Existe uma outra funcdo com tal caracteristica (na
verdade, sob determinadas condigdes, podemos achar outras funcdes com essa caracteristica),
que é a fungdo de distribuicdo acumulada de X, cuja definicdo apresentamos a sequir.

DI N[eN0F Funcao de distribuicdo acumulada

Dada uma variével aleatéria X, a funcdo de distribuicdo acumulada de X, ou
simplesmente funcao de distribuicao, é definida por

Fx(x)=P(X<x) VxeR (1.4)

E interessante notar que a funcdo Fx esta definida para todo niimero real x.

Os axiomas da probabilidade e as propriedades deles decorrentes nos permitem obter
as sequintes propriedades da funcédo de distribuicdo de uma v.a. X.

1. Como 0 < P(A) < 1 segue que

0< Fx(x) <1 (1.5)
2. Do axioma P(Q) = 1 resulta que

lim Fx(x) =1 (1.6)

X—0Q

Note que o evento {X < oo} corresponde a todos os niimeros reais e, portanto, inclui
todos os valores de X.

3. Da propriedade P(&) = 0 resulta que

lim Fx(x)=0 (1.7)

X—>—0Q

Note que o evento {X < —oo} corresponde ao evento impossivel.
4. Fx (x) é uma funcédo ndo decrescente, isto é, se
a< b= Fx(a) < Fx(b) (1.8)

Esse resultado seque do fato de que, se a < b, entdo o evento {X < a} C {X < b} e,
portanto, P({X < a}) < P({X < b}), ou seja, Fx (a) < Fx (b).
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5. Fx(x) é uma funcéo continua a direita, isto é

Fx (b) = lim Fx (b + h) £ Fx (b*) (1.9)



Capitulo 2

Variaveis aleatorias discretas

Nesse capitulo, vamos estudar em mais detalhes as variaveis aleatérias discretas.

2.1

Calculo da funcao de probabilidade

Da definicdo de funcéo de probabilidade, resulta que o seu célculo se dé em trés etapas:

e primeiro, temos que identificar todos os possiveis valores x da v.a. X;

e segundo, temos que identificar os resultados que déo origem a cada valor x e suas

respectivas probabilidades;

e finalmente, temos que somar todas essas probabilidades para obter fx(x) = P(X = x).

EXEMPLO 2.1

Dois dados: maximo das faces

Considerando novamente a v.a. definida na Tabela [T.T} podemos resumir a sua funcéo
de probabilidade na sequinte tabela:

X 17 2 3 4 5 6
fx (%) 13 5 7 91 (2.1)
X 36 36 36 36 36 36

*

EXEMPLO 2.2 Dois dados: soma das faces

Consideremos, novamente, o lancamento de dois dados, mas agora vamos definir a
seguinte v.a. X = “soma das 2 faces”. Para facilitar a solucédo deste problema, vamos construir
uma tabela de duas entradas, em que cada dimenséao representa o resultado de um dado e
em cada cela temos a soma das duas faces.
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Como todos os pontos do espaco amostral sdo equiprovaveis, a funcéo de probabilidade de X

7

e:
x |2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
h| Ll 2 3 45 6 5 4 3 2 1 (22
X 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36
*

EXEMPLO 2.3 Chaves

Um homem possui quatro chaves em seu bolso. Como esta escuro, ele ndo consegue ver
qual a chave correta para abrir a porta de sua casa, que se encontra trancada. Ele testa cada
uma das chaves até encontrar a correta.

(@) Defina um espaco amostral para esse experimento.

(b) Defina a v.a. X = nimero de chaves experimentadas até conseguir abrir a porta (inclusive
a chave correta). Quais sdo os valores de X?

(c) Encontre a funcdo de probabilidade de X.

Solucao

(a) Vamos designar por C a chave da porta e por £y, E; e E3 as outras chaves. Se ele para
de testar as chaves depois que acha a chave correta, entdo o espaco amostral é:

C,

E1C, E;C, E3C,

E1E>C, E3E4C, E41E3C, E3E1C, E;E3C, E3ELC,
E1E>2E5C, E1ESELC, EXEHERC,

E>E3E4C, E3E1EXC L E3EXE4C

(b) Podemos ver, na listagem de Q, que os possiveis valores de X sdo x =1,2,3,4

(c) Note que todas as chaves tém a mesma chance de serem sorteadas e, obviamente, cada
chave testada nédo é colocada de volta no bolso. Feitas essas observacdes, podemos ver
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que

PX=1) = mq:%
P(X=2) = P(E;CUE,CUE;C)

= P(E{C) + P(E,C) + P(E50)
LRV R B

4X3+4 3737373
P(X=3) = P(E1E2C) + P(E2E1C) + P(E41E3C) +
P(EsE1C) + P(E2E3C) + P(E3ELC)
= bx 1 X = LI !

- 0X3%3
PX=4) = P(EEESC)

v
+
P(E,E5E,C) +
1
2

4
P(E1E3E;C) + P(E2E1E3C) +
P(E3E1E2C) + P(ESE2E4 C)

1

x1=—
4

I
I
= 6><Z><§><

Logo, a funcao de probabilidade de X é

= N
= D
Fsl— N

(2.3)

Y
>
Il
e
e e ]

*»"

EXEMPLO 2.4 Nota média de dois alunos

Dentre os cinco alunos de um curso com coeficiente de rendimento (CR) superior a 8,5,
dois serdo sorteados para receber uma bolsa de estudos. Os CRs desses alunos sédo: 8,8; 9,2;
8,9; 9,5; 9,0.

(a) Designando por A, B, C, D, E os alunos, defina um espaco amostral para esse experimento.
(b) Seja X = CR médio dos alunos sorteados. Liste os possiveis valores de X.
(c) Liste o evento X >9,0.

(d) Encontre a funcao de probabilidade de X e calcule P(X > 9).

Solugao

(a) Note que aqui a ordem néo importa; logo, n(Q) = (g) = 10. Mais especificamente,

q=1 AB)LACAD)AE)BC),
_{ (B.D).(B,E).(C,D),(C E),(D,E)

(b) Usando uma tabela de duas entradas, podemos representar os valores de X da sequinte
forma:
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A(8, 8) B(9, 2) C(8,9) D(9,5) E(9,0)
A(8, 8) 88192 —9,0 8,85 9,15 8,90
B(9, 2) 9,05 9,35 9,10
C(8,9) 9,20 8,95
D(9, 5) 9,25
E(9,0)

() {X =9} = {(A, B).(A,D),(B,C).(B,D),(B,E),(C.D), (D, E)}.

(d) Como todos os pontos do espaco amostral sdo equiprovéveis (o sorteio é aleatdrio), a
funcdo de probabilidade de X é:

X 885 890 895 900 905 910 915 920 925 935

oYX — T T T T T T T T T T
PIX=x)| 1g 10 10 10 10 10 10 10 10 10

eP(X29)=%.

*»

2.2 Funcao de Distribuicao

Vamos calcular a funcado de distribuicdo para as varidveis aleatérias definidas nos

Exemplos 2.1] a 23]

EXEMPLO 2.5 Dois dados: maximo das faces

Considere a funcao de probabilidade da v.aa. X = “maximo das faces de 2 dados”, dada em
(2.7). Devemos notar inicialmente que nenhum valor menor que 1 é possivel. Logo,

Fx(x)=0 Vx < 1 (2.4)
Para x = 1, temos que
Fx(1) = PX<1)=P(X<1)+P(X=1) (2.5)
1 1
= 0t 5= 3

Para qualquer valor de x tal que 1 < x < 2, temos fx(x) = 0. Logo,

Fx(x) = PX<1)+P(1<X<x)
= Fx(1)+0=Fx(1) V¥x:1<x<2 (2.6)

Juntando os resultados (2.5) e (2.6), obtemos

1
FX(X)=FX(‘I)=% UYx:1<x<?2
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Com raciocinio analogo, obtemos

Fx(2) = P(X<2)

= PX<N+P1<X<2+P(X=2

1 3

= 36707353

e para x € (2,3)

Fx(x) =P(X<2)+PR<X<x)=Fx(2+0=Fx(2) V¥x:2<x<3

Usando (2.7) e (2.8), obtemos

4
Fx(x)=Fx(2) = 3¢
Continuando, obtemos
Fx(x) = Fx(3) = g
X = X = 36
16
) = Fx()=3
25
Fx(x) = Fx(8)=3

Vx:2<x<3

Vx:3<x<4
Vx:4<x<5

Vx:5<x<6b

13

(2.7)

Para x > 6 devemos notar que o evento {X < x} corresponde ao espaco amostral completo;

logo
Fx(x) =1

Dessa forma, a funcédo de distribuicdo de X é

[ 0
1/36

Vx>6

x <1

T<x<?2
4/36 2<x <3

Fx(x) =4 9/36 3<x<4

1

16/36 4 < x<b
25/36 5<x<6

x>0

Na Figura[2.1] temos o grafico de tal funcdo em que a escala vertical estd em multiplos
de % e a horizontal, em mdultiplos de 1. Note que esse grafico tem a forma de uma “escada’,
com saltos de descontinuidade nos valores da v.a. X.

A funcao de probabilidade de X pode ser calculada a partir da funcao de distribuicdo

da sequinte forma:

fx (X) = Fx (X)—(%'LB%FX (X—5) £ Fx (X)— Fx (X_)

(2.9)

Isso significa que fx(x) é igual ao tamanho do “salto” da funcéo de distribuicdo no ponto x.

A conclusédo que podemos tirar é a sequinte: a funcdo de probabilidades e a funcéo de
distribuicdo, ambas nos déo todas as informacdes sobre a varidvel aleatéria X e a partir de

uma podemos obter a outra, de forma inequivoca.
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Figura 2.1 — Funcdo de distribuicdo de X = “méximo das faces de 2 dados”

EXEMPLO 2.6 Dois dados: soma das faces

*»"

Considere a funcdo de probabilidade da v.a. X = “soma das faces de 2 dados”, obtida em (2.2).

Devemos notar inicialmente que nenhum valor menor que 2 é possivel. Logo,
Fx(x) =0 Vx <2

Para x = 2, temos que

Fx(2) = PX<2)=P(X<2+P(X=2)
B
- "T3%73

Para qualquer valor de x tal que 2 < x < 3, temos fx(x) = 0. Logo,

Fx(x) = PX<2)+PR2<X<x)
= Fx(2)+0=Fx(2) ¥x:2<x<3

Juntando os resultados (2.11) e (2.12), obtemos

1
Fx(x):FX(Z):% Vx:2<x<3

Com raciocinio analogo, obtemos

Fx(3) = P(X<3)
PX<2)+PR<X<3)+P(X=3)
1 2 3

36707367 3%

e para x € (3,4)

Fx(x) =P(X<3)+PB<X<x)=Fx(3)+0=Fx(3) Yx:3<x<4

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)
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Usando (2.13) e (2.14), obtemos

3
FX(X)=FX(3)=% Vx:3<x<4
Continuando, obtemos
6
Fx(x) = Fx(4)=% Vx:4<x<5
10
Fx(x) = FX(S):% Vx:5<x<6
15
Fx(x) = Fx(6)=% Vx:6<x<7
21
Fx(x) = Fx(7)=% Vx:7<x<8
26
Fx(x) = FX(S)Z% Vx:8<x<9
30
Fx(x) = Fx(9)=% ¥x:9<x<10
Fx(x) = FX(10):§ Ux:10 < x < 11
Fx(x) = FX(11):% Ux 11 <x <12

Para x > 12 devemos notar que o evento {X < x} corresponde ao espago amostral completo;
logo
Fx(x) =1 Vx >12

Dessa forma, a funcédo de distribuicdo de X é

-

0 x < 2
1/36 2<x<3
3/36  3<x<4
6/36 4<x<5
10/36 5 < x6
15/36 6<x<7

PX)=19 2136 7<x<8
26/36 8<x<9
30/36 9<x< 10
33/36 10 < x < 11
35/36 11 <x<12
| 1 x>12
Os pontos de descontinuidade séo 2,3,...,12, que correspondem aos valores de X.

Como antes, podemos obter a funcdo de probabilidade de X em cada um desses pontos pelo
“tamanho” do salto. Por exemplo,
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*
EXEMPLO 2.7 Chaves

Considere a funcéo de probabilidade da v.a. X = “Chaves de uma porta”, dada em (2.3).
Seguindo raciocicnio andlogo ao adotado nos dois exemplos anteriores, obtemos a seguinte
funcéo de distribuicao acumulada de X="numero de chaves testadas até abrir a porta”:

0 x <1
174 1<x<?2
Fx(x)=1 2/4 2<x<3
3/4 3<x<4

1 x >4

*»
EXEMPLO 2.8 Funcéo de distribuicéo e funcdo de probabilidade

Dada a funcéo

0 x <1
12 1<x<?2

F(x) = k 2<x<3
3/4 3<x<4
1 x >4

em que k é uma constante, determine os possiveis valores de k para que F(x) seja a funcéo
de distribuicdo acumulada de uma varidvel aleatdria X. Em sequida, determine a funcéo de
probabilidade desta v.a. X.

Solugao

Como a funcdo de distribuicdo de qualquer v.a. X tem que ser uma funcdo néo
decrescente, concluimos que k tem que ser maior ou igual a % Pela mesma razéo, k tem
que ser menor ou igual a % Dessa forma, os possiveis valores de k pertencem ao intervalo

%, %] Os valores possiveis da v.a. X correspondem aos pontos de descontinuidade da funcao
F(x). Logo, X assume os valores 1,2,3,4. As probabilidades desses valores sdo dadas pelo

1 3
tamanho do “salto” de F(x). Entéo, Yk : 5 < k< 7 temos:

1
> — -
PX=1) = 5

1
D — — —_
PX=2) = k-3
PX=3) = %—k
P(X=4) = 1->=1



2.2. FUNCAO DE DISTRIBUICAO 17
*»"

EXEMPLO 2.9 Demanda por produto

A demanda por um certo produto pode ser vista como uma varidvel aleatdria X cuja
funcéo de probabilidade fx(x) é estimada por

Nidmero de unidades demandadas x 1 2 3 4
fx(x) = P(X =x) 0,25 0,45 0,15 0,15

(a) Verifique que fx(x) realmente define uma funcdo de probabilidade.
(b) Obtenha a funcéo de distribuicdo acumulada de X.

(c) Usando a funcéo de distribuicdo calculada no item anterior, calcule P(X < 3,5).

Solucao

(@) 0,25+40,454+0,15+0,15 =1 e todos os valores sdo ndo negativos. Logo, fx é uma funcao
de probabilidade.

(b)
0 se x < 1
025 se1<x<?2

Fx(x)=1 070 se2<x<3
085 se3<x<4
1,00 sex>4

(c) Temos que
P(X <3,5) = Fx(3,5) =0,85

*»

EXEMPLO 2.10

Uma varidvel aleatdria discreta X tem a seguinte funcéo de probabilidade

k —
m X—0,1

fx(x) =
0 x#0ex+#1

onde k é uma constante.

(a) Determine o valor de k.

(b) Calcule a funcao de distribuicdo Fx(x).
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Solucao

(a) Os valores possiveis da v.a. sdo 0 e 1. Entado, temos que ter

k k
5-1-5 = 1:>3k+k—1:>l—9—§
276 6 4 2
Logo,
3
5 3
f - 2 _ -
x(0) 5 =3
31
fx(1) = £=-—
x(1) 6= 3
(b) A funcao de distribuicao de X é
0 sex<O0
Fx(x)=4 3 se0<x<1
1 sex>1

*»"

2.3 Funcoes de Variaveis Aleatorias

Dada uma v.a. X, podemos obter outras varidveis aleatérias através de funcoes de X e,
da mesma forma que calculamos a funcéo de probabilidade de X, podemos calcular a funcéo
de probabilidade dessas novas variaveis.

EXEMPLO 2.11 Funcéao de varidvel aleatéria: ¥ = X?

Considere a v.a. X cuja funcéo de probabilidade é dada na tabela abaixo:

x |2 1 0 1 2 3
fx(x) |01 02 02 03 01 01

Consideremos a funcdo Y = g(X) = X?. Entdo, Y é uma nova varidvel aleatéria, cujos
possiveis valores séo 0,1,4,9. Para calcular as probabilidades desses valores, temos que
identificar os valores de X que originaram cada um deles. Temos a sequinte equivaléncia de
eventos:

{(y¥=0} = {x=0}
{(Y=1} = {X=—1}u{x=1}
{(Y=4} = {X=-2}u{x=2}

{Yy=9} = {X=3}
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(O simbolo = representa “é equivalente a”). Como os eventos sdo mutuamente exclusivos,
segue que

P(Y=0 = P(X=0)=0,2

P(Y=1) PX=-1)+P(X=1)=0,5

P(Y =4) PX=-2)+P(X=2)=0,2

P(Y=9 = P(X=3)=01

e podemos resumir essa funcéo de probabilidade como

y 0 1 4 9
fy(y) 102 05 02 01

(2.15)

*»

p]= N [@\6F Funcao de Variavel Aleatéria

Seja X uma varidvel aleatéria discreta com funcdo de probabilidade fx (x). Se
definimos uma nova va. Y = g(X), onde g é uma funcao real qualquer, entdo a
funcdo de probabilidade de Y é calculada como

Fly)=PY=y)= Y Ix()

{xlg(x)=y}

2.4 Esperanca de Variaveis Aleatodrias Discretas

No estudo de variaveis aleatodrias e suas distribuicoes de probabilidades, associamos
nimeros aos pontos do espaco amostral, ou seja, o resultado é sempre uma varidvel
quantitativa (note que os resultados cara e coroa ndo definem uma varidvel aleatdria; para
tal, temos que associar niimeros, 0 e 1, por exemplo, a esses resultados). Sendo assim, faz

sentido perguntar “qual é o valor médio da varidvel aleatdria X?”

DISZ (&0 Esperanca de uma variavel aleatoria discreta

Seja X uma variavel aleatdria discreta que assume os valores xi,x2,... com
probabilidades p1, p2,... respectivamente. A esperanga ou média de X é definida
como
EX)=) pxi=) xP(X=x) (2.16)
L L

onde o somatdrio se estende por todos os valores possiveis de X.
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Podemos ver, entdo, que a esperanca de X é uma média dos seus valores, ponderada pelas
respectivas probabilidades.

EXEMPLO 2.12 Vendas e comissoes

Em determinado setor de uma loja de departamentos, o niimero de produtos vendidos
em um dia pelos funcionarios é uma variavel aleatéria P com a sequinte distribuicdo de
probabilidades (esses niimeros foram obtidos dos resultados de varios anos de estudo):

Numero de produtos 0 1 2 3 4 5 6
Probabilidade de venda | 0,1 04 0,2 0,1 0,1 0,05 0,05

Cada vendedor recebe comissées de venda, distribuidas da sequinte forma: se ele vende até
dois produtos em um dia, ele ganha uma comissao de R$10,00 por produto vendido. A partir
da terceira venda, a comissdo passa para R$50,00 por produto. Qual é o nimero médio de
produtos vendidos por cada vendedor e qual a comissdo média de cada um deles?

Solucao

O ndmero médio de produtos vendidos por funcionario é

E(P) = 0x0,1+1x0,4+2x0,2+3x0,1
+4x0,145x0,05+6 x 0,05
2,05

Com relacdo a comissao, vamos construir sua funcéo de probabilidade:

Ndmero de produtos P | 0 1 2 3 4 5 6
Comissao C 0O 10 20 70 120 170 220
Probabilidade de venda | 0,1 04 0,2 01 01 0,05 0,05

A partir dessa funcdo de probabilidade, podemos calcular:

E(C) = 0x0,14+10x0,44+20x0,2+70x0,1+
+120 x 0,14+ 170 x 0,05 + 220 x 0,05
= 46,0

ou seja, a comissdo média didria de cada vendedor é R$ 46,50.

*»"

Note que a esperanca de X tem a mesma unidade de medida dos valores de X.

2.41 Esperanca de Funcoes de Variaveis Aleatorias

Vimos que é possivel obter novas varidveis aleatérias a partir de funcdes g(X) de uma
varidvel X e através da funcéo de probabilidade de X podemos obter a funcao de probabilidade
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de Y. Sendo assim, podemos calcular a esperanca de Y. Foi exatamente isso o que fizemos
no caso das comissdes no exemplo anterior, onde tinhamos

C— 10P, se P<?2
1 20+50x%x (P—-2), se P>2

Analisando atentamente aquele exemplo e notando que, por definicdo de funcéo, a cada
valor de X corresponde um Unico Y = g(X), obtemos o resultado geral sobre a esperanca de
funcoes de variaveis aleatorias.

p]=2 2 IN[@(6F Esperanca de Fungées de uma Variavel Aleatéria

Seja X uma variavel aleatdria discreta com funcdo de probabilidade fx (x). Se
definimos uma nova v.a. Y = g(X), entdo

E(Y)=E[g(X)]=)_ g(x)fx(x) (2.17)

EXEMPLO 2.13

Considere a va. X, ja analisada no Exemplo onde calculamos E(X?).

x |2 14 0 1 2 3
fx(x) |01 02 02 03 01 01

Naquele exemplo, calculamos a funcéo de probabilidade da va. ¥ = X?, resumida em (2.15),
e, a partir dela, podemos calcular:

E(Y) = E(XZ) —0x0,24+1x0,5+4%0,2+9x0,1=2,2
Usando o resultado (2.17), podemos fazer simplesmente:
E (xz) — (=22 x 0,14 (=1)2x0,24+02x0,2+
+1%x0,3+22%x0,1+3*x0,1=2,2

sem necessidade do calculo da funcdo de probabilidade de Y.

*»

2.4.2 Propriedades da Esperanca

No que seqgue, X é uma varidvel aleatdria discreta com funcéo de probabilidade fx(x)
e a,b # 0 séo constantes reais quaisquer. Temos, entdo, os seguintes resultados, cujas
demonstracdes sao imediatas, a partir da definicdo de esperanca:

E(a) =a (2.18)
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E(X 4+ a) = E(X) + @ (2.19)
E(bX) = bE(X) (2.20)
Xmin < E(X) < Xmax (221)

Nessa ultima propriedade, Xmin € Xmax S80 0s valores minimo e maximo da varidvel X.

2.5 Variancia e desvio-padrao de uma variavel aleatoria

A esperanca de uma varidvel aleatdéria X é o centro de gravidade da distribuicdo de
probabilidades. Sendo assim, a esperanca é uma medida de posicdo. No entanto, é possivel
que duas varidveis bem diferentes tenham a mesma esperanca, como é o caso das duas
distribuicdes apresentadas na Figura[2.2] Nestas duas distribuigdes, a disperséo dos valores
é diferente.

0,4 04 -
03 03 -
0,2 0,2 -
0,1 - 01 -
0,0 0
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Figura 2.2 — Funcgées de probabilidade com mesma esperanga e diferentes dispersées

A dispersao de uma variavel aleatdéria X sera, inicialmente, medida pela sua varidncia.

DISZN[@Z(0 Varidancia de uma variavel aleatéria

A variancia de uma variavel aleatdria X é definida como

Var (X) = E[X — E (X (2.22)

O termo X — E(X) é o desvio em torno da média. Sendo assim, a varidncia é a média dos
desvios quadraticos em torno da média E(X).
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Vamos ver como calcular a varidncia de uma v.a. discreta. Para isso, vamos definir
2 ~ -
g(X) = [X — E(X)]". Entdo, usando o resultado dado na equacao l| temos que

Var (X) = E[g (X)] =) _[x — E(X)I" fx(x)

X

Desenvolvendo o quadrado e usando as propriedades do somatdrio e da esperanca vistas na
secdo anterior, resulta

Var(X) = ) {x2 — 2xE(X) + [E(X)]Z} fx(x) =
= i X hx(x) = 2E(X) Y xfx(x) +[EX)F Y fx(x) =
- ixzfx(x) —2E(X) EX(X) +[EX)P x 1 =X
- Z Xfx(x) = 2[E(X)] + [E(X)]* =
= Z x*Ix(x) = [EX)
Mas, se definimos h(X) = XZX, entdo E[h(X)] = ;x%‘x(x). Logo, podemos escrever

Var (X) = E(X?) — [E(X)]? (2.23)

que pode ser lida de maneira mais facil como a variéincia é a esperanga do quadrado menos
o quadrado da esperanca.

Da definicdo de varidncia, resulta que sua unidade de medida é o quadrado da unidade
de medida da varidvel em estudo, sendo assim, uma unidade sem significado fisico. Para se
ter uma medida de dispersdo na mesma unidade dos dados, define-se o desvio-padrédo como
a raiz quadrada da variancia.

DISZIN[OZ(08 Desvio padrao de uma variavel aleatéria

O desvio-padrao de uma varidvel aleatdéria X é definido como a raiz quadrada de
sua varidncia:

DP (X) = 1/Var (X) (2.24)

2.5.1 Propriedades da variancia e do desvio padrao

Sendo a variancia e o desvio-padrdo medidas de disperséo, é facil ver que sao validas

as sequintes propriedades, onde a, b # 0 sdo constantes quaisquer:
Var(X) > 0 (2.25)
DP(X) >0 (2.26)
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Var (a) =0 (2.27)
DP(a) =0 (2.28)

Var (X + a) = Var (X) (2.29)
DP (X + a) = DP(X) (2.30)
Var (bX) = b? Var (X) (2.31)
DP(bX) = |b| DP(X) (2.32)

EXEMPLO 2.14

Considere a v.a. Y com funcéo de probabilidade dada por

y 3 1 0 2 5 8 9
fr(y) | 0,25 0,30 0,20 0,10 0,07 0,05 0,03

e seja Z = 2Y — 3. Vamos calcular a esperanga e a variancia de Y e Z.

Solugao

E(Y) = —-3x0,25-1x%x0,30+0x0,20+2x0,10
+5x0,07+8x0,060+9x%x0,03=0,17

E(Z)=2xE(Y)—3=2x%x0,17-3=-2,606
Vamos calcular agora E(Y?) :

E(Y) = 9x0,254+1x0,30+0x0,20+4x0,10
+25 x 0,07 4+ 64 x 0,05 + 81 x 0,03 = 10, 33

Logo
Var(Y) = 10,33 — 0,172 = 10,3011

Usando as propriedades da varidncia, temos que

Var(Z) = 2% x Var(Y) = 41,2044
*
EXEMPLO 2.15

Um lojista mantém extensos registros das vendas diarias de certo aparelho. O quadro a
sequir, da a distribuicao de probabilidades do nimero de aparelhos vendidos em uma semana.
Se o lucro por unidade vendida é de R$500,00, qual o lucro esperado em uma semana? Qual
é o desvio-padrao do lucro?
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x= numero de aparelhos | 0 1 2 3 4 5
fx(x) 01 01 02 03 02 01

Solugao

Seja X o numero de aparelhos vendidos em uma semana e seja L o lucro semanal. Entao,
L =500X.

E(X) = 0x0,1+1x0,1+2x%x0,24+3%x0,3+44%x0,2+5x%x0,1

= 2,7 aparelhos

m
—_—
>
N
~—
Il

0°%x0,14+1°%x0,14+22%x0,2+3°%x0,3+4>%0,2+5%>%0,1

= 10,2 aparelhos2

Var (X) = 10,2 — (2,7)> = 2,91 aparelhos2
DP (X) = 1,706 aparelhos

Com relacdo ao lucro semanal, temos que
E (L) =500E (X) = R$1350, 00

DP (L) = 500 DP(X) = R$852, 94
*

EXEMPLO 2.16

Seja uma v.a. X com fungdo de probabilidade dada na tabela a sequir:

x | 112 3]4]56

fx(x) /92 /32 plp /92

(a) Encontre o valor de p para que fx(x) seja, de fato, uma funcao de probabilidade.
(b) Calcule P(X >4)e P(X < 3).
(c) Calcule P(|X —3| > 2).

(d) Calcule E(X) e Var(X).

Solucao
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(@) Como Y_fx(x) =1, temos que ter:

3p2+2p=1=3p*+2p—-1=0=
L 2+VA112 244 p=-T

5 5 = ou1
P=3

P

W=

Como p é uma probabilidade, temos que ter p > 0. Logo, o valor correto é p =

(b) P(X24):P(X:4)+P(X:5):p+p2:%+%:g.
PriX <3)=P(X=1)+P(X=2)=2p’= %

(c) Aqui temos que notar o sequinte fato sobre a fungdo mddulo, ilustrado na Figura [2.3]
Valores y = |x| no eixo vertical menores que k (abaixo da linha horizontal sélida)

correspondem a valores de x no intervalo (—k, k) e valores y no eixo vertical maiores
que k correspondem ou a x > k ou a x < —k. Mais precisamente,

Ix| >k & x>k ou x<—k
Ix| <k & —k<x<k

x| =k

Figura 2.3 — Funcdo médulo

Usando esses fatos, temos que

P(X—=3|>2)

PUX—-3<-2} U {X=-3>2}) =
P(X-3<-2)+P(X—-3>2)=
PX<1)+P(X>5) =

= PX=1)+PX=5)=
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(d) Temos que

E(X) = 1></32—i-2></92—|-3><p—i—4><p—}—5><p2
— 1+z+’]+ﬂ+§
99 3 9

29
= — =3,2222
9 >

E(X?) = 12><[32+22X[32+32X/J+42><[J+52X/32
PRI P
9 9 3 9
105 35
9 3
35 [29\° 14
Var(X) = 3—(9) =81

*»

EXEMPLO 2.17 Jogo de dados

Um jogador A paga R$5,00 a B e lanca um dado. Se sair face 3, ganha R$20,00. Se sair
face 4, 5, ou 6, perde. Se sair face 1 ou 2, tem o direito de jogar novamente. Desta vez, lanca
dois dados. Se sairem duas faces 6, ganha R$50,00. Se sair uma face 6, recebe o dinheiro
de volta. Nos demais casos, perde. Seja L o lucro liquido do jogador A nesse jogo. Calcule a
funcéo de probabilidade de L e o lucro esperado do jogador A.

Solucgao

Sabemos que o dado é honesto e que os lancamentos sao independentes. O diagrama
de &rvore para o espaco amostral desse experimento é dado na Figura[2.4]

Para calcular a probabilidade dos eventos associados aos lancamentos dos dois dados
(parte inferior da &rvore), usamos o fato de que a probabilidade da intersecdo de eventos
independentes é o produto das probabilidades.

No calculo da probabilidade de uma face 6, multiplicamos por 2, porque a face 6 pode
estar em qualquer um dos dois dados.

Vemos que os valores do lucro L sdo: -5; 0; 15; 45 e a funcéo de probabilidade de L é

Lucro ¢ -5 0 15 45
PL=0 1 T+ {x Il fx2xdxg ] [Fln]
ou
Lucro¢ | -5 | 0 | 15 | 45
=0 [ 5% 15 [ %
E(L)=—5x%+15x%+45x%=_%=_0]4

*»
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-5+20
1/6
3
112
456
-5

1,2
1/3

Nenhum 6 (5/6)(5/6) -5

-5+5
Apenasum 6  2(1/6)(5/6)

Dois 6's  (1/6)(1/6 -5+50

Figura 2.4 — Espaco amostral para o Exemplo m




Capitulo 3

Algumas Distribuicoes Discretas

3.1 Introducao
Considere as sequintes situacoes:

1. (a) Lanca-se uma moeda viciada e observa-se o resultado obtido e (b) pergunta-se a um
eleitor se ele vai votar no candidato A ou B.

2. (a) Lanca-se uma moeda n vezes e observa-se o niimero de caras obtidas e (b) de uma
grande populacao, extrai-se uma amostra de n eleitores e pergunta-se a cada um deles
em qual dos candidatos A ou B eles votardo e conta-se o niimero de votos do candidato
A.

3. (@) De uma urna com P bolas vermelhas e Q bholas brancas, extraem-se n bolas sem
reposicao e conta-se o niimero de bolas brancas e (b) de uma populacdo com P pessoas
a favor do candidato A e Q pessoas a favor do candidato B, extrai-se uma amostra de
tamanho n sem reposicdo e conta-se o nimero de pessoas a favor do candidato A na
amostra.

Em cada uma das situacdes anteriores, os experimentos citados tém algo em comum:
em certo sentido, temos a “mesma situacdo ", mas em contextos diferentes. Por exemplo, na
situacdo 1, cada um dos experimentos tem dois resultados possiveis e observamos o resultado
obtido. Na situacdo 3, temos uma populacao dividida em duas categorias e dela extraimos
uma amostra sem reposi¢do; o interesse estd no niimero de elementos de uma determinada
categoria.

Na pratica, existem muitas outras situacdes que podem se “encaixar” nos modelos acima
e mesmo em outros modelos. O que veremos nesse capitulo sdo alguns modelos de variaveis
aleatdrias discretas que podem descrever situacoes como as listadas anteriormente. Nesse
contexto, um modelo serd definido por uma varidvel aleatédria e sua funcao de probabilidade,
explicitando-se claramente as hipoteses de validade. De posse desses elementos, poderemos
analisar diferentes situagdes praticas para tentar “encaixa-las” em algum dos modelos dados.
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Neste capitulo, serao descritas as distribuicdes de probabilidade discretas mais usuais.A
introducao de cada uma delas sera feita através de um exemplo cldssico (moeda, urna, baralho
etc.) e, em sequida, serdo explicitadas as caracteristicas do experimento. Tais caracteristicas
sdo a ferramenta necessaria para sabermos qual modelo se aplica a uma determinada situacao
pratica. Definida a distribuicéo, calculam-se a média e a variancia.

3.2 Distribuicao Uniforme Discreta

Suponha que seu professor de Estatistica decida dar de presente a um dos alunos um
livro de sua autoria. Nao querendo favorecer qualquer aluno em especial, ele decide sortear
aleatoriamente o ganhador, dentre os 45 alunos da turma. Para isso, ele numera os nomes
dos alunos que constam do didrio de classe de 1 a 45, escreve esses nimeros em pedacos
iguais de papel, dobrando-os ao meio para que o nimero néo fique visivel, e sorteia um desses
papéis depois de bem misturados. Qual é a probabilidade de que vocé ganhe o livro? Qual é
a probabilidade de que o aluno que tirou a nota mais baixa na primeira prova ganhe o livro?
E o que tirou a nota mais alta?

O importante a notar nesse exemplo é o seguinte: o professor tomou todos os cuidados
necessarios para nao favorecer qualquer aluno em especial. Isso significa que todos os alunos
tém a mesma chance de ganhar o livro. Temos, assim, um exemplo da distribuicdo uniforme
discreta.

p]= N [@\6F Distribuicao uniforme discreta

A variavel aleatdria discreta X, que assume os valores x1, x2, . . ., X5, tem distribuicao
uniforme se

fx(x)=PX=x)=— Vi=1,2,....n (3.1)

Note que, em uma distribuicdo discreta uniforme, todos os valores sdo igualmente
provaveis. Além disso, para que uma v.a. X tenha distribuicdo uniforme discreta, é necessario
que X assuma um numero finito de valores, j& que ), fx(x) = 1.

3.2.1 Esperanca e Variancia

Seja X uma v.a. discreta uniforme que assume valores x1, x2, ..., x,. Por definicéo, a
esperanca de X é

1 1 1
EX) = —x1+—x4+ 4+ —x, =X,
n n n

ou seja, E(X) é a média aritmética dos valores possiveis de X.
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Com relacdo a varidncia, temos, por definicédo, que

Var(X) = E[X —E(X)?
1

o1 ~ )
= ;(M_X)2+;(X2_X)2+"'+;(Xn—X)220)2(

EXEMPLO 3.1 Lancamento de uma moeda

Considere o lancamento de uma moeda. Vamos definir a sequinte varidvel aleatéria X
associada a esse experimento:

X =0, se ocorre cara

X =1, se ocorre coroa

Para que essa v.a. tenha distribuicdo uniforme, é necessario supor que a moeda seja honesta
e, nesse caso,

1
WOy = )=
0+1 1
1 A 1)?
Val_(X) = ZX(O_Z) +2X(1—2)
RN
- 2%3T2%37 1

*»

EXEMPLO 3.2 Conserto de maquina

Os defeitos em determinada maquina ocorrem aproximadamente na mesma frequéncia.
Dependendo do tipo de defeito, o técnico leva 1, 2, 3, 4 ou 5 horas para consertar a maquina.

(a) Descreva o modelo probabilistico apropriado para representar a duracdo do tempo de
reparo da maquina.

(b) Qual é o tempo médio de reparo desta maquina? E o desvio-padrao deste tempo de
reparo?

(c) Séo 15 horas e acaba de ser entreque uma maquina para reparo. A jornada normal de
trabalho do técnico termina as 17 horas. Qual é a probabilidade de que o técnico nao
precise fazer hora extra para terminar o conserto desta maquina?

Solugao

Seja T = "“tempo de reparo, em horas”.



32 CAPITULO 3. ALGUMAS DISTRIBUICOES DISCRETAS

(a) Como os defeitos ocorrem na mesma frequéncia, o modelo probabilistico apropriado é uma
distribuicao uniforme:

t 1 2 3 4 5
no=pr=0] L 1 1 3}
(b) E(T) = - +2+§+4+5 — 3 horas
Var(T) = 1+ 2%+ 352 5 g5 DR(T) = 1,41 horas
(c) Seja E o evento “técnico vai ter que fazer hora extra”. Entdo
P(E)=P(T >2) = % =0,6

Logo, a probabilidade de que ele ndo tenha que fazer hora extra é 0,4.

*»"

3.3 Distribuicao de Bernoulli

Considere o lancamento de uma moeda. A caracteristica de tal experimento aleatério
é que ele possui apenas dois resultados possiveis. Uma situacdo analoga surge quando da
extracao da carta de um baralho, em que o interesse estd apenas na cor (preta ou vermelha)
da carta sorteada.

p]= = N[@\6F Experimento de Bernoulli

Um experimento de Bernoulli é um experimento aleatdério com apenas dois

7

resultados possiveis; por convencdo, um deles é chamado “sucesso” e o outro,
“fracasso”.

p1= 2 IN[O(60F Variavel aleatéria de Bernoulli

A v.a. de Bernoulli é a v.a. X associada a um experimento de Bernoulli, em que se

define
X — { 1 se ocorre sucesso

0 se ocorre fracasso

Chamando de p a probabilidade de sucesso (0 < p < 1), a distribuicao de Bernoulli
é

X 0 1
fx(x) [1=p p

(3.2)
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Obviamente, as condicdes definidoras de uma funcéo de probabilidade sdo satisfeitas,
uma vez que

p>0, 1—p>0 e p+(1—p)=1.

O valor de p é o Unico valor que precisamos conhecer para determinar completamente a
distribuicdo; ele é, entdo, chamado pardmetro da distribuicdo de Bernoulli. Vamos denotar a
distribuicdo de Bernoulli com paréametro p por Bern(p).

A funcéo de distribuicdo acumulada é dada por:

0 sex <0
Fx(x)=14 1—p se0<x<1 (3.3)
1 se x > 1

Na Figura[3.1] temos os graficos da funcao de probabilidade e da fungao de distribuigao
acumulada de uma varidvel de Bernoulli.

D . pyr—"

0 1 1

Figura 3.1 — Distribuicdo de Bernoulli: funcdo de probabilidade e fungao de distribuicao

3.3.1 Esperanca e Variancia

Seja X ~ Bern(p) (lé-se: a variavel aleatdoria X tem distribuicdo de Bernoulli com
pardmetro p). Entao,

EX)=0x(1—p)+1xp=p
EX)=0>x(1—p)+1?xp=p
Var(X) = E(X?) = [E(X)F = p — p
EITI resumao:
EX)=p

X ~ Bern(p) = (3.4)
Var(X) = p(1 — p)

E comum denotar a probabilidade de fracasso por g, isto é, g =1 — p.

EXEMPLO 3.3 Lancamento de uma moeda
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Considere novamente o lancamento de uma moeda e a sequinte varidvel aleatéria X
associada a esse experimento:

X =

1 se ocorre cara
0 se ocorre coroa

Seja p a probabilidade de cara, 0 < p < 1. Entdo, X tem distribuicdo de Bernoulli com
parémetro p. Note que, nesse caso, a Bernoulli com parametro p = 1/2 é equivalente a
distribuicdo uniforme. .

EXEMPLO 3.4 Auditoria da Receita Federal

Um auditor da Receita Federal examina declaracées de Imposto de Renda de pessoas
fisicas, cuja variacdo patrimonial ficou acima do limite considerado aceitavel. De dados
histodricos, sabe-se que 10% dessas declaracdes sao fraudulentas.

Vamos considerar o experimento correspondente ao sorteio aleatdrio de uma dessas
declaracdes. Esse é um experimento de Bernoulli, em que o sucesso equivale a ocorréncia de
declaracéo fraudulenta e o parédmetro da distribuicdo de Bernoulli é p =0, 1.

Esse exemplo ilustra o fato de que “sucesso”, nesse contexto, nem sempre significa uma
situacao feliz na vida real. Aqui, sucesso é definido de acordo com o interesse estatistico no
problema. Em uma situacdo mais dramatica, “sucesso” pode indicar a morte de um paciente,
por exemplo. PR

3.4 Distribuicao Binomial

Vamos introduzir a distribuicdo binomial, uma das mais importantes distribuicoes
discretas, através de um exemplo. Em sequida, discutiremos as hipdteses feitas e
apresentaremos os resultados formais sobre tal distribuicdo e novos exemplos.

EXEMPLO 3.5 Langamentos de uma moeda
Considere o seguinte experimento: uma moeda é lancada 4 vezes e sabe-se que p =
P(cara). Vamos definir a seqguinte varidvel aleatdria associada a este experimento:

X = nudmero de caras

Como visto antes, cada lancamento da moeda representa um experimento de Bernoulli e como
o interesse estd no nimero de caras, vamos definir sucesso = cara.

Para encontrar a funcao de probabilidade de X, o primeiro fato a notar é que os valores
possiveis de X sdo: 0, que equivale a ocorréncia de nenhuma cara e, portanto, de 4 coroas; 1,
que equivale a ocorréncia de apenas 1 cara e, portanto, 3 coroas; 2, que equivale a ocorréncia
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de 2 caras e, portanto, 2 coroas; 3, que equivale a ocorréncia de 3 caras e 1 coroa e, finalmente,
4, que equivale a ocorréncia de 4 caras e nenhuma coroa. Assim, os possiveis valores de X
sao

X=01234

Vamos, agora, calcular a probabilidade de cada um desses valores, de modo a completar a
especificacdo da funcdo de probabilidade de X. Para isso, vamos representar por K; o evento
“cara no i-ésimo lancamento” e por C; o evento “coroa no i-ésimo lancamento”.

e X=0
Temos a seguinte equivaléncia de eventos:
X=0t=GnGnNnGNG
E razoavel supor que os lancamentos da moeda sejam eventos independentes, ou seja,

o resultado de um lancamento nao interfere no resultado de qualquer outro lancamento.

Dessa forma, os eventos ; e K; sdo independentes para i # j. (Note que os eventos C; e
K; sdo mutuamente exclusivos e, portanto, ndo sdo independentes — se sair cara em um
lancamento especifico, ndo é possivel sair coroa nesse mesmo lancamento e vice-versa).

Analogamente, os eventos (; e (; sdo independentes para i # j, bem como os eventos
Ki e Kj, i # j. Pela regra da probabilidade da intersecdo de eventos independentes,
resulta que

P(GNGNGNG) = P(C)x P(G) x P(C3) x P(Cy)

= (1=p)x(1—p)x(1=p)x (1 -p)
= (1-p)’

e X =1

O evento X =1 corresponde a ocorréncia de 1 cara e, consequentemente, de 3 coroas.
Uma sequéncia possivel de lancamentos é

KinGnGn G.

Vamos calcular a probabilidade desse resultado. Como antes, os lancamentos sdo
eventos independentes e, portanto,

PKinGNGNG) = PKy) x P(G) x P(G3) x P(Cy)
= px(1=p)x(1—=p)x(1-p)
= p(1-p)’

Mas qualquer sequéncia com 1 cara resulta em X = 1, ou seja, a face cara pode estar em
qualquer uma das quatro posicdes e todas essas sequéncias resultam em X = 1. Além
disso, definida a posicao da face cara, as posicoes das faces coroas ja estao determinadas
— sdo as posicdes restantes. Entdo, temos a sequinte equivaléncia:

X=1} = {KinGnGnG}u{GnNnKonGnNG}U
{GnGnIKsNGIU{GNGNGN K}
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Mas os eventos que aparecem no lado direito da expressdo anterior sdo eventos
mutuamente exclusivos. Logo,

e X =2

1) = PIKiNGNGNG)
+P(CGNKoNGN Gy
+P(CGNGNK3N Gy)
+P(GNGNGNKY)

= px(1=p)x(1—=p)x(1—p)
+(1—=p)xpx(1—=p)x(1-p)
+(1=p)x(1T=p)xpx(1-=p)
+1=p)x(1T=p)x(1=p)xp
= 4p(1—p)’

O evento X = 2 corresponde a ocorréncia de 2 caras e, consequentemente, de 2 coroas.

Qualquer uma dessas sequéncias tem probabilidade p?(1 — p)?.

2

As sequéncias de lancamentos com 2 caras e 2 coroas sdo as seguintes:

K1 K> C3Cy
KiG K3 Cy
Ky C G5 Ky
C1 G K5 Ky
C1 K> C3 Ky
C1 K> K3 Gy

Todas essas 6 sequéncias tém a mesma probabilidade e correspondem a eventos
mutuamente exclusivos. Temos a seguinte equivaléncia:

X=2}

e, portanto,

e X=3eX=4

(KiNKaNC3NCy) UK NG NKsN Cy) U
(KiNGNGNK)U(G NG NKsN Ky U
(G NKNGNKy)U(CNKN KN Cy)

P(KiNKaN G3N i)+ P(Ki N G N K3 N Ca) +
P(Ki NG N CNKy)+P(Cr N GnKs N Ky) +
P(Ci N Ko N C3N Ky) + P(Cr N Ko N K3 N Gy
6p*(1 — p)?
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Os casos X = 3 e X = 4 sdo analogos aos casos X =1 e X = 0, respectivamente; basta
trocar caras por coroas e vice-versa. Assim,

P(X =3)=4p>(1 —p)
PX=4)=p’

E importante notar que a hipétese de independéncia dos lancamentos da moeda foi
absolutamente fundamental na solucdo do exemplo; foi ela que nos permitiu multiplicar as
probabilidades dos resultados de cada lancamento para obter a probabilidade da sequéncia
completa de n lancamentos. Embora essa hipdtese seja muito razodvel nesse exemplo, ainda
assim é uma hipdtese “subjetiva”.

Outra propriedade utilizada foi a da probabilidade da unido de eventos mutuamente
exclusivos. Mas aqui essa propriedade é dbvia, ou seja, ndo ha qualquer subjetividade: os
eventos C1 N K, e Ky NG séo mutuamente exclusivos, pois no primeiro lancamento ou sai cara
ou sai coroa; ndo pode sair cara e coroa no primeiro lancamento, ou seja, cada lancamento é
um experimento de Bernoulli. .

EXEMPLO 3.6 Bolas em uma urna

Uma urna contém quatro bolas brancas e seis bolas verdes. Trés bolas sao retiradas
dessa urna, com reposicao, isto é, depois de tirada a primeira bola, ela é recolocada na urna
e sorteia-se a segunda, que também é recolocada na urna para, finalmente, ser sorteada a
terceira bola. Vamos definir a sequinte varidvel aleatéria associada a esse experimento:

X = “ndmero de bolas brancas sorteadas”

O importante a notar aqui é o seguinte: como cada bola sorteada é recolocada na
urna antes da proxima extracdo, a composicdo da urna é sempre a mesma e o resultado
de uma extracdo nao afeta o resultado de outra extracao qualquer. Dessa forma, em todas
as extracdes a probabilidade de bola branca (e também bola verde) é a mesma e podemos
considerar as extracbes como independentes. Assim, temos uma situacdo andloga a do
exemplo anterior: temos trés repeticdoes de um experimento (sorteio de uma bola), essas
repeticoes sao independentes, em cada uma delas ha dois resultados possiveis — bola branca
(sucesso) ou bhola verde (fracasso) — e as probabilidades de sucesso e fracasso sdo as mesmas.
Assim, cada extracdo equivale a um experimento de Bernoulli e como o interesse esta nas
bolas brancas, vamos considerar sucesso = bola branca e da observacdo anterior resulta que

P(sucesso) = 10

Os valores possiveis de X séo 0,1,2,3, uma vez que sao feitas trés extracées. Vamos
calcular a probabilidade de cada um dos valores de X. Como antes, vamos denotar por V; o
evento “bola verde na i-ésima extracdo” e por B; o evento “bola branca na i-ésima extracao”.
Da discussao anterior, resulta que, para i # j, os eventos V; e B; sao independentes, assim
como os eventos B; e B; e os eventos V; e V;.
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e X=0

Esse resultado equivale a extracéo de bolas verdes em todas as trés extracoes.

{XIO}E{V10\/2HV3}

Logo,
PX=0) = PVinV,n W)
= P(W) x P(V2) x P(V3)
SN
T 10 10
_ (&Y
- 10
o X =1

Esse resultado equivale a extracao de uma bola branca e, por consequéncia, duas bolas
verdes. A bola branca pode sair em qualquer uma das trés extracoes e, definida a
posicdo da bola branca, as posicdes das bolas verdes ficam totalmente estabelecidas.

Logo,
6
D —
P(X=1)= 3(10) (10)
e X=2eX=3

Os casos X =2 e X = 3 sédo analogos aos casos X =1 e X = 0, respectivamente; basta
trocar bola branca por bola verde e vice-versa. Assim,

*»"

Esses dois exemplos ilustram a distribuicdo binomial, que depende de dois parametros:
o numero de repetices e a probabilidade de sucesso de um experimento de Bernoulli. No
Exemplo[3.5] n = 4 e temos uma probabilidade de sucesso qualquer p. No Exemplo[3.6} n = 3

ep=—.

10

3.4.1 A Distribuicao Binomial

Nos dois exemplos anteriores, tinhamos repeticdes de um experimento de Bernoulli que
podiam ser consideradas independentes e a probabilidade de sucesso se mantinha constante
ao longo de todas as repeticdes. Essas sdo as condicées definidoras de um experimento
binomial.



3.4. DISTRIBUICAO BINOMIAL 39

p1=2[\[[e2\6} Experimento binomial

Um experimento binomial consiste em repeticoes independentes de um experimento
de Bernoulli com probabilidade p de sucesso, probabilidade essa que permanece
constante em todas as repeticoes.

A varidvel aleatdria que associamos aos experimentos binomiais dos dois exemplos foi
X = "“nimero de sucessos

Se o experimento binomial consiste em n repeticdes, entdo os valores possiveis de X séo
0,1,2,---,n. Oevento X = x corresponde a todas as sequéncias de resultados com x sucessos
e n — x fracassos. Como as repeticdes sdo independentes, cada uma dessas sequéncias tem
probabilidade p*(1—p)”~*. O nimero total de tais sequéncias é dado pelo coeficiente binomial

n . .
, definido a sequir.
X

p|=N[@\6F Coeficiente binomial

Para n e k inteiros cm n > k, define-se o coeficiente binomial como

n n!
(k) = Ki(n —k)! (3:9)

em que n! representa o fatorial de n, definido como

nl=nxn-1)xnNn-2)x---x2x1 (3.6)

Por definicéo, 0! = 1.

Temos condigoes, agora, de definir a varidvel aleatdria binomial.
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b1 2 IN[@(6F Variavel aleatéria binomial

Para um experimento binomial consistindo em n repeticées independentes de um
experimento de Bernoulli com parametro p, defina a varidvel aleatéria

" _ _ ”
X = “nimero de sucessos

Entdo, X tem distribuicao binomial com parametros n e p, cuja funcéo de
probabilidade é dada por

)pk(1—p)”_k k=0,1,2,...,n (3.7)

k

Verificacao das condicoes definidoras de uma funcéo de probabilidade

E imediato ver, da Equacdo (3.7), que P(X = k) > 0. Para mostrar que a soma das
probabilidades é 1, usaremos o teorema do bindmio de Newton:

TEOREMA 3.1 Dados dois niimeros redis quaisquer x e a e um inteiro qualquer n, entdo

(x+a)" = Z (Z) akx"k (3.8)

k=0

Aplicando esse teorema a distribuicao binomial, temos que

Y PX=k=)_ (Z)pkm —p)" =1+ (1—p)" =1
k=0

k=0

Assim, a equacéao (3.7) realmente define uma funcéo de probabilidade. Vamos denotar
por X ~ bin(n, p) o fato de a v.a. X ter distribuicdo binomial com pardmetros n e p.

3.4.2 Esperanca e Variancia

No Apéndice [A prova-se que

E(X)=np
X ~ bin(n,p) = (3.9
Var (X) =np (1 —p)
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Note que a esperanca e a variancia da binomial sdo iguais a esperanca e a variancia
da distribuicdo de Bernoulli, multiplicadas por n, o niimero de repeticoes. Pode-se pensar na
distribuicdo de Bernoulli como uma distribuicdo binomial com parametros 1, p.

EXEMPLO 3.7 Tiro ao alvo

Um atirador acerta, na mosca do alvo, 20% dos tiros. Se ele da 10 tiros, qual a
probabilidade de ele acertar na mosca no maximo uma vez?

Solucao

Podemos pensar os tiros como experimentos de Bernoulli independentes, em que o
sucesso é acertar no alvo e a probabilidade de sucesso é 0,20. Entdo, o problema pede
P(X < 1), em que X = niimero de acertos em 10 tiros. Logo, X ~ bin(10;0, 20) e

P(X < 1)

P(X = 0) + P(X = 1)
- (100) (0,20)° (0,80)" + (110) (0,20)" (0,80)°
= 0,37581

*»

EXEMPLO 3.8 Partidas de um jogo

Dois adversarios A e B disputam uma série de oito partidas de um determinado jogo. A
probabilidade de A ganhar uma partida é 0,6 e ndo ha empate. Qual é a probabilidade de A
ganhar a série?

Solugao

Note que sé podem ocorrer vitdrias ou derrotas, o que significa que temos repeticoes
de um experimento de Bernoulli com probabilidade 0,6 de sucesso (vitéria do jogador A).
Assumindo a independéncia das provas, se definimos X = numero de vitérias de A, entdo
X ~ bin(8;0,6) e o problema pede P (X >5), isto é, a probabilidade de A ganhar mais
partidas que B.

PX>5 = P(X=5+PX=6+P(X=7)+P(X=28)
- @)mmﬂu@ﬁ+@)mﬁPmAF+

8 7 1 8 8 0
+b)mm(am-%&)mm(aﬁ

= 0,5940864
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*»

EXEMPLO 3.9

Em uma distribuicdo binomial, sabe-se que a média é 4,5 e a varidncia é 3,15. Encontre
os valores dos parametros da distribuicao.

Solugao
Temos que

np = 4,5
np(1—p) = 3,15

Substituindo a primeira equacdo na segunda, resulta

4,51—p) = 3,15 =
1—-p = 0,7=
p = 03

Substituindo na primeira equacdo, obtemos que

n=4,5/0,3="15.

*»

3.5 Distribuicao Geométrica

3.5.1 Introducao

Considere as sequintes situacoes: (i) uma moeda com probabilidade p de cara é lancada
até que apareca cara pela primeira vez; (ii) em uma populacdo muito grande (pense na
populacdo mundial), p% das pessoas sofrem de uma rara doenca desconhecida e portadores
precisam ser encontrados para estudos clinicos. Quais sdo as semelhancas entre essas
daus situacdoes? No primeiro caso, matematicamente falando, poderiamos ter que fazer
“infinitos” langamentos. No segundo caso, “muito grande” pode ser uma aproximacdo para
“infinitos”. Em ambos os casos, temos repeticées de um experimento de Bernoulli. No primeiro
caso, as repeticdes certamente podem ser consideradas independentes. No segundo caso,
também podemos assumir independéncia, desde que esquecamos os fatores genéticos por um
momento. Entdo, temos repeticdes independentes de um experimento de Bernoulli e estamos
interessados no numero de repeticées até a ocorréncia do primeiro sucesso (cara no caso da
moeda, pessoa portadora no estudo epidemioldgico). Vamos, agora, formalizar a definicéo de
tal variavel e obter a sua funcao de probabilidade.
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3.5.2 A Distribuicao Geométrica

Consideremos, entéo, repeticdes independentes de um experimento de Bernoulli com
probabilidade p de sucesso. Vamos definir a varidvel aleatdria que representa o nimero de
repeticoes até a ocorréncia do primeiro sucesso. Os possiveis valores dessa variavel séo 1
(primeiro sucesso na primeira repeticao), 2 (primeiro sucesso na sequnda repeticao e, portanto,
fracasso na primetra), 3 (primeiro sucesso na terceira repeticdo e, portanto, fracasso nas duas
primeiras), etc. Esse é um exemplo de v.a. discreta em que o espaco amostral, enumeravel, é
infinito.

Para calcular a probabilidade do evento X =k, k =1,2,3,..., devemos notar que tal
evento corresponde a ocorréncia de fracassos nas k — 1 primeiras repeticdes e sucesso na
k-ésima repeticdo. Denotando por F; e S; a ocorréncia de fracasso e sucesso na i-ésima
repeticdo respectivamente, temos a sequinte equivaléncia de eventos:

{X=k}={FnFn---NFr_1N Sk}
Como as repeticdes sao independentes, seque que

PX=k) = PFinFn---NFe1nSk)=P(F1) xP(F) x--- xP(Fk=1) x P(Sk) =
= 1=p)x(1=p)x---x(1—=p)xp

ou seja,

b= N [@\6F Variavel aleatéria geométrica

Para repeticées independentes de um experimento de Bernoulli com parametro p,
defina a varidvel aleatédria

X = “ndmero de repeticoes até a ocorréncia do primeiro sucesso”

Entédo, X tem distribuicao geométrica com pardametro p cuja funcéo de probabilidade
é dada por

PX=k=(1-p*"p k=123, (3.10)

Dizemos que X tem distribuicéio geométrica com parémetro p (o Unico valor necessario
para especificar completamente a fdp) e vamos representar tal fato por X ~ Geom(p).

As caracteristicas definidoras desse modelo séo: (i) repeticobes de um mesmo
experimento de Bernoulli, o que significa que em todas elas a probabilidade de sucesso
(e, portanto, de fracasso) é a mesma e (ii) as repeticdes sdo independentes. No caso do
lancamento de uma moeda essas hipdteses sao bastante plausiveis mas no caso da doenca a
hipotese de independéncia pode néo ser satisfeita; por exemplo, pode haver um componente
de hereditariedade.
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Para estudar as propriedades da varidvel geométrica, faremos uso de alguns resultados
sobre séries geométricas que serdo apresentados a Segao 3.9

Para mostrar que (3.10) realmente define uma fungao de probabilidade, temos que
mostrar que a soma das probabilidades, isto é, a probabilidade do espaco amostral é 1
(obviamente, P(X = k) > 0).

o o o
ZP Z’I—p :/JZ(’I
k=1 k=1 k=1

Fazendo j =k —1,temos que k =1= j=0e k = 0o = j = co. Portanto,

o

Y PX=k=p) (1-p)
j=0

Usando (3.22) com r =1 — p, obtém-se que:

- 1
PX=k=p - ——F———=1.
; X =K =p =G0

3.5.3 Esperanca e Variancia

No Apéndice [A] prova-se que

X ~ Geom(p) = (3.11)

3.6 Distribuicao binomial negativa

3.6.1 Definicao

Consideremos novamente repeticoes independentes de um experimento de Bernoulli com
probabilidade p de sucesso. Vamos considerar agora uma generalizacdo da v.a. geométrica,
no seguinte sentido:

X = numero de repeticbes necessarias até a obtencéo do r-ésimo sucesso, r > 1

Note que r = 1 corresponde a distribuicdo geométrica.

Para definir os possiveis valores de X, devemos notar que para ter r sucessos, sdo
necessarios no minimo r repeticdes. Logo, os possiveis valores de X séo r,r+1,r+2,....
O evento X = k indica que foram necessérias k repeticoes para obter r sucessos e, portanto,
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k -1 repeticGes er - 1 sucessos aqui

X =k repeticdes

Figura 3.2 — Ilustracdo dos resultados da binomial negativa

k —r fracassos. Pela definicdo da variavel, a Gltima repeticéo resultou em sucesso e os outros
r — 1 sucessos podem estar em quaisquer das k — 1 posigdes restantes (ver figura [3.2).

Uma sequéncia possivel de resultados é ter os r — 1 sucessos nas primeiras
posicdes, os k — r fracassos nas posicoes seguintes e o Ultimo sucesso na dultima
posicdo: Sq...S5,_1F,...Fk_15k. A probabilidade de tal sequéncia é dada pelo produto das
probabilidades, j& que as repeticdes sado independentes, isto é:

P(Sin...nS1nFNn...FkeqNSk) =
= P(51) x - X P(S5-1) x P(Fr) x - X P(Fr—1) x P (Sk)
= px-xpx(1=p)x-—-x(M=p)xp=p (1=pk"

Mas existem ('fj) maneiras de arrumar r — 1 sucessos em k — 1 posicoes e as sequéncias
resultantes tém todas a probabilidade acima. Como elas constituem eventos mutuamente
exclusivos, a probabilidade da unido delas, que é P (X = k), é a soma das probabilidades, ou
seja:

PX=k=p (1=p) " +p (1=p) "+ +p (1-p)"

em que o numero de parcelas é (/fj) Logo

r—1

p]aFN[@\6F Variavel aleatéria binomial negativa

Para repeticdes independentes de um experimento de Bernoulli com paréametro p,
defina a variavel aleatéria

P(X=k) = (k - ),9"(1 —p)r k>

X = “nldmero de repeticoes até a ocorréncia do r — ésimo sucesso”

Entdo, X tem distribuicdo binomial negativa com parametros r e p cuja funcao de
probabilidade é dada por

P(X =k)= (k: ! )pf(1 —p)k k> (3.12)
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Essa distribuicdo é também conhecida como distribuicdo de Pascal. Se X tem tal
distribuicao, vamos representar esse fato por X ~ BinNeg(r, p).
Como P (X = k) > 0, para mostrar que (3.12) realmente define uma fdp, fica faltando

mostrar que
o oo k_,l ) )
Y PX=k=) M=p)"=1.
( ) (r_1)p( p)

k=r k=r

Fazendo k —r =j, temos que k =r= j=0e k=r+j. Logo
00 00 Fti—1 . ,-OO P14 .
ZP(X=k)=Z( o )/f(1—p>f=pZ( ,,_1’)(1—/a)f
k=r j=0 j=0

Usando o resultado dado na equacéo (3.24) da Secéo[3.9 com k =r—1e r =1—p, obtemos
que:

- > — — p’ 1 —
Y P(X=k=p T =1

k=r

3.7 Distribuicao hipergeométrica

3.7.1 Introducao

Considere a situagdo do Exemplo [3.6] em que 3 bolas eram retiradas de uma urna
composta por 4 bolas brancas e 6 bolas verdes. Naquele exemplo, as extracdes eram feitas
com reposicdo. Vamos supor, agora, que as extracdes sejam feitas sem reposicdo. O que
muda? A primeira observacdo é a de que as probabilidades em cada extracao dependem das
extracdes anteriores, ou seja, ndo temos mais independéncia ou probabilidades constantes.
A segunda observacéo é que cada subconjunto de 3 bolas é igualmente provavel, ja que as
extracdes sao aleatorias. O nimero total de subconjuntos de 3 bolas retiradas das 10 bolas

da urna é (130) e, portanto, cada subconjunto tem probabilidade —=.
3)

Vamos considerar, novamente, a varidvel aleatdria X que representa o niimero de bolas
brancas extraidas. Como ha 6 bolas verdes na urna, é possivel que todas as trés holas
extraidas sejam verdes, isto ¢, X = 0 é o valor minimo. No outro extremo, como hé 4 brancas
na urna, é possivel que todas as bolas extraidas sejam brancas, ou seja, X = 3 é o valor

maximo. E possivel obter, também, 1 ou 2 bolas brancas. Logo, os valores possiveis de X séo
0, 1, 2, 3. Vamos calcular a probabilidade de cada um desses valores.

e X=0

Ter O bola branca na amostra, significa que todas as 3 bolas séo verdes. Como ha 6
bolas vedes, o numero de maneiras que podemos retirar 3 bolas verdes é dado por (g)
Logo,
P(X=0)= —(g)
10)
3
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e X =1

Ter 1 bola branca na amostra, significa que as outras 2 séo verdes. Como ha 4 bholas
brancas, o numero de maneiras que podemos retirar 1 bola branca é dado por (?)
Analogamente, como ha 6 bolas verdes, o nimero de maneiras que podemos retirar 2

bolas verdes é (g) Pelo Principio Fundamental da Multiplicacdo, o niimero de maneiras

que podemos retirar 1 bola branca e 2 bolas verdes ¢ () x (5). Logo,

e X=2eX=3

Analogamente,

Suponhamos que nossa amostra seja, agora, de 5 bolas. Como sé ha 4 bolas brancas,
nao é possivel obter uma amostra formada apenas por bholas brancas. Mas, vamos pensar, por
um momento, que pudéssemos ter X = 5. Seguindo o raciocionio anterior, terlamos que

Lembre-se de que o coeficiente binomial (Z) foi definido para n > k; no entanto, se
definirmos

(Z) =0 sen<k (3.13)

isso resulta numa probabilidade nula para o evento impossivel X = 5. Essa observacédo sera
util na definicdo da distribuicdo hipergeométrica, apresentada a sequir.

3.7.2 A Distribuicao Hipergeométrica

A generalizacdo do contexto do exemplo anterior é a seguinte: temos uma populacédo
de tamanho N (a urna com as bolas) dividida em 2 classes (duas cores), uma composta de
r “sucessos” e a outra composta de N — r “fracassos”. Dessa populacdo, vamos extrair uma
amostra de tamanho n sem reposicéo.

A variavel aleatdria de interesse é

X = ndimero de sucessos na amostra
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Valores possiveis de X

Para determinar os valores possiveis de X, temos que considerar diferentes
possibilidades para a composicao da populagdo em termos dos nlimeros de sucessos e
fracassos relativos ao tamanho da amostra.

e Se houver sucessos e fracassos suficientes, isto é, se r > n e N —r > n entdo os
possiveis valores de X variam de 0 (amostra formada sd por fracassos) a n (amostra
formada s6 por sucessos).

e Se houver sucessos suficientes, mas ndo fracassos, isto é, ser >ne N—r < n, ndo é
possivel ter uma amostra formada soé por fracassos; o nimero maximo de fracassos na
amostra é N —r e, portanto, o nimero minimo de sucessos é n— (N —r). Logo, os valores
de X vartam de n — (N —r) a n.

llustrando: N =6,n=3,r=4, N—r =2 < n: como s6 ha dois fracassos, a amostra tem
que conter pelo menos 1 sucesso, ou seja, podemos ter (15,2F) ou (25,1F) ou (35, 0F).

e Se houver fracassos suficientes, mas nao sucessos, isto é, se N—r > n e r < n, ndo
é possivel ter uma amostra formada s6 por sucessos; o nimero minimo de sucessos na
amostra é 0 e o nimero maximo é r.

llustrando: N=6,n=3,r=2<n, N—r =4 > n: como so ha dois sucessos, o niimero
maximo possivel de sucessos na amostra é 2, ou seja, podemos ter (0S,4F), (1S,3F) e
(25, 2F).

Calculo das probabilidades

O numero total de amostras de tamanho n que podem ser extraidas de uma populacdo
.~ 4, (N . . , .
de tamanho N, sem reposicéo, é (”) (note que isso equivale ao niimero de subconjuntos de
tamanho n do conjunto universo de tamanho N).

Para calcular a probabilidade de k sucessos na amostra, P(X = k), vamos considerar
as 3 situacdes anteriores:

e Sucessos e fracassos suficientes

N—

Ha (,’() maneiras de tirarmos k sucessos e (nf,f) maneiras de tirar os fracassos que

completam a amostra. Logo,

P(X =k)= W (3.14)

e nesse caso, os valores de k vao de 0 a n.

e Sucessos suficientes, mas nao fracassos
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Vimos que os valores de X variam de n—(N—r) a n. Para qualquer valor k < n—(N—r), o
coeficiente binomial (/,:/:/i) serd 0, pela definicao Por exemplo, se k = n—(N—r)—1,

resulta
N—r\ _ N—r . N—r _0
(n—k) B (n—[n—(N—r)—ﬂ) - (N—r+1) B

Entdo, ainda podemos usar a Equacéao para calcular as probabilidades,
considerando k variando de 0 a n.

e Fracassos suficientes, mas ndo sucessos

Vimos que os valores X variam de 0 a r. Para qualquer valor k > r, o coeficiente
binomial (,C) sera 0, pela definicdo Entdo, ainda podemos usar a Equacao
para calcular as probabilidades, considerando k variando de 0 a n.

Resumindo:

() (-]
PIX=ky= KL\N=K] g (3.15)

B N
n
p)= 2 IN[@6F Variavel aleatéria hipergeométrica

De uma poupulacdo de tamanho N, formada por r sucessos e N —r fracassos, extrai-
se uma amostra de tamanho n sem reposicao. Se a varidvel de interesse é

X = nlmero de sucessos na amostra

entao

[ (o)
PIX=k)= SNk g, (3.16)

(%)

onde se adota a convencdo (}) =0 se k > n.

Essa é a distribuicdo hipergeométrica com parédmetros N, r e n. Notacdo: X ~
hiper(N, r,n).

Verificacao das condicoes definidoras de uma funcéo de probabilidade

No Apéndice [A] prova-se que a Equagao [3.76 realmente define uma funcéo de
probabilidade. Obviamente P(X = K) > 0 e com base em argumentos combinatérios, prova-se
n D _ _
que ) ;o P(X=k)=1.



50 CAPITULO 3. ALGUMAS DISTRIBUICOES DISCRETAS
3.7.3 Esperanca e Variancia

No Apéndice [A] prova-se que

X ~ hiper(N,r,n) = (3.17)
Var (X) = ,ﬁhu
N N N-1

3.7.4 Distribuicao binomial versus distribuicao hipergeomtrica

Vamos fazer agora algumas comparacées entre as distribuicoes binomial e
hipergeométrica, considerando que elas descrevem a extracdo de amostra de tamanho n.

No contexto da binomial, a amostra é retirada com reposicao, enquanto na hipergeométrica
as extracdes sao feitas sem reposicao.

A esperanca da binomial é igual ao produto do tamanho da amostra pela probabilidacde
de sucesso; na hipergeométrica, a esperanca também é o produto do tamanho da amostra
pela probabilidade de sucesso, probabilidade essa tomada apenas na primeira extracéo.

A variancia da binomial é igual ao produto do tamanho da amostra pelas probabilidades

de sucesso e fracasso. Na hipergeométrica, considerando apenas a primeira extracdo, a
varidncia é igual a esse produto, mas corrigido pelo fator H

Em pesquisas estatésticas por amostragem, normalmente lidamos com amostragem sem
reposicdo. No entanto, os resultados tedricos sobre amostragem com reposicdo sdo bem mais
simples, pois envolvem varidaveis independentes; assim, costuma-se usar uma aproximacao,
sempre que possivel. Ou seja, quando a populacado (tamanho N) é suficientemente grande
(de modo que podemos encara-la como uma populacdo infinita) e o tamanho da amostra é
relativamente pequeno, podemos “ignorar” o fato de as extracdes serem feitas sem reposicao.
Lembre-se que a probabilidade em extracdes sucessivas séo 1N ﬁ ﬁ Entdo, se N
é “grande” e n é pequeno, temos que N~ N—1= --- = N —n. Nessas condicoes, extracoes
com e sem reposicao podem ser consideradas como equivalentes. O termo que aparece na
varidncia da hipergeométrica, % é chamado correcado para populacdes finitas, exatamente
porque, se a populacdo é pequena, ndo podemos ignorar o fato de as extracdes estarem sendo

feitas sem reposicao.

3.8 A distribuicao de Poisson

3.8.1 Aproximacao da binomial

Suponhamos que estejamos observando um determinado fenémeno de interesse por um
certo periodo de tempo de comprimento t com o interesse de contar o nlimero de vezes X que
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determinado evento ocorre.

Vamos fazer as seguintes hipdteses sobre a forma como esse evento ocorre:

H1) Em um intervalo de tempo suficientemente curto, apenas 0 ou 1 evento ocorre, ou seja, 2
ou mais ocorréncias ndo podem acontecer simultaneamente. Entdo, em cada um desses
intervalos temos um experimento de Bernoulli.

H2) A probabilidade de exatamente 1 ocorréncia nesse pequeno intervalo de tempo, de
comprimento At, é proporcional a esse comprimento, ou seja, é AAt. Logo, a
probabilidade de nenhuma ocorréncia é 1 — AAt.

H3) As ocorréncias em intervalos pequenos e disjuntos sédo experimentos de Bernoulli
independentes.

Estamos interessados na v.a. X = nGimero de ocorréncias do evento no intervalo (0, t].
Particionando esse intervalo em n pequenos subintervalos de comprimento At, temos que o
numero total de ocorréncias serd a soma do ntimero de ocorréncias em cada subintervalo. Mas
em cada subintervalo podemos aplicar as hipéteses acima. Logo, X é uma variavel binomial

t
com pardmetros n = — (note que At = —) e probabilidade de sucesso igual a AAt pela
hipdtese 2 acima. Entédo, para k =0,1,2,...,n temos que:
k n—k
n n At At
PX = k)= (AR (1 = ANk = =) == =
k k n n

n! 1 , At\" PYANS
= T xptrx (12 AL
ki — k1 <k < A0 X( n) X( n)

1) (n— — k) k n —k
_ nin—="1)---(n—k+1)(n—k)! “ 1 y (At) o [1- At « [1- At _
(n — k)! nk k! n n
—_— IR —_— k n _k
_ nn—="1)---(n k+1)x()\t) y 1_& y 1_& _
nk k! n n
n_ n—1 n—k+1 (a)k At\” YA
= —X X - X X x|1T——] x|[1——
n n n k! n n

Consideremos, agora, a situacdo em que At — 0, ou equivalentemente, n — co. Nesse
caso, a v.a. X pode assumir qualquer valor inteiro ndo negativo e

lim P(X = k)= lim |—x 1——

n—00 n—oo | n n n k! n

n n-—1 n—k+1 () ( )\t)” ( )\t)_k
X X X x X

Ak A n Ak
1><1><~~><1><(t) x lim (1—t) ><1:(t) exp(—At)

k! n—00 n k!

Aqui féz-se uso do resultado (3.30) da secao que resulta em
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n Aproximacao da binomial pela Poisson

Sejam eventos gerados de acordo com as hipdteses H1 a H3 acima. Se X
é o niimero de eventos em um intervalo de tempo de comprimento t, entdo
a funcdo de probabilidade de X é

k
Px =k = M anca) k=012, (3.18)

k!

Diz-que que X tem distribuicdo de Poisson com parametro At : X ~ Poi(At).

Para mostrar que (3.18) realmente define uma fungao de probabilidade, temos que provar
que Y P(X = k) =1. De fato, usando o resultado (3.31) da Secéo temos que:

k

(o) 00 k 00 k
Y PX=k=)_ (*kt,) exp(—At) = exp(=At) ) (Akt') = exp(—At) exp(At) = 1
k=0 k=0 k=0

Esperanca e varidncia

Vamos agora calcular a esperanca e a varidncia de tal distribuicéo.

0 ()\t)k 00
E(X) = > k o= Zk /<— i exp(—At) =
k=0 =1
o0 00 k—1
= Z exp —At) = exp(—At) Z M =
k=1 k=1 — 1)
00 2 k—1 00
= (At) exp(—)\t); ((klj o = (At) exp(— FZO i
= (At) exp(—At) exp(At)
Logo,
X ~ Poi(At) = E(X) = At (3.19)

E(XZ) = ik ()\) exp( )\l‘)—ZI2 ( exp( At) =

(At) (A" _

00 k
=y k0 1“-‘XP(—M)=@XP(‘“)  « (k—1)!

k=1

(o¢]
= (At) exp(—At) Zj+1
j=0

o <71

= (At)exp(— Z

Aty
v
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= (At) ij(/\.—?jeXP(—MHeXP(—“)iL?j -
= 7 =0 L

(A) [E(X) + exp(—At) exp(At)] = (A1) + (At)

Aqui féz-se uso dos resultados (3.19) e (3.37) da secéo [3.9] Logo,

Var(X) = (At)% + (At) — (At)?

ou

X ~ Poi(At) = Var(X) = At (3.20)

A interpretacao desses resultados nos da que o nimero médio de ocorréncias do evento
em um intervalo de comprimento t é At, proporcional ao comprimento. Fazendo t = 1, obtém-
se o numero médio de ocorréncias em um intervalo unitario. Note que a esperanca e a
variancia sao iguais!

3.8.2 A distribuicao de Poisson

Vamos apresentar, agora, a definicdo geral da distribuicdo de Poisson, usando uma outra
parametrizacao.

b1= 2 IN[@(6F Distribuicao de Poisson

Diz-se que uma variavel aleatdéria X tem distribuicdo de Poisson com parédmetro A
se sua funcao de probabilidade é dada por

k

A
P(X:k):Fe_A k=0,1,2,...

Nesse caso, a esperanca e a varidncia de X sado dadas por:

E(X) = Var(X) = u (3.21)

Pelos resultados anteriores, ¢ é o niimero médio de ocorréncias do evento de interesse em
um intervalo unitadrio e o nimero de ocorréncias num intervalo qualquer é proporcional ao
comprimento do intervalo.
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3.9 Alguns resultados de calculo

3.9.1 Séries geométricas

Recordemos inicialmente a progresséo geométrica (pg) de razdo r, dada por
(1 N = r”) . Para calcular asoma S, =1+ r+r?+ ...+ r" dos n primeiros termos
de uma pg, note que, se r # 1, podemos escrever:

(1=nS, = A=n4+r+r2+...+r"
M+r+ri+. +")—(r+r+. .+ =1

Logo,
1— I,n+1

(1+r+r2+...+r”)=17
_I‘

r#1

Além disso, se |r| < 1, lim Mt = 0. Logo, a soma dos termos da pg converge, quando n — oo,
n

—00
isto é: :
lim S, =
n—00 1—r
=) .
Mas S, nada mais é do que a n—ésima soma parcial da série geométrica Y _ r'. Resulta,
i=0
assim, que a série geométrica converge, ou seja
= 1
E rt = se |r|<1. (3.22)
. 1—r
i=0
Note que podemos escrever (atencéo aos indices dos somatorios!):
o oo ,I [o¢]
E /“:1—1—5 rt = :1—1—5 r' se |r|<1
, , T—r ,
i=0 i=1 i=1
ou
[o¢]
i 1 r
E rt=1-— = se |r|<1 (3.23)
. 1T—r 1-—r

i=1

Usando resultados sobre diferenciacdo de funcdes representadas por séries de
poténcias, obtemos o seguinte resultado:

() K+ i [ ) ki i 1
z:( il%‘:§:(<kl%-:“_ﬁyﬂ (3.24)

i=0 i=0

Mas note que

(k+i)_1.z-~pu+1yu+2y~u+k)=u+1ya+2y~u+m

k|~ iTk! K| (3.25)
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e, portanto

i(k:i)rl-zi(i+1)~(i+2)---(i+k)rl 1

i T
ou equlvalentemente,
> . . ; k!
g(l+1)(l+2)(l+k)rl:(1_r)k+1

3.9.2 O nimero e (base dos logaritmos naturais)

1. ;
lim (1 + 1) =e
n—oo n

1
lim (1 4+ h)h =e

h—0

3. A partir desses resultados obtém-se que:

n
lim (1 + i) = e¥
n

n—o0

X
De fato: fazendo t = —, resulta que
n

X\n x 1T
lim (1-1——) =lim (14 t)t :[llm(1+t)t] = e¥
n—00 n t—0 t—0

o~ )\k

k!
k=0

=et YAeR

55

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)



56

CAPITULO 3. ALGUMAS DISTRIBUICOES DISCRETAS



Capitulo 4

E xercicios

4.1

Enunciados

. Cinco cartas sao extraidas de um baralho comum (52 cartas, 13 de cada naipe) sem

reposicdo. Defina a v.a. X = nlimero de cartas vermelhas sorteadas.

(@) Quais sao os possiveis valores de X7
(b) Encontre a fdp de X.

(c) Calcule a esperanca de X.
Numa urna ha sete bolas brancas e quatro bolas verdes. Cinco bolas séo extraidas
dessa urna sem reposicdo. Defina a v.a. X = nimero de bolas verdes.

(@) Quais sao os possiveis valores de X7

(b) Encontre a fdp de X.

(c) calcule a esperanca e a varidncia de X.
Repita o exercicio anterior para o caso de extracdes com reposicao.
Uma varidvel aleatdria discreta X tem a seqguinte fungédo de distribuicao de probabilidade

ﬁ X = 0,1
fx(x) =

0 x#F0ex+#1

onde k é uma constante.

(@) Determine o valor de k para que fx seja uma fdp.
(b) Calcule a funcéo de distribuicdo Fx(x).

(c) Calcule a esperanca e a varidncia de X.

Considere o lancamento de trés moedas e denote por K a ocorréncia de cara e por C
a ocorréncia de coroa. Se ocorre o evento CCC, dizemos que temos uma sequéncia, ao
passo que se ocorre o evento CKC temos trés sequéncias. Defina a v.a. X = “néimero
de caras obtidas” e Y = “niimero de sequéncias obtidas”.
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(@) Obtenha as distribuicées de X e Y.

(b) Calcule a esperanca e a varidncia de X e Y.

Um vendedor de servicos de informética visita diariamente uma ou duas empresas, com
probabilidades 0,6 e 0,4. Em cada visita, ele pode ser malsucedido e ndo consequir fechar
negocio com probabilidade 0,6 ou ser bem sucedido e conseguir fechar um contrato
médio no valor de 5.000 reais ou um contrato grande no valor de 20.000 reais com
probabilidades 0,3 e 0,1, respectivamente. Determine o valor esperado das vendas
didrias desse vendedor.

Uma empresa de aluguel de carros tem em sua frota 4 carros de luxo e ela aluga esses
carros por dia, segundo a sequinte funcao de distribuicdo de probabilidade:

No. de carros alugados/dia 0 1 2 3 4
Probabilidade de alugar 010 0,30 0,30 0,20 0,10

O valor do aluguel é de R$2000,00 por dia; a despesa total com manutencdo é de
R$500,00 por dia quando o carro é alugado e de R$200,00 por dia quando o carro nédo
é alugado. Calcule:

(@) o numero médio de carros de luxo alugados por dia, bem como o desvio padréo;

(b) a média e o desvio padréo do lucro didrio com o aluguel dos carros de luxo.

. As chamadas diarias recebidas por um batalhdo do Corpo de Bombeiros apresentam a

seqguinte distribuicao:

NUmero de chamadas/dia | 0 1 2 3 4 5
Percentual (%) de dias 10 15 30 25 15 5

(a) Calcule o nimero médio de chamadas por dia, bem como o desvio padrao do nimero
de chamadas diarias.

(b) Em um ano de 365 dias, qual é o nimero total de chamadas?

As probabilidades de que haja 1, 2, 3, 4 ou 5 pessoas em cada carro que se dirige ao
Barra Shopping em um sabado séo, respectivamente, 0,05; 0,20; 0,40; 0,25 e 0,10.

(@) Qual o niimero médio de pessoas por carro?

(b) Se chegam ao shopping 50 carros por hora, qual o niimero esperado de pessoas no
periodo das 13 as 18 horas?

Na manufatura de certa peca, é sabido que uma entre dez pecas é defeituosa. Uma
amostra de tamanho quatro é retirada com reposicédo, de um lote da producédo. Qual a
probabilidade de que a amostra contenha

(@) nenhuma defeituosa?

(b) pelo menos uma defeituosa?

(c) exatamente uma defeituosa?
Na solucéo desse exercicio, é importante que vocé identifique o experimento, a
variadvel aleatdria de interesse e sua respectiva fdp.
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Um supermercado faz a seguinte promocao: o cliente, ao passar pelo caixa, langa um
dado. Se sair a face 6 tem um desconto de 30% sobre o total de sua conta. Se sair a
face 5, o desconto é de 20%. Se sair a face 4, o desconto é de 10% e se ocorrerem as
faces 1, 2 ou 3, o desconto é de 5%. Seja X = desconto concedido.

(@) Encontre a funcédo de distribuicdo de probabilidade de X.
(b) Calcule o desconto médio concedido.

(c) Calcule a probabilidade de que, num grupo de cinco clientes, pelo menos um consiga
um desconto maior que 10%.

(d) Calcule a probabilidade de que o quarto cliente seja o primeiro a receber 30% de
desconto.

Um atirador acerta na mosca do alvo 20% dos tiros.

(@) Qual é a probabilidade de ele acertar na mosca pela primeira vez no décimo tiro?

(b) Se ele da 10 tiros, qual é a probabilidade de ele acertar na mosca exatamente uma
vez?

Solucao

. (a) No baralho ha 26 cartas vermelhas, 13 de ouros e 13 de copas. Logo, os possiveis

valores de X séo 0, 1, 2, 3, 4, 5.

(b) O espaco amostral desse experimento consiste em todos os possiveis subconjuntos
de 5 cartas. Como a ordem néao interessa, o niimero de elementos do espaco amostral
é nQ) = (552).

(5)
P(X=0) = P(5 pretas) = (552)
5
26 x 25 x 24 x 23 x 22
52 x 51 x 50 x 49 x 48
23 x 22

- 2><51><2><49><2:0'0253

P(X=1) = P(4 pretas, 1 vermelha) =

26 x 25 x 24 x 23 5
Ax3<0 <% 26x25%x23%26

52 x 51 x 50 x 49 x 48~ 52 x 51 x 10 x 49 x 2

S5x4x3x%x2
5x23x13 65 x 23

2x51 x2%x49  4x51x 49

=0,1496
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(3)(%)
P(X=2) = P(3 pretas,2 vermelhas ) = T)
5
26 x 25 x24 26 x 25
B 3x2 T 2 26x25x4x13x25
T 52x51x50x49x48 T 52x51x5x49 x 4
5x4x3x%x?2

5X13X25_ 65 x 25
2x51%x49  2x51x49

Como o nimero de cartas pretas e vermelhas é o mesmo, resulta que

=0,3251

8 , _ (3)(3)

P(X = 3) = P(2 pretas,3 vermelhas ) = ﬁ =0, 3251
5

26) 26)

P (X = 4) = P(1 preta,4 vermelhas) = ~ (552)4

—_—

=0, 1496

26
P(X =5) = P(5 vermelhas) = ESSZ; = 0,0253
5

Logo, a fdp de X é

X 0 1 2 3 4 5
px(x) | 0,0253 0,1496 0,3251 0,3251 0,1496 0,0253

(c) Analisando a fdp de X, vemos que ela é simétrica em torno do valor 2,5. Como a
esperancga (ou média) é o centro de gravidade da distribuicdo, resulta que E(X) =
2,5. Vamos fazer os célculos para confirmar:

E(X)=0x0,0253+1x0,1496 + 2 x 0,3251 + 3 x 0,3251 +4 x 0,1496 +5 x 0,0253 = 2,5

2. Note que temos bolas brancas em quantidade suficiente para podermos tirar todas
brancas (X = 0), mas ndo temos bolas verdes suficientes para tirar todas verdes.

(a) Como ha apenas 4 verdes, os valores de X séo 0,1, 2,3, 4.

(b) O ndmero de elementos do espaco amostral é

1" 1M x10x9%x8x7
#Q = = =1 7 =462
(5) 5x4x3x2 xbx7=40
(5)
P(X =0) = P(5 brancas) = ﬁ
5
_ L 313
1M 710797877 22 66
(1) (2)
P(X=1) = P(1 verde, 4 brancas) = m

4 7x6x5
*T3x2 10 20
Mx6x7 33 66



4.2. SOLUCAO 61

() (5)

D — — D - - —
P(X =2) = P(2 verdes, 3 brancas) = T % 657
4 x3 “ 7x0x5
_ 2 3x2 _5_30
1M x6x7 1 606
()()

PX=3) = P@3 vercles,Zbrancas):m

7x0

11x6x7 11 66

(3)(3)

D — — D - - —
PX=4) = I(4ve|cles,‘lb|anca)—11><6><7
o 1x7 1
M x6x7 66
Logo, a fdp de X é
X 0 1 2 3 4
px() | & & % o o
()
20 30 12 1120 —
EX) = 1x o +2x 43 % o +4x oo == =1,818181
20 30 12 1 264
E(X?) = 12x -4 22x o433 x 2442 — ="
X9 86 T X6 T X6 T *66 66
264 [120]° 264 x 66 — 1202
Var(X) = — —|—| = = 0,694214876
ar(X) 66 [ 66 ] 662

3. (a) Se as extracdes sdo feitas com reposicdo, em cada extracdo podemos tirar bola
branca ou verde. Logo, os possiveis valores de X séo 0,1,2,3,4,5.
(b) Com reposicao, sempre temos na urna 7 brancas e 4 verdes e em cada extracao,
temos que P(branca) = % e P(verde) = % Como as extracdes sao independentes,
resulta que

7\ 16807
P(X = 0) = P(5 brancas) = (11) =75
P(X=1) = P(1 verde, 4 brancas)
~ 5\ [ 7\ [ 4\ _ 48020
o\ 11 1) 161051
P(X=2) = P(2verdes, 3 brancas)

5\ (7 )74\ _ 54880
— 2/ \n) \11] T 161051
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P(X =3) = P(3 verdes, 2 brancas)
~ 5\ [ 7\?[ 4\’ 31360
3/ 11 11) 161051
P(X =4) = P(4 verdes, 1 branca)
5\ (7 \'[4\" 8960
o4\ 1) 161051
P(X =5) = P(5verdes)= 4 ’ _ 1024
I ~\11) 161051
Logo, a fdp de X é:
X 0 1 2 3 4 5

D (X) 16807 48020 54880 31360 8960 1024
Px 161051 161051 161051 161051 161051 161051

A razédo de multiplicarmos pelos nimeros combinatérios se deve ao fato de que a(s)
bola(s) verde(s) pode(m) sair em qualquer uma das extracdes.

EX) _ 1 8020 54880 . 31360 8960 . 1024
= 161051 161051 161051 161051 161051
202820 _
= ooer = 1818181
48020 54880 31360 8960 1024
2 _ 2 2 2 2 2
EXT) = X 361051 T2 X 161051 T X 161051 T X 161051 T2 % 167051
718740
= 161051
718740  [2928201% 161051 x 718740 — 2928202
Var(X) — _ - — 1,1570247
ar(X) 161051 [161051] 1610512 15702479

4. (a) Os valores possiveis da v.a. sdo 0 e 1. Entdo, temos que ter

k k
k k 3k + k 6 3
27 = 17 Tl k=E3=3
Logo,
3
5 3
f - 2 _ =
x(0) > =13
3
5
fx(1) = 2=-
x(1) 6= 3
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(b) Afda de X é

0 sex<O
Fx(x)=4 3 se0<x<1
1T sex>1
(c)
E(X) = 0><f—i-1><1—1
N 4 4 4
3 1 1
2y o2y 2 2,0 _ 1
E(X9) = 0 4—i—‘I ><4 4
1 172 3

5. (a) Na tabela a sequir, listam-se todos os elementos do espaco amostral, bem como os
valores das varidveis aleatorias.

w [Pw) [ X[V
ccc| ¢ |31
CCK | 3 |22
CKC| 3 2|3
Kcc| ¢ | 2|2
CKK | 5 |[1]2
KCK | 5 |[1]3
KKC| § |1]2
KKK | g |0]1
Logo, as fdp's de X e Y sédo:
x [0 1 2 3
) ls 5 3 &
y 1 2 3
vy |5 & 3
(b) As duas distribuicdes sdo simétricas. Logo,
3
E(XX) = 1,5==
(X) >
E(Y) = 2
3 3 1 24
E(X?) = 1Px-4+22x-4+3F¥x-="=
(X?) X3 +2° % 3 + 37 x 5= 8 3
312 3
Var(X) = 3—|=z| ==
ar(X) 3 [2] 3
2 4 2 36 9
2y 12 % 2,1 2,4 _2_72
E(YY) = VP xo+2xg+3xg="0=3
9 1
Var(Y) = = —-22=_
ar(Y) > >

6. Veja a Figura com o espaco amostral deste experimento. Dai, podemos ver que o
vendedor pode
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e nao vender qualquer projeto,

e vender apenas um projeto médio,

e vender apenas um projeto grande,

e vender um projeto médio e um projeto grande,
e vender dois projetos médios ou

e vender dois projetos grandes.

0 06 0
5000

20000

5000

20000

5000

10000

25000

20000
M 0,3 25000

GO1 40000

Figura 4.1 — Espaco amostral para o exerc[clo

Seja V a v.a. “valor das vendas didrias”. Usando a regra da multiplicacdo, que diz que
P(AN B) = P(A)P(B|A) e o axioma da probabilidade da unido de eventos mutuamente
exclusivos, podemos calcular:

P(V=0) = 0,6x0,64+0,4%x0,6x0,6=0,504
P(V = 5000 0,6x0,3+2x0,4%x0,6x0,3=0,324
P(V = 10000 0,4x0,3x0,3=0,030

2x0,4%x0,3x0,1=0,024

)
)
( ) =
P(V =20000) = 0,6x0,1+2x0,4x0,6x0,1=0,108
( )
( ) = 0,4x0,1x0,1=0,004

E(V) = 5000 x 0.324 + 10000 x 0.036 + 20000 x 0.108
+25000 x 0.024 + 40000 x 0.004 = 4900

7. Na tabela a seguir temos os resultados pertinentes para a solucao do problema.
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Numero de carros Probabilidade Lucro por dia

alugados/dia de alugar
0 0,10 4 x (—200) = —800
1 0,30 2000 — 500 — 3 x 200 = 900
2 0,30 4000 — 2 x 500 — 2 x 200 = 2600
3 0,20 6000 — 3 x 500 — 200 = 4300
4 0,10 8000 — 4 x 500 = 6000
Sejam X = “nlimero de carros de luxo alugados por dia” e L = “lucro didrio com aluguel

de carros de luxo”.

(a)
) = 1x0,30+2x%x0,304+3x%x0,204+4x0,10=1,9 carros por dia
) = 12x0,304+2°%x0,30+32%x0,20+4%%x0,10=4,9

Var(X) = EX)—[E(X)F=4,9—(1,9%=1,29
)

1,1356 carros por dia

E(L) = (—800)x 0.10 4+ 900 x 0.30 + 2600 x 0.30 4 4300 x 0.20 +
+6000 x 0.10 = 2430 reais
E(L) = (—800)% x 0.10 + 9007 x 0.30 + 26007 x 0.30 + 43007 x 0.20
+6000% x 0.10 = 9633000
Var(l) = E(L?) —[E(L)]* = 9633000 — 24307 = 3728100
DP(L) = 1930,83 reais

8. (a) Seja X = “nGimero de chamadas por dia”".

E(X) = 1x0,15+2x%x0,30+43x0,254+4x%x0,15+5x 0,05 = 2,35 chamadas por dia
Var(X) = 1x0,154+4x0,30+9x0,25+16 x 0,15 +
+25 % 0,05 — (2,35)2 =1,7275

DP(X) = 1,3143 chamadas por dia

(b) Seja T = “nimero de chamadas em um ano”. Entéo,
T =365X e E(T) =2,35 x 365 = 857,75

9. (a) Seja X = “niimero de pessoas em cada carro”. Entao, sua fdp é dada por
X 1 2 3 4 5
p 005 020 0,40 0,25 0,10
e
E(X)=0,05+0,40+1,20+1,0+ 0,5 = 3,15 pessoas por carro
(b) Seja Y = “numero de pessoas em 50 carros em 5 horas de contagem”. Entdo,

Y =050x5xX=250Xe

E(Y) = 250 E(X) = 250 x 3,15 = 787,5 pessoas
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10. Temos uma varidvel aleatdria de Bernoulli, a saber:

1 se peca é defeituosa
X = .- .
0 se peca é néo defeituosa
e P(X=1)=0,10, o que implica que P(X =0)=0,9.

Seja Y = “ndmero de pecas defeituosas na amostra de tamanho 4”. Como as pecas sao
sorteadas com reposicao, resulta que as extracoes sdo independentes e a probabilidade
de sucesso (“peca defeituosa”) permanece constante. Logo, Y ~ bin(4;0,1) e

(a) P(Y = 0) = (¢)(0,10)°(0,9)* = 0,6501
(b) P(Y>1)=1—P(Y =0)=1-0,6501 = 0,3439
(0) P(Y =1) = (%)(0,10)(0,9)* = 0,2916

o))

11. (a) Supondo que o dado seja honesto, a fdp de X é

Valor do desconto x | 0,30 0,20 0,10 0,05
P(X = x) 1/6 1/6 1/6 3/6

(b) Temos que
~0,30+0,20+0,10+3 x 0,05

E(X) .

=0,125

ou um desconto médio de 12,5%.

(c) A probabilidade de se ter um desconto maior que 10% (20% ou 30%) é de % Seja

Y = nlmero de clientes, em um grupo de cinco, que recebem desconto maior que
10%. Entdo, Y ~ bin (5; %) . Logo,
P(Y>1) = 1-P(Y<1)
1-P(Y=0)

[ () o

(d) Seja Z = numero de clientes que passam pelo caixa até primeiro desconto de 30%.
O evento {Z = 4} corresponde a 3 clientes que ndo tém desconto de 30% sequidos
do primeiro que tem desconto de 30%. Logo,

P(Z=4)= (2)3 (;) = 0,09645

12. Temos uma varidvel aleatdria de Bernoulli, a saber:

X — 1 se acerta no alvo
“ | 0 se nao acerta no alvo

e P(X=1)=0,20, o que implica que P(X =0) =0, 8.

(@) Seja Z = “nlimero de tiros até primeiro acerto no alvo”. Entao, {Z = 10} significa
que o atirador erra os 9 primeiros e acerta o décimo tiro:

P(Z = 10) = (0,8)°(0,20) = 0, 026844
(b) Seja Y = “ntimero de acertos em 10 tiros”. Entdo, Y ~ bin(10;0,2) e

P(Y =1) = (')(0,20)(0,8)° = 0,26844



Apéndice A

Demonstracoes de propriedades de
variaveis aleatorias discretas

A.1  Distribuicao Binomial

A1.1 Esperanca

n

E(X) = ) kPr(X=k)= ZI((Z)/JkU —p)k =
k=0 k=0

n!
— k k 1— n—k
) kiin—wiP (1=P)

k=

Quando k = 0, a parcela correspondente no somatério é nula. Logo, podemos escrever (note
o {ndice do somatdrio!):

n

n! n l
E(X) = Ke— k 1— n—k _ P k 1-— n—k
(X) ; k!(n—k)!lJ ( p) ; <k(k—1)!(n—k)!p ( p)

e como k # 0, podemos fazer a divisdo, o que resulta na simplificacéo

_ n! k . n—k __ . n (17_1)! k—1 _ n—k __
EX) = ;(k—ﬂ!(n—k)!p =p) _;(k—ﬂ!(n—k)! (’”’J )(1 PN =

n n
(n—=1)! k=1 n—k n—="1) k1 —k
= 1 — — K 1— n
np ; Fe et np ; c_1|P0=p)

Fazendo j=k—1,temosque k=j+1, k=1=j=0ek=n= j=n—-1. Logo,

n—1

E(X) = an (n j_ ! )pf (1—p)"1=J
j=0

67
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Mas note que esse somatério é a expressdo do bindmio de Newton para (x + y)"~' com

x=pey=1—p)e, portanto, é igual a 1"~ = 1. (Esse somatério é, também, a soma das
probabilidades de uma varidvel binomial com pardmetros n —1 e p. )

X ~ bin(n,p) = E(X)=np (A1)
A.1.2 Variancia

Vamos calcular E (Xz) . Usando raciocinio andlogo ao usado no calculo da esperanca,
temos que:

E(Xz) _ Zkz(Z)pk( yn—k Z At lpl<(1_p)n—k:
— ZkZ n! k)'/ (1 p)n—k:

_ n! k n—k __
= Zk K1) k)'p (1—p)" "=

nin — |
= Z k(k _72;' (1711 k)' (P X l3/<—1) (1 _ p)n—k _

k=1

n B 1 k—1 n—k __
= ank = k)!p (1=p) =

—1
_ . (” _1)' fi n j—1 fi n—j—1 _
= npjg_ojj!(n_j_”!p (1—- +np§ n—j—1 TP (1—=p) =

n—1
_ 1 — 1 ,
= np Z/ (n 'pf (1=p)" " +np Z (n 'pf (1—p)" ' =

n—1

n—1
= np Zj( . )p’ | an ( )p/ —p)"i

Mas o primeiro somatdrio é a esperanca de uma binomial com pardmetros (n —1) e
p; portanto, pelo resultado (A.1), é igual a (n — 1) p. J& o sequndo somatdrio é a soma das
probabilidades dos valores de uma binomial com esses mesmos parametros (ou binémio de
Newton); logo, é igual a 1. Seque, entdo, que

E(X2) = nplin =1 p+1] = n?p? = np? + np



A.2. DISTRIBUICAO GEOMETRICA 69

e, portanto,
Var (X) = n?p?> — np? + np — (np)2 = np — np?

ou seja,

X ~ bin(n,p) = Var(X)=np(1-p) (A.2)

A.2 Distribuicao geométrica

A.2.1 Esperanca

Por definicao, temos que
EX)=) kP(X=k=) kp(1—p)*"=p> k(1-p)"
k=1 k=1 k=1

Fazendo a mudanca de varidvel k —1 = j, resultaque k =j+1, k=1=j=0e k=00 =
j = 00. Logo,

EX)=p)_(i+1(0—py
j=0
Usando o resultado (3.27) da segao[3.9 com r =1—p e k =1, obtemos que:

Cpx P
B T

Logo,

X ~ Geom(p) = E(X) = ; (A.3)

A.2.2 Variancia

Para calcular a variancia, temos que calcular E(X?). Por definicéo,

o oQ
EXY) = Y Kp(l—p)'=pY_ (k2 —k+ k) (1—p) =
k=1 k=1
o

= p)Y (K=K =p)"+k(1-p*T]
k=1

Como ambos os termos convergem, poclemos escrever

EXY) = p (kz—k) (1=p)"4pdY k(1 —ph!
k=1

e T[]

o
k(k =11 =p)*"+p> k(1 —p)
k=1

~
Il

1
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No primeiro somatorio, a parcela correspondente a k = 1 é nula, logo, podemos escrever (note
o indice do somatoério!):

o

EXY) = pY_ k(k—=1)1=p)=2(1—p) kam_p _
k=2
= 13(1—/3)ik(/<—1 p)<~ +Z/<p(1—
k=2

O segundo somatorio é a esperanca da distribuicdo geométrica com parametro p; logo, ele é
igual a % Fazendo a mudanca de varidvel kK —2 = j no primeiro somatério, resulta que

E(X? p)Y (+2G+10—p)+

j=0 P

Usando o resultado (3.27) da segao[3.9 com r =1 —p e k = 2, obtemos que:

2! 1
E(Xz) = IJ(1_IJ)XW+E=

2(1—/3)+1_2—2p+p_2—p

p? p p? p?
Seqgue que:
2—p 1
LX) — 2 2 _
Var(X) = E(X?) —[E(X)] = i
Logo,
1 —
X ~ Geom(p) = Var(X) = pzp (A4)
A.3 Distribuicao Hipergeométrica
A.3.1 Condigoes definidoras de uma funcao de probabilidade
Vimos que, se X ~ hiper(n, r,n), entdo
[ 5-)
PIX= k= KL\ =K] g (A5)

Obviamente, P(X = k > 0. Provar que ) , Pr(X = k) =1, equivale a provar que

(G- 00) ~9

k=0
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Do teorema do bindmio de Newton sabemos que

(x+y)" = Z (n_)xfg”—f (A7)
=0 \J
e temos também a igualdade
T+ 1+ =1 +x)N (A.8)

Para provar o resultado (A.6), vamos calcular os coeficientes de x” em ambos os termos da
igualdade (A.8). Esses coeficientes tém que ser iguais!

Por (A7), a expressao do lado direito de (A.8) é
N
N .
(1+x)N = Z ( ) )xN_f
=0 ‘1

e, portanto, o coeficiente de x" é obtido fazendo N—j = n = j = N—n, ou seja, o coeficiente

de x" é (: N N
(N—n):(n) (A9)

No lado esquerdo de (A.8), a poténcia x" decorre da multiplicacdo de x¥, vindo do
primeiro termo (14 x)", por x"~k, vindo do sequndo termo (1 + x)N="

(1+x)" :j:io (I:)xf—f

Logo, o coeficiente de x¥ é obtido fazendo r — j = k = j = r — k, ou seja, o coeficiente é

5= )

Analogamente, o coeficiente de x"* em (1 + x)N=" & obtido fazendo n —k = N —r —j=>j=
(N —r) — (n — k), ou seja, o coeficiente é

N—r _ N—r
(N—r—(n—k)) N (n—k)

: .y ko [TY[(N=T o
Sendo assim, os coeficientes de x¥x"* sao (I ) ( k) , k=0,...,n, 0 que implica
< n —

que o coeficiente de x” no lado esquerdo de (A.8) é

= (r\(N=r
Z(k)(n—k) (A-10)
k=0

Por (A.8), os coeficientes dados em (A.9) e (A.T0) tém que ser iguais. Igualando-os, obtemos o
resultado desejado dado em (A.0).
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A.3.2 Esperanca

con - $-elilla i

N T v

= - r(r—1)! N—r\ _

- N _1/<l<(l<—1)l(/ — k)! (n—k) = (porque k # 0)
(n B

S s A -

= (/\/ P (k—1)!(r—k)!(n—l<) - (j=k—1)

= (=) N—r |\
jHr—1—j) (n—1 —j) -

I
Z| =
LM

j_
n—1

o Z(,—f1)(N—1—(/‘f1)): (por (A.6))

(N =\ n—71—j
n
I

B - (/\/—‘I):/'n!(N—n)! (N=1)!

n—1 N! (n—=11HN = n)!

Logo,
X ~ hiper(N,r,n) = E(X)_IvL/\'/ (A11)

A.3.3 Variancia

Vamos calcular E(X?).

E(Xz) - Zkz(l:)((i:lli) ! ikz(r)(N_’"): (note o {ndice)

1 ”/2 r(r—1)! N—r\
- /\/) S k== R\ n—k) =
n

k r = 1_)! I (N B I‘) = (porque k # 0)
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r — . (I'—1)! N —r '
= (N)jzo(j+1)j!(r—1—j)!(l7—1—j)_ (j=k—1)
n

I_(N—1) 1 (,-—1)(/\/—1—(/——1)) 1(r—1)(/\/—1—(r—1))
_ n—1) <.\ j n—1—j — j n—1—j
j=0 j=0
n n—1 n—1

Mas o primeiro somatdrio é a esperanca de uma hipergeométrica com parametros N—1,n—1
e r —1 e o sequndo somatério é a soma das probabilidades no espaco amostral de uma
hipergeométrica com os mesmos parametros. Segue, entdo, que

BT EE

E(x) = W[(nﬂ“+1]

rm  (n=NFr—-1+N-1

- N N-1
e, portanto,
) rm (n=1)(r—=1)+N-1 n??
Var (X) = NX N VAl

_ m Nnr—nN —Nr+ N+ N?—N—Nnr+nr _

N N (N —=1) B

_ nLN(N—n)—r(N—n)

N N (N —=1)
ou seja,

N—rN —
X ~ hiper(N,r,n) = Var(X)=n——~_ 271" (A12)
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