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Capitulo 1

Inferéncia estatistica — Conceitos basicos

1.1 Introducao

A analise de um conjunto de dados por meio de técnicas descritivas (numéricas e graficas)
proporciona uma boa ideia da distribuicdo desses. Em particular, a distribuicdo de frequéncias é
um instrumento bastante importante para avaliarmos a variabilidade das observacées de um fenomeno
aleatorio. A partir dessas frequéncias, podemos calcular medidas de posicdo e variabilidade como, por
exemplo, média, mediana, moda, desvio padréo etc. Tais frequéncias e medidas calculadas a partir dos
dados sdo, em geral, estimativas de quantidades desconhecidas, associadas a populacdes das quais os
dados foram extraidos na forma de amostras. As frequéncias relativas, por exemplo, sdo estimativas de
probabilidades de ocorréncia de certos eventos de interesse.

Quando realizamos uma analise de dados, é bastante razoavel buscarmos alguma forma de
regularidade/padrdo (ou um modelo) presente nas observacdes. Com suposicdes adequadas, e sem
observarmos diretamente o fenémeno aleatdrio de interesse, podemos criar modelos (matematicos) tedricos
capazes de reproduzir, de maneira satisfatéria, a distribuicdo de frequéncias associada a um fendmeno
aleatdrio diretamente observado. Tais modelos tedricos sao chamados modelos probabilisticos e sao objeto
de estudo nas disciplinas de Teoria das Probabilidades.

Os modelos probabilisticos sdo, entéo, utilizados para medir a variabilidade de fendmenos aleatérios
de acordo com as suas distribuicdes de probabilidades, que podem ser referentes a variaveis aleatdrias
discretas ou continuas. Na pratica, é comum o pesquisador ter alguma ideia sobre a forma da distribuicéo,
mas nao dos valores exatos dos pardmetros que a especificam. Surge, assim, a necessidade de
descobrirmos (ou estimarmos) os parametros da distribuicdo para a sua posterior utilizagao.

EXEMPLO 1.1 Altura de adultos

Em um estudo antropométrico em nivel nacional, uma amostra de 5000 adultos é selecionada dentre
os adultos brasileiros e um dos objetivos é estimar a altura média dos adultos brasileiros.

e Neste exemplo, a populacdo é o conjunto de todos os brasileiros adultos. No entanto, o interesse
(um deles, pelo menos) estd na altura dos brasileiros. Assim, nesse estudo, a cada sujeito da
populacdo associamos um nimero correspondente a sua altura. Como vimos, essa é a definicao de
variavel aleatdria: uma funcdo que associa a cada ponto do espaco amostral (conjunto de todos os
brasileiros) um nGimero real. Dessa forma, a nossa populacdo pode ser representada pela varidvel
aleatodria X = “altura do adulto brasileiro”. Como essa é uma varidvel aleatéria continua, a ela esta
associada uma funcdo densidade de probabilidade f e da literatura, sabemos que é razoavel supor
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4 CAPITULO 1. INFERENCIA ESTATISTICA — CONCEITOS BASICOS

que essa seja a densidade normal. Assim, nossa populacdo, nesse caso, é representada por uma
variavel aleatéria X ~ N (u; 02). Conhecendo os valores de p e o teremos informacdes completas
sobre a nossa populacéo.

e Uma forma de obtermos os valores de ¢ e 0 é medindo as alturas de todos os brasileiros adultos.
Mas esse seria um procedimento caro e demorado. Uma solucdo, entdo, é retirar uma amostra
(subconjunto) da populacdo e estudar essa amostra. Suponhamos que essa amostra seja retirada
com reposicao e que os sorteios sejam feitos de forma independente, isto é, o resultado de cada
extracdo ndo altera o resultado das demais extracdes. Ao sortearmos o primeiro elemento, estamos
realizando um experimento que dé origem a varidvel aleatdria X; ="altura do primeiro elemento”;

o segundo elemento da origem a varidvel aleatéria X; ="altura do segundo elemento” e assim por

diante. Como as extracdes sdo feitas com reposicado, todas as varidveis aleatdrias X1, X, ... tém a
mesma distribuicdo, que reflete a distribuicdo da altura de todos os brasileiros adultos. Para uma
amostra especifica, temos os valores observados x1, xz, . .. dessas varidveis aleatdrias.

EXEMPLO 1.2

Consideremos, agora, uma pesquisa eleitoral, em que estamos interessados no resultado do segundo
turno de uma eleicdo presidencial brasileira. O interesse final é saber a proporcao de votos em um e outro
candidato (vamos simplificar a situacdo ignorando votos nulos, indecisos etc.).

e Mais uma vez, nossos sujeitos de pesquisa séo pessoas com 16 anos ou mais, aptas a votar. O
interesse final é saber a proporcdo de votos em cada um dos candidatos. Entdo, cada sujeito de
pesquisa d& origem a uma varidvel aleatdria bindria, isto é, uma variavel aleatdria que assume apenas
dois valores. Como visto, podemos representar esses valores por 1 (candidato A) e 0 (candidato B),
o que define uma variadvel aleatdria de Bernoulli, ou seja, essa populacdo pode ser representada
pela variédvel aleatéria X ~ Bern(p). O parametro p representa a probabilidade de um sujeito
dessa populacao votar no candidato A. Uma outra interpretacdo é que p representa a proporcéo
populacional de votantes no candidato A.

e Como néo é viadvel entrevistar todos os eleitores, utiliza-se uma amostra de eleitores para se obter
informacéo sobre p e cada sujeito de pesquisa indica o candidato em que vai votar (A ou B). Como
antes, vamos supor que essa amostra seja retirada com reposicdo. Ao sortearmos o primeiro elemento,

estamos realizando um experimento que d& origem a varidvel aleatdria X; = “voto do primeiro
elemento”; o segundo elemento da origem a varidvel aleatéria X, = “voto do segundo elemento”
e assim por diante. Como as extracdes sdo feitas com reposicdo, todas as varidveis aleatérias
X1, X2, ... tém a mesma distribuicdo de Bernoulli populacional, isto é, X; ~ Bern(p),i =1,2,... e

sdo independentes.

*»"

EXEMPLO 1.3 Duracéo de lampadas

Suponha que estejamos interessados em estudar o tempo de vida, medido em horas, das ldmpadas

produzidas por uma determinada empresa. Para esse tipo de teste, é necessario deixar as lampadas
acesas até que se queimem.

e Neste exemplo, a populacao alvo é formada por todas as ldmpadas fabricadas ou que venham a ser
fabricadas pela empresa, o que caracteriza uma populacéo teoricamente infinita. Um modelo tedrico
(probabilistico) possivel para a distribuicdo da varidvel populacional “tempo de vida” é a distribuicao
exponencial com pardmetro A.
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e Aqui é impossivel trabalharmos com amostragem com reposicdo, uma vez que o experimento termina
com a ldmpada selecionada queimada. No entanto, como a populacdo é muito grande (infinita),
extracdes sem reposicdo dos elementos de uma amostra de tamanho n finito e, em geral, pequeno
em relacdo ao tamanho da populacdo, podem ser tratadas como extracdées com reposicdo (vocé
deve ter visto tal situacdo no estudo das distribuicdes binomial e hipergeométrica). Assim, nossa
amostra pode ser vista, aproximadamente, como um conjunto de variadveis aleatérias Xy, Xz,..., X,
independentes e identicamente distribuidas com X; ~ exp(A).

*»"

1.2 Populacao

Como ilustrado nos exemplos acima, a inferéncia estatistica trata do problema de se obter informacéo
sobre uma populacéo a partir de uma amostra. Embora a populacéo real possa ser constituida de pessoas,
empresas, animais etc, as pesquisas estatisticas buscam informacées sobre determinadas caracteristicas
dos sujeitos, caracteristicas essas que podem ser representadas por niimeros. Sendo assim, a cada sujeito
da populacdo esta associado um nimero, o que nos permite apresentar a sequinte definicao.

b= IN@6N Populacao

A populacao de uma pesquisa estatistica é uma varidvel aleatdria X, com sua funcéo
de probabilidade, que descreve a caracteristica de interesse.

Os métodos de inferéncia nos permitirdo obter estimativas dos pardmetros da distribuicao de
probabilidade de tal variavel aleatdria, que pode ser continua ou discreta.

1.3 Amostra aleatoria simples

Como ja dito, é bastante comum o emprego da amostragem em pesquisas estatisticas. Nas pesquisas
por amostragem, uma amostra é selecionada da populacdo de interesse e todas as conclusdes serdo
baseadas apenas nessa amostra. Para que seja possivel inferir resultados para a populacdo a partir da
amostra, é necessario que esta seja “representativa” da populagéao.

Embora existam varios métodos de selecdo de amostras, vamos nos concentrar aqui no caso mais
simples, que é a amostragem aleatéria simples. Segundo tal método, toda amostra de mesmo tamanho n
tem igual chance (probabilidade) de ser sorteada. E possivel extrair amostras aleatérias simples com e
sem reposicao. Quando estudamos as distribuicdes binomial e hipergeométrica, vimos que a distribuicao
binomial correspondia a extragées com reposicao e a distribuicao hipergeométrica correspondia a extracoes
sem reposicdo. No entanto, para populacdes grandes - ou infinitas - extracdes com e sem reposicao
nédo levam a resultados muito diferentes. Assim, no estudo da Inferéncia Estatistica, lidaremos sempre
com amostragem aleatdria simples com reposicdo. Este método de selegdo atribui a cada elemento
da populacdo a mesma probabilidade de ser selecionado e esta probabilidade se mantém constante ao
longo do processo de selecdo da amostra (se as extracdes fossem sem reposicdo isso ndo aconteceria).
No restante desse curso omitiremos a expressdo “com reposicdo”, ou seja, o termo amostragem (ou
amostra) aleatéria simples sempre se referird a amostragem com reposicdo. Por simplicidade, muitas
vezes abreviaremos o termo amostra aleatéria simples por aas.
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Uma forma de se obter uma amostra aleatéria simples é escrever os niimeros ou nomes dos elementos
da populagdo em cartdes iguais, colocar estes cartdes em uma urna misturando-os bem e fazer os sorteios
necessarios, tendo o cuidado de colocar cada cartdo sorteado na urna antes do préximo sorteio. Na
pratica, em geral sdo usados programas de computador, uma vez que as populagdes tendem a ser muito
grandes.

Agora vamos formalizar o processo de selegdo de uma amostra aleatdria simples, de forma a
relaciond-lo com os problemas de inferéncia estatistica que iremos estudar.

Seja uma populacdo representada por uma variével aleatéria X. De tal populacdo serd sorteada
uma amostra aleatdria simples com reposicao de tamanho n. Como visto nos exemplos anteriores, cada
sorteio da origem a uma varidvel aleatdria X; e, como os sorteios sdo com reposicdo, todas essas variaveis
sdo independentes e tém a mesma distribuicdo de X. Isso nos leva a sequinte definicao.

p)= 2 IN[0(61 Amostra aleatéria simples

Uma amostra aleatoéria simples (aas) de tamanho n de uma varidvel aleatéria
X (populacdo) com distribuicdo de probabilidade f é um conjunto de n varidveis
aleatdrias Xi, X5, ..., X, independentes e identicamente distribuidas (iid) com X; ~ f.

E interessante notar a convencdo usual: o valor observado de uma variavel aleatéria X é
representado pela letra minldscula correspondente. Assim, depois do sorteio de uma amostra aleatéria
simples de tamanho n, temos valores observados xi, x2, . . ., x, das respectivas varidveis aleatdrias.

1.4 Estatisticas e parametros

Obtida uma amostra aleatdria simples, é possivel calcular diversas caracteristicas desta amostra,
como, por exemplo, a média, a mediana, a variancia etc. Qualquer uma destas caracteristicas é uma funcéo
de X1, Xz, ..., X,, e, portanto, é também uma variavel aleatédria (o seu valor depende da amostra sorteada).
Por exemplo, a média amostral é a varidvel aleatéria definida por

Xi+ X+ + X,
n

Y:

Temos, entdo, a sequinte definicdo:

b= 2 N[00 1 Estatistica amostral

Uma estatistica amostral (ou simplesmente estatistica) T é qualquer funcdo da
amostra X1, X2, ..., X;; que ndo dependa de parametros desconhecidos, isto ¢,

T =g(X1, Xo, .0, Xn)

em que g é uma fungdo qualquer que ndo depende de parametros desconhecidos.

Algumas estatisticas amostrais séo
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e média amostral X4 X X
Y: 1+ 2‘|;+ n (11)
I

e variancia amostral

S i(x,-—i)z (1.2)
i=1

n—1

e minimo amostral

Y(1) = Iﬂll‘l{X1, Xz, ey Xn}

e maximo amostral
Yiny = max{ X1, Xz, ..., Xy}

e amplitude amostral
W= Yo = Yo

Note que nenhuma das funcées acima depende de qualquer parametro desconhecido. Por exemplo,

X—u . - , R :
a funcdo Z = ——= nédo é uma estatistica, pois depende dos parametros desconhecidos p e 0.

ol\/n

E comum usar o termo estimador no lugar de estatistica. Note que, sendo as estatisticas varidveis
aleatérias, elas sdo representadas por letras maitsculas: X, Y, Z etc. Para uma amostra especifica, o
valor obtido para o estimador serd denominado estimativa e sera representada por letras mintusculas. Por
exemplo, temos as seguintes notagdes correspondentes a média e a varidancia amostrais:

e Estimadores: X e S2

e Estimativas: X e s2

De forma anéloga, temos as caracteristicas de interesse da populacdo. No entanto, para diferenciar
entre as duas situacdes (populacdo e amostra), atribuimos nomes diferentes.

5122 IN[@(08 Parametro

Um parametro é uma caracteristica da populacao.

Assim, se a populacao é representada pela varidvel aleatdria X, alguns parametros séo a esperanga
E(X) (média) e a variancia Var(X) de X.

Com relacéo as caracteristicas mais usuais, vamos usar a seguinte notacao:

Caracteristica Parametro  Estatistica
(populacao)  (amostra)

Média U X
Varidncia o2 S?
Ndmero de elementos N n
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Lembre-se que, para uma variadvel aleatéria discreta (finita) uniforme,

N

p=EX) = X

i=1

N N
Var(X) = 4 3 [X —E(X)F = LY - pf = LY Xt
i=1

i

Il
N
Il
N

1.5 Distribuicoes amostrais

Nos problemas de inferéncia, estamos interessados em estimar um parametro 6 da populacéo (por
exemplo, a média populacional) através de uma amostra aleatdria simples Xj, X3, ..., X,,. Para isso, usamos
uma estatistica T (por exemplo, a média amostral) e, com base no valor obtido para T a partir de uma
particular amostra, iremos tomar as decisdes que o problema exige. Ja foi dito que T é uma variavel
aleatdria, uma vez que depende da amostra sorteada; amostras diferentes fornecerdo diferentes valores
para T.

EXEMPLO 1.4

Considere a populacdo é {1,3,4,8}, isto é, este é o conjunto dos valores da caracteristica de
interesse da populacdo em estudo. Assim, para esta populacdo, ou seja, para essa variavel aleatoria X
temos

o
=
I

p=—-(14+3+4+8) =4

=

Var(X) = o =g[(1—4)2+(3—4)2+(4—4)2+(8—4)2]

Suponha que dessa populacdo iremos extrair uma amostra aleatdéria simples de tamanho 2 e a
estatistica que iremos calcular é a média amostral. Algumas possibilidades de amostra sdo 1,1, 1,3,
4,8, para as quais os valores da média amostral sdo 1, 2 e 6, respectivamente. Podemos ver, entdo,
que ha uma variabilidade nos valores da estatistica e, assim, seria interessante que conhecéssemos tal
variabilidade. Conhecendo tal variabilidade, temos condicdes de saber “quéo infelizes” podemos ser no
sorteio da amostra. No exemplo acima, as amostras 1,1 e 8,8 sdo as que tém média amostral mais afastada
da verdadeira média populacional. Se esses valores tiverem chance muito mais alta do que os valores
mais proximos de E(X), podemos ter sérios problemas.

Para conhecer o comportamento da média amostral, teriamos que conhecer todos os possiveis valores
de X, o que equivaleria a obter todas as possiveis amostras de tamanho 2 de tal populacdo. Nesse exemplo,
como sé temos 4 elementos na populacdo, a obtencao de todas as amostras aleatdrias simples de tamanho
2 néo é dificil.

Lembre-se do estudo de analise combinatéria: como o sorteio é feito com reposicdo, em cada um
dos sorteios temos 4 possibilidades. Logo, o nimero total de amostras aleatdrias simples é 4 x 4 = 16.
Por outro lado, em cada sorteio, cada elemento da populagdo tem a mesma chance de ser sorteado; como
sao 4 elementos, cada elemento tem probabilidade 1/4 de ser sorteado. Finalmente, como os sorteios sao
independentes, para obter a probabilidade de um par de elementos pertencer a amostra basta multiplicar
as probabilidades (lembre-se que P(AN B) = P(A) P(B) quando A e B séo independentes). Na Tabela[T.T]a
sequir listamos todas as possiveis amostras, com suas respectivas probabilidades e para cada uma delas,
apresentamos o valor da média amostral.
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Tabela 1.1 — Distribuicdo amostral da média amostral

Amostra

Probabilidade

Média amostral x

=

SO W_C0 DD W-_0D-W—0C0DW

COOOCOGD-&A_—&AUJO)WUJ—\—\A

o~~~ o~ — —

(1/4) x (1/4) =1/16
(1/4) x (1/4) = 1/16
(1/4) x (1/4) = 1/16
(1/4) x (1/4) = 1/16
(1/4) x (1/4) = 1/16
(1/4) x (1/4) = 1/16
(1/4) x (1/4) = 1/16
(1/4) x (1/4) = 1/16
(1/4) x (1/4) = 1/16
(1/4) x (1/4) = 1/16
(1/4) x (1/4) = 1/16
(1/4) x (1/4) = 1/16
(1/4) x (1/4) = 1/16
(1/4) x (1/4) = 1/16
(1/4) x (1/4) = 1/16
(1/4) x (1/4) = 1/16

A+n2=1
(1+3)2=2
(1+4)/2=2,5
(1+8)/2=4,5
B+1)2=2
3+3)2=3
3+4)/2=3,5
3+8)/2=5,5
4+1)/2=2,5
(4+3)/2=3,5
4+492=4
4+8)2=6
(8+1)/2=4,5
8+3)/2=5,5
B+4)/2=6
8+8)/2=8

Analisando esta tabela, podemos ver que os possiveis valores de X sdo 1; 2; 2,5; 3; 3,5; 4; 4,5; 5,5;
6; 8 e podemos construir a sua funcdo de de probabilidade, notando, por exemplo, que o valor 2 pode ser
obtido através de duas amostras: (1,3) ou (3,1). Como essas amostras correspondem a eventos mutuamente
exclusivos, a probabilidade de se obter uma média amostral igual a 2 é

P(X=2)=

P[(1,3)U

(3. 1=

PIL.3I+PIB. M =

1

i
16 16

Com o mesmo raciocinio, obtemos a sequinte funcdo de probabilidade para X :

2
16

X 1 2 2,5 3 3,5 4 4,5 | 5,5 6 8
P(X=x)|1/16 | 2/16 | 2/16 | 1/16 | 2/16 | 1/16 | 2/16 | 2/16 | 2/16 | 1/16
Note que a varidvel aleatéria de interesse aqui é X! Dai seque que
- 1 2 1 2
E(X) = 1XE+ZXE+25 —+3><%+35><E+
1 2 2 2 1
4x —445x —+4+55x—=46x—+8x —
ETIRT 167776 7% 76
= 40=upu
X 2 V0 2 2,2 30,1 2,2
E(X") = 1><16+2 ><16+25 ><16+3 X16+35 16+
1 2 2 2 1
42 o 4 2 “ 2 “ 2 “ 2 X — =19 2
><16+ 5X16+55 X16+6 ><16+8 16 9,25
. ,5 2 2
Var(X) = 19,2542 = 3,25 = 237:%7

Neste exemplo podemos ver que E(X) = p e Var(X) = 62/2, onde 2 é o tamanho da amostra. Esses
resultados estdo nos dizendo que, em média (esperanca), a estatistica X é igual a média da populacédo e
que sua varidncia é igual a varidncia da populacéo dividida pelo tamanho da amostra. Nas Figuras [T.1]



10 CAPITULO 1. INFERENCIA ESTATISTICA — CONCEITOS BASICOS

e temos os graficos da funcdo de probabilidade de X (populacdo) e de X (amostra), respectivamente.
Podemos ver que a distribuicdo de X tem menor dispersdo em torno da média ¢ = 4. Note que essa média
e essa varidncia sdo calculadas ao longo de todas as possiveis amostras aleatérias simples de tamanho 2.

01
o
o T 2 3 + 5 1] 7 3

Figura 1.2 Distribuigao
probabilidade de X — (n = 2)

Figura 1.1 Distribuicao  de de

probabilidade de X (populacéo)

Consideremos, agora, a mesma situacdo, sé que, em vez de estudarmos a média amostral, uma
medida de posicdo, vamos estudar a dispersao. Como visto, a varidncia populacional é Var(X) = 6,5. Para
a amostra, vamos trabalhar com dois estimadores. Um deles serd S?, definido na Equacéo (1.2) e o outro,

1 <& —\2
nZ(Xi—X)

(1.3)

Da mesma forma que fizemos para a média amostral, vamos calcular o valor dessas estatisticas para
cada uma das amostras. Na Tabela [T.2] temos os resultados parciais e globais de interesse.

Tabela 1.2 — Distribuicdo amostral de 2 estimadores da varidncia

Amostra | X xa—%?2 | o—=%?2 | L(x—x?%| S? o2
i=1
(1,1 1 (1—1)? (1—=1)? 0 0 0
(1,3) 2 (1—2)? (3 —2)? 2 2 1
(1,4) 2,5 (1=2,5?2 | (4-2,5)? 4,5 4,5 | 2,25
(1,8) 4,5 | (1—=4,57 | (8 —4,5) 24,5 24,5 112,25
(3,1 2 (3 —2)? (1 —2)? 2 2 1
(3,3) 3 (3 —3)? (3 —3)? 0 0 0
(3,4) 3,5| (3—-3,5?% | (4—3,5)? 0,5 0,5 0,25
(3,8) 55| (3—5,5)?° | (8—5,5)? 12,5 12,5 6,25
4,1 2,5 | (4-2,5?2 | (1-2,5)? 4,5 4,5 | 2,25
(4,3) 3,5| (4—3,5° | 3-3,5)? 0,5 0,51 0,25
(4,4) 4 (4 —4)? (4 — 4)? 0 0 0
(4,8) 6 (4 — 6)? (8 — 6)? 8 8 4
(8,1) 4,5 | (8—4,5)?° | (1—4,5)? 24,5 24,5 | 12,25
(8,3) 55| (8—5,5)? | (3—5,5)? 12,5 12,5 6,25
(8,4) 6 (8 — 6)? (4 — 6)? 8 8 4
(8,8) 8 (8 — 8)? (8 — 8)? 0 0 0
Podemos ver que a funcao de probabilidade de S? é
s? 0 [05] 2 [45] 8 [125]24,5
P(S?=5s7) | 4/16 | 2/16 | 2/16 | 2/16 | 2/16 | 2/16 | 2/16
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e a funcdo de probabilidade de G2 é

k 0 0,25 1 2,25 4 6,25 | 12,25
P(@?=k) | 4/16 | 2/16 | 2/16 | 4/16 | 2/16 | 2/16 | 2/16

Para essas distribuicées temos:

E(S?) = 0x%+%(0,5+2+4,5+8+12,5+24,5):%:6,5:#:%..—()()
e
2 4 2 52
E(G%) = 0xo+7c(025+41+2,25+4+6,25+12,25) = = =3,25

16 ' 16

Vemos que, em média, S? é igual & varidncia populacional, o que n&o ocorre com 2.

*»"

Este exemplo ilustra o fato de que qualquer estatistica amostral T é uma variavel aleatéria, que
assume diferentes valores para cada uma das diferentes amostras e tais valores, juntamente com a
probabilidade de cada amostra, nos forneceriam a funcdo de probabilidades de T, caso fosse possivel obter
todas as amostras aleatérias simples de tamanho n da populacdo. Isso nos leva a sequinte definicdo, que
é um conceito central na Inferéncia Estatistica.

p1=2IN[070 1 Distribuicdo amostral de um estimador

A distribuicao amostral de uma estatistica T é a funcdo de probabilidades de T ao
longo de todas as possiveis amostras aleatdrias simples de tamanho n.

Podemos ver que a obtencao da distribuicdo amostral de qualquer estatistica T é um processo tdo ou
mais complicado do que trabalhar com a populacéo inteira. Na pratica, o que temos é uma (inica amostra
e é com essa Unica amostra que temos que tomar as decisdes pertinentes ao problema em estudo. Esta
tomada de decisdo, no entanto, sera facilitada se conhecermos resultados tedricos sobre o comportamento
da distribuicdo amostral.

1.6 Propriedades de estimadores

No exemplo anterior, relativo & varidncia amostral, vimos que E(S?) = o2 e E(0?) # o°

Analogamente, vimos também que E(X) = p. Vamos explorar um pouco mais o significado desses resultados
antes de passar a uma defini¢do formal da propriedade envolvida.

Dada uma populacéo, existem muitas e muitas amostras aleatdrias simples de tamanho n que podem
ser sorteadas. Cada uma dessas amostras resulta em um valor diferente da estatistica de interesse (X e
S?, por exemplo). O que esses resultados estdo mostrando é como esses diferentes valores se comportam
em relacdo ao verdadeiro (mas desconhecido) valor do parametro.

Considere a Figura[T.3} em que o alvo representa o valor do pardmetro e os “tiros”, indicados pelo
simbolo x, representam os diferentes valores amostrais da estatistica de interesse.

Nas partes (a) e (b) da figura, os tiros estdao em torno do alvo, enquanto nas partes (c) e (d) isso néo
acontece. Comparando as partes (a) e (b), podemos ver que na parte (b) os tiros estdo mais concentrados
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(b)

(d

Figura 1.3 — Propriedades de estimadores

em torno do alvo, isto é, tém menor disperséo. Isso refletiria uma pontaria mais certeira do atirador em (b).
Analogamente, nas partes (c) e (d), embora ambos os atiradores estejam com a mira deslocada, os tiros do
atirador (d) estdao mais concentrados em torno de um alvo; o deslocamento poderia até ser resultado de
um desalinhamento da arma. Ja o atirador (c), além de estar com o alvo deslocado, ele tem os tiros mais
espalhados, o que reflete menor preciséo.

e Nas partes (a) e (b), temos dois estimadores que fornecem estimativas centradas em torno do
verdadeiro valor do pardmetro, ou seja, as diferentes amostras fornecem valores distribuidos em
torno do verdadeiro valor do parametro. A diferenca é que em (a) esses valores estdo mais dispersos
e, assim, temos mais chance de obter uma amostra “infeliz”, ou seja, uma amostra que forneca
um resultado muito afastado do valor do parametro. Essas duas propriedades estdo associadas a
esperanca e a variancia do estimador, que sdo medidas de centro e disperséo, respectivamente.

e Nas partes (c) e (d), as estimativas estdo centradas em torno de um valor diferente do pardmetro de
interesse e, na parte (c), a dispersao é maior.

Temos, assim, ilustrados os sequintes conceitos.
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b= N [@(0F Viés de um estimador

Seja Xj, X2, -+, X, uma amostra aleatdria simples de uma populacao X, cuja lei de
probabilidade depende de um parédmetro 6. Se T é um estimador de 6, definimos
seu viés ou vicio como

B(T) = E(T)— 6 (1.4)

Se B(T) =0 entdo E(T) = 6 e dizemos que T é um estimador nao-viesado de 6.

Como nos exemplos vistos, a esperanca E(T) é calculada ao longo de todas as possiveis amostras,
ou seja, é a esperanca da distribuigao amostral de T. Nas partes (a) e (b) da Figura[T.3] os estimadores
sdo nao-viesados e nas partes (c) e (d), os estimadores sdo viesados.

Com relacdo aos estimadores X, S? e G2, provaremos, no préximo capitulo, que os dois primeiros sao
nao-viesados para estimar a média e a varidncia populacionais, respectivamente, enquanto 62 é viesado
para estimar a variancia populacional.

b= 2 IN[06 1 Eficiéncia de um estimador

Se T; e T, séo dois estimadores ndo-viesados do parametro 0, diz-se que Ty é mais
eficiente que T, se Var(Ty) < Var(T3).

Na Figura[T.3] o estimador da parte (b) é mais eficiente que o estimador da parte (a).

E interessante observar que o conceito de eficiéncia, que envolve a variabilidade de um estimador,
estd associado a estimadores ndo-viesados. Para analisar estimadores viesados, podemos usar o erro
quadratico médio, definido a seguir.

p)=2IN[@6N Erro quadratico médio

Seja Xy, Xz, -+, X, uma amostra aleatdria simples de uma populacado X, cuja lei de
probabilidade depende de um pardametro 8. Se T é um estimador de 6, definimos
seu erro quadratico médio como

EQM(T) = E(T — 6)° (1.5)
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Lembrando que a esperanga de uma constante é a propria constante, podemos ver que

EQM(T) (T—9)2=E[(T—E T)+E(T) - o)

E[T —E(T)?+E[E(T)— 6] + 2E{[T — E(T)][E(T) — 6]}

= Var(T +[E( — 6F + 2[E(T) — O]E[T — E(T)]

Var(T) + [B(T)* + 2[E(T) — 6] [E(D}—E(T]]

= Var(T +[B(T] (1.6)

A equacao (1.6) decompée o erro quadratico médio em termos da varidncia e do quadrado do vicio do
estimador. Para estimadores ndo-viesados, resulta que EQM(T) = Var(T). Estimadores viesados podem
ser uma opcao interessante para estimar um parametro se seu erro quadratico médio for pequeno.

EXEMPLO 1.5 X ~ exp(A) (Larson| (1982))
Seja X1, X, uma amostra aleatdria simples de uma populacdo X ~ exp(A); logo, a funcdo densidade de X é

fix)=Are™ x>0

1 1
eEX)=p= 5e Var(X) = 0 = = Considerando a média amostral como estimador de p, temos que
1 1(1 1 1
E(X) = = [E(X EX))]==-+-] ==
(X) 2[(1)+(2)] 2( +)\) h
—_— 1(1 1 1
Var(X) = 7 [Var(Xy) + Var(X3)] = 3 (2 +5 ] =50

Logo, X é ndo-viesado para estimar p e, portanto, EQM(X) = Var(X).

Consideremos, agora, o estimador dado pela média geométrica de Xj, X3, ou seja,

h=vVXi X

Para calcular o erro quadratico médio de {1y, precisamos dos seguintes resultados sobre a funcao gama:

Ma) = /M x® e Xdx
0
(3) -

0 = omeor (-1 f-1)-

|
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e = e[V < e (VR [vE) - (1) -5
indep.

- 2 1
E() = E(VXX) =EXiX) = EX)EXG) =
1 7\2 16— 7?
sy ~2 ~2 _
Var(@in) = E(#) —[E@)F = 5 - (55) = =
—~ " 1 7 1 =x-4
B(t) = E(M)_;_M_X_T
EOM() = Var()+ B = 2= 4 (Z=2) .- = 4= var®) < Var(X
1) = Var(m)+[B@)] = e T\ = ( —Jl)'z)\z—( — 71) - Var( )\</ ar(X)

4—n<

Embora 1y seja um estimador viesado, seu erro quadratico médio é menor do que o de X, um
estimador nado-viesado. .

Uma outra propriedade dos estimadores esta relacionada a ideia bastante intuitiva de que, a medida
que se aumenta o tamanho da amostra, mais perto devemos ficar do verdadeiro valor do parédmetro.

)= 2 IN[@2(6 1 Consisténcia

Uma sequéncia {T,} de estimadores de um pardmetro 9 é consistente se, para todo
e>0

lim P{|T,— 6] >¢}=0

n—oQ

De maneira informal, o que essa definicdo nos diz é que a probabilidade de a distancia entre T, e
6, dada por |T, — 6], ser“grande” (> €) tende a zero quando o tamanho da amostra cresce.

Uma maneira alternativa de verificar se uma sequéncia de estimadores é consistente é dada a

seqguir.

TEOREMA 1.1

Uma sequéncia {T,} de estimadores de um parémetro 6 é consistente se

lim E(7,) = 6
lim Var(T,) = 0

EXEMPLO 1.6 A média amostral

. 7 2 —_— ,
Vimos, através de exemplos, que E(X) = p e Var(X) = 2-. Resulta, pelo Teorema que X, é
consistente para estimar a média populacional p.
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(24
EXEMPLO 1.7

Amostras de tamanho 3 serdo retiradas da populacéo {1,2,4,6,8}. Considere os sequintes estimadores
para a média da populacao:

e média amostral:
X1+ X+ X3
3

X

e média amostral ponderada:
— X1 +2X 4+ X5
Xp=——7—"—
4
e ponto médio
Ao min(X1, X2, X3) + max(Xy, X2, X3)
B 2

Mostre que

(@) X e X, sao nado-viesados;

(b) X é mais eficiente que X,;
(c) A é viesado, mas sua varidncia é menor que a varidncia de X e de X,.
Solucao
Para a populacdo temos que
1+2+4+6+8
U o= =4,2
5
12422 + 42 + 62 + 82
o’ = —(4,2)> =6,56
5
Pelo principio da multiplicacéo, o niimero total de amostras é 5 x 5 x 5 = 125 e cada uma dessas
amostras tem probabilidade 1 x 1 x 1 = L.

Na Tabela estdo listadas as 125 amostras possiveis, juntamente com os valores de cada um dos
estimadores.
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Tabela 1.3 — Distribuicdo amostral da média amostral

X1 X X5 X X, A X1 X2 X5 X X, A X1 X X5 X X, A
1 1 1 1 1 1 2 8 1 1/3 475 45 6 6 1 13/3 475 35
1 1 2 4/3 1,25 15 2 8 2 4 5 5 6 6 2 14/3 5 4
1 1 4 2 1,75 25 2 8 4 14/3 55 5 6 6 4 16/3 55 5
1 1 6 8/3 225 35 2 8 6 16/3 6 5 6 6 6 6 6 6
1 1 8 10/3 275 45 2 8 8 6 6,5 5 6 6 8 20/3 65 7
1 2 1 4/3 15 15 4 1 1 2 1,75 25 6 8 1 5 575 45
1 2 2 53 175 15 4 1 2 7/3 2 25 6 8 2 16/3 6 5
1 2 4 7/3 225 25 4 1 4 3 25 25 6 8 4 6 6,5 6
1 2 6 3 275 35 4 1 6 11/3 3 35 6 8 6  20/3 7 7
1 2 8 11/3 325 45 4 1 8 13/3 35 45 6 8 8 22/]3 75 7
1 4 1 2 25 25 4 2 1 713 225 25 8 1 1 10/3 275 45
1 4 2 713 275 25 4 2 2 8/3 25 3 8 1 2 11/3 3 45
1 4 4 3 325 25 4 2 4 10/3 3 3 8 1 4 13/3 35 45
1 4 6 1/3 375 35 4 2 6 4 35 4 8 1 6 5 4 4,5
1 4 8 13/3 425 45 4 2 8 14/3 4 5 8 1 8 17/3 45 45
1 6 1 8/3 35 35 4 4 1 3 325 25 8 2 1 11/3 325 45
1 6 2 3 375 35 4 4 2 10/3 35 3 8 2 2 4 35 5
1 6 4 11/3 425 35 4 4 4 4 4 4 8 2 4 14/3 4 5
1 6 6 13/3 475 35 4 4 6 14/3 45 5 8 2 6 16/3 45 5
1 6 8 5 525 45 4 4 8 16/3 5 6 8 2 8 6 5 5
1 8 1 10/3 45 45 4 6 1 1/3 425 35 8 4 1 13/3 425 45
1 8 2 11/3 475 45 4 6 2 4 45 4 8 4 2 14/3 45 5
1 8 4 13/3 525 45 4 6 4 14/3 5 5 8 4 4 16/3 5 6
1 8 6 5 575 45 4 6 6 16/3 55 5 8 4 6 6 55 6
1 8 8 17/3 625 45 4 6 8 6 6 6 8 4 8 20/3 6 6
2 1 1 4/3 1,25 15 4 8 1 13/3 525 45 8 6 1 5 525 45
2 1 2 5/3 15 15 4 8 2 14/3 55 5 8 6 2 16/3 55 5
2 1 4 713 2 25 4 8 4 16/3 6 6 8 6 4 6 6 6
2 1 6 3 25 35 4 8 6 6 6,5 6 8 6 6 20/3 65 7
2 1 8 11/3 3 4,5 4 8 8 20/3 7 6 8 6 8 22/3 7 7
2 2 1 53 175 15 6 1 1 8/3 225 35 8 8 1 17/3 625 45
2 2 2 2 2 2 6 1 2 3 25 35 8 8 2 6 6,5 5
2 2 4 8/3 25 3 6 1 4 11/3 3 35 8 8 4 20/3 7 6
2 2 6 10/3 3 4 6 1 6 13/3 35 35 8 8 6 22/]3 75 7
2 2 8 4 35 5 6 1 8 5 4 4,5 8 8 8 8 8 8
2 4 1 713 275 25 6 2 1 3 275 35

2 4 2 8/3 3 3 6 2 2 10/3 3 4

2 4 4 10/3 35 3 6 2 4 4 35 4

2 4 6 4 4 4 6 2 6 14/3 4 4

2 4 8 14/3 45 5 6 2 8 16/3 45 5

2 6 1 3 375 35 6 4 1 1/3 375 35

2 6 2 10/3 4 4 6 4 2 4 4 4

2 6 4 4 45 4 6 4 4 143 45 5

2 6 6 143 5 4 6 4 6 163 5 5

2 6 8 163 55 5 6 4 8 6 55 6
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A partir dai, obtemos as sequintes distribuicdes amostrais:

X P(X = x)
1 1/125
4/3 3/125
5/3 3/125
2 4/125
713 6/125
8/3 6/125
3 9/125
10/3 9/125
1/3 12/125
4 10/125
13/3 9/125
14/3 12/125
5 6/125
16/3 12/125
17/3 3/125
6 10/125
20/3 6/125
22/3 3/125
8 1/125
X P(Y,J = x)
4/4 1/125
5/4 2/125
6/4 2/125
7/4 4/125
8/4 3/125
9/4 4/125
10/4 6/125
11/4 6/125
12/4 8/125
13/4 4/125
14/4 10/125
15/4 4/125
16/4 9/125
1774 4/125
18/4 10/125
19/4 4/125
20/4 8/125
21/4 4/125
22/4 8/125
23/4 21125
24/4 71125
25/4 2125
26/4 6/125
28/4 4/125
30/4 21125
32/4 1125

_ 1 4 3 1
2
N T A G WO B : -
EX) =1 X125+(3) 5T T8 T s
22305 , 6,56 o
Var(X) = S22 —(4,2)? = 2,186667 = > = <

— 5 2 1
E(X,) =1x11254+-x—+.. +8x—=4,2 =
(Xp) X +4><125+ + ><125 u

2
SN 5 2 ,_ 1 40200
E(X,) =1 ><1125+(4) X op B = S

Var(X,) = 20,1—(4,2)* = 2,46
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A PB=x

272 125

32 6/125

v e 3 6 1 1062

o2 12125 E(A) = 13112542 X —x+.. 8% oz = ——— = 4,248
6/2  6/125 (A) = DxXU2F o x o5+ A8 35 = 55 = %
72 18/125 ,

8/8 13/125 E(A2)=12x1125+(3) SUL IR VUL LT =19,904
9/2 24/125 2 125 125 500
1072 247125 Var(8) = 19,904— (4, 248)% = 1,858496

1202 13125

142 61125

162 1/125

Na tabela a sequir apresentamos o resumo dos resultados obtidos.

Estimadores de y = 4,200
Estimador | Esperanca Variancia  Viés EQM
X 4,200 2,186667 0 2,186667
4,200 2,460000 0 2,460000
4,248 1,858496 0,048 1,860800

> <l >

Conclui-se que X e X, sdo estimadores ndo-viesados de p e que X é mais eficiente que X, uma

vez que Var(X) < Var(X,).

O estimador A é viesado, pois E(A) # p. No entanto, o erro quadratico médio desse estimador é
menor que os EQM'’s dos dois estimadores ndo-viesados.
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1.7 Alguns métodos de obtencao de estimadores

Definidas as propriedades desejéveis de um estimador, a questdo que se coloca é: como conseguir
estimadores? Neste curso vamos ver 2 métodos, que, no entanto, ndo esgotam as possibilidades. Por
exemplo, na disciplina de Inferéncia, vocé estudard o método da maxima verossimilhanga, que nédo sera
abordado aqui e na disciplina de Modelos Lineares vocé aprofundard o estudo do método dos minimos
quadrados.

O contexto geral é o sequinte: de uma populacéo representada pela varidvel aleatdria X extrai-
se uma amostra aleatéria simples Xi, Xz,..., X, com o objetivo de se estimar um pardmetro 6 =
(61,62,...,6;). A distribuicdo de probabilidade f da varidvel X depende de tal pardmetro, o que
representaremos por f(x; 6).

1.7.1 Meétodo dos momentos

A ideia geral do método dos momentos é a sequinte: o estimador 0 sera obtido como solugado das
equacgdes que igualam os momentos populacionais aos momentos amostrais. Por exemplo, se queremos
estimar a média populacional (momento de ordem 1), o método dos momentos estabelece, como estimador,
a média amostral. Vamos recordar as defini¢bes pertinentes.
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b= N @68 Momento de uma variavel aleatéria

O momento . de ordem k de uma varidvel aleatdéria X é definido como

e = E(X¥)

Se X é continua, temos que
e = /ka(x; 0)dx

e para o caso discreto

Uk = Zxkf(x; 0)

»1= 2 N[0 Momento amostral

Dada uma amostra aleatéria simples Xj, X3, ..., X, de uma populacédo X, o momento
amostral m, de ordem k é definido como

,I n
my = — E Xk
n
i=1

p]a =N [@(68 Método dos momentos

0 é o estimador para 6 obtido pelo método dos momentos se ele for solucdo das
equacoes

mi = i k=1,2,....r

EXEMPLO 1.8 Distribuicdo de Poisson
Seja X ~ Poi(A). Vamos obter o estimador pelo métodos dos momentos para A. A fungdo de
probabilidade de X é
)\X
») _ _ A
P(X =x)= e
e fol visto que E(X) = A = . Igualando

= my = }\\ =X
EXEMPLO 1.9 Distribuicdo Exponencial

Seja X ~ exp(B). Entéo
1
f(x;B) = —e /P
(x; B) B
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e E(X) = B. Como na Poisson, o estimador pelo método dos momentos serd B = X. Com a outra
parametrizagao
f(x; A) = Ae™™

o~

temos que E(X) = — e o estimador pelo método dos momentos de A é A =

> =
|| =

EXEMPLO 1.10 Distribuicdo Normal

Se X ~ N(u; 6°), temos que

EX) = p=>m=uy
Var(X) 0’ = EXY) —[EX) = 0% = 1 — () = 07

Resulta que os estimadores pelo método dos momentos séo

b= X

~ 1 — 1 _
5’ = ”72_m$=EZXI'Z_XZZEZ(XI_X)Z

1.7.2 Meétodo dos minimos quadrados

Vamos apresentar o método dos minimos quadrados através de exemplos para fornecer a ideia
geral do método, que pode ser usado para ajustar qualquer modelo a um conjunto de dados. No entanto,
tais modelos so6 fardo sentido como “representantes” de uma populacao (variavel aleatdria) se tivermos
condicbes de avaliar suas propriedades, a qualidade do ajuste etc. Essa é a abordagem formal, que serd
dada em disciplinas posteriores, como a de Modelos Lineares.

EXEMPLO 1.11 Altura média de alunos

Suponha que nosso interesse esteja em estimar a altura média dos alunos do curso de Estatistica
da UFF. Para isso, seleciona-se uma amostra de 10 alunos e mede-se cuidadosamente a altura de cada
um, em centimetros. Na Figura [1.4] apresenta-se o diagrama de pontos das alturas dos 10 alunos da
amostra, juntamente com um segmento que representa a verdadeira e desconhecida altura média p de
todos os alunos de Estatistica. Qualquer que seja 1, sempre haverd alunos com altura abaixo e acima de
tal altura média. Dessa forma, podemos pensar na altura X; de cada aluno i como sendo a média p mais
um “erro”:

Xi=put+e =X —pu=c¢ (1.7)

Na Figura [1.5 ilustram-se essas diferengas como segmentos horizontais.

Figura 1.4 — Alturas de 10 alunos Figura 1.5 — Desvio das alturas em
relacdo a média

O método dos minimos quadrados estima p por um estimador i que minimize a soma dos quadrados
de tais erros. O motivo para tomarmos o quadrado é o mesmo pelo qual definimos a varidncia como média
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dos desvios quadraticos: a soma desses erros serd sempre nula, pois temos alturas acima e abaixo da
média. Entao, para encontrar o estimador de minimos quadrados para p, temos que minimizar a soma de
quadrados dos erros, ou seja, o estimador i é solucao de

10
min ) (X — p)? (1.8)
i=1

. « 10 S <
Seja, entdo, g(u) = Y _,_4(Xi — p)?. Para encontrar o valor de p que minimiza essa funcédo, temos que
calcular sua derivada, igualar a zero e verificar se o ponto critico encontrado é de maximo ou minimo
através do estudo da derivada segunda.

10

10
g'n)==-2) (Xi—p)=-2> Xi+2-10u
i=1 i=1

g"() =210

10 10
s ~ - 1 _
g(u)zO(:)—ZlE:1 )(,-—|-2-10L/=O(:)u:ﬁ?:1 Xi =X

g”(1) = 20 > 0 = ponto de miimo

Assim como no método dos momentos, o estimador de minimos quadrados para a média populacional é a
média amostral. .

EXEMPLO 1.12 Peso e altura de alunos

Continuando com o exemplo anterior, suponha que nosso interesse agora seja estudar o peso de
cada aluno em funcéo da sua altura. Para cada um dos 10 alunos, além da altura, foi obtido também o seu
peso, em quilos. Serd que existe alguma relacdo entre peso e altura? Sera que alunos mais altos tendem
a pesar mais? Na Figura [T.5] apresenta-se o diagrama de dispersao, com o peso representado no eixo
vertical (y) e a altura no eixo horizontal (x). Analisando esse grafico, podemos ver que ha uma tendéncia
aproximadamente linear entre as duas varidveis e podemos, entdo, pensar em ajustar um modelo do tipo
Y =a+ bX, em que Y = peso e X = altura. Na Figura exibe-se uma reta que passa pelo “meio” dos
dados. Como no exemplo anterior, ha uma variacdo em torno da reta, com pontos acima e abaixo dela.
Assim, podemos expressar nosso modelo como

Y=a+bX+e (1.9)

100 100

Peso (kg) . Peso (kg)

40 150 160 170 180 190 ) 150 160 170 180 190

Altura (cm)

Figura 1.6 — Altura e peso de 10 alunos

Altura (cm)

Figura

1.7

Desvio

dos

pesos

observados em relacdo ao peso estimado
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Para encontrar a “melhor”
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reta, no sentido dos minimos quadrados, temos que analisar a diferenca

entre o y observado (peso) e o y estimado pelo modelo linear, para cada x. Algumas dessas diferencas estao
ilustradas como segmentos verticais na Figura[1.7} Como a reta depende de dois pardmetros (intercepto
e inclinagdo), a funcdo a minimizar agora é uma funcdo de duas varidveis e teremos que determinar suas
derivadas parciais:

0

a=Y-—

dg(a, b)
ob

n

gla,b) =) (Y;—a—bX)’

i=1

a Clb n n
JT:—ZZ -—CI—/JX,-):—Z(;Yi—na—bZX,—

9 ( ,/) n
gaCZ)J:—Zg(YI—a bX)X ZXY—C/ZX ng,?

%g(a, b)
T:2n>0
g(a, b) )

— _ZZX >0

b) =0:in—lva—5ix[=0:a=%in—B%ixi:
i=1 i=1 i=1 i=1

o~

hX

—

—O:ZXY—GZX BiXEZZOﬁiXi%—naY—Bin:O:)
i=1 i=1

i=1

ZX;%—/7Y(7—EY)—BZX?:O:> S X=XV | —b Y X2 —nX*
i=1 i=1 i=1 i=1
n o n o o
> XiYi—nXY > (Xi—=X)(Y;-Y)
b= = _ =1
S X2 —nX’ S (X —X)
i=1 i=1
Os estimadores de minimos quadrados para o intercepto e a inclinacdo da reta sao
=Y -bX
> -7
h=5_

> (Xi— X))

i=1

Para o nosso exemplo, temos o seguinte:

=0=

(1.10)

(1.11)
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X V. XY X2V
160 51 8160 25600 2601
162 58 9396 26244 3364
164 65 10660 26896 4225
164 67 10988 26896 4489
167 71 11857 27889 5041
171 78 13338 29241 6084
172 80 13760 29584 6400
179 80 14320 32041 6400
187 9 17017 34969 8281
192 92 17664 36864 8464

Soma 1718 733 127160 296224 55349

e isso resulta em

X =171,8 Y =733
5o 127160 —10-171,8-73,3  1230,6 — 11484

296224 —10-171,82  1071,6

a=73,3—1,1484-171,8 = —123, 9951

A reta de minimos quadrados, exibida na Figura[l.7} é dada por

Peso = —123,9951 + 1, 1484 - Altura

*»"

Em geral, os estimadores de minimos quadrados séo obtidos minimizando-se a soma dos quadrados
dos erros Y — Y.

1.8 Exercicios propostos

1. Em cada uma das afirmativas sequintes, identifique o nimero em negrito como o valor de um
parametro populacional ou de uma estatistica amostral. Justifique sua resposta.

(@) Um pesquisador realizou um estudo para investigar a prevaléncia do mal de Alzheimer em
pessoas com idade acima de 85 anos. Os resultados indicaram que 47,2% dos pacientes
estudados mostraram sintomas consistentes com a doenca.

(b) A equipe de uma revista de suporte ao consumidor testou uma amostra aleatéria de 19 chas
verdes em relacdo ao sabor e aos beneficios a satde. O preco médio por xicara de cha foi
relatado como 2,80 reais.

(c) Durante um verdo recente, o més de janeiro foi particularmente quente no Rio de Janeiro. A
companhia estadual de energia relatou que o niimero médio de quilowatts usados por cada
consumidor durante esse més de janeiro foi 850.

(d) Um fabricante de computadores afirma que a vida média das baterias de laptops é 6,7 horas.

2. Considere, novamente, a populagao descrita no Exemplo [T.4 Obtenha a distribuigdo amostral da
mediana amostral e verifique se ela é um estimador nado-viesado para a mediana populacional.
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3. Seja X1, X3, -+, X;, uma amostra aleatéria simples de uma populacdo X ~ Bern(p). Calcule o erro
quadratico médio do seguinte estimador de p:

- 1 n
P= Xi
n—+1 ;
4. (Larson| (1982)) Seja Xi, X2, --- , Xg uma amostra aleatéria de uma populacdo X ~ N(u; 62). Se

~2 2 2 2
o° = C[(X1 — X2)" + (X — Xa)" + (X5 — X6)7]
determine o valor de C para que 2 seja um estimador ndo-viesado para ¢°.

5. (Kokoska| (2011)) Previsées de ondas de agquas profundas (> 300m) sdo importantes para grandes
navios de carga. Um método de predicdo sugere que a velocidade do vento (x, em nds) esteja
relacionada linearmente com a altura da onda (y, em pés). Obteve-se uma amostra aleatdria de
boias, e mediu-se a velocidade do vento e a altura da onda em cada uma. Encontre a reta de
minimos quadrados que explicita essa relacdo com bhase nos dados a sequir.

Vento 9 11 10 10 M 9 9 6 9 5 8 9
Onda 29 14 17 09 12 10 15 07 19 01 20 26

Vento 12 9 12 9 12 8 7 13 9 8 6 8
Onda 30 17 21 15 31 27 04 25 17 06 07 14
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Capitulo 2

Algumas distribuicoes amostrais

Vimos, no capitulo anterior, que uma populacao estatistica é representada por uma variavel aleatdria
X e, assim, a média (esperanca) i/ e a varidncia o° de tal varidvel sdo parametros de interesse. Vimos,
também, através de exemplos, que a média amostral X e S? sao estimadores ndo-viesados de p e d?,
respectivamente. Lembre-se que tais propriedades sao definidas a partir das distribuicées amostrais de X
e S?, que sdo as distribuicées de probabilidade ao longo de todas as possiveis amostras aleatérias simples

de tamanho n. Neste capitulo apresentaremos resultados formais sobre as distribuicoes amostrais de X

e S2

2.1 Distribuicao amostral da média amostral X

2.1.1 Média e variancia de X

TEOREMA 2.1

Seja X1, Xa, ..., X, uma amostra aleatdria simples de tamanho n de uma populagéo representada
pela varidvel aleatéria X com média y e variéncia o?. Entdo,

EX) = u (2.1)

var(X) = & (2.2)

Demonstracao

Por definicdo de amostra aleatéria simples, as X; sdo independentes e todas tém a mesma
distribui¢do de X; logo, E(X;) = p e Var(X;) = 0°. Da independéncia resulta que Cov(X;, X;) = 0 Vi # j.

o ,I n ,I n ,I n 1
EX = E —_ Xi = — EX( = — = — =
(X) nZ1 -2 _EX) ngu —np =y

i=1

ou seja, X é um estimador ndo-viesado da média populacional p, qualquer que seja a populacéo.
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o ,I n ,] n 1 n
Var(X) = Var |~ Y Xi| = — Var Y Xi| = — > Var(Xi) + ) Cov(X;, X))
i=1 i=1 i=1 i#j

1 [ 1 o
- g 02 +0] = 72”0'2 = —
n — n

i=

Note que a varidncia tende a zero quando n — oo. -

E importante notar que esse resultado se refere a qualquer populacdo X. O que ele estabelece é
que as médias amostrais das diferentes amostras aleatérias simples de tamanho n tendem a "acertar o
alvo”"da média populacional p, conforme ilustrado na Figura partes (a) e (b). Além disso, a medida que

o tamanho amostral n aumenta, a dispersdo em torno do alvo, medida por Var(X), vai diminuindo e tende
a zero quando n — oo.

Note que a variancia de X depende diretamente da varidncia populacional e inversamente do
tamanho da amostra. A titulo de ilustracdo, vamos considerar duas populacdes: X; ~ exp(0,5) e X3 ~
exp(1,0), cujas funcdes densidade sao exibidas na Figura[2.1] Resulta que

E(X;)=2,0 Var(X;)=4,0
E(Xo) =1,0 Var(Xs) =1,0

Xy ~ exp(1)

0.5

X, ~ exp(0, !

ot
=

Figura 2.1 — Duas distribui¢ées exponenciais

Para ilustrar o efeito da variancia populacional, foram calculadas 500 médias amostrais obtidas de
amostras de tamanho 50 de cada uma das populacdes. Os histogramas que aproximam a distribuicéo
amostral de X estdo na Figura que confirma o resultado: o histograma em cinza escuro,
correspondente a exponencial de parametro 1, apresenta menor variabilidade. Para ilustrar o efeito do
tamanho da amostra, foram extraidas 500 amostras de tamanho 10 e 500 amostras de tamanho 50 da
populacao X; ~ exp(0,5). Os histogramas das distribuicdes amostrais das médias amostrais desses dois
conjuntos de amostras estdo na Figura onde podemos ver que, para amostras de tamanho 50, a
disperséo da distribuicdo amostral é menor. (Note que a parte cinza claro corresponde a sobreposicdo do

cinza escuro e do branco)
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Distribuicdo da média amostral Distribuicdo da média amostral
140 Varidvel 140 - Amostra
[ expit.o) ] O n=10
= [ expio5) n=50
120 0
100 100
2 =
S g
g g ¥ |
g g
E 60 E 60
0 40
20 20
0 0
0,6 0.9 12 15 18 21 24 27 0,6 12 18 24 30 36
500 amostras de tamanho n=50 500 amostras da exp(0.5)
(a) Efeito de o? (b) Efeito de n

Figura 2.2 — Varidncia da média amostral

O desvio padréo da distribuicdo amostral de qualquer estatistica é usualmente chamado de erro

padrdo. Entdo, o erro padrdo da média amostral é EP(X) = —.

Jn

2.1.2 Populagdes normais

Na pratica estatistica, varias populacdoes podem ser descritas, pelo menos aproximadamente, por
uma distribuicdo normal. Obviamente, o teorema anterior continua valendo no caso de uma populacao
normal, mas temos uma caracteristica a mais da distribuicdo amostral da média: ela é também normal.

TEOREMA 2.2

Seja X1, Xa,..., X, uma amostra aleatdria simples de tamanho n de uma populagdo normal, isto
é, uma populagéo representada por uma varidvel aleatéria normal X ~ N(u; 0?). Entéo, a distribuicéio
amostral da média amostral X é normal com média p e variéncia a?/n, ou seja,

2
XNN(L/;UZ):XNN(L/;(I:) (2.3)

Demonstracao
Para completar a prova do teorema, temos que provar que a distribuicdo de X é normal. Para isso,

vamos usar a funcdo geradora de momentos da N(u, 62), que é dada por

t2
mx(t) = exp (ut + 022)

Por definicdo, temos que

my(t) = E(e“)=E{exp[tl(x1+X2+...+X,7)”

= E[exp (tX1) - exp (th) coeexp (tXn)]
n n n



30 CAPITULO 2. ALGUMAS DISTRIBUICOES AMOSTRAIS

Como as X;'s sdo independentes e identicamente distribuidas, resulta
t t t
Elexp [ =X “Eflexp | =Xa)|---Elexp [ =X,
n n n
t t t t o2 t2\1"
my, | — ) -mx|—| mx, |- | =|exp{i—+ 55—
n n n n 2n

exp|n t+02t2 t—l—UZtZ
X I—4+ —— || =exp |yt + —
I Ln 2 n? P n 2

mx(t)

y -~ y g A . 2
Mas essa é a fungdo geradora de momentos de uma normal com média p e varidncia % o que completa
a prova do teorema.

Na Figura ilustra-se o comportamento da distribuicdo amostral de X com base em amostras de
tamanho n = 4 retiradas de uma populacdo X ~ N(2;3?%). A titulo de comparacdo, apresenta-se tamhém
a distribuicdo populacional. Podemos ver que ela é mais dispersa que a distribuicio amostral de X, mas
ambas estdo centradas no verdadeiro valor populacional p =2

0.3 1

0.2 1

Figura 2.3 — Distribuicdo amostral de X com base em aas de tamanho n = 4 de
uma populacéo N(2;9).

EXEMPLO 2.1 Carga de elevador

A capacidade méxima de um elevador é de 500 kg. Se a distribuicdo dos pesos dos usuérios pode
ser aproximada por uma N(70;100), qual é a probabilidade de que sete pessoas ultrapassem este limite?
E seis pessoas?

Solucao

Podemos considerar os sete passageiros como uma amostra aleatdria simples da populacéo de todos
os usuarios, representada pela v.a. X ~ N(70;100). Seja, entdo, Xj, ..., X7 uma aas de tamanho n =7. Se
o peso maximo é 500kg, para que sete pessoas ultrapassem o limite de seguranca temos de ter

! 1 < 500 -
§X[>500:>?§X1>7:>X>71,4286

Mas, por (2.2), sabemos que
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Logo,

X — 70 71,4286 — 70

/10 /10
= IZ>038)—05—P <Z<0,38)
= 0,5-0,1480 =0,3520

P(X > 71, 4286)

P

Com seis pessoas teriamos que ter

P (X>500) 83,333 -70

= PlZ>
6 100
6

= P(Z>3,26)=0,5— tab(3, 26)
= 0,5-0,4994 = 0,0006

Podemos ver que existe uma probabilidade alta (0,352 ou 35,2% de chance) de sete pessoas
ultrapassarem o limite de seguranca. Ja com seis pessoas, essa probabilidade é bastante pequena (0,0006
ou 0,06%). Assim, o nimero maximo de pessoas no elevador deve ser estabelecido como seis ou menos,
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EXEMPLO 2.2

Considere uma populacao representada por X ~ N(5, 2?).

(a) Calcule P3 < X <7).

(b) Se X é a média de uma amostra aleatéria simples de 16 elementos retirados dessa populagdo, calcule
P33 < X <7).

(c) Construa, em um Unico sistema de coordenadas, os graficos das distribuicées de X e X.

(d) Que tamanho deveria ter a amostra para que P(3 < X < 7) = 0,95?

Solugao

(a)

PB<X<7) = P(3;5<Z<7;5) =P(-1<Z<1)

= 2xP0<Z<1)=2x0,3413=0,68206
(b) Com n = 16, resulta que X ~ N (5; 1)

- 3-5 7 —

PB<X<7) = P
A/ A 4
16 16

= P(-4<Z<4=2xP0<Z<4=~1,00

o1

(c) Veja a Figura 24 Como visto, a distribuicdo amostral com n = 16 é menos dispersa que a
distribuicdo populacional e, entao, podemos ver que, entre 3 e 7, temos concentrada praticamente
toda a distribuicdo de X, ou seja, praticamente todos os possiveis valores de X estdo entre 3 e 7.
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Figura 2.4 — Distribuicdo amostral de X com base em aas de tamanho n = 16 de
uma populacao N(5; 4).

3-5 7-5
<Z<

\/Z \/Z
P(—vVn<Z<vn)=095e2xP0<Z<yn)=0095P0<Z<n) =045
Vn=1,96 < n x4

PB<X<7)=0095&P =0,05 <

A titulo de ilustracdo, apresentam-se na Figura as distribuicdes amostrais de X para n = 16 e
n =4, juntamente com a distribuicdo populacional. Veja com cuidado o efeito do tamanho da amostra
sobre a disperséo da distribuicdo amostral!

Figura 2.5 — Distribuicdo amostral de X com base em aas de tamanho n = 16 de
uma populacao N(5; 4).

*»"

EXEMPLO 2.3 Regulagem de maquinas

A méquina de empacotar um determinado produto o faz sequndo uma distribuicdo normal, com média
u e desvio padrao 20g.

(@) Em quanto deve ser regulado o peso médio p para que apenas 10% dos pacotes tenham menos do que
1000g7?
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(b) Com a maquina assim requlada, qual é a probabilidade de que o peso total de quatro pacotes escolhidos
ao acaso seja inferior a 4 kg?

Solucao

(@) Seja X a variavel aleatdria que representa o peso (em gramas) dos pacotes. Sabemos, entdo, que
X ~ N(u; 20%). Queremos que

1000 — p
20

X — 1000 —
o u

— D
P(X <1000) = 0,10 ¢ P | =5 50

):o,1o@|>(z< )=0,10

Entdo, na densidade normal padréo, a esquerda da abscissa %%_” temos que ter uma probabilidade

de 0,10. Logo, essa abscissa tem que ser negativa. Usando a simetria da densidade normal, temos as
seguintes equivaléncias:

1000 — 1000 —
D e [ D S ol
I(Z< 50 ) 0,10 | (Z> >0 ) 0,10 &
1 1
P(ngg“zoooo):o,4o©“20000:1,28@u=1025,6g

Veja a Figura [2.6] onde sdo ilustradas essas equivaléncias.

20 BT

Figura 2.6 — Solugdo do Exemplo

4
(b) Sejam X; X5, X3, X4 os pesos dos 4 pacotes da amostra. Queremos que Y_X; < 4000g. Isso é
i=1
equivalente a X < 1000. Logo,

X =102 1000 — 102
5 05,6< 000 — 1025, 6 = P(Z < —2,56) = P(Z > 2,56)

400 400
7 )

0,5-P0<Z2<2,56)=0,5-0,4948 = 0,0052

P(X < 1000)

Com a maquina regulada para 1025,6 g, hd uma probabilidade de 0,0052 de que uma amostra de 4
pacotes apresente peso médio inferior a 1000g. Note que com um pacote apenas, essa probabilidade
é de 10%. Por isso, as inspecoes de controle de qualidade sdo sempre feitas com base em amostras
de tamanho n > 1.
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(24

EXEMPLO 2.4 Regulagem de maquinas — continuacéo

Volte ao Exemplo 23] Depois de regulada a maquina, prepara-se uma carta de controle de qualidade.
Uma amostra de 4 pacotes serd sorteada a cada hora. Se a média da amostra for inferior a 994g ou
superior a 1040g, a producédo deve ser interrompida para ajuste da maquina, ou seja, o peso médio deve
ser ajustado.

(@) Qual é a probabilidade de uma parada desnecessaria?

(b) Se a maquina se desrequlou para p = 1000g, qual é a probabilidade de se continuar a producéao fora
dos padrées desejados?

Solucao

Com a maquina regulada, temos que X ~ N(1025, 6; 400)

(a) Parada desnecessaria: amostra indica que o processo esta fora de controle (X < 994 ou X > 1040),
quando, na verdade, o processo esta ajustado (¢ = 1025, 6). Neste caso, podemos usar a notagao de
probabilidade condicional para auxiliar na solucédo do exercicio. Queremos calcular

P[(X <994) U (X > 1040) | X ~ N (1025,6; 10)]
= P[X<994|X ~ N(1025,6;100)] + P[X > 1040 | X ~ N (1025,6; 100)]
_p Z<:994_ﬁf256) +I:)(Z>1040—13025,6
= P(Z<-=3,16)+P(Z > 1,44)

P(Z >3,16) + P(Z > 1,44)
= [0,5-P(0<Z<3,16)]4+[0,5—-P(0 < Z < 1,44)]
= 1,0-0,4992 — 0, 4251
= 10,0757

(b) Agora queremos

P [994 < X < 1040 | X ~ N(1000;100)] = P @i%ﬁﬁgzgl%%%@ﬁ

= P(-0,6<Z<4)=P-0,6<Z<0)+P0<Z2<4)
= P0<Z<0,6)+P0<Z<4)=0,2257+0,5=0,7257

Note que a probabilidade de uma parada desnecessaria é pequena, a custa de uma alta probabilidade
de se operar fora de controle, muito embora a diferenca de 25,6 g represente um grande desvio em
relacdo ao ponto de controle.

2.1.3 Teorema Limite Central

Os resultados vistos anteriormente sédo validos para populacdes normatis, isto é, se uma populacao
é normal com média p e varidncia 02, entdo a distribuicdo amostral de X é também normal com média p
e varidncia ¢2/n, onde n é o tamanho da amostra. O Teorema Limite Central nos fornece um resultado
analogo para qualquer distribuicdo populacional, desde que o tamanho da amostra seja suficientemente
grande. A seguir apresentamos uma versao informal de tal teorema, que serd estudado com mais detalhes
e rigor probabilistico na disciplina de Inferéncia.
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TEOREMA 2.3 Teorema Limite Central

Seja X1, Xa, ..., X, uma amostra aleatdria simples de uma populagédo X tal que E(X) = p e Var(X) =
0° < oo. Entéo _
X —
SE —— N O) (2.4)
\/—E n—oo

v

A linterpretacdo préatica do Teorema Limite Central é a seqguinte: para amostras “grandes” de
qualquer populacéo, podemos aproximar a distribuicdo amostral de X por uma distribuicdo normal com a
mesma média populacional e varidncia igual a variancia populacional dividida pelo tamanho da amostra.
Quéo grande deve ser a amostra para se obter uma boa aproximacdo depende das caracteristicas da
distribuicdo populacional. Se a distribuicdo populacional ndo se afastar muito de uma distribuicdo normal,
a aproximagdo serd boa, mesmo para tamanhos pequenos de amostra. Na Figura [27] ilustra-se esse
teorema para uma distribuicdo exponencial com pardmetro A = 1, cujo gréfico pode ser visto na Figura
Os histogramas representam a distribuicio amostral de X ao longo de 5.000 amostras de tamanhos
10, 50, 100 e 5000. Assim, podemos ver que, embora a populacdo seja completamente diferente da normal,
a distribuicdo amostral de X vai se tornando cada vez mais préxima da normal & medida que n aumenta.

Frequéncia
Frequéncia

Frequéncia
Frequéncia

Figura 2.7 — Ilustracdo do Teorema Limite Central para uma populacdo X ~ exp(1)

Em termos praticos, esse teorema é de extrema importancia e por isso é chamado teorema central.
Em geral, amostras de tamanho n > 30 j& fornecem uma aproximacao razoavel.

EXEMPLO 2.5 Garrafas de refrigerante

A divisdo de inspecdo do Departamento de Pesos e Medidas de uma determinada cidade esté
interessada em calcular a real quantidade de refrigerante que é colocada em garrafas de dois litros, no
setor de engarrafamento de uma grande empresa de refrigerantes. O gerente do setor de engarrafamento
informou a divisdo de inspecdo que o desvio padrdo para garrafas de dois litros é de 0,05 litro. Uma
amostra aleatdria de 100 garrafas de dois litros, obtida deste setor de engarrafamento, indica uma média
de 1,985 litro. Qual é a probabilidade de se obter uma média amostral de 1,985 ou menos, caso a afirmativa

do gerente esteja certa? O que se pode concluir?

Solugao
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Note que sdo dados apenas a média e o desvio-padrao da populacdo, sem se especifica sua
distribuicéo, ou seja, as afirmativas do gerente sédo: =2 e o = 0,05. Como n = 100, podemos usar

— 0, 052
o Teorema Limite Central. Logo, se a afirmativa do gerente for correta, X &~ N (2; 1'00 )
_ 1,985 -2
P(X<1,98) = P|Z<L 'T
10

P(Z < —3,0)=P(Z > 3,0)
= 0,5-P(0<Z<3,0)=0,5-0,49865 = 0,00135

A probabilidade de se obter esse valor nas condicdes dadas pelo gerente é muito pequena, o que
pode nos fazer suspeitar da veracidade das afirmativas. E provével que ou a média ndo seja 2 (e, sim,
menor que 2), ou o desvio padrdo nao seja 0,05 (e, sim, maior que 0,05). *

2.1.4 Aproximacao normal da binomial

O Teorema Limite Central nos diz que, se X é uma populacdo com média p e varidncia o2, entdo

a distribuicdo amostral da média de uma amostra aleatdria simples de tamanho n se aproxima de uma

e 1 A g2
distribuicdo normal com média p e varidncia - quando n — oo.

Usando as propriedades da média e da variancia, podemos estabelecer esse teorema em termos de

n J— — —

S, =3 X, emvezde X. Como S, = nX, entdo E(S,) = n E(X) = np e Var(S,) = n? Var(X) = nz%2 = no?;
i=1

isso nos da o seqguinte resultado:

TEOREMA 2.4 Teorema Limite Central

Seja X1, Xa, ..., X, uma amostra aleatdria simples de uma populagédo X tal que E(X) = p e Var(X) =
o?. Entéo
Y Xi—nup
= N(0,1)

\/ﬁo' n—o00

A variavel aleatdria binomial foi definida como “néimero de sucessos em n repeticées independentes
de um experimento de Bernoulli com pardmetro p”. Entdo, uma varidvel binomial é a soma de n varidveis
independentes Bern(p). Pelo teorema acima e usando o fato de que, se X ~ Bern(p), entdo E(X) =p e
Var(X) = p(1 — p), podemos dizer que a distribuicdo binomial com pardmetros n e p se aproxima de uma
normal com média np e varidancia np(1 — p) a medida que n aumenta.

Alguns cuidados devem ser tomados na aproximacao da binomial pela normal. Um fato importante
a observar é que a distribuicdo binomial é discreta, enquanto a varidvel normal é continua. Por exemplo,
para uma varidvel binomial faz sentido calcular P(X = k), mas na normal, essa probabilidade é nula,
qualquer que seja k. Assim, para usar a aproximacdo normal para calcular probabilidades da binomial,
usamos a correcéo de continuidade que consiste em substituir cada valor k possivel na binomial pelo
intervalo de valores (k—0,5; k+0,5) na normal aproximadora. Note que o centro desse intervalo é o valor
k da binomial. Por exemplo, para calcular P(X = 5), usando a varidvel normal aproximadora Y, calculamos
P(4,5< Y <5,5).

Vamos ver alguns outros exemplos, considerando a varidvel binomial X ~ bin(50; 0, 2).
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[ )
PX>40) = P[(X=41)U(X=42)U---U(X = 50)]
~ P[(40,5< Y <41,5)U(41,5< Y <42,5)U---U (49,5 < Y < 50, 5)]
~ P(Y >40,5)

Como 50 é o maior valor possivel da binomial, na normal aproximadora também tomamos o maior
valor possivel , ou seja, +oc.

[ ]
P(X>40) = P[X=40)U(X =41)U(X=42)U---U(X =50)]
~ P[(39,5< Y <40,5)U(40,5< Y <41,5)U---U (49,5 < Y < 50,5)]
~ P(Y >39,5)
[ )
P(X<16) = P[X=15UX=14U(X=13)U---U(X = 0)]
~ P[(14,5<Y <155 U(13,5<Y <14,5)U---U(=0,5< Y < 0,5)]
~ P(Y <15,5)
[ )
PIX<16) = P[(X=16)U(X=15U(X=14)U---U (X = 0)]
~ P[(15,5< Y <16,5U(14,5< Y <15,5)U---U(=0,5< ¥ < 0,5)]
~ P(Y <16,5)

Na tabela a seguir, resumimos o procedimento de aproximacéo da binomial pela normal, que esta
ilustrado na Figura em ambos, temos X ~ bin(n;p) e Y ~ N[np; np(1 — p)].

Binomial Aproximacao Normal
P(X = k) Pk—0,5<Y<k+0,5)
P(X < k) P(Y <k+0,5)
PX<k)=PX<k—-1) | P(Y<(k—1)+0,5) =P(Y <k—-0,5)
P(X > k) P(Y > k—-0,5)
PX>k)=PX>k+1) | P(Y>(k+1)—0,5) =P(Y >k+0,5)

A aproximacao dada pelo Teorema Limite Central é melhor para valores grandes de n. Existe a
seguinte regra empirica para nos ajudar a decidir o que é “grande”:

n A distribuicao binomial com paréametros n e p pode ser aproximada por uma

distribuicdo normal com média p = np e varidncia 6% = np(1 — p) se sdo satisfeitas
as seguintes condigdes:

1. n > 30

2. np>5

3. n(1—p)>5
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025 025 s
02 02
0.15 0.15
01 01
0.05 005
o 1 2 3 1 5 6 7 8 9 10 11 o 1 2 3 4 5 6 7 58 8 10 11
005 PX <5)~PY<5,5) 608 P(X>T)~PY>6,5)
025 025 LS
02 02
015 015
01 0.1
005 005
0 0
o 1 2 3 4 5 6 7 8 s 10 1 o 1 2 3 4 5 6 7 8 8 10 1
-0.05 P(X <5)~ P(Y<4,5) -0.05 PX>T7)~PY>T1,5)

Figura 2.8 — Aproximacéo da distribuicao Bin(10;0,5) pela N(5;2,5)

EXEMPLO 2.6 Honestidade de uma moeda

Uma moeda é lancada 50 vezes, com o objetivo de se verificar sua honestidade. Se ocorrem 36 caras
nos 50 lancamentos, o que podemos concluir?

Solugao

Suponhamos que a moeda seja honesta, isto é, que p = 1/2. Neste caso, a variavel X = “néimero
de caras em 50 lancamentos” seque uma distribuicdo binomial com parédmetros n =50 e p = 1/2. Como
n é grande, podemos usar a aproximagao normal dada pelo Teorema Limite Central. Assim, poderiamos
calcular a probabilidade de obtermos 36 caras em 50 lancamentos como P(35,5 < X < 36,5), em que
X ~N (25; @). No entanto, nosso objetivo é verificar se a moeda é, ou ndo, honesta. Sob tal ponto de
vista, se o resultado 306 caras for indicio de que a moeda nao é honesta, qualquer outro valor acima também
o serd. Dessa forma, é mais razodvel responder a pergunta do problema calculando a probabilidade de
obtermos 36 ou mais caras em 50 lancamentos. Se essa probabilidade for pequena, desconfiaremos da
honestidade da moeda.

O Teorema Limite Central nos diz que, se X ~ Bin(50;1/2) entdo X =~ N(25;50/4). Logo,

35,56—-25

D ~ P
P(X > 36) ~ | (Zz Neor

) =P(Z>297)=0,5-0,4985 = 0,0015

Note que essa probabilidade é bastante pequena, ou seja, hd uma pequena probabilidade de
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obtermos 36 ou mais caras em 50 langamentos de uma moeda honesta. Isso pode nos levar a suspeitar
sobre a honestidade da moeda!

*»"

2.2 Distribuicao amostral da proporcao

Consideremos, agora, uma populacéo em que cada elemento é classificado de acordo com a presenca
ou auséncia de determinada caracteristica. Por exemplo, podemos pensar em eleitores escolhendo entre
dois candidatos, pessoas classificadas de acordo com o sexo, trabalhadores classificados como trabalhador
com carteira assinada ou ndo, e assim por diante. Em termos de variavel aleatdria, essa populacao é
representada por uma varidvel de Bernoulli, isto é:

X — 1, se elemento possui a caracteristica de interesse
- 0, se elemento ndo possui a caracateristica de interesse

Vamos denotar por p a proporcao de elementos da populagdo que possuem a caracteristica de
interesse. Entdo,

PX=1)=p
EX)=p
Var(X) = p(1 — p)

Em geral, o par@metro p é desconhecido e precisamos estima-lo a partir de uma amostra, da mesma
forma como fizemos no caso da média de uma populacéo normal. Entdo, seja Xj, X2,..., X, uma amostra
aleatdria simples de uma populacdo X ~ Bern(p). Sabemos que

EX) = E(X)=p
Var(®) — YerX) _pli=p)

n n

Mas, note que X nada mais é que a proporgao dos elementos da amostra que possuem a caracteristica
de interesse, ou seja, X é a proporcdo amostral, que denotaremos por P. Resulta, entdo, que P é um
estimador nao-viesado para a proporcao populacional p.

Pelo Teorema Limite Central, se n for suficientemente grande, entéo

,st(p;PU—P))
n

A aproximacao dada pelo Teorema Limite Central serd melhor para valores grandes de n e a mesma regra
emplirica usada para a aproximacao da binomial pela normal se aplica aqui, conforme explicado a sequir.
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n Distribuicao amostral da proporcao amostral

Seja Xi, X2, -+, X, uma amostra aleatdria simples de uma populacdo X ~ Bern(p).
Para n suficientemente grande, a distribuicdo da proporcdo amostral pode ser
o o ) . _ A . 5 p(l=p)
aproximada pela distribuicdo normal com média py = p e varidncia 0° = ———,
n
isto é,
~ p(1—p
Px~N p;il( P) (2.5)
n
Essa aproximacgédo pode ser usada se as seguintes condi¢des forem satisfeitas:
1. n>30
2. np>5

3. n(1—=p)>5

EXEMPLO 2.7 ltens defeituosos num lote

De um grande lote de produtos manufaturados, extrai-se uma amostra aleatéria simples de 200
itens. Se 10% dos itens do lote sdo defeituosos, calcule a probabilidade de serem sorteados no maximo
24 itens defeituosos.

Solucao

As condicdes para utilizacdo da aproximacao normal séo validas, pois com n =200 e p = 0,1 temos
que:

200 x 0,1 20>10
200x0,9 = 180>10

Ter no méximo 24 itens defeituosos na amostra equivale a ter uma proporcao amostral de, no maximo,
0,12. Entao, o problema pede

~

P—-0,1 0,12-0,1

<
\/0,1><0,9 \/O,1x0,9
200 200

P(Z <0,9428) = 0,5 + tab(0,94) = 0, 8264

PP<0,12) = P

Q

O valor exato é P(X < 24) = 0, 855106. *
EXEMPLO 2.8 Confiabilidade de componentes

A confiabilidade de um componente é a probabilidade de que ele funcione sob as condicdes
desejadas. Uma amostra aleatéria simples de 2500 desses componentes é extraida e cada componente
testado. Calcule a probabilidade de obtermos pelo menos 75 itens defeituosos supondo que a
confiabilidade do item seja:

(a) 0,995
(b) 0,85
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Solugao

Ter pelo menos 75 defeituosos é equivalente a ter uma proporcdo de defeituosos de pelo menos
0,03.

(@) Se a confiabilidade é 0,995, entdo a probabilidade de o item ser defeituoso é 0,005. Note que 2500 x
0,005 =12,5 e 2500 x 0,995 = 2487,5 de modo que podemos usar a aproximacdo normal.

~ D B
P(P>0,03) = P P — 0,005 S 0,03 — 0,005
\/o, 005 x 0,9995 \/0, 005 x 0,995
2500 25000

~ P(Z>17,7)~0

(b) Se a confiabilidade é 0,85, entdo a probabilidade de o item ser defeituoso é 0,15. Note que 2500 x
0,15 =375 e 1.000 x 0,85 = 2125, de modo que podemos usar a aproximacédo normal.

~

P—-0,15 0,03-0,15
>

\/0,15 x 0,85 \/0,15 x 0,85
2500 2500

P(Z > —16,8) ~ 1

P(P>0,03) = P

Q

*»"

2.3 Estimadores da variancia

No capitulo anterior, consideramos dois estimadores para a varidncia: S? e 62. Através de um
exemplo, vimos que G2 é um estimador viesado. Vamos demonstrar agora que S? é nao-viesado para
estimar a varidncia de uma populacdo qualquer.

TEOREMA 2.5

Seja X1, Xz, ..., X, uma amostra aleatéria simples extraida de uma populagdo com N elementos e
varidncia populacional

N
> (Xi—u)

i=1

zl-

o’ =

em que | = % Xi é a média (esperanca) populacional. Entédo

i=

-

é um estimador néo-viesado para estimar a.

Demonstracao
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Datl segue que

E(S?) = E
(5%) l”
_ 1
- on—1
Mas como p = E(X;) = E(X) e E
E(
e isso completa a prova.
Note que
Logo,
52
§ =

ou seja, 6° é viesado para estimar o°.

n — 4oQ.
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n

)_(Xi—

i=1

- (X—u)]

u+p—

“S i
Z(Xi—u)erZ( — ) —ZZ =)
i=1

i=1
Z (Xi — u)2 +n (Y— u)z -2 (Y— u) Z (Xi — 1)
i=1 i=1
n
Z(X,-—u)z—i-n (Y—u) —2 le—n[,l)
i=1
Z (Xi — ) +n (Y — u)z -2 (Y — u) (ny — n/,/)
i=1

Z (Xi — u)2 —-n (Y — u)z

i=1
E l

X )

_U

n

Z (Xi — ) —n (Y — u)

i=1

1
n—1

Zl

(Xi—p)? =Var(X) =02 e E (X — u)z = Var(X) resulta que
2y _ XY %
) = 21 Var(X)) nVar(X)l
,I n 5 0_2
T on—1 (;G T
2 2
i (no® —0?)
= 0‘2
|
2
= Xi— X
S n—1 g( '
,I n
~2
— Xi—X
G - Z1< )
n—1 PR 17_152:>E(82): /7—102
n n n

n—

Mas notem que o fator de viés, dado por 2=!, tende a 1 quando
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2.4 Exercicios propostos

1. Uma amostra de tamanho n = 18 é extraida de uma populacdo normal com média 15 e desvio padréao
2,5. Calcule a probabilidade de que a média amostral

(a) esteja entre 14,5 e 16,0;

(b) seja maior que 16,1.

2. Uma empresa produz parafusos em duas maquinas. O comprimento dos parafusos produzidos em
ambas é aproximadamente normal com média de 20 mm na primeira maquina e 25 mm na segunda
maquina e desvio padrdo comum de 4 mm. Uma caixa com 16 parafusos, sem identificacdo, é
encontrada e o gerente de producdo determina que, se o comprimento médio for maior que 23
mm, entdo a caixa sera identificada como produzida pela maquina 2. Especifique os possiveis erros
nessa decisdo e calcule as suas probabilidades.

3. Definimos a varidvel e = X — i como sendo o erro amostral da média, onde X é a média de uma
amostra aleatdria simples de tamanho n de uma populacdo com média p e desvio padréo o.

(@) Determine E(e) e Var(e).

(b) Se a populacdo é normal com o = 20, que proporcéo das amostras de tamanho 100 terd erro
amostral absoluto maior do que 2 unidades?

(c) Neste caso, qual deve ser o valor de 0 para que P(|e| > 6) =0,01?

(d) Qual deve ser o tamanho da amostra para que 95% dos erros amostrais absolutos sejam inferiores
a 1 unidade?

4. Uma fabrica produz parafusos especiais, para atender um determinado cliente, que devem ter
comprimento de 8,5 cm. Como os parafusos grandes podem ser reaproveitados a um custo muito
baixo, a fabrica precisa controlar apenas a proporcdo de parafusos pequenos. Para que o processo
de producéo atinja o lucro minimo desejével, é necessario que a proporcéo de parafusos pequenos
seja no maximo de 5%.

(@) Supondo que a maquina que produz os parafusos o faca de modo que os comprimentos tenham
distribuicdo normal com média p e desvio padrdo de 1,0 cm, em quanto deve ser requlada a
maquina para satisfazer as condicdes de lucratividade da empresa?

(b) Para manter o processo sob controle, é programada uma carta de qualidade. A cada hora sera
sorteada uma amostra de 4 parafusos e, se o comprimento médio dessa amostra for menor que
9,0 cm, o processo de producao é interrompido para uma nova regulagem da maquina. Qual é a
probabilidade de uma parada desnecessaria?

(c) Se a maquina se desregulou de modo que o comprimento médio passou a ser 9,5 cm, qual é a
probabilidade de se continuar o processo de producéo fora dos padrées desejados?

5. A divisdo de inspe¢do do Departamento de Pesos e Medidas de uma determinada cidade esta
interessada em calcular a real quantidade de refrigerante que é colocada em garrafas de 2 litros,
no setor de engarrafamento de uma grande empresa de refrigerantes. O gerente do setor de
engarrafamento informou a diviséo de inspecdo que o desvio padréo para garrafas de 2 litros é de
0,05 litro. Uma amostra aleatdria de 100 garrafas de 2 litros, obtida deste setor de engarrafamento,
indica uma média de 1,985 litro. Qual é a probabilidade de se obter uma média amostral de 1,985
ou menos, caso a afirmativa do gerente esteja certa? O que se pode concluir?

6. Em cada um dos exercicios abaixo, verifique que as condicdes para aproximacao da binomial pela
normal sdo satisfeitas e calcule a probabilidade pedida usando a aproximacdo normal.

(@) X ~ bin(18;0,4) P(X >15) e P(X < 2)
(b) X ~ bin(40;0,3) P(X < 10) e P(25 < X < 28)
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(c) X ~ bin(65;0,9) P(X =58) e P(60 < X < 63)

(d) X ~ bin(100;0,2) P(25 < X < 35)

(e) X ~ bin(50;0,2) P(X > 26) e P(5 < X < 10)
f) X ~ bin(50;0,7) P(X < 25)

(g) X ~ bin(100;0,5) P(42 < X < 56)

(h) X ~ bin(100;0,5) P(X > 60)

(i) X ~ bin(20;0,4) P(X = 5)

(j) X ~ bin(30;0,3) P(X > 12)

(k) X ~ bin(80;0,1) PO < X < 11)
) X ~ bin(30;0,2) P(12 < X < 16)

(m) X ~ bin(50;0,3) P(X > 18)

(n) X ~ bin(28;0,2) P(X = 6)

(0) X ~ bin(95;0,4) P(30 < X < 48)

Em uma sondagem, perguntou-se a 1002 membros de determinado sindicato se eles haviam votado
na ultima eleicdo para a direcdo do sindicato e 701 responderam afirmativamente. Os registros
oficiais obtidos depois da eleicdo mostram que 61% dos membros aptos a votar de fato votaram.
Calcule a probabilidade de que, dentre 1002 membros selecionados aleatoriamente, no minimo 701
tenham votado, considerando que a verdadeira taxa de votantes seja de 61%. O que o resultado
sugere?

. Supondo que meninos e meninas sejam igualmente provaveis, qual é a probabilidade de nascerem

36 meninas em 64 partos? Em geral, um resultado é consicleraclo ndo-usual se a sua probabilidade
de ocorréncia é pequena, digamos, menor que 0,05. é ndo-usual nascerem 36 meninas em 64 partos?

. Com base em dados histdricos, uma companhia aérea estima em 15% a taxa de desisténcia entre

seus clientes, isto é, 15% dos passageiros com reserva ndo aparecem na hora do voo. Para otimizar a
ocupacao de suas aeronaves, essa companhia decide aceitar 400 reservas para os voos em aeronaves
que comportam apenas 350 passageiros. Calcule a probabilidade de que essa companhia ndo tenha
assentos suficientes em um desses voos. Essa probabilidade é alta o suficiente para a companhia
rever sua politica de reserva?

No controle de qualidade de produtos, uma técnica comumente utilizada é a amostragem de
aceitacdo. Segundo essa técnica, um lote inteiro é rejeitado se contiver mais do que um numero
determinado de itens defeituosos. A companhia X compra parafusos de uma fabrica em lotes de 5000
e rejeita o lote se uma amostra aleatéria simples de 20 parafusos contiver pelo menos 2 defeituosos.
Se o processo de fabricacao tem uma taxa de 10% de defeituosos, qual é a probabilidade de um lote

ser rejeitado pela companhia X?



Capitulo 3

Intervalos de confianca baseados na
distribuicao normal

3.1 ldeias basicas sobre intervalos de confianca

7

O objetivo central da Inferéncia Estatistica é obter informacdes sobre uma populacdo a partir do
conhecimento de uma Unica amostra. Em geral, a populacéo é representada por uma variavel aleatéria X,
com uma lei de probabilidade fx, que pode ser discreta ou continua. Dessa populacdo, entdo, extrai-se
uma amostra aleatdria simples com reposicédo, que da origem a um conjunto X1, X3, ..., X, de n varidveis
aleatérias independentes e identicamente distribuidas, todas com a mesma distribuicéo fx. Se fx depende
de um ou mais pardmetros, temos de usar a informacdo obtida a partir da amostra para estimar esses
parametros, de forma a conhecermos a distribuicéo.

Nos capitulos anteriores, por exemplo, vimos que a média amostral X é um bom estimador da média
populacional g, no sentido de que ela tende a “acertar o alvo” da verdadeira média populacional, ou seja,
X é um estimador ndo-viesado para p. Mas vimos, também, que existe uma variabilidade nos valores de
X, ou seja, cada possivel amostra d& origem a um valor diferente do estimador.

Na pratica, temos apenas uma amostra e, assim, é importante que se dé alguma informacéo sobre
essa possivel variabilidade do estimador. Ou seja, é importante informar o valor do estimador 0 obtido
com uma amostra especifica, mas é importante informar também que o verdadeiro valor do parametro
0 poderia estar em um determinado intervalo, digamos, no intervalo [@152] Dessa forma, informamos
a nossa margem de erro no processo de estimacao; tal margem de erro é consequéncia do processo de
selecao aleatdria da amostra.

O que vamos estudar agora é como obter esse intervalo, de modo a “acertar na maioria das vezes”,
isto é, queremos um procedimento que garanta que, na maioria das vezes — das amostras possiveis —,
o intervalo obtido conterd o verdadeiro valor do parametro. A expressdo “na maioria das vezes" sera
traduzida como “probabilidade alta”. Veja a Figura 3.1} ai os intervalos séo representados pelas linhas
horizontais e podemos ver que 2 deles, em preto, ndo “acertam o alvo”, no sentido de ndo conterem o
verdadeiro valor do pardmetro 6, representado pela linha vertical preta tracejada.
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Figura 3.1 — Interpretacdo dos intervalos de confianca

p1=FINI06N Intervalo de confianca

Seja uma populacéo representada pela variavel aleatéria X cuja lei de probabilidade
depende de um parédmetro desconhecido 6. Se Xj, X5, --- X, é uma amostra aleatdria
simples de tal populacéo, entdo as estatisticas @1 e @2, @1 < @2, formam um intervalo
de confianca de 100(1 — )% para 6 se

P(@1§9§§2)21—a (3.1)

qualquer que seja o valor de 8. 1 — a é chamado nivel de confianca do intervalo.

Note que, em (3.1), no maximo um dos limites 6; e 6, pode ser uma constante, incluindo +oo. Sendo
assim, o intervalo de confianca (91, 92) é, na verdade, um intervalo aleatdrio cujos limites dependem da

amostra sorteada, ou seja, os limites do intervalo de confianca sédo varidveis aleatdrias. Cada amostra da
origem a um intervalo diferente, mas o procedimento de obtencdo dos intervalos garante probabilidade
1 — a de “acerto”. Para um intervalo especifico, obtido a partir de uma amostra especifica, ou ele contém,
ou ele ndo contém o verdadeiro parametro e ndo temos condicdes de saber qual dessas duas opcoes é
verdadeira. S6 sabemos que o método de obtencdo do intervalo garante probabilidade 1 — o de acerto.
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EXEMPLO 3.1 Interpretando um intervalo de confianca

Em um estudo sobre o Indice de Massa Corporal (IMC), foi reportado o seguinte intervalo de confianca
de 95% para o IMC médio p de determinada populacdo, com base em uma amostra de 650 mulheres:
[26,2;27,4]. O que podemos dizer e o que ndo podemos dizer com base nesse intervalo?

Solugao

O que definitivamente ndo podemos dizer é que ha uma probabilidade de 0,95 de p, o verdadeiro
IMC médio populacional, estar no intervalo dado. Note que o intervalo dado é um Unico intervalo — ou
U estd no intervalo ou p ndo estd no intervalo e ndo temos como saber qual é verdade. O que interessa
é que apenas uma dessas afirmativas é verdadeira com probabilidade 1 e a outra, portanto, ndo pode
acontecer (probabilidade 0).

O que podemos dizer sobre o intervalo dado é que ele foi gerado a partir de uma amostra especifica
com um método que tem 95% de chance de gerar intervalos, baseados em outras amostras, que conteréo
o parametro populacional p. Isso nos leva a dizer que estamos 95% confiantes em que nosso intervalo
obtido a partir dessa amostra especifica contém o verdadeiro pardmetro . .

3.2 Intervalo de confianca para a média de uma populagao normal, o2
conhecida

Vamos agora, introduzir os métodos para obtencao do intervalo de confianca para a média de uma
populacdo. Como visto, a média populacional é um parametro importante, que pode ser muito bem estimado
pela média amostral X. Para apresentar as ideias bdsicas, vamos considerar um contexto que é pouco
frequente na pratica. O motivo para isso é que, em termos didaticos, a apresentacdo é bastante simples.

Como o fundamento é o mesmo para contextos mais gerais, essa abordagem se justifica.

Consideremos, entdo, uma populacdo descrita por uma varidvel aleatéria normal com média p e
varidncia 0 : X ~ N(u; 0%). Vamos supor que o valor de ¢ seja conhecido e que nosso interesse seja

estimar a média p a partir de uma amostra aleatdria simples X1 X2,...,X,. Como visto no Capitulo E} a

distribuicdo amostral de X é normal com média i/ e variancia "’—7 ou seja

2
XNN(L/;UZ):XNN(/,/;U)
n

Da definicdo de distribuicdo amostral, isso significa que os diferentes valores de X obtidos a partir das

. y . . . N . 2
diferentes possiveis amostras se distribuem normalmente em torno de p com variancia <-.

Das propriedades da distribuicdo normal, resulta que

Z=""L"~ N(;1)

ou equivalentemente,

7 = \f N(0; 1) (32)

Para completar a construcdo do intervalo de confianca, vamos apresentar a sequinte definicéo,
ilustrada na Figura 3.2}
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p1=2IN07\6 N Valor critico da normal

O valor critico de Z ~ N(0;1) associado a
probabilidade o é a abscissa z, tal que
o)

P(Z>zy) =« (3.3)

R

Figura 3.2 — Valor critico z, da N(0; 1)

Se considerarmos, agora, o valor critico z,, conforme ilustrado na Figura 3.3} resulta que, se
Z ~ N(0;1), entéo

P (—Za/z S Z S Za/z) =1—-a (34)
l+-a
/2 /2

Figura 3.3 — Valor critico z,, da N(0; 1)

Mas isso vale para a distribuicdo normal padrao, em geral. Entéo, usando os resultados das Equagoes [3.7]
e [3:4) obtemos que

X —p
o

P (_Za/Z <Vn

SZa/z) =1-a

0 que é equivalente a

g —
P (—Za/z <X —p<zap

n

9 = 1—-as
vl oo

— g — g
P (_X_ZG/Z\/E S_[,IS _X+Za/2\/ﬁ) = 1—-as&
P (X = 20— <y <X + zap— 1-a (3.5)
G/Z\/E_I—_ (7/2\/5 - .

Observe a expressao (3.5); ela nos diz que

- g - g
P (I_IE I:X—Za/z\/ﬁ;x—i-Za/z\/E:I) =1—«a

Mas essa é exatamente a forma geral de um intervalo de confianca, conforme explicitado na Equacéao
B1] (note que os limites sao varidveis aleatérias!). Temos, entdo, a seguinte conclusdo:
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n Intervalo de confianca para a média de uma populacdo normal, o2 conhecida

Seja X ~ N(u; 02) uma populacdo, cuja variancia g% é conhecida. Se X1, X, ..., X,

é uma amostra aleatéria simples dessa populacédo, entdo o intervalo de confianca de
nivel de confilanca 1 — a para a média populacional i é dado por

_ o —
[X —Za =i X+ zap

7n (3.6)

a

em que z,2 é o valor critico da distribuicdo normal correspondente a probabilidade
al?2.

O intervalo de confianca para p pode ser escrito na forma [X — €; X + €], onde € = Za/zﬁ é a
margem de erro. Como visto, essa margem de erro estd associada ao fato de que diferentes amostras

fornecem diferentes valores de X. As diferentes amostras fornecem diferentes intervalos de confianca,
mas uma proporcdo de 100 x (1 — a)% desses intervalos ird conter o verdadeiro valor de p. Note que
aqui é fundamental a interpretacdo de probabilidade como frequéncia relativa: estamos considerando os
diferentes intervalos que seriam obtidos, caso sortedssemos todas as possiveis amostras. Assim, o nivel
de confianca estad associado a confiabilidade do processo de obtencao do intervalo: esse processo é tal
que acertamos (isto é, o intervalo contém p) em 100 x (1 — a)% das vezes. Na Figura [3.4] ilustra-se
essa interpretacao dos intervalos de confianca para uma populagdo normal com variancia 4 e tamanho de

amostra n = 16. A distribuicao normal padrédo representa a distribuicdo de probabilidade dos valores de

—H s . . ~ A .
Al 67. Valores extremos de tal estatistica levam a intervalos de confianca que nado contém o verdadeiro

parametro, representados pelos intervalos em preto. Os valores centrais, que tém alta probabilidade (1—a)
de ocorréncia levam a intervalos que contém o verdadeiro valor do parametro (intervalos em cinza).

Figura 3.4 — Interpretacdo do IC para a média da N(u; 02)

Na pratica, temos apenas uma amostra e o intervalo obtido com essa amostra especifica, ou contém
ou ndo contém o verdadeiro valor de p. A afirmativa

o

— — o
P X—zgp—=; X g p— =1-
("E[ e +Z/2ﬁ]) .
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é vélida porque ela envolve a varidvel aleatéria X, que assume diferentes valores para as diferentes
amostras. Quando substituimos o estimador X por uma estimativa especifica X obtida a partir de uma
amostra particular, temos apenas um intervalo e ndo faz mais sentido falar em probabilidade.

E interessante notar que alguns autores trabalham com os quantis da distribuicdo normal no lugar
dos valores criticos e as vezes usam a mesma notacdo, ou seja, denotam por z, o quantil de ordem a.
Essa pratica se justifica quando pensamos em termos de programas computacionais, que tém rotinas para
calculos com a funcéo de distribuicdo da normal. Denotando por ¢ a funcdo de distribuicdo da normal
padrao, temos, segundo essa notacao:

D(zo) = a & z4 = D7 (a)
Em termos dos quantis, o intervalo de confianca de nivel de confianca 1 — a é dado por

— o J— g
X + Za2——= X + Z1—qf2
Vn Vi
Note que, pela simetria da densidade normal, esses 2 quantis sdo simétricos, ou seja, um deles sera
sempre negativo! Nessa apostila trabalharemos com o valor critico das distribuicoes, e ndo os quantis.

EXEMPLO 3.2 Pesos de homens adultos

Em determinada populacéo, o peso dos homens adultos é distribuido normalmente com um desvio
padréao de 16kg. Uma amostra aleatdria simples de 36 homens adultos é sorteada desta populacéo,
obtendo-se um peso médio de 78,2kg. Construa um intervalo de confianca de nivel de confianca 0,95 para
0 peso médio de todos os homens adultos dessa populagéo.

Solucao

Vamos inicialmente determinar o valor critico associado ao nivel de confianca de 0,95. Como 1—a =
0,95, resulta que a =0,05 e a/2 =0,025.

Analisando a Figura[3.3] vemos que a probabilidade nas duas caudas da distribuigdo normal padrao
é de 0,05; logo, em cada cauda, a probabilidade é 0,025. Em termos da Tabela | da distribuicdo normal
padréo no Apéndice [} isso significa que a probabilidade entre 0 e zp,025 é (0,50 -0, 025) = 0,475 e, assim,
devemos procurar no corpo da tabela o valor de 0,475 para determinar a abscissa zp025. Veja a Figura[3.5

0,475

icorpo da tabela

0,025
—Z0,025 0,025

Figura 3.5 — Valor critico zgg,5 da N(0; 1)

Procurando no corpo da tabela da distribuicdo normal padréo, vemos que o valor 0,475 corresponde
a abscissa zp 025 = 1,96. Logo, nosso intervalo de confianca é

1 1
[78,2—1,96>< —6; 78,24+ 1,96 x 6] =[72,9733; 83,4267]

V36 V36

Esse intervalo contém ou ndo o verdadeiro valor de p, mas o procedimento utilizado para sua
obtencao nos garante que hé 95% de chance de estarmos certos, isto é, 95% dos intervalos construidos
com esse métido conteriam o verdadeiro valor de . *
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3.2.1 Margem de erro

Vamos, agora, analisar a margem de erro do intervalo de confianca para a média de uma populacéo
normal com varidncia conhecida. Ela é dada por
o

€ = Za/zﬁ (37)

Lembrando que o erro padréo é o desvio padrao do estimador, podemos escrever

€ = Zg2 EPY (38)

Analisando a equacéo (3.7), vemos que a margem de erro depende diretamente do valor critico e do
desvio padrdo populacional e é inversamente proporcional a raiz quadrado do tamanho da amostra.

Na Figura [3.6 ilustra-se a relacdo de dependéncia da margem de erro com o desvio padréo

populacional o. Temos duas distribuicdes amostrais centradas na mesma média e baseadas em amostras
Y 9\ 5 .03 2 _ 2 et Of .

de mesmo tamanho: X4 ~ N | p; n) eX,~N (u, n) com og; < o0y. Nas duas distribuicbes, a area total
das caudas sombreadas é a, de modo que os intervalos limitados pelas linhas verticais sdo os intervalos
de confianca de nivel 1 — a, ou seja, a area central em ambas distribuicdes é 1 — a. Para a distribuicéo
mais dispersa, isto é, com o maior, o comprimento do intervalo é maior. Esse resultado deve ser intuitivo:
se ha mais variabilidade na populacdo, a nossa margem de erro para estimacao da média populacional

tem que ser maior, mantidas fixas as outras condicdes (tamanho de amostra e nivel de confianca).

N(p,07)

N(p,03)

Figura 3.6 — Margem de erro versus dispersdo populacional: o1 < & = € < &

Por outro lado, se mantivermos fixos o tamanho da amostra e o desvio padrédo populacional, é
razoavel, também, que a margem de erro seja maior para um nivel de confianca maior. Ou seja, se queremos
aumentar a probabilidade de acerto, é razoavel que o intervalo seja maior. Aumentar a probabilidade de
acerto significa aumentar o nivel de confianca, o que acarreta em um valor critico z,;; maior. Veja a Figura
onde ilustra-se o intervalo de confianca para dois niveis de confianca diferentes: 1 — oy > 1— . O
primeiro intervalo é maior, refletindo o maior grau de confianga, ou seja, o preco que se paga por um nivel
de confianca maior é que o comprimento do intervalo de conflanca tambhém serd maior.

Finalmente, mantidos o mesmo desvio padrdo populacional e o mesmo nivel de confianca, quanto
maior o tamanho da amostra, menor seré a margem de erro, mas a reducdo da margem de erro depende de
v/n; assim, para reduzir a margem de erro pela metade, teremos que quadruplicar o tamanho da amostra:

Nl ™
3=
N —

1
—=Vn=2Vn=n"=4n
n

7=

EXEMPLO 3.3 Resultados de pesquisa
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1*0[1

1*0(2

—Za;/2 —Zay/2 Zay/2 Zay/2

Figura 3.7 — Margem de erro versus nivel de confianga: oy < v => (1 —a1) > (1 — ) = €1 > &

Na divulgacéo dos resultados de uma pesquisa, publicou-se o sequinte texto (dados ficticios):

Com o objetivo de se estimar a média de uma populagdo, estudou-se uma amostra de tamanho
n = 45. De estudos anteriores, sabe-se que essa populagéio é muito bem aproximada por uma
distribuicdo normal com desvio padréo 3, mas acredita-se que a média tenha mudado desde
esse Ultimo estudo. Com os dados amostrais obteve-se o intervalo de confianga [1,79;3,01].

Quais séo o as informacdes importantes que nédo foram divulgadas? Como podemos obté-las?

Solucao

Quando se divulga um intervalo de confianca para um certo parametro, é costume publicar também a
estimativa pontual. Nesse caso, temos que informar a média amostral X, que pode ser achada observando-
se que o intervalo de confianca é simétrico em torno de X. Logo, X é o ponto médio do intervalo:

1,79+3,01 _
e

X = 2,4
Dat conclui-se que a margem de erro é € =2,4—1,79 = 0,61. Outra informagédo importante é o nivel de
confianca, que deve ser encontrado a partir da abscissa z,;, na margem de erro:

3 0,61 x v45
0,61 =Zgp X —F—= = Zg2 = f

\/E

Consultando a tabela da distribuicdo normal, vemos que P(0 < Z < 1,36) = 0,4131. Logo, o nivel de
confianga é 2 x 0,4131 = 0,8262 = 0, 83. Veja a Figura[3.3

=1,36

Figura 3.8 — Determinacéo do nivel de confianca

*»"



32 INTERVALO DE CONFIANCA PARA A MEDIA DE UMA POPULACAO NORMAL, o> CONHECIDA53
3.2.2 Determinacao do tamanho da amostra

No planejamento de pesquisas, é importante ter-se uma ideia do tamanho de amostra necessario.
Analisando a equacao (3./), pode-se observar que, na estimacdo da média de uma populacdo normal com
variancia conhecida, temos

o o 0\?
€E=Zgp—F— == VN =2Zgp— = N = (Za/zf) (39)
€ €

n

Assim, podemos determinar o tamanho da amostra necessario para valores pré estabelecidos da margem
de erro e do nivel de confianca. Note a relacdo entre o tamanho da amostra n e as trés grandezas
envolvidas: variancia populacional, nivel de confianca e margem de erro.

EXEMPLO 3.4 Tamanho de amostra

Deseja-se estimar a média de uma populacdo normal com nivel de confianca de 90% e margem de
erro maxima de 0,08. Qual deve ser o tamanho da amostra se a varidncia populacional conhecida é

(@) 0?2 =4
(b) 0? =16
Solucao
2 \? [1,64-2\°
(@) ng=2 = (20’050,08) = (0,08 ) = 1681
4 \2 [1,64-4)\7
(b) 170:4 = (ZO'OSW) = (0,08) = 6724

Note que a razdo entre as varidncias populacionais é 4 e 0 mesmo ocorre com os tamanhos amostrals“

3.2.3 Intervalos de confianca unilaterais

Para o intervalo de confianca apresentado, ambos limites, inferior e superior, sdo variaveis aleatdrias.
Em algumas situagdes, pode ser de interesse que apenas um desses limites seja aleatério. Eis alguns
exemplos:

e Um psicdlogo deseja estabelecer um limite de confianca superior de 90% para o verdadeiro tempo de
reacdo a um determinado estimulo, ou seja, ele deseja um limite s tal que 90% de todos os tempos
de reacdo serdo menores que s.

e Um engenheiro deseja estabelecer um limite de confianca inferior de 90% para o verdadeiro tempo
de vida médio de determinado tipo de componente eletronico, ou seja, ele deseja um limite ¢ tal que
90% de todos os tempos de vida serdo maiores que 4.

Intervalo de confianca unilateral superior

Consideremos uma populacdo X ~ N(u; 6%) cuja varidncia é conhecida. Nosso objetivo é determinar
um intervalo (—oo, Ls) tal que
Plp € (=00, Ls)|=1—«
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Note que isso equivale a
Pp<ls)=1—a

ou seja, estamos determinando o limite de confianca superior (exemplo do psicélogo). Como antes, 25, 0
limite do intervalo, é uma variével aleatdria e dai faz sentido falar em probabilidade. Note também que
essa ultima expressédo envolve uma probabilidade 1—a > 0,5 a direita (Zs > p); em termos de distribuicao
normal, isso equivale a uma abscissa menor que a média.

Sabemos que

u

X_ _
P(Zzz1a):P(ZZ—za):1—a:>P(ﬁUz—za) :1—0(:>P(u§X+zag) =1—a

n

e, assim, o intervalo de confianca unilateral superior para p é

- o
(—oo;X+Zaﬁ) (3.10)

A interpretacdo é a mesma: se obtivéssemos varias e varias amostras e para cada uma
construissemos o intervalo de confianca de acordo com esse método, o intervalo conteria o verdadeiro
pardmetro em 1 — o das vezes. Veja a Figura para os intervalos em preto, y > #¢s (100 x a% dos
intervalos) e para os intervalos em cinza, py < #s (100 x (1 — a)% dos intervalos).

N(0;1) i

/ i

J LA\
N :
I

Figura 3.9 — Interpretacao do IC unilateral superior para a média da N(u; 0?)

Intervalo de confianca unilateral inferior

Consideremos novamente uma populacdo X ~ N(u; 0%) cuja variancia é conhecida. O objetivo agora
é determinar um intervalo (L, +o0) tal que

Plu € (L), +o0)] =1 —a

Note que isso equivale a
Ppu>L)=1-«a

ou seja, estamos determinando o limite de confianca inferior (exemplo do engenheiro). Como antes, L;, o
limite do intervalo, é uma varidvel aleatéria, o que nos permite falar em probabilidade.
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Sabemos que

X —p

P(Zgza):1—a:>P(ﬁ gza):1—a:>|3(uzX—zaU):1—0(

Jn

e, assim, o intervalo de confianga unilateral inferior para p é

- o
(X—Zaﬁ;oo) (3.11)

A interpretacdo é a mesma: se obtivéssemos varias e varias amostras e para cada uma
construissemos o intervalo de confianca de acordo com esse método, o intervalo conteria o verdadeiro
pardmetro em 1 — a das vezes. Veja a Figura[3.70} para os intervalos em preto, p < ¢, (a% dos intervalos)
e para os intervalos em cinza, ¢ > ¢ ((1 — a)% dos intervalos).

N(0;1)

3

T Ham=m

Figura 3.10 — Interpretacdo do IC unilateral inferior para a média da N(u; 0?)

3.3 Intervalo de confianca para uma proporcao

O procedimento de construcao do intervalo de confianca para a proporcdo populacional é totalmente
anélogo ao do intervalo de confianca para a média de uma populacdo normal com varidncia conhecida,
visto anteriormente.

No Capitulo [2} vimos que, para amostras grandes,

/Sz/\/(p;p“_p)) (3.12)

n

Sendo assim, é verdade que

P—p
P —Za/zﬁiléza/z 21—«
p(1—p)
n
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e, portanto

1— ~ 1—

Pz /PU=P) B e /PU=P ) s
n n
~ (1 — - Io(1 —

P —P—Za/z MS—/JS—P-I—ZG/Z w = 1—-a=>
~ 1— - [o(1 —

PP -z 7/3( p)§p§P+za/2 7/3( P) = 1—q«a

n n

Como no caso da média, chegamos a uma expressao do seguinte tipo:

I3(l3—e§/ygl3+e):1—a

que é a expressao de um intervalo de confianca de nivel de confianca 1— o para a proporcdo populacional.
Mas note que a margem de erro, neste caso, é

p(1 —p)
n

€ = Zy/2

e depende de p, o pardametro de interesse. Sendo assim, temos que obter alguma estimativa de p para
estimarmos a margem de erro e podermos construir o intervalo de confianca; essa estimativa pode vir de
estudos anteriores, de informacdes de especialistas ou, entdo, da propria amostra usada para construir o
intervalo de confianca. Vamos denotar essa estimativa por po.

n Intervalo de conflanca para uma proporcdo populacional

Seja X1, Xa,..., X, uma amostra aleatéria simples de uma populacdo X ~ Bern(p).
Para n suficientemente grande, o intervalo de confianca aproximado para p de nivel
de confianca 1 — o é dado por

Po(1 — Po)

~ ~ po(1—p

onde pg é alguma estimativa de p e z42 é o valor critico da distribuicdo normal.

Uma outra abordagem para se obter uma estimativa prévia po € utilizar o pior cendrio, ou seja, o
valor de p que resulte na maior varidncia possivel do estimador. Da equagao [3.3] vemos que essa varidncia
depende p(1 — p). Na Figura temos o gréfico da funcao f(p) = p(1 — p) para p € [0,1]. Note que
o maximo da funcdo é atingido quando p = 0,5; entdo, mantidos o nivel de confianca e o tamanho da
amostra fixos, a margem de erro serd maxima quando p = 0,5 e, nesse caso, teremos o maior intervalo de
confianca possivel. Essa é uma abordagem conservadora, que pode ser usada quando néo se tem qualquer
conhecimento sobre o valor p para gerar uma estimativa razodvel py.

EXEMPLO 3.5 Linha de producao

Um gerente de producdo deseja estimar a proporcéo de pecas defeituosas em uma de suas linhas de
producdo. Para isso, ele seleciona uma amostra aleatéria simples de 100 pecas dessa linha de producao,
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Figura 3.11 — Gréfico de f(p) = p(1 — p)

obtendo 30 defeituosas. Determine o intervalo de confianca para a verdadeira proporcdo de pecas
defeituosas nessa linha de producéo a um nivel de confianca de 95%.

Solucao

O primeiro fato a observar é que a amostra é grande, com sucessos e fracassos suficientes. Com um
nivel de confianca é 1 — a = 0,95, temos que procurar na tabela da normal o valor critico z,» = zp,05 =
1,96. Como nédo temos estimativa prévia da proporcéo de defeituosas p, podemos usar a proporcdo amostral
p = 0,30. Assim, a margem de erro estimada ¢

/0,3 x0,7
€—1,96X T_O'()ng
e o intervalo de confianca é

0,30 — 0,0898; 0,30 + 0,0898] = [0, 2102; 0, 3898]

Se usarmos a estimativa conservadora, a margem de erro sera

0,5x0,5
e_1,96xy/T_0,098

que resulta no intervalo [0,202; 0, 398]. *"

3.3.1 Margem de erro

Assim como no caso da média da populacdo normal, a margem de erro do intervalo de confianga
para uma proporcdo populacional pode ser escrita como

€ = Zy2 EPI3

A diferenca fundamental aqui é que temos de estimar o erro padrdo como

= po(1 — po)
EPs =/ ———
n
enquanto no contexto da populacdo normal com varidncia conhecida, o erro padréo era conhecido e igual
a
EPy = —
X \/ﬁ
Mas em ambos os casos, a margem de erro sera maior para niveis de confianca maiores e para populagdes
mais dispersas e pode ser diminuida aumentando-se o tamanho da amostra, mantendo-se constantes as
demais condigdes.
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3.3.2 Determinacao do tamanho da amostra

Para estimacdo de uma proporcao populacional, temos
A~ A~ A~ A~ 2
Po(1 = Po) po(1 — po)

vV Po(1 — Po) _ _
\/ﬁ - \/E = Zy)2 c == N =\ Zyp c (3.1 3)

Trabalhando com o pior cenério, isto é, com p = 0,5, essa férmula, que resulta no maior tamanho de
amostra possivel para € e 1 — «a fixos, se simplifica para

0,5)° a2 \2
n= (za/2 - ) —n= (sz) (3.14)

€ =Zy2

EXEMPLO 3.6 Lancamento de um novo produto

Para estudar a viabilidade de lancamento de um novo produto no mercado, o gerente de uma
grande empresa contrata uma firma de consultoria estatistica para estudar a aceitacdo do produto entre
os clientes potenciais. O gerente deseja obter uma estimativa com erro méximo de 1% com probabilidade
de 80% e pede ao consultor estatistico que forneca o tamanho de amostra necessario.

(@) De posse das informacoes dadas, o consultor calcula o tamanho da amostra necessario no pior cenario.
O que significa “pior cenario” nesse caso? Qual o tamanho de amostra obtido pelo consultor?

(b) O gerente acha que o custo de tal amostra seria muito alto e autoriza o consultor a realizar um
estudo piloto com uma amostra de 100 pessoas para obter uma estimativa da verdadeira proporcao.
O resultado desse estudo piloto é uma estimativa p = 0,76 de aceitacdo do novo produto. Com base
nessa estimativa, o consultor recalcula o tamanho da amostra necessario. Qual é esse tamanho?

(c) Selecionada a amostra com o tamanho obtido no item anterior, obteve-se uma proporcao de 72% de
clientes favoraveis ao produto. Construa um intervalo de confianca para a verdadeira propor¢do com
nivel de confianca de 90%.

Solugao

(@) O pior cenério é quando a populacéo esté dividida meio-a-meio em suas preferéncias, ou seja, quando
p = 0,5. Com nivel de confianca de 80%, obtemos zy19 = 1,28 — essa abscissa deixa 10% em cada
cauda da distribuicdo normal padréo. Nesse caso,

2
0,01:1,28><\/0'5X0'5 (:)(2)?) x 0,25 = 4096

(b) Vamos agora utilizar p = 0,76 :

—— = n=

n

2

0,01 = 1,28 x 0'76X70'24=>n=(1'28) x 0,76 x 0,24 = 2988, 4
I

ou seja, n = 2989.

() 1T=a=0,90 = zp05 = 1,64 — essa abscissa deixa 5% em cada cauda da distribuicdo normal padréo.
0,72x0,28
=1,64 —————— =10,0135
€T TV T 2089 '

(0,72 —0,0135;0,72 + 0,0135] = [0, 7065; 0, 7335]

e o intervalo de confianca é

*»"
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3.4 Exercicios propostos

10.

11.

Encontre os valores criticos da normal padréo correspondentes aos seguintes niveis de confianga
1—a=0,90;0,99;0,80.

Encontre o nivel de confianca correspondente aos sequintes valores criticos zq;, = 1,28; 1, 80.

De uma populacdo normal com desvio padrdo 2, extrai-se uma amostra aleatéria simples de tamanho
36
, qu I uir resultado: X; = . Calcu interva nflanca para a média
36, que fornece o seguinte resultado 1236. Calcule o intervalo de confianca para a média
i=1
populacional p, utilizando o nivel de confianca de 98%.

Considere os dois intervalos de confianca a sequir, obtidos a partir de uma mesma amostra de uma
populacdo N(u;16). Sem fazer qualquer calculo, identifique para qual deles o nivel de confianca é
maior.

[13,04; 16, 96]
[12,42;17,58]

. Obtido um intervalo de confianca para a média de uma N (u; 25), o que deve ser feito para se reduzir

a margem de erro pela metade se ndo devemos alterar o nivel de confianca?

De uma populacdo N(u;9) extrai-se uma amostra aleatdria simples de tamanho 25, obtendo-se
25

> x; = 60. Desenvolva detalhadamente o intervalo de confianca de nivel de confianca 99% para a
i=1

média da populacéo.

Determine o tamanho da amostra necessério para se estimar a média de uma populagdo normal com
o = 4,2 para que, com confianca de 95%, o erro maximo de estimacéo seja +0, 05.

O peso X de um certo artigo é descrito aproximadamente por uma distribuicdo normal com o = 0, 58.
Uma amostra de tamanho n = 25 resultou em x = 2,8. Desenvolva detalhadamente o intervalo de
confianca de nivel de confianca 0, 90.

De uma populacdo normal com o = 5, retira-se uma amostra aleatéria simples de tamanho 50,
obtendo-se x = 42.

(@) Obtenha o intervalo de confianga para a média com nivel de significancia de 5%.

(b) Qual é o erro de estimacao?

(c) Para que o erro seja < 1, com probabilidade de acerto de 95%, qual deverd ser o tamanho da

amostra?

Os valores da venda mensal de determinado artigo tém distribuicdo aproximadamente normal com
desvio padrdo de R$500,00. O gerente da loja afirma vender, em média, R$34.700,00. O dono da
loja, querendo verificar a veracidade de tal afirmativa, seleciona uma amostra aleatdria das vendas
em determinado més, obtendo os sequintes valores:

33840, 00 32960, 00 41815, 00 35060, 00 35050, 00
32940, 00 32115,00 32740, 00 33590, 00 33010, 00

(@) Obtenha o intervalo de confianca para a venda média mensal com nivel de significancia de 5%.
(b) Obtenha o intervalo de confianca para a venda média mensal com nivel de significancia de 1%.

(c) Em qual dos dois niveis de confianca podemos afirmar que o gerente se baseou para fazer a
afirmativa?

Construa um intervalo de confianca para a proporcao populacional para cada um dos casos listados
a sequir:
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12.

13.

14.

15.

16.
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(@) n =600 a=2%
Nulmero de “sucessos” na amostra = 128
(b) n =1200 a=10%
Numero de “sucessos” na amostra = 710
Estimativa prévia po = 55%

Uma amostra de 300 habitantes de uma grande cidade revelou que 180 desejavam a fluoragéo da
agua. Encontre o intervalo de confianca para a verdadeira proporcéo dos que nédo desejam a fluoracéo
da agua para

(@) um nivel de significancia de 5%;

(b) um nivel de confianca de 96%.

Querendo estimar a proporcdo de pecas defeituosas em uma linha de producdo, examinou-se uma
amostra de 100 pecas, encontrando-se 32 defeituosas. Sabe-se que o estimador P para esse tamanho
de amostra tem desvio padréo de 3%. Calcule o intervalo de confianca ao nivel de significancia de
3%.

Em uma pesquisa de mercado, 57 das 150 pessoas entrevistadas afirmaram que comprariam
determinado produto sendo lancado por uma empresa. Essa amostra é suficiente para se estimar a
verdadeira proporcao de futuros compradores, com uma precisdo de 0,08 e uma confianca de 90%?
Em caso negativo, calcule o tamanho de amostra necessario.

Uma amostra aleatdria simples de 400 itens forneceu 100 itens correspondentes ao evento Sucesso.

7

(@) Qual é a estimativa pontual p para a verdadeira proporcao de Sucessos na populacdo?
(b) Qual é o erro padrao estimado de p?
(c) Calcule o intervalo de confianca para a verdadeira proporcao de Sucessos na populacdo ao nivel

de confianca de 80%.

Em uma sondagem, uma estimativa preliminar de “Sucessos” em uma populacdo é de 0,35. Que
tamanho deve ter uma amostra para fornecer um intervalo de confianca de 95% com uma margem de
erro de 0,057



Capitulo 4

Mais sobre intervalos de confianca para
parametros da N(u; 02)

No capitulo anterior, introduzimos o conceito de intervalo de confianca, aplicando-o no contexto
pouco realista de uma populagdo normal com varidncia conhecida. Amostragem de populagoes normais é
um topico importante, que leva a propriedades interessantes de estatisticas amostrais. Mas é necessario
ampliar o contexto inicial, lidando com populacdes normais com média e varidncia desconhecidas. Esse é
o assunto deste capitulo.

4.1 Amostragem de populacdées normais

7

O foco deste capitulo é a estimacao da média e da varidncia de uma populacdo normal. Assim,
iremos considerar uma amostra aleatéria simples Xi, X2, -+, X, de uma populacéo X ~ N(u; 02).

4.1.1 A distribuicao qui-quadrado

Uma das distribui¢des que surgirdo no estudo de estimadores para os parametros da normal é a
distribuicdo qui-quadrado, que é um caso particular da distribuicdo gama, cuja funcédo densidade é dada
a sequir:

1 a—"1)ya ,—Ax
Flx) = mx A%e ,se x>0 (4.1)

0 , caso contrario.

Note que essa densidade depende de dois parametros: a, chamado pardmetro de forma, e A, chamado
parametro de escala. Com essa parametrizacdo, temos que

EX) =2 Var (X) = /\% My (t) = ()\’_\7:)& t <A

A distribuicdo qui-quadrado é um caso particular da distribuicdo gama, em que o parédmetro de

forma o é igual a 5, com n inteiro positivo, e o parametro de escala A é % A funcao densidade resultante

7

e

—x/[2

1 n/2 1
fx(x) = ) e 12x — 1 ()1,

X(n/2)—1 —
M(n/2) 2 [(n/2)2772
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que depende apenas do pardmetro n, chamado graus de liberdade (gl). Usaremos a notacdo X ~ x? para
indicar que a variavel aleatéria X tem distribuicdo qui-quadrado com n graus de liberdade. Entéo, se
X ~ x?2, sua funcdo densidade é

1
— _x1e=x12 e x>0
n/2 !
fex) = § 101212 (4.2)
0 , caso contrario.
¢ /2 /2 1 1
n n
E X = —— = Vc g X = — = 2 /\/’ =, —
X =3z=" )= qop =2 MO =Gz <3

Com relacdo aos momentos da distribuicdo qui-quadrado, temos que, se X ~ x2, entdo

2/<r(k:127) k>_g
E(X%) = m(3)
+00 kg—g

Na Figura séo apresentados graficos das distribuicdes x> com 1, 2 e 3 graus de liberdade.

>
[N

Figura 4.1 — Distribuicdo qui-quadrado com 1, 2 e 3 graus de liberdade

Outros fatos importantes sobre a distribuicdo qui-quadrado sdo dados no lema a sequir.

LEMA 4.1 Fatos sobre a distribuicéo qui-quadrado

a. Se Z ~ N(0; 1), entdo 7% ~ X12~

b. Se X1,Xa,---, X, sdo varidveis aleatdrias independentes com X; ~ X,fi, entdo X4 + Xo + -+ X, ~

2
Xk1 +hkot-4ky

Demonstracéao
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a. Temos que fz(z) = ! e, —00 < 7z < +00. Seja Y = Z2. Para y < 0, Fy(y) =0 e para y >0
V2r
Fyly) = P(Y<y)=PZ?<y)=P(-/y<Z< VY = Fz(VY) = Fz(=vy) =
cont.
4 1 7 ’ 1
Fyly) = 5—=Fz2(Vy)+ F2(=Vy) = fyv(y) = 5—=1[fz(\/y) + fz2(=V/y)] =

2y “ 2,/

! e Y2 4 1 “12a-yl2 _ 1 ~112a=y/2

= g v v v e g

Comparando essa Ultima expressdo com a densidade dada em (4.2), vemos que Y = Z2 ~ x?.

_2\/y

n

b. Seja W = E Xi. Entdo, sua funcéo geradora de momentos é
i=1

my(t) =E lexp (tZX[
i=1

1
(1 = 2¢t)(kithat k)12

] S (etX1eth . etX”)\Z’/IﬂX1(t)lﬂX2(t) .. 'n7X,,(t) =

indep.

Essa é a funcdo geradora de momentos de uma distribuicdo qui-quadrado com gl = ky + ky + - - - + kj,
o que completa a prova.

Na Tabela Ill do Apéndice [A]séo dados alguns valores criticos (ver Figura da distribuicao qui-
quadrado com graus de liberdade variando de 1 a 35. Assim como no caso da distribuicdo normal, o valor
critico x2., 6 tal que P (x? > x7.) = .

2
Xn;a

Figura 4.2 — Valor critico da x?2

4.1.2 A distribuicao t—Student

Outra distribuicdo que desempenha papel central na inferéncia para populagdbes normais é a
distribuicéo t de Student, obtida por William Gosset (1876-1937), que trabalhava na Cervejaria Guinness,
na Irlanda. Como a cervejaria ndo permitia a publicacdo de resultados de pesquisa obtidos por seus
funcionarios, Gosset publicou, sob o pseudonimo Student, o artigo “The probable error of a mean”, na
revista Biometrika, vol. 6, no. 1. Essa distribuicao é apresentada no teorema a sequir, cuja demonstracao
pode ser vista no Apéndice [C]
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TEOREMA 4.1 A distribuicdo t
Sejam Z e Y duas varidveis aleatérias independentes, tais que Z ~ N(0;1) e Y ~ x2. Entéo, a
(4.3)

varidvel aleatéria
"=
n
tem fungdo densidade dada por

n+1

fr(t) = ! r( 2 ) 1+t—2 - (4.4)

N L r(ﬂ) n .

2

\4

chamada densidade t com n graus de liberdade.

Usaremos a seguinte notacdo para representar uma varidvel T com distribuicdo t com n graus de

liberdade: T ~ t,.

COROLARIO 4.1 Média e variéncia da distribuicéio t
Se T ~ t,, entdo
_ 0 n>1
(1) = { +0 0<n<1 (45)
n
2 7° (4.6)

Var(T) =
) {-i—oo 0O<n<?2

Demonstracao
Da definicdo da varidvel T, resulta que
E(T)=vnE@Z)E(Y?)

Obviamente, E(Z) = 0, mas E (Y~"2) é o momento de ordem —1/2 de uma varidvel qui-quadrado
com n graus de liberdade e esse momento sera finito apenas se —% > —3, ou equivalentemente, se n > 1.
Logo,se 0 < n <1, E(T)=4ccesen>1 E(T)=0.
E(T) =nE(ZY)E(Y)

Analogamente,
Temos que E(Z?) = Var(Z) = 1, mas E (Y‘1) é o momento de ordem —1 de uma variavel qui-
quadrado com n graus de liberdade e esse momento sera finito apenas se —1 > —7, ou equivalentemente,
sen>2. Logo,se0<n<?2, E(YZ) =+4+ocoesen>2
T(E1+8) 1 r(E-1)
2(5-1)r(5-1) n=2

n .
= 5+ 0 que completa a demonstracéo.
n—

e, portanto, se n > 2, E(T?) = Var(T)
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I~ N(0;1)

“[~ N(0;1)

(b)

(c) £(10)

(d) £(30)

Figura 4.3 — Normal padrao versus t-Student
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Na Figura séo apresentados graficos das distribuicées t com 1, 2, 10 e 30 graus de liberdade.
A titulo de comparacao, ilustra-se também a distribuicdo normal padréo. Podemos ver que, a medida que

aumenta o numero de graus de liberdade, a distribuicdo t se aproxima da N(0; 1).

Na Tabela IV do Apéndice [A] sdo dados alguns valores criticos (veja Figura [4.4) da distribuicao t
com graus de liberdade variando de 1 a 35. Como antes, o valor critico t,., é tal que P (t, > t,.4(n)) = a.

Figura 4.4 — Valor critico da t,
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4.1.3 Foérmulas recursivas para calculo da média e da variancia amostrais

Vamos estabelecer, agora, férmulas recursivas para o cdlculo de X e S?, ou seja, férmulas que
permitem atualizacdo dos valores a partir do acréscimo a amostra de uma nova observacdo. Para isso,
vamos usar a seguinte notacdo: X, e S2 representam a média e a varidncia amostrais calculadas com
base em n observacoes.

1T & 1T 1 N1 1
Ko = Xz Y Xt~ KXo = Y Xk X,
* /7—1—1; n+1§ +n+1 * n—i—1n§ +n+1 *
n - 1 - nyn + XI7+1
= Xn Xyt = Xpp1 = ———— 47
n+1 +n+’| i i n+1 (+7)
v v nyn + Xn+1 Y o nyn + Xn+1 — (” + 1)Yn _ Xn+1 — Yn
Xns1 = Xn = n+1 Xn = n+1  on+1 (+8)
n+1 o ) n+1 o . . 5
l75,%+1 = Z(X[_Xl7+1) :Z(Xi_xn"f‘Xn_XnJr‘l)
i=1 i=1
n+1 n+1 n+1

= Y (X X)) (K= Xuir) 42D (X —X,) (Xo = Xo1)
i=1 i=1 i=1

n 5 5 . 5 . . n+1 o

Z(XI_XH) +(X/7+1_Xn) +(I7+1)(Xn+1_Xn) _Z(Xn-H_Xn)Z(X[_Xn)

i=1 i=1

v 2 ~ n+1
(n=1)S2 + (Xns1 — Xa)* + (n +1) (X”“_X”) —zx”“_x”Z(X[—Yn)

N n+1 n+1 ¢
=
- \2 ~ n
. 2 — 2 (Xn+1 - Xn) Xn+1 _Xn Y
= (n=NS}+ (Xox1 — Xa)" + 2 T Z = Xn) + (Xos1 — X,)
= \2
-2 (X1 —Xa)
= (I7—1)5,27+(X,7+1—Xn) —%
= (/7 - 1)5,27 + n (Xn+1 - yn)2 (49)

n+1

4.1.4 Distribuicdo amostral de S?

Para demonstrar um teorema que estabelece a distribuicdo de S?, apresentada por [Stigler| (1984),
faremos uso do seguinte:

RESULTADO 4.1 Fatos sobre a distribuicdo normal multivariada

Se U e V sdo varidveis aleatérias independentes, cada uma com distribuigcdo normal, e se
X=aU+ bV
Y=cU+dV

entdo (X,Y) tem distribuicdo normal bivariada e, portanto, se X e Y forem néo correlacionadas, elas
também serdio independentes.
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TEOREMA 4.2 Distribuicdo amostral de S?

Seja X1, X2, - - - X, uma amostra aleatéria simples de uma populacédo X ~ N(u; 2).

n—1)S?
@ "

(b) X e S? sdo independentes.

Demonstracao

A demonstracao serd feita por indugdo em n, o tamanho da amostra, com uso do Teorema [2.2] que

2
~ o . - v .. .
estabelece que X ~ N (u; ) Usaremos, mais uma vez, a notacdo X, e S2 definida anteriormente.
n

en=2
2 2 2 2 2
1 — \2 X1+ X5 X1+ X5 X1 — X5 Xo — Xi
2 _ _ _
o= gL -X) _(X1_2) +(X2‘ 2 ) —( > ) +(z) =
RVAY:
S = M (4.10)

X; e X; sdo independentes, cada uma com distribuicdo N(u; 02); logo,

X1 —=Xo (X1 — Xa)?

~ N(O; 1 2

52
X1 = Xo ~ N (0;20%) = ~xi =215 x

e isso prova a parte (a) para n = 2.

Xi e X, sdo varidveis normais independentes; logo, pelo Resultado X1+ X5 e X4 — X5 tém
distribuicdo normal bivariada. Mas

COV(X1 — Xz, X1 + Xz) = Var(X1) — Val”(Xz) =0

VRY)
X1+ X 0 52— (X1 —X3) 3o

Logo, X7 + X3 e Xi — X, séo independentes o que prova que X; = > >

independentes.

e Provamos que o teorema vale para n = 2. Suponhamos, agora,que ele seja valido para n, ou seja,

S? 5
n
(n="1)2 ~ X (4.11)
X, e S? séo independentes (4.12)
Vamos provar que é valido para n + 1.
e n+1
Usando o resultado dado em (4.9), obtemos que
S? S2 Xosr — X\
1 n n n+1 — An
n—>-=(n-1—=5+
o o n+1 o
* Xp41 € independente de S,%, que so depende de Xi,---, X,

x X, é independente de S? pela hipétese de inducao (4.12)
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* Logo,
2 n o Xpet — X\
o\ Zn o4 n+1 n

(n 1)02 é independente de P ( 5 ) (4.13)
N yﬂ Xn
Xpy1 = DAn + Aatt é independente de S? (4.14)

n+1
Xosr =X o N (0502 + Z) = " Ko = X0 ) (1) (4.15)
n+1 n ’ n n+1 p X .
52
(n— 1)0—’; ~ x*(n —1) pela hipétese de inducao (@12 (4.16)

2

Sn+1 y . . . .
Logo, n—5~ ¢é a soma de duas variaveis qui-quadrado independentes e, pelo Lema 4.1 resulta

que
2
5n+1 ~ V2
n 2 Xn-1+1
0 que prova a parte (a) do teorema para n + 1.
X,+1 e X, sdo varidveis aleatérias normais independentes. Logo, X411 — X, e Xpsq +nX, tém
distribuicdo normal bivariada pelo Resultado [4.1] Mas

Cov (Xn+1 — X, X1 + nyn) = Var(X,+1) — n Var(yn) =0

o que significa que X,11—X, e Xp41+nX, sdo independentes, ou seja, X,11—X, é independente
de X, 41.

Temos, entdo:

n—1 1
S, = S?
n+1 n n+n+1

— \2
(Xn+1 - Xn)
S2 ¢ independente de Xt

n

Xn+1 — X € independente de X1

e, portanto, S,%H é independente de X,41, 0 que completa a demonstracao. u
Distribuicao de X
Se Xi,X3,-++, X, é uma amostra aleatéria simples de uma populacdo X ~ N(u; 0?), seque, dos

Teoremas [2.2] e que

NSNS
g
(n—1)S?
g2 ~ X571

X e S? sao independentes
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Logo, pelo Teorema

ou, equivalentemente,

~ t_q (4.17)

4.2 Intervalo de confianca para a variancia ¢
Na Figura temos ilustrados os valores criticos da x2_, que deixam probabilidade /2 em cada
cauda, ou seja, para uma varidvel aleatéria x?2 ,, temos

2 2 2
P (Xn—1;1—0(/2 S Xn-1 S Xn—‘l;a/Z) =1-a

Embora a distribuicdo ndo seja simétrica, vamos considerar probabilidades iguais nas duas caudas.

a2

2 9
Xn—1;1—a/2 Xn-1;0/2

Figura 4.5 — Valores criticos da x?2 para intervalos de confianca

n—1)5?
Mas, pelo Teorema sabemos que % ~ x2_,. Logo,

(n—1)S2

2
o2 < Xn‘l;cr/Z) = 1T-a=

2
P (Xn1;1a/2 <

2 2
Xn71’170(/2 1 an1'a/2
D P T R (D AL Lt VI — ‘] — =
(n—1)S2 _02_(17—1)52) “
- 1)5? - 1)5?
P (nzi) < o2 < (1727) = 1—-q
Xn—1;0(/2 Xn—1;1—a/2

Nessa tltima expressédo, temos um intervalo cujos limites sdo varidveis aleatdrias, pois dependem da
amostra sorteada. Além disso, esses limites ndo dependem do pardmetro g2. Assim, essa Ultima expressao
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nos fornece um intervalo de confianca para a varidncia de uma populacdo normal com nivel de confianca
1—oa.

n Intervalo de Confianca para a Variancia da N(u; 0?)

Seja X1, X, ..., X, uma amostra aleatéria simples de uma populagdo X ~ N (p; 02).
O intervalo de confianca para o2 de nivel de confianca 1 — o é

(n—1)S2 (n—1)S?

2 2
Xn—1;o(/2 Xn—‘l;1—0(/2

(4.18)

em que x2 , ¢ o valor critico da distribuicdo qui-quadrado com n graus de liberdade
que deixa area a acima dele.

A interpretacéo do intervalo de confianca para 0? é a mesma: se construissemos os intervalos de
confianga pela férmula [4.78] para todas as possiveis amostras, 100 x (1 — @)% dos intervalos conteriam
o verdadeiro valor de o”. Na Figura ilustra-se essa interpretacdo dos intervalos de confianca para
a varidncia de uma populacdo normal com amostras de tamanho n = 17. A distribuicdo qui-quadrado
com 16 gl representa a distribuicdo de probabilidade dos valores de (n — 1)S?/g?. Valores extremos de
tal estatistica levam a intervalos de confianca que ndo contém o verdadeiro parametro, representados
pelos intervalos em preto. Os valores centrais, que tém alta probabilidade (1 — a) de ocorréncia, levam a
intervalos que contém o verdadeiro valor do parametro (intervalos em cinza).

I
|
|
|
0_2

Figura 4.6 — Interpretacdo do IC para a variancia da N(y; 02)

Observe que os comprimentos dos intervalos ndo sdo constantes, como no caso dos intervalos de
confianca para a média de uma normal com varidncia conhecida. Aqui, o comprimento do intervalo é

1 1

2 -2
an1;17a/2 Xn71;0(/2

d=(n—-1)5°

ou seja, quanto maior a variancia amostral, maior o comprimento do intervalo de confianca baseado numa
amostra de tamanho n e nivel de confianca 1 — a.
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EXEMPLO 4.1

De uma populacdo normal com média e varidncia desconhecidas, extrai-se uma amostra de tamanho 15
obtendo-se X = 12 e s? = 49. Obtenha um intervalo de confianca para a varidncia populacional, utilizando
o nivel de confianca de 95%.

Solucao

O requisito para o IC para ¢° é satisfeito, uma vez que a populacdo é normal. Temos que usar a
distribuicdo x? com n — 1 = 14 graus de liberdade. Como o nivel de confianca ¢ de 95%, em cada cauda
da distribuicdo temos que ter 2,5%. Assim, para a cauda superior, devemos usar o valor critico X7, 025
procurando na linha correspondente a 14 graus de liberdade e na coluna correspondente a probabilidade

; 2 —
de 0,025. Encontramos que X7y 025 = 26,119.

Para a cauda inferior, devemos usar o valor critico x4 75 Procurando na linha correspondente a

14 graus de liberdade e na coluna correspondente a probabilidade de 0,975. Encontramos que x?0o75 =
5,629. Logo, o intervalo de confianca é

[14 x 49 14 x 49

26,119 5,629 ] = [26, 26121, 87]

*»"

4.3 Intervalo de confianca para a média p

Na Figura [4.7] temos ilustrados os valores criticos da t,_1 que deixam probabilidade a/2 em cada
cauda, ou seja, para uma variavel aleatdria t,_1, temos

P (_tn—1;a/2 <thq £ tn—1;a/2) =1-a

@2 | af
7tn,:(v/2 tn;zV/Q

Figura 4.7 — Valores criticos da x?2 para intervalos de confianca

!
Ho t,—1. Logo,

Mas, pelo resultado dado em (4.1.5), sabemos que ﬁT
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x|

P (_tn—1;a/2 < \/E

—
S Stn—1;o(/2) =1—a=
s - S
P (_tn—1;a/2\/ﬁ < X_/J < tn—1;0(/2\/ﬁ) E

— S - S
P (X - tn—1;a/2ﬁ <p< X+ tn—1;0(/2) =1—-a

Essa Ultima expressdo é o intervalo de confianca para a média p de uma populacdo normal com
variancia desconhecida.

n Intervalo de Confianca para a Média da N(u; 0?) — 0 Desconhecida

Seja X1, X2, ..., X, uma amostra aleatéria simples de uma populacdo X ~ N (u; 02).
O intervalo de confianca para p de nivel de confianca 1 — o é

]

- S - S
[X - tnf1;a/27; X + tnf1;a/2

onde t,_1.4/2 € 0 valor critico da distribuicdo t-Student com n —1 graus de liberdade
que deixa area a/2 acima dele.

4.3.1 Margem de erro

Note, mais uma vez, a forma do intervalo de confianca:
X+e

onde a margem de erro €, agora, é definida em termos do valor critico da distribuicéo t e do erro- padréo
estimado de X':

S . o
€=thrtap——= = th1.apEP(X 419
n 1,a/2\/ﬁ n—1;a/2 ( ) ( )
onde
EP(X) = > (4.20)
=7 )
4.3.2 Amostras grandes
. i . o - X—uy

Vimos que, para populacées normais, a distribuicdo exata da estatistica T = v/n é tn—1).

Mas vimos também que, quando o niimero de graus de liberdade é grande, a diferenca entre as distribuicées
t e N(0; 1) torna-se desprezivel.

Por outro lado, se a populacdo ndo é normal, mas tem média p e varidncia o2, o Teorema Limite

X—u
Central nos diz que a distribuicao de /n se aproxima de uma N(0; 1) a medida que n aumenta.

Pode-se mostrar que esse resultado continua valendo se substituirmos ¢ por seu estimador S.
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A conclusédo dessas duas observagbes é a seguinte:

n Intervalo de confianga para a média baseado em grandes amostras

Dada uma amostra aleatéria simples Xi, X5, ..., X, de uma populacdo X com média
U e variancia o2, entdo
X —p
Vn=—— = N(0; 1)
S

para n suficientemente grande. Nesse caso, o intervalo de confianca aproximado de
nivel de conflanca 1 — a para py é

_ s _
[X — Zapp—= X+ Zap2

R

EXEMPLO 4.2

De uma populacdo normal com média e varidncia desconhecidas, extrai-se uma amostra de tamanho 15
obtendo-se X = 12 e s? = 49. Obtenha um intervalo de confianca para a verdadeira média populacional,
utilizando o nivel de confianca de 95%.

Solucao

Os seguintes requisitos para o IC para p sdo satisfeitos: a populacdo é normal e a amostra é
pequena. Dessa forma, temos que usar a distribuicdo t com n —1 = 14 graus de liberdade. Como o nivel
de confianga é de 95%, em cada cauda da distribuicdo temos que ter 2,5%. Assim, devemos procurar a
abscissa t14.0,025 procurando na linha correspondente a 14 graus de liberdade e na coluna correspondente
a area de 0,025. Encontramos

t140025 = 2,145
A margem de erro é

7
€=2,145x — = 3,8769
V15

e o intervalo de confianca, [12 — 3,8769;12 + 3,8769] = [8, 1231; 15, 8769] "

EXEMPLO 4.3

A sequinte amostra foi extraida de uma populacdo normal: 6,6,7,8,9,9,10,11,12. Construa o intervalo
de confianca para a média populacional, com nivel de confianca de 90%.

Solucao

Como antes, temos uma amostra pequena de uma populacdo normal; logo, temos que usar a
distribuicdo t-Student. Como n =9, gl=n—1 = 8.

A média amostral é

2_Xi
n

_ 6+6+7+8+9;—9+10+11+12:§:8,667

X
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e a variancia amostral é

1

_ o= () | _
- ,7_12(”‘*)2—”_1[2*?—”]—

1 782
= 8[62+62+72+82+92+92+102+112+122—9]

1 60847 36
= 8[712—9]_8_4,5

Como o nivel de significancia é a = 10%, o nivel de confianca é 1 — a = 90%. Em cada cauda da
distribuicdo t(8) temos que ter &rea igual a 5%. Assim, temos que procurar na linha correspondente a 8
graus de liberdade a abscissa relativa a area superior de 0,05. Obtemos tg.005 = 1,860. A margem de erro
é

4,5

e =1,860 x =1,315

e o intervalo de confianca é [8,667 — 1,315;8,667 + 1,315] = [7,352;9, 982] *

EXEMPLO 4.4

A partir de uma amostra aleatéria simples de tamanho n = 100, os seguintes valores foram obtidos:
X = 12,36 e S? = 132,56. Obtenha um intervalo de confianca de nivel de confianca 90% para a média
populacional .

Solugao

Como o tamanho amostral é grande, podemos usar a aproximacao normal. Como 1 — o = 0,90, em
cada cauda temos que ter 5% e, assim, devemos procurar no corpo da tabela da distribuicdo normal o valor
mais proximo de 0,45. Resulta que zpo5 = 1,64, 0 que nos da a seguinte margem de erro:

132.56
100

O intervalo de confianca de 90% de confianca ¢é [12.36 —1.8882; 12.36 + 1.8882] =
[10.472; 14.248] *

e =1.64x =1,8882

4.4 Exercicios propostos

1. Seja X ~ X127 uma variavel aleatdria com distribuicdo qui-quadrado com 17 graus de liberdade.
Encontre o valor da abscissa k tal que:

(a) P(X > k) =0,02
(b) P(X < k) = 0,02
(c) P(X < k) =0,90

2. Para uma distribuicdo t de Student com 12 graus de liberdade, encontre a probabilidade de cada
uma das seguintes regides (eshoce um grafico para auxiliar na solucéo do exercicio):

(@) a esquerda de 1,782;
(b) a direita de —1,356;
) a direita de 2,681;

)

(d) entre 1,083 e 3,055;

(c
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(e) entre —1,356 e 2,179.
3. Encontre os sequintes valores criticos da distribuicdo t de Student:

(@) ti50,05
(b) t18;0,90

(c) t25,0,075

4. Os tempos gastos por quinze funciondrios em uma das tarefas de um programa de treinamento estéo
listados abaixo. é razoével supor, nesse caso, que essa seja uma amostra aleatéria simples de uma
populacdo normal, ou seja, é razoadvel supor que a populacdo de todos os tempos de funciondrios
submetidos a esse treinamento seja aproximadamente normal. Obtenha o intervalo de confianca de
nivel de confianca de 95% para

(@) o tempo médio populacional;

(b) a variancia populacional.

52 44 55 44 45 59 50 54
62 46 54 58 60 62 63

5. Uma amostra aleatéria simples de uma populagdo normal apresenta as seguintes caracteristicas:
n=25 x=500 s*=900
Construa um intervalo de confianca de nivel de confianca de 98% para

(a) a média populacional;

(b) a variancia populacional.
6. Em uma fabrica, uma amostra de 30 parafusos apresentou os sequintes didmetros (em mm):

0 13 14 11 13 14 11 13 14 15
12 14 15 13 14 12 12 11 15 16
13 15 14 14 15 15 16 12 10 15

Supondo que os didmetros possam ser descritos por uma variavel normal, obtenha um intervalo de
confianca

(@) para o didametro médio de todos os parafusos produzidos nessa fabrica, usando o nivel de
confianca de 98%;

(b) para a variancia do didmetro de todos os parafusos produzidos nessa fabrica.

Obs.: Para facilitar a solugédo do exercicio, vocé pode usar os seguintes resultados:

30 30
> xi =401 Y X7 =5443
i=1 i=1

7. Repita o exercicio anterior, supondo que n = 100.
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Capitulo 5

Testes de hipoteses — Conceitos basicos

5.1 Introducao

Na teoria de estimacéo, vimos que é possivel, por meio de estatisticas amostrais adequadas, estimar
parametros de uma populacgdo, dentro de um certo intervalo de confianca.

Nos testes de hipoteses, em vez de se construir um intervalo de confianca no qual se espera que
o parametro da populacdo esteja contido, testa-se a validade de uma afirmacdo sobre um pardmetro da
populacdo. Entdo, em um teste de hipdtese, procura-se tomar decisdes a respeito de uma populacdo com
base em informacdes obtidas de uma amostra dessa populacéo.

Vamos trabalhar com alguns exemplos para ilustrar os conceitos basicos necessarios para a
construcdo de testes de hipdteses estatisticos.

EXEMPLO 5.1 Amostra de anéis de vedacédo - parte 1

Uma empresa compra anéis de vedacao de dois fabricantes. Segundo informacées dos fabricantes,
os anéis do fabricante 1 tém diametro médio de 14 cm com desvio padréo de 1,2 cm e os anéis do fabricante
2 tém didametro médio de 15 cm com desvio padrao de 2,0 cm. Ambos os processos de producdo geram
anéis com didmetros cuja distribuicdo é aproximadamente normal.

7

Uma caixa com 16 anéis sem identificacdo é encontrada pelo gerente do almoxarifado. Embora
ele suspeite que a caixa seja oriunda do fabricante 1, decide fazer uma medicdo dos anéis e basear sua
decisado no didmetro médio da amostra: se o didmetro médio for maior que 14,5 cm, ele identificard a caixa
como oriunda do fabricante 2; caso contrario, ele identificard a caixa como oriunda do fabricante 1.

Esse é um problema tipico de decisdo empresarial. Vamos analisé-lo sob o ponto de vista estatistico,
estudando os possiveis erros e suas probabilidades de ocorréncia. Para isso, precisamos formular uma
hipétese nula, que é a afirmacéo de interesse sobre um parametro da populacéo e uma hipdtese alternativa,
que é a hipdtese que sera considerada, caso haja evidéncias contra a hipdtese nula.

A hipétese nula, normalmente designada por Hp, é uma afirmacdo que é estabelecida com o objetivo
de ser testada; ela pode ser rejeitada ou ndo e a regra de decisdo sera baseada nessa hipdtese nula.
Geralmente, a hipdtese nula é formulada de tal forma que o objetivo é rejeité—la

Neste exemplo, existem apenas duas possibilidades para a origem dos anéis de vedacdo. Como o
gerente suspeita que a caixa venha do fabricante 1, vamos estabelecer a hipétese nula de forma que o

"Mais adiante, veremos um procedimento objetivo para estabelecimento das hipdteses nula e alternativa em contextos mais
complexos.
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resultado desejado seja rejeitéd-la. Definimos, entédo, a hipdtese nula como sendo
Hp : anéis vém do fabricante 2

e, como sd ha dois fabricantes, a hipdtese alternativa sera
H, : anéis vém do fabricante 1

Se denotamos por X a variavel aleatdria que representa o didmetro dos anéis, essas hipdteses se traduzem
como

Ho : X~ N(15;2,0%)
Hy X~ N(14;1,2%)

Aregra de decisao do gerente é baseada na média amostral observada para os 16 anéis encontrados.
Como dito, nossa decisdo deve ser expressa sempre em termos de Hy. Logo, a regra de decisédo é

X < 145 = rejeito Hy
X > 14,5= nao rejeito Hy

Os erros associados a essa regra de decisdo sao:

Erro . rejeitar Hp quando Hp é verdadeira
Erro Il:  néo rejeitar Hy quando Hy é falsa

Se Hp é verdadeira, a amostra vem de uma populacdo normal com média 15 e desvio padrao 2,0.
Nesse caso, a média amostral com base em uma amostra de tamanho 16 é também normal com média 15
: < 20
lesvio padrao ==.
e desvio padrao &
Se Hy é falsa, a amostra vem de uma populacdo normal com média 14 e desvio padréo 1,2. Nesse
caso, a média amostral com base em amostra de tamanho 16 é também normal com média 14 e desvio
A 12
padrao —=.
padrao e
Entdo, as probabilidades associadas aos erros podem ser expressas em termos de probabilidade
condicional:

_ - 2,02
PErmol) = PIX<145X~N (157

6
5 S+ - 1,2°
P(Erro ll) = P|X>14,5X~ N (14
16
Na Figurap.] a probabilidade associada ao erro | corresponde a &rea sombreada de cinza escuro,
enquanto a area sombreada de cinza claro corresponde a probabilidade do erro tipo II.

Vamos calcular essas probabilidades. Em geral, a probabilidade do erro tipo | é denotada por o e
a probabilidade do erro tipo Il por B. Assim,

- - 2,02 14,5 -1
a = P(ErroI):P[X§14,5|X~N(15; 12 )]:P Zg#
4

= P(Z<-1,00)=P(Z>1,00)=0,5—tab(1,00) =0,5—-0,34134 = 0,158606

2 —_
B = pEmon=p[x> 1%~ (1652 14,5-14

16 =P|1Z> 12

7
= P(Z>1,67)=0,5— tab(1,67) = 0,04746
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1.5 1

0.51

2 125 13 135 14 14.5 15 15.5 16 16.5 17

Figura 5.1 — Probabilidades dos Erros tipo | e Il para o Exemplo

*»"

E importante que se entenda a sutileza da notacéo, lembrando que letras maitisculas sao usadas
para representar variaveis aleatdrias e letras mindsculas para representar o valor observado de uma
varidvel aleatéria. Quando falamos da probabilidade do erro ou mesmo da regra de decisdo em termos
gerais, estamos considerando o procedimento decisério geral. Como esse procedimento depende da
amostra sorteada, temos de expressar as probabilidades dos erros e a regra de decisédo levando em
conta as possiveis amostras, ou seja, temos de levar em conta a varidvel aleatéria X que descreve a média
amostral de uma possivel amostra aleatéria simples de tamanho n. A deciséo do gerente serd tomada em
funcéo do resultado amostral observado de uma amostra especifica.

No exemplo, a regra de decisdo geral é: se X > 14,5, o gerente classifica como producéo do
fabricante 2. Assim, se a caixa em questao tiver uma média de, por exemplo, 14,4, o gerente classificara a
caixa como produzida pelo fabricante 1.

EXEMPLO 5.2 Amostra de anéis de vedacéo - parte 2

Para resumir os resultados do exemplo anterior, podemos construir o sequinte quadro:

Decisdo do Gerente
Fabricante 1 (H) Fabricante 2 (Hp)
Fabricante | 1 (Hy) oK Erro Il (B = 0,04746)
Verdadeiro | 2 (Hp) | Erro | (a = 0,15860) OK

Vemos ai que a probabilidade do erro tipo | é maior. Analisando a Figura 5.1} podemos ver também que,
se mudarmos a regra de decisdo escolhendo um valor de corte diferente de 14,5, essas probabilidades se
alterardo. Aumentando «, diminui 8 e vice-versa.

Vamos, agora, estabelecer uma nova regra de decisdo de modo que a probabilidade do erro tipo |
passe a ser 0,05. A nossa regido de rejeicao, ou regido critica, continua tendo a forma X < k. Pela Figura
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vemos que k tem de ser menor que 14,5. O que queremos é

2
0(:0,05<:>P[X§l<|X~/\/(15;21'(6))] =0,05&
Plz< k_215 :0,05@P(zz—k_15) =0,05&

3 ’
0,5~ tab (—k_15) = 0,05 & tab (—k0_515) = 0,45 &
k—15

=1,64 k=14,18

0,5

Com essa nova regra, rejeitamos Hy se X < 14,18 e o erro tipo Il passa a ter probabilidade

2
B = P(Erro II):P[X>14,18|X~/\/(14;11'é )]
14,18 — 14
= P Z>12):I>(Z>0,6)
4

0,5 — tab(0,6) = 0,27425

*»"

EXEMPLO 5.3 Amostra de anéis de vedacéao - parte 3

Suponha, agora, que o gerente queira igualar as probabilidades de erro. Qual deve ser a regra de
decisdo?

a=pB<s
_ _ 2 02 _ — 1,22
> ~ . ! =P ~ ; !
| [X§k|X N(15, 16 )] [ [X>/<|X N(14, 6 )](:)
k—15 k—14 k—15 k—14
Plz<——|=P|Z =—
ST > 12 ) 0,5 0,3

0,3k—4,5=-0,5k+70,8k=11,5 k=14,375

Neste caso, as probabilidades dos erros tipo | e Il sédo

— - 2,07
a = B=P[X<14375]X~ N (15 =

_p (ZS 14,375—15)

0,5
P(Z < —1,25)=P(Z >1,25) = 0,5 — tab(1,25) = 0, 10565

*»"

EXEMPLO 5.4 Amostra de anéis de vedacédo - parte 4
O procedimento de se fixar a probabilidade a do erro tipo | é o mais utilizado pois, em geral, na
pratica a situacdo nao é tdo simples como a escolha entre duas decisées.

Suponha, nos dois exemplos anteriores, que a empresa compre anéis de diversos fabricantes mas,
pelas caracteristicas de producédo do fabricante 2, os anéis produzidos por ele sejam especiais para a
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7

empresa. Assim, é importante identificar corretamente a origem, caso eles sejam oriundos do fabricante
2. Nesta situacdo, nossas hipoteses passariam a ser:

Ho : anéis sdo produzidos pelo fabricante 2

Hi : anéis nado sdo produzidos pelo fabricante 2

Queremos que a probabilidade a seja pequena; assim, podemos fixar a como 0,05 ou mesmo 0,01. De posse
do valor dessa probabilidade, poderiamos estabelecer a regido critica ou regido de rejeicdo. A diferenca
fundamental aqui estd no célculo da probabilidade do erro tipo Il: ndo existe um Unico valor de 3, j& que,
soh Hj, a distribuicdo pode ter qualquer média. *

5.2 Conceitos basicos

O contexto em que se baseia a teoria de teste de hipdtese é basicamente o mesmo da teoria de
estimacao por intervalo de confianca. Temos uma populacéo representada por uma variadvel aleatdria X
cuja distribuicdo de probabilidade depende de algum paréametro 6. O interesse agora estd em testar a
veracidade de alguma afirmativa sobre 6.

5.2.1 Hipdteses nula e alternativa

A hipdtese nula, representada por Hp, é a hipdtese bhasica que queremos testar. Nesse texto
consideraremos apenas hipdteses nulas simples, isto é, hipoteses que estabelecem que o pardmetro de
interesse é igual a um determinado valor. A forma geral é:

H()ZQ:@()

Alguns exemplos sao:
Ho:pu=6  Hy:p=05 Hy:0’°=25
O procedimento de teste de hipétese resultard em uma regra de deciséo que nos permitira rejeitar ou néo

rejeitar Hy.

A hipodtese alternativa, representada por Hj;, é a hipdtese que devemos considerar no caso de
rejeicdo da hipétese nula. A forma mais geral de Hy é a hipdtese bilateral

Hi: 04 6

Em algumas situacdes, podemos ter informacdo que nos permita restringir o dominio da hipétese
alternativa. Por exemplo, se uma empresa farmacéutica estd testando um novo medicamento para
enxaqueca no intuito de reduzir o tempo entre a ingestdo do medicamento e o alivio dos sintomas, uma
possivel hipdtese alternativa é

Hy:p<10

Temos, entdo, hipdteses unilaterais a esquerda

Hy: 6 < 6y

e hipdteses unilaterais a direita:
H1 10 > 90

A escolha entre essas formas de hipdtese alternativa se faz com base no conhecimento sobre o problema
sendo considerado e deve ser feita antes de se ter o resultado da amostra.
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Nesse texto consideraremos o seguinte procedimento pratico para determinacéo das hipdteses nula
e alternativa.

“Traduza” a afirmacdo do problema como uma desigualdade. Faca o mesmo para a afirmacdo
que é a sua negagdo. A desigualdade que ndo envolve o sinal de = serd a hipdtese alternativa
e a hipdtese nula é sempre do tipo 6 = 6.

EXEMPLO 5.5 Determinacdo de Hy e H;

Considerando as sequintes afirmativas como parte de um problema de teste de hipdteses, determine as
hipdteses nula e alternativa apropriadas.

(@) O tempo médio é de, no maximo, 15 minutos

(b) Ha, em média, pelo menos 15 clientes.

(c) A proporcao de clientes tem de ser pelo menos 60%.
(d) A proporcéo de defeituosos tem de ser menor que 5%.

(e) O comprimento médio tem de ser 10cm.

Solucao
(@) Afirmativa dada: u<15
Complementar: u>15

A desigualdade que nao contém o sinal de = (1 > 15) torna-se a hipotese alternativa:

Hy:p=15
Hy:p>15
(b) Afirmativa dada: u>15
Complementar: p <15
Hoy:p=15
Hy:p<15
(c) Afirmativa dada: p > 60%
Complementar: p < 60%
Ho:p=0,6
Hy:p<0,6
(d) Afirmativa dada: p < 5%
Complementar: p>5%
Ho:p=0,05

Hy:p<0,05
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(e) Afirmativa dada: u=10
Complementar-: u=+10

Hy:p =10
Hy:p#10

*»"

5.2.2 Estatistica de teste, erros e regra de decisao

Assim como na construcdo dos intervalos de confianca, usaremos uma estatistica amostral
apropriada para construir o nosso teste de hipdtese, e, nesse contexto, essa estatistica é chamada
estatistica de teste. As estatisticas de teste naturalmente dependem do parametro envolvido no teste

7

e nesse texto consideraremos os parametros média, varidncia e proporcao (que também é uma média).

O procedimento de decisdo sera definido em termos da hipétese nula Hp, com duas decisdes
possiveis: (i) rejeitar Hp ou (it) ndo rejeitar Hy. No quadro a sequir, resumimos as situacdes possiveis.

Deciséo
Rejeitar Hp | Néo rejeitar Hp
Possibi- | Hp verdadeira Erro | oK
lidades Hy falsa oK Erro Il

Vemos, ai, que existem duas possibilidades de erro:
Erro tipo I:  rejeitar Hy quando Hy é verdadeira

Erro tipo Il:  ndo rejeitar Hy quando Hy é falsa

A decisao sobre a hipdtese nula é tomada com base em uma regra que estabelece um conjunto de
valores, chamado regido critica ou regiéo de rejei¢do, de modo que, se o valor observado da estatistica
amostral cair nessa regido, rejeitaremos Hp; caso contrario, ndo rejeitaremos Hp. Vamos denotar por RC
a regido critica.

5.2.3 Regiao critica e nivel de significancia

Em geral, a definicdo da regido critica é feita da sequinte forma: RC é o conjunto de valores cuja
probabilidade de ocorréncia é pequena sob a hipétese de veracidade de Hp. Sendo assim, a regido critica
é construida com base na suposicdo de que Hy é verdadeira.

A definicdo de “probabilidade pequena” se faz por meio da escolha da probabilidade o do erro tipo
I, chamada nivel de significGncia ou tamanho do teste, isto é:

o = P(erro tipo 1) = P(rejeitar Hy | Hy é verdadeira)
Em geral, o valor de a é pequeno e as escolhas mais comuns sédo a = 0,05 e a =0,01.

Definido o nivel de significdncia a, podemos estabelecer a regido critica usando a distribuicao
amostral da estatistica de teste.

EXEMPLO 5.6 Honestidade de uma moeda
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Considere uma situacdo em que estamos interessados em verificar se uma moeda é honesta, isto é,
Hp : p = 0,5. Como néo temos qualquer informacéo sobre o possivel tipo de viés, nossa regra de decisédo
se baseard no niimero de coroas obtidas em 10 lancamentos. Se o niimero de coroas for muito pequeno ou
muito grande, rejeitaremos a hipotese de honestidade da moeda. Para definir o que é grande ou pequeno,
vamos estabelecer um nivel de significancia méximo de 1%, ou seja, a probabilidade de rejeitarmos a
hipdtese nula de honestidade da moeda quando, na verdade, ela é honesta tem de ser no maximo 0,01. Na
tabela a seqguir temos as probabilidades de ocorréncia de cada um dos resultados possiveis, supondo que
a moeda seja honesta. Nesse caso, se X é o numero de coroas em 10 lancamentos, entdo X ~ bin(10;0, 5).

Ndmero de coroas x  P(X = x)

0 0,0009766
0,0097656
0,0439453
0,1171875
0,2050781
0,2460938
0,2050781
0,1171875
0,0439453
0,0097656
0,0009766

OO NO O D WN —

N
(@]

A probabilidade de obtermos 0 ou 10 coroas com uma moeda honesta é 2 x 0,0009766 = 0, 0019531
e se acrescentarmos os resultados 1 coroa ou 9 coroas, a soma das probabilidades é 0,021484, que é maior
que 0,01. Assim, nossa regra de decisdo deve ser “rejeitar Hy se sairem 0 ou 10 coroas” e, nesse caso, a
probabilidade do erro | é o = 0,0019531. N

5.3 Exercicios propostos

1. Estabeleca as hipdteses nula e alternativa para as sequintes situacoes:

(@) Depois de uma pane geral no sistema de informacdo de uma empresa, o gerente administrativo
deseja saber se houve alteracdo no tempo de processamento de determinada atividade. Antes
da pane, o tempo de processamento podia ser aproximado por uma variavel aleatéria normal
com média de 100 minutos e desvio padrdo de 10 minutos. O gerente acredita que a pane nao
tenha alterado a variabilidade do processo.

(b) O dono de uma média empresa decide investigar a alegacdo de seus empregados de que o
salario médio na sua empresa é menor que o saldrio médio nacional, que é de 900 reais.

(c) Uma empresa fabricante de balas afirma que o peso médio de suas balas é de pelo menos 2
gramas.

2. Considere uma populacdo normal com varidncia 225, da qual se extrai uma amostra aleatdria simples
de tamanho 25. Deseja-se testar as seguintes hipdteses:
Hy : p=140
Hy @ p=45

(@) Se a regiao critica é RC : X > 43 calcule as probabilidades dos erros tipo | e Il.

(b) Determine a regido critica da forma X > k tal que a probabilidade do erro tipo | seja 0,10.
Nesse caso, qual é a probabilidade do erro tipo II?
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3. Considere uma populacdo normal com varidncia 225, da qual se extrai uma amostra aleatdria simples
de tamanho 25. Deseja-se testar as seguintes hipdteses:

Hy : p=40
Hi + p#40

e para isso define-se a sequinte regiao critica:

RC: X > 46 ou X < 34

(a) Calcule a probabilidade do erro tipo I.

(b) Calcule a probabilidade do erro tipo Il se p = 36.

4. Considere uma populacdo normal com varidncia 64, da qual se extrai uma amostra aleatéria simples
de tamanho 16. Deseja-se testar as sequintes hipdteses:

Hy : pw=23
Hy @ p=28

(a) Se a regido critica é RC : X > 25,5 calcule as probabilidades dos erros tipo | e II.

(b) Determine a regido critica da forma X > k tal que a probabilidade do erro tipo | seja 0,05.
Nesse caso, qual é a probabilidade do erro tipo II?

5. Desejando-se testar as hipoteses

Hy @ p=45
Hy : p<45

sobre a média p de uma populagao normal com variancia 36, estabeleceu-se a seguinte regido critica
com base em amostra aleatdria simples de tamanho n = 16:

RC: X < 41,25

(@) Calcule a probabilidade do erro tipo I.

(b) Calcule a probabilidade do erro tipo Il se p = 43.
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Capitulo 6

Testes de hipoteses baseados na
distribuicao normal

6.1 Introducao

Neste caplitulo, aplicaremos os conceitos basicos sobre a teoria de teste de hipdtese a situacgdo
especifica em que a estatistica de teste tem, pelo menos aproximadamente, distribuicdo normal. Veremos
iniclalmente testes para a média de uma populacdo normal e, depois, testes para uma proporcao
populacional baseados em grandes amostras.

Vamos apresentar, inicialmente, alguns exemplos que ilustrardo diversas possibilidades que podem
surgir na pratica.

EXEMPLO 6.1 Tempo de processamento - parte 1

Depois de uma pane geral no sistema de informacdo de uma empresa, o gerente administrativo
deseja saber se houve alteracdo no tempo de processamento de determinada atividade. Antes da pane,
o tempo de processamento podia ser aproximado por uma varidvel aleatéria normal com média de 100
minutos e desvio padrdo de 10 minutos. O gerente acredita que a pane nao tenha alterado a variabilidade
do processo. Uma amostra de 16 tempos de processamento apds a pane revela uma média de 105,5 minutos.
Ao nivel de significancia de 5%, qual é a conclusdo sobre a alteracdo do tempo médio de processamento?

Solucao

Seja T a variavel aleatdria que representa o tempo de processamento. Do enunciado, sabemos que
T ~ N(u,10%) e sabemos, também, que antes da pane, p = 10.

e Hipdteses Nula e Alternativa

O interesse do gerente é comparar os tempos antes e depois da pane. Antes da pane, o tempo médio
de processamento era de 100 minutos. Como ele nao sabe o tipo de alteracdo que pode ter ocorrido,
precisa saber se o tempo médio depois da pane é diferente do tempo anterior. Temos, assim, as
sequintes afirmativas p = 100 e p # 100, que nos levam as seqguintes hipdteses nula e alternativa:

Hy : wpw=100
Hy : p#100

e Estatistica de teste
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7 7

Como a populacao é normal, sabemos que a distribuicdo da média amostral também é normal, e
como nao deve ter havido alteracdo na variabilidade do processo, resulta que o desvio padrao é de
10 minutos em qualquer situacéo.

Logo,
— 100 X—u
X~N|u—— — ~ N(0;1
(“' 16 ) 2,5 ©:)
e nossa estatistica de teste sera .
7 = X—wu N(0; 1)
2,5 '

Nivel de significancia e regido critica

7

Pelo enunciado do problema, o nivel de significancia é de 5%. Isso significa que a probabilidade
de erro tipo | é 0,05. Como visto, o erro tipo | consiste em rejeitar a hipétese nula quando ela é
verdadeira. Logo,

a = P(rejeitar Hy | Hy verdadeira) = 0,05

Quando Hy é verdadeira, ¢ = 100 e, portanto,

X —100

Hy verdadeira = 2 = 55

~ N(0; 1)

A ldgica do processo de deciséo em um teste de hipdtese é a sequinte: temos a distribuicao
da estatistica de teste, supondo Hy verdadeira. Nesse caso, nossa estatistica de teste é Z; e
a distribuicdo sob Hp é a normal padréo. Valores observados de Zy com pequena probabilidade
de ocorréncia sob essa hipdtese sdo indicativos de que a hipdtese ndo é verdadeira. Assim, a
regido critica consiste nos valores de Zy nas caudas da distribuicdo N(0, 1), que sdo as regides de
pequena probabilidade. Para delimitar essas regides de pequena probabilidade, usamos o nivel de
significancia e a hipdtese alternativa. Como nesse exemplo a hipdtese alternativa é bilateral, temos
que tomar valores nas duas caudas da distribuicao, distribuindo igualmente a probabilidade de erro,

que é 5%. Veja a Figura

N(0,1)

2,5% 2,5%

— 20,025 20,025

Figura 6.1 — Regido critica para o Exemplo

Entdo, nossa regido critica consiste em valores observados da estatistica de teste Z, que caem na
area sombreada da Figura Essa area sombreada é delimitada pelo valor critico da N(0,1) que
deixa 2,5% acima dele, ou seja,

RC : Zy > 20,025 ou Zy < —20,025
Olhando na tabela da distribuicdo normal, resulta

RC: Zo > 1,96 ou Zy < —1,96
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ou equivalentemente,
RC : |Zo] > 1,96

e Decisao e conclusao

Os dados obhservados fornecem o valor x = 105, 5 minutos, que resulta no sequinte valor da estatistica

de teste:
_105,5—-100

zy = 55 =2,2>1,96

Como o valor da estatistica de teste para a amostra observada esta na regido critica, devemos rejeitar
a hipdtese nula, ou seja, as evidéncias amostrais indicam uma alteragdo do tempo de processamento
da tarefa apds a pane.
e Observacao sobre a regido critica
Vimos que a regido critica é |Z| > 1,96, ou seja
X —100
2,5

‘ '>1,96<:>
X >100+1,96-2,5 ou X >100—-1,96-2,5

Assim, rejeitamos Hy para valores de X distantes do valor 100 especificado em Hy. Como o teste é
bilateral, “distante” pode ser acima ou abaixo de 100. *"

EXEMPLO 6.2 Tempo de processamento - parte 2

Na mesma situagao do exemplo anterior, é bastante razoavel supor que o gerente esteja interessado
apenas no caso de aumento do tempo de processamento. Afinal, se o tempo diminuir, isso significa que a
tarefa vai ser executada mais rapidamente, o que representa um ganho.

Solucao

e Hipodteses Nula e Alternativa

As duas possibilidades séao:

u < 100 OK!
v > 100 Problema!

Seguindo nosso procedimento, temos a seguinte situagao:

Hy : wpw=100
Hy : wpw>100
e estatistica de teste
A estatistica de teste continua sendo
X =100
Zo = — ~ N(0; 1
=55~ NO)

e Nivel de significdncia e regido critica

O nivel de significancia é, ainda, 5% Como antes, valores observados de Z com pequena
probabilidade de ocorréncia sob Hy sédo indicativos de que a hipdtese ndo é verdadeira. Assim,
a regido critica consiste nos valores de Zy na cauda da distribuicao N(0, 1), na direcdo da hipotese
alternativa. Agora, a hipotese alternativa é unilateral ¢ direita e, portanto, a regido critica consiste
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N(0,1)

20,05

Figura 6.2 — Regido critica para o Exemplo

nos valores na cauda superior que respondem pela probabilidade de 5% do erro tipo I. Veja a Figura
[6.2]

Entdo, nossa regido critica consiste em valores observados da estatistica de teste Zy que caem na
area sombreada da Figura 6.2} Essa area sombreada é delimitada pelo valor critico da N(0, 1) que
deixa 5% acima dele, ou seja,

RC : Zy > 20,05

Olhando na tabela da distribuicdo normal, resulta
RC : Zy > 1,64
que é equivalente a X > 100+ 1,64 - 2,5, “distante” do valor 100 na direcdo da hipétese alternativa.

e Deciséo e conclusao

O valor da estatistica de teste nao se altera:

~105,5— 100

= =2,2>1,64
20 25 ,2>1,6

e como antes, devemos rejeitar a hipdtese nula, ou seja, as evidéncias amostrais indicam um aumento
do tempo de processamento da tarefa apds a pane. *"

EXEMPLO 6.3 Proporcédo de alunos

Uma pesquisa foi realizada com alunos da UFF visando, entre outras coisas, estimar a proporcao
dos alunos que tém conhecimento do Regulamento dos Cursos de Graduacdo dessa universidade (dados
ficticios). Foram entrevistados 952 alunos, selecionados aleatoriamente, dos quais 132 afirmaram ter lido
o Regulamento dos Cursos de Graduacdo. Suponha que a universidade decida lancar uma campanha de
esclarecimento se a verdadeira proporcéo de alunos que conhecem o regulamento for inferior a 15%. Ha
razdo para se lancar essa campanha? Justifique sua resposta através de um teste de hipdtese com nivel
de significancia de 5%.

Solugao

Nosso problema agora é fazer um teste de hipdtese sobre uma proporg¢édo populacional. Vimos que
a proporcao amostral é um bom estimador da proporcao populacional e, para amostras grandes,

~ 1—
PzN(p,P(nP))
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e Hipdteses nula e alternativa

Afirmativa dada: p < 0,15
Complementar: p>0,15

Isso nos leva as seguintes hipoteses:
Ho : p=0,15
H : p <0,15

Estatistica de teste

Sob a hipdtese de que Hy é verdadeira,

Zo = _P-015 ~ N(0,1)
0,15x(1-0,15)
952

Nivel de significancia e regido critica

O nivel de significancia é 5%. Como antes, valores observados de Zy com pequena probabilidade
de ocorréncia sob Hp sao indicativos de que a hipdtese nao é verdadeira. Assim, a regido critica
consiste nos valores de Zy na cauda da distribuicao N(0, 1), na direcéo da hipdtese alternativa. Agora,

a hipotese alternativa é unilateral & esquerda e, portanto, a regido critica consiste nos valores na
cauda inferior que respondem pela probabilidade de 5% do erro tipo |. Veja a Figura [6.3;

5%

— 20,05

Figura 6.3 — Regido critica para o Exemplo

Entédo, nossa regido critica consiste em valores observados da estatistica de teste Zy que caem na
area sombreada da Figura [6.2] Essa drea sombreada é delimitada pelo valor critico da N(0,1) que

deixa 5% abaixo dele, ou seja,
RC: 2y < —20,05

Olhando na tabela da distribuicdo normal, resulta
RC: Zy < —1,64

que é equivalente a

0,15 x (1 —0,15)

l3<0,15—1,64-\/

952
Decisao e conclusao
O valor da estatistica de teste é
132
132015
20=-D2___ —_0,9803 £ —1,64
0,15x(1—0,15)

952
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O valor observado da estatistica de teste ndo estd na regido critica; logo, deixamos de rejeitar a
hipotese nula, ou seja, ndo ha razdo para se lancar a campanha de esclarecimento. *

6.2 Teste de hipétese sobre a média de uma N(y; 6%) — 02 conhecida

Os dois primeiros exemplos anteriores ilustram o procedimento para construcdo de um teste de
hipdtese sobre a média de uma populacdo normal com variancia conhecida. De posse de uma amostra
aleatéria simples X1, X2, ..., X, extraida de uma populacdo X ~ N(u; 02), nosso interesse estd em testar
a hipdtese nula

Ho : =t

a um nivel de significdncia a.

Dependendo do conhecimento sobre o problema, a hipdtese alternativa pode tomar uma das trés
formas:

Hi =y # po Hy :p > o Hy < po
2

Em qualquer dos casos, a estatistica de teste baseia-se na média amostral; se a varidncia o~ é

conhecida, sabemos que

Z L L N(O,1)

A regido critica é estabelecida em funcéo do nivel de significdncia, que é a probabilidade o do erro
tipo I:
a = P(rejeitar Hy | Hy verdadeira)

Quando Hy é verdadeira, i = iy e, portanto, nossa estatistica de teste é

Zo = X2H0 N0, 1)

a?
n

Valores observados de Zy com pequena probabilidade de ocorréncia sao indicativos de que a hipdtese
néo é verdadeira. Assim, a regido critica consiste nos valores de Zj na(s) cauda(s) da distribuicdo N(0, 1),
na direcdo da hipodtese alternativa.

A sequir apresentamos os resultados para cada uma das possiveis hipdteses alternativas.
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e Hipdtese nula e estatistica de teste

Ho: = o

Y—LIO
g

Zy=+/n

~ N(0,1)
~—

sob Hy

e Teste bilateral

Hh: % o

Regido critica:

2y < —Zgpp ou Ly > Zgp
«/2 a/2

~Za/2 Zaf2

o Teste unilateral a direita

Hyp> o

Regido critica:
20 > Zy

Za

e Teste unilateral a esquerda

Hy -y < o

Regido critica:
2y < —24

6.3 Teste de hipdtese sobre uma proporcao populacional

O Exemplo[6.3]ilustra o procedimento para construgao de um teste de hipdtese sobre uma proporgao
populacional p. De posse de uma grande amostra aleatéria simples Xi, X2, ..., X, extralda de uma
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populacdo X ~ Bern(p), nosso interesse estd em testar a hipdtese nula
Ho : p = po
a um nivel de significancia a.

Dependendo do conhecimento sobre o problema, a hipdtese alternativa pode tomar uma das trés
formas:
Hi:p#po Hiip>po  Hiip<po

Em qualquer dos casos, a estatistica de teste baseia-se na proporcdo amostral; para grandes
amostras, sabemos que

~

P—p

p(1=p)
n

7= ~ N(0,1)

A regido critica é estabelecida em funcdo do nivel de significdncia, que é a probabilidade « do erro
tipo I:
a = P(rejeitar Hy | Ho verdadeira)

Quando Hy é verdadeira, p = pg e, portanto, nossa estatistica de teste é

~

b _
Zozlifjoz/\/(o"l)

Po(1=po)

n

Valores observados de Zy com pequena probabilidade de ocorréncia séo indicativos de que a hipdtese
nao é verdadeira. Assim, a regido critica consiste nos valores de Zj na(s) cauda(s) da distribuicao N(O0, 1),
na direcdo da hipotese alternativa.

A sequir apresentamos os resultados para cada uma das possiveis hipéteses alternativas.

e Hipdtese nula e estatistica de teste

Ho:p=po

~

Zo = /At —PO__ N(0,1)
0 = I ~ )
_ N~~~
po(1 = po) 70
n

e Teste bilateral

N(0;1)
Hi = p # po
Regido critica:
Zy < —Zu)2 ou Zy> Za)2
/2 a/2
—Za/2 Za/2
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e Teste unilateral a direita

N(0; 1)
Hi:p > po
Regido critica:
2y > Zg
«
e Teste unilateral a esquerda
N(0; 1)

Hi:p <po

Regido critica:
2o < —Z4

6.4 Valor P

Nos exemplos anteriores, a determinacao da regido critica foi feita com base no nivel de significancia,
isto é, fixado o nivel de significancia, encontramos o valor critico que define os limites entre valores
provéveis (aqueles que ndo levam a rejeicdo de Hp) e pouco provaveis (aqueles que levam a rejeicdo de
Hp) sob a hipotese de veracidade de Hp.

Um outro procedimento bastante usual, especialmente quando sdo utilizados programas
computacionais, consiste em calcular a probabilidade de se obter um valor da estatistica de teste téo
ou mais extremo que o valor observado, se Hy for verdadeira. Um valor pequeno para tal probabilidade é
indicio de que Hp ndo seja verdadeira. “Tao ou mais extremo” é sempre no sentido da hipétese alternativa,
ou seja, no sentido de se rejeitar a hipdtese nula. Temos, assim, a sequinte definicao.

315N @261 Valor P ou probabilidade de significancia

O valor P é a probabilidade de se obter um valor da estatistica de teste tdo ou mais
extremo que o valor observado, supondo-se Hy verdadeira.

Vamos ilustrar esse conceito considerando novamente os trés exemplos anteriores.

EXEMPLO 6.4 Valor P para o Exemplo [6.1]
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O valor observado da estatistica de teste é zg = 2,2 e a hipdtese alternativa é bilateral. Entdo,
consideramos igualmente extremo o valor simétrico —2, 2, ou seja, tdo ou mais extremo significa ser maior
que 2,2, ou menor que —2,2 e o valor P é

P=P(Z>22)+P(Z<-22=2xP(Z>22) =2x[0,5-tab(2,2)] = 0,0278

Na Figura tlustra-se esse valor. O que esse resultado estd nos dizendo é o seguinte: se Hy
for verdadeira, a probabilidade de obtermos um valor tdo extremo quanto 2,2 na direcdo da hipdtese
alternativa, ou seja, em qualquer direcdo, ja que H; é bilateral, é 0,0278. Essa é uma probabilidade
pequena, o que significa que é pouco provavel obtermos um valor tdo extremo quando Hy é verdadeira.
Logo, é razodvel supormos que a hipdtese nula ndo seja verdadeira, a mesma conclusdo obtida ao

trabalharmos com o nivel de significancia de 5%.

Na verdade, rejeitariamos a hipdtese nula para qualquer nivel de significancia maior que 0,0278.
Note que tais niveis de significancia implicariam em valores criticos menores do que o valor observado z
e, portanto, levariam a rejeicdo de Hp. Assim, o valor P é o menor nivel de significAncia que leva a rejeicao
de Hp.

Figura 6.4 — Valor P para o Exemplo
*"

EXEMPLO 6.5 Valor P para o Exemplo [6.2]

Como antes, o valor observado da estatistica de teste é zg = 2,2, mas agora a hipdtese alternativa
é unilateral a direita. Entéo, valores tdo ou mais extremos séo aqueles maiores que 2,2 e o valor P é

P=P(Z>22)=0,5—tab(2,2) =0,0139

Na Figura tlustra-se esse valor. O que esse resultado estd nos dizendo é o seguinte: se Hy
for verdadeira, a probabilidade de obtermos um valor tdo ou mais extremo que 2,2 é 0,0139. Novamente,
essa é uma probabilidade pequena, o que significa que é pouco provavel obtermos um valor tdo extremo
quando Hy é verdadeira. Logo, é razoavel supormos que a hipdtese nula néo seja verdadeira, a mesma
concluséo obtida ao trabalharmos com o nivel de significancia de 5%. Como antes, rejeitariamos a hipotese
nula para qualquer nivel de significidncia maior que 0,0139. N

EXEMPLO 6.6 Valor P para o Exemplo [6.3

O valor observado da estatistica de teste é zp = —0,9803, e a hipdtese alternativa é unilateral a
esquerda. Entéo, valores tdo ou mais extremos séo aqueles menores que —0, 9803 e o valor P é

P =P(Z < —0,9803) = P(Z > 0,9803) = 0,5 — tabh(0,98) = 0, 1635
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Figura 6.5 — Valor P para o Exemplo

Na Figura 6.6 ilustra-se esse valor. O que esse resultado esta nos dizendo é o seguinte: se Hy for
verdadeira, ha uma probabilidade alta de obtermos um valor tdo ou mais extremo que —0,9803. Assim,
nédo ha evidéncia que indique que Hjy seja falsa.

16, 35%

—0,98

Figura 6.6 — Valor P para o Exemplo
*»"

6.4.1 Procedimento geral para obtencao do valor P

Os exemplos acima ilustram o procedimento para obtencao do valor P quando a estatistica de teste
tem distribuicdo normal. Como essa é uma distribuicdo simétrica, podemos sempre calcular o valor P
trabalhando na cauda superior da distribuicdo normal padréo; para isso, basta usar o valor absoluto |z|
do valor observado da estatistica de teste.
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e Teste bilateral

N(O0;1)
Ho: = o
Hy:w# o
P =P(Z < —|z|) + P(Z > |0])
P2 P2
P=2xP(Z> |Zo|) — |z \zﬂ/\

e Teste unilateral a direita

Podemos supor que zg > 0. Caso contrario, o valor P serd maior que 0,5, o que leva a nédo rejeicado
de Hp para qualquer nivel de significAncia razoavel.

N(0;1)
Hy : =g
Hy oy > g
P=P(Z > z)
P
P=PZ> |Zo|) z0 = |20

e Teste unilateral a esquerda

Podemos supor que zy < 0. Caso contrario, o valor P serd maior que 0,5, o que leva a nédo rejeigao
de Hp para qualquer nivel de significdncia razoavel.

N(0; 1)
Ho = = o
Hy:p < o

P =P(Z < z0) = P(Z < —|z))

P = P(Z > |Z(]|) 20 = —|z0|

6.4.2 Valor P e nivel de significancia

Vimos que o nivel de significancia a é a probabilidade do erro tipo | e o valor critico correspondente
delimita a regido de rejeicéo, ou seja, valores da estatistica de teste que caem na regido critica levam
a rejeicdo de Hp. O valor P, por sua vez, é a probabilidade de se obter valores tdo extremos quanto o
observado e essa probabilidade, sendo pequena, leva a rejeicdo da hipotese nula.

Como podemos, entdo, relacionar o valor P e o nivel de significincia o em termos do processo
decisério? Veja a Figura[6.7] onde ilustramos a situagdo para um teste unilateral a direita. Qualquer valor
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Zp maior que z, leva a rejeicdo de Hp. Mas tais valores correspondem a probabilidades menores na cauda
da distribuicao, ou seja, correspondem a valores P menores que a. Isso nos leva a sequinte observacéo:

n Valor P versus nivel de significancia

O valor P é o menor nivel de significadncia para o qual a hipdtese nula Hp é rejeitada,
ou seja,

rejeitamos Hp & P < «

N(0;1)

a > P = rejeito\H

a < P = Nao rejeito H

Figura 6.7 — Valor P versus nivel de significancia

EXEMPLO 6.7 Peso de bala

Uma empresa fabricante de balas afirma que o peso médio de suas balas é de pelo menos 2 gramas. Pela
descricdo do processo de producdo, sabe-se que o peso das balas distribui-se normalmente com desvio
padrédo de 0,5 grama. Uma amostra de 25 balas apresenta peso médio de 1,81 gramas. O que se pode
concluir sobre a afirmacdo do fabricante? Estabeleca sua conclusdo usando um nivel de significancia de
5% e também o valor P.

Solugao

Seja X a variavel aleatdria que representa o peso das balas. Entdo, X ~ N(u; 0,25). Como n = 25,
resulta que
—p
z=""F N,

0,25
25

A afirmativa do fabricante é p > 2. Logo, a negacao de tal afirmacdo é y < 2. Como essa ultima
expressdo ndo contém o sinal de igualdade, ela se torna a hipdtese alternativa. Entdo, nossas hipoteses
sao:

Hy : pu=2
Hy  p<?2
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Para o = 0,05, a regido critica é
RC:Zy < —zp0p5 = —1,64

O valor observado da estatistica de teste é

1,81 2,00

0,25
25

Z0 =-1,9<-1,64

Como o valor observado da estatistica de teste esta na regido critica, rejeita-se a hipdtese nula, ou
seja, ha evidéncia de que o peso médio seja menor que 2 gramas.

Temos também que
P=P(Z>]-1,9))=0,5—tab(1,9) = 0,0287

Assim, rejeitaritamos Hy para qualquer nivel de significancia maior que 2,87%, o que inclui 5%.

*»"

6.5 Funcao Caracteristica de Operacao e Poder do Teste

No procedimento de teste de hipdtese, as decisdes possiveis sdo rejeitar ou ndo rejeitar Hy. Definem-
se, entdo, as seqguintes funcdes em termos das probabilidades de cada uma delas: funcdo caracteristica
de operacdo e funcao poder.

DI N[N0 N Fungao caracteristica de operacao e funcao poder

A funcao caracteristica de operacao B(6) é definida como

B(6) = P(néo rejeitar Hy | 6)

A funcao poder do teste é definida como

7(6) = P(rejeitar Ho|0) =1 — B(6)

Note que essas séo funcdes de 6, o verdadeiro e desconhecido valor do pardmetro 6. Se este
valor estiver no conjunto de valores definidos pela hipdtese alternativa, entdo 5(8) corresponde a uma
probabilidade de acerto: ela mede a probabilidade de se rejeitar Hy quando Hp é falsa. Por outro lado,
se a hipdtese nula é Hp : 6 = 6y, entdo

7(6) = 1-PB(6)
= 1 —P(ndo rejeitar Hy | 6)
= 1 —P(ndo rejeitar Hy | Hy verdadeira)
P(rejeitar Hy | Hy verdadeira)

= «

EXEMPLO 6.8 Honestidade da moeda, continuacéo



6.5. FUNCAO CARACTERISTICA DE OPERACAO E PODER DO TESTE 101

Voltando ao exemplo sobre a honestidade da moeda, temos que, se Hp é verdadeira, entdo X ~
bin(10;0,5), em que X = “nlimero de coroas”. Nossa regra de decisdo é rejeitar Hy se X =0 ou X = 10.
Nesse caso, a probabilidade do erro tipo | é:

a = P [X: 0|X ~ bin (10;;)] +P [X =0|X ~ bin (10;)] =2x (1)10: 0,0019531
A funcéo poder do teste é
7(p) = P(rejeitar Ho |p) = PU{X =0} U {X =10}|)=p"® + (1 = p)'°
e a funcdo caracteristica de operacéo é
B(p) = P(néo rejeitar Ho|p) =P(0< X <10|p)=1—-p""—(1—p)"°

Na Figura sao apresentados os graficos dessas duas fungées.

m(p) = P(rejeitar Hy|p)

B(p) = P(nao rejeitar Hy|p)

0.2 12 14 16

Figura 6.8 — Probabilidades dos Erros tipo | e Il para o Exemplo
*"

6.5.1 Poder do teste Z bilateral

Consideremos o teste bilateral para a média  de uma populacdo normal com varidncia o conhecida:

Ho:u=po
Hi =y # po

A hipétese alternativa pode ser escrita em funcao da diferenca A = py — py como

Hi:A=p—pp#0
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> Za/z

Vimos que, para um nivel de significancia a, a regra de deciséo é rejeitar Hy se

Y—/Jo
Vin—

Assim, a funcao poder do teste é

P(rejeitar Ho| 1) =1 — P(néo rejeitar Ho | 1)

= 1_P(_Za/2£\/ﬁ

7(p)

y Ho
——— < zgp2 |
o

X —(u—A
= 1-P _Za/ZS\/E(Z)SZa/ZH—I)
X —p

A
1—— +Vn— SZa/z|H)
o o

1-P (_ZG/ZS \/T
A A
1-P (—Za/z—\ﬁg SZSZa/z—ﬁU)

ou seja, em termos da diferenca A, temos

ﬁ(A):1—[(|) (za/z—\ﬁﬁ) - (—za,z—ﬁﬁ)] (6.1)

Na Figura [6.9] ilustra-se o poder do teste bilateral para a média de uma populagdo normal com
o = 20 e nivel de significancia a = 0,05. Note que quando A = 0, isto é, y = Ly, () = a = 0,05.
Além disso, quanto maior A, maior a probabilidade de rejeitarmos Hp. Esse resultado deve ser intuitivo:
quanto mais afastado p estiver de piy, mais facil é identificar que py # . Valores préximos de g tém baixo
poder e muitas vezes, estipula-se o poder desejado para determinada diferenca como uma condicdo a ser
atendida e isso define o tamanho de amostra que serd necessario, conforme veremos a seguir.

Tamanho
Amaostral
e 10
—_ — 50
——— 100

Suposictes
o 0.05
DesvPad 20
Alternativa z

Poder

-40 -30 -20 -0 0 10 20 30 40
Diferencga

Figura 6.9 — Poder do teste Z bilateral em funcao de A = p— pg

Tamanho da amostra

Podemos ver também, na figura anterior, que, quanto maior n, maior o poder do teste. Uma questao
que se coloca, entdo, é: quao grande deve ser n para que tenhamos um determinado poder, ou seja, se

1z, & o valor critico da N(0; 1) tal que P(Z > z4) = «
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queremos st(A*) = 5%, qual deve ser o tamanho n da amostra?

A* A*
J—I(A*):JT*:>JT*:1—|:(I) (Za/z—\/ro_) - o (—Za/z—\/ra):l =

*

A A*
1—)_1*:(') za/z—\ﬁa)—(b(—za/z—\ﬁg)

Suponhamos, inicialmente, que A* > 0. Na Figura ilustram-se as abcissas envolvidas e al

*

podemos ver que ® (—za/z — \ﬁ) ~ 0. Logo,
g

A* A*
T—a"xd (za/z—\ﬁa) >~ P (Z>za/2—ﬁ0) =
*

Zo2 — Zg+) - O
Zopp — VN— R Zp = n%(a/—”)
o

A*

*
Analogamente, se A* < 0, podemos ver na Figura[6.10b| que ¢ (Za/z - ﬁ) ~ 1 e, portanto
o

* *

7t P (—Za/z—\/EAU) =P (ZS—ZQ/Q—\/EAO_) =P (ZZZa/z-‘r\/EAU) =

A* Zx — 7, )
Zan VA % 2 = g ET T Ze2) O
0 A*

Em ambos os casos resulta 5
Zal2 — Zn) - O
N~ ( ( al2 7 ) ) (62)

5 I e P
ﬁAl ~Zaf2 ﬁA*Zf*/Z ~Zap2 | VnA ~“/2| nA*

202 — —Za/2 pu Zaj2 — pn

—Zaj2 — e

(@) A" > 0 (b) A" < 0

Figura 6.10 — Abcissas no calculo de w(A*

6.5.2 Poder do teste Z unilateral
Teste unilateral a direita

Consideremos inicialmente o teste para

Ho : =t
Hy -y > o
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Como antes, podemos escrever a hipdtese alternativa em termos da diferenca A = p— pp como

Hy:A>0

X
Para um nivel de significAncia a, a regra de decisdo ¢é rejeitar Hy se v/n

funcéo poder do teste é

X — 1o

> 7, Assim, a

X —
() = P(rejeitar Hy|p) =P (\/ﬁ Ho S Zq | u)
— P(\ﬁX_(Z_A)>Za|U)

= P( nX_u né )
g g
= P (Z>za—\/ﬁﬁ)

ou seja, em termos da diferenca A, temos

J—I(A)=1—<I>(za—ﬁ§) A>0

Na Figura ilustra-se a funcdo poder do teste unilater

populacdo normal com o = 20 e nivel de significancia a = 0,05, pa
Note que quando A =0, isto é, p = i, 7t(to) = o = 0,05.

Teste unilateral a esquerda

Consideremos inicialmente o teste para

Ho : =t
Hycp < o

=

Em termos da diferenca A = p— pp temos

Hi:A<O0

, L . L X
Para um nivel de significAncia a, a regra de decisdo é rejeitar Hy se \/n

fungdo poder do teste é

X —
w(y) = P(rejeitar Ho|p) =P (ﬁ Ho
—A
= (v ) < —Z4| u)

" (v

(\f i vn= <_Zot|/J)
~plzemn-vit)

d

Z>z4+\Vn— )

(6.3)

al a direita para a média de uma
ra diferentes tamanhos de amostra.

X — 1o

< —Z4. Assim, a

<—Za|/,l)
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(6.4)

ou seja, em termos da diferenca A, temos
A
7(A)=1—-® Za+ﬁ; A<O

Na Figura ilustra-se a funcdo poder do teste unilateral a direita para a média de uma

populacdo normal com o = 20 e nivel de significancia a = 0,05, para diferentes tamanhos de amostra o
poder do . Note que quando A =0, isto é, y = i, 7t(to) = a = 0, 05.
o T Tamanho Tamanho
P Amastral Amestral
Fa J— 10 — 10
s —-— 50 - 50
o ’,‘ ¥ R 100 R 100
o SuposicBes SupasicBes
b a 005 « 008
06 e DesuPad 20 DesvPad 20
- [ Alternativa > - Alternativa <
£ iy i
£ ] IS
04 i
il
ot
F”
02 i
’,’/
s
0,0
o 10 20 30 40
Diferenca Diferenga
(a) Unilateral a direita (b) Unilateral a esquerda
Figura 6.11 — Poder do teste Z unilateral em funcédo de A = 1 —

um teste unilateral a direita, podemos ver, de (6.3), que

Tamanho da amostra

Se queremos w(A*) = 7* em

A* *
AA)=a"=1-0 (za—ﬁ) =P (Z>za—\/ﬁ) =
g
A* Zg — Zps) - O
Zg—VN— = zp = n:(‘X x)
o A*

De forma analoga, para o teste unilateral a esquerda,
A* A*
aA)=a"=1—-d (za+ﬁ) =P (Z>za+ﬁ) =
o o
A* Zpr — Zg) - O
Zo+VN— =z = nz(jT a)
o Ax
Para ambos os testes unilaterais, obtemos o mesmo tamanho de amostra dado por
—Zp)- 0 2
- ] (6.5)

_ |z
n= [ A

Esse é um resultado razoavel tendo em vista a simetria dos dois testes.

EXEMPLO 6.9
v =100

Consideremos uma populacao representada por uma varidvel aleatéria normal com média p e varidncia
p# 100

Ho

400. Deseja-se testar
Hy
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com base em uma amostra aleatdria simples de tamanho n = 16. Para tal, define-se a seguinte regido
critica:

RC: X <850uX>115

1. Calcule a probabilidade do erro tipo I.

2. Calcule a funcéo poder do teste para os sequintes valores de p: 75, 80, 85, 90, 95, 100, 105, 110,
115, 120, 125.

3. Quanto vale a funcéo poder do teste quando y = 1007

Solugao

Como a populacdo é normal com média p e varidncia 400, sabemos que X também é normal com

média p e variancia 41%0 = 25.

1. Sob a hipétese nula, ¢ = 100. Entéo,

a = P(rejeitar Hy| Hp verdadeira)
= P[{X <85}u{X>115} | X ~ N(100;25)]
= P[X<85|X ~ N(100;25)] + P [X > 115 X ~ N(100; 25)]

_ P(Z<85_5100)+P(Z> 115;00)

= P(Z<=3)+Pr(Z>3)
= 2xPrZ>3)

= 2x[0,5-P0<Z<3)
= 0,0027

2. A fungdo poder é dada por

1—B) = 1—P(nao rejeitar Hy | 1)
= 1-P@B5< X< 115]|p)
= 1-P[85< X < 115|X ~ N(u;25)]

85— 115 —u

= 1-P <Z<
- 5

Vamos ilustrar o célculo para p=75:

1—B(75)

1-PR2<Z<8)
1-[PO0<Z<8)-PO<Z<2)=]
= 0,97725
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De forma anéloga, obtemos a sequinte tabela:

u 1—BW)
75 | 0,97725
80 | 0,84134
85 | 0,50000
90 | 0,15866
95 | 0,02278

100 | 0,00270

105 | 0,02278

110 | 0,15866

115 | 0,50000

120 | 0,84134

125 | 0,97725

Observe que, para p = 100, valor da hipdtese nula, a funcdo poder é igual a probabilidade do erro
tipo | (nivel de significancia).

E interessante notar tambhém que quanto mais distante do valor g = 100, maior o poder do teste,
ou seja, had uma probabilidade mais alta de se rejeitar Hy quando o valor alternativo p estd bem
distante de 1.

EXEMPLO 6.10 Tamanho de amostra

Suponha que o nivel de colesterol para homens com idades entre 20 e 24 anos seja normalmente
distribuido com média de 180 mg/100ml e desvio padrdo de 46 mg/100ml. Estamos interessados em testar,
ao nivel de significancia de 0,01, se, para um determinado grupo, o nivel de colesterol é mais alto que 180
mg/100ml. Mas é importante, também, que tenhamos uma chance de no maximo 5% de deixar de rejeitar a
hipétese nula no caso de o verdadeiro nivel de colesterol ser de pelo menos 210 mg/100 ml. Qual tamanho
de amostra devemos utilizar?

Solugao

Os dados do problema nos dao o sequinte:

Ho : p =180
Hy > 180

a=001= 20,01 = 2,33
P(néo rejeitar Ho|p = 210) = 0,05 = P(rejeitar Ho|p = 210) = 0,95 & 7(210) = 0,95
7 =09 =z =—1,645 A*=210-180 = 30

Logo,

2
n= [(2'33 - (_310 045)) - 46] =n>38

6.5.3 Poder do teste Z hilateral para proporcoes

Para o teste bilateral sobre uma proporcéo baseado em grandes amostras

Ho:p=po
Hi:p+po
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~

pP_
a regra de decisdo é rejeitar Hy se ﬁi > zgf| Assim, a funcdo poder do teste é
po(1 — po)
7wi(p) = P(rejeitar Ho|p) = 1 — P(ndo rejeitar Hy | p)
pP_
= 1-P|—-z;p < P < Zop2 | p
po(1 —/ 0)
p(1 — p)
P
= 1-P|—z4p < —PtpP—po n < zaplp
\/ p(1—p) \/301—/30
n n
po(1 —po) po(1 — po)
= 1-P| —z4p n _P—/J+p—/JoSZa/ n |p
p(1 —p) p(1 —p) p(1 —p)
n n n
po(1 — po) R po(1 — po)
P _ —
= 1-P| -z L < p_ ., P—Po < Zap n Ip
\/13(1 —p) \//9(1 —p) \//9(1 —p) p(1 = p)
n n n n
po(1 — po) - po(1 — po)
— =P |z n PP _P-p < 2o n __P=p_y,
- a = = a
\/13(1 —p) \/PU —p) \//9(1 —p) \//9(1 —p) \/19(1 —p)
n n n n n
po(1 — po) po(1 — po)
P —Po n P —Po
= 1-P| =z L - <Z < zap - | p
\//3(1 ) \/p(1 —p) p(1—p) p(1—p)
n n n n
ou seja,
1— 1—
2o PP —za/PUE)
ap)=1—|® d —® d (6.6)
p(1—p) p(1—p)
n n

Tamanho da amostra

Para se ter um poder * = 7(p*), o tamanho necessério da amostra pode ser obtido notando que

po(1 — po . po(1 — po .
L%#Q_( ) o [PALZPO) e )

- - —-® L (6.7)
p (1 —p*) p*(1—p*)

n n

Zaf2

7T =ap)=>1-a" =

274 & o valor critico da N(0; 1) tal que P(Z > z4) = «
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Sep*—po>0 ¢

=~ 0 e, portanto,

Zaf2 P = Po
- d a - =
pr(1=p7)
n
/30( _pO) *
z p* —p
I a n (r Po) —P|Z> 2z /301—/30 pP*— po
pr(t—=p7) (1 =p7) (1 —/J
n
Dal resulta que
1 — —
Zne = Zap2 Po Po P"—po
(1 — p
— 1—
PP, /92( pg) N
\/ (1 —px p*(1 = p*)

__ /po(l —/30) VP (1 =pY)
vVn=z — Z
= po T —po

e, portanto

e (Za/2 ool ”’“‘%W)Z (6.8)

p* = po

po(1—p
Zaf2 poll = po) _ (P* = po)
Voltando a equacéo (6.7} se p* — pg < 0, ¢ n* = ~ 1 o que implica que
pr(1—p7)
n
po(1 — 1T—p
—Zaf2 Poll = po) _ (p* — Po) Zap2 Poll —po) (p* = po)
R d L =P|z> 2 =
pr(1—=p7) pr(1—=p7)
n n
po(1 — po) _
Zn = o e = zep po( —/Jo) P =po
Tt 1—1 — /_’) o p ( /—1 —
po(1 —/30)
Ve =p) p=p P (T=r) 2\/130(1—130)
" P = po P —po p* = po T pr—po

p*(1 — p*)
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e isso resulta em

2
Zp/ PH(1 — p*) — Zaj2n/ Po(1 — po) (6.9)

p* = po

n=

mesma expressao obtida anteriormente.

6.5.4 Poder do teste Z unilateral para proporcoes
Teste unilateral a direita

Consideremos inicialmente o teste para

Ho:p=po
Hi:p>po

Para um nivel de significancia a, a funcéo poder do teste é

pP_
w(p) = P Po__ - Zqlp
po(1 — po
n
N p( —p)
P—p+p—po n

> Zq|p

p(1 —p) \//30(1 — po)
n

n

R /po(1 — po)
P— —
_ P p + p PO > Za n | /3
[p(1 —p) [p(1 —p)
n n

po(1 —po)

Zg\| ————— — (P — Po)
— P Z > n
[p(1 —p)
n
ou seja,
po(1 —p
2oy PPy )

ap)=1-o| 2>

(6.10)

n
/p(1—p)
n

Teste unilateral a esquerda

Para o teste

Ho:p=po
Hi:p <po
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a funcéo poder do teste é

Po(1 — Po)
p(1 —p)
- P —P+pP—Ppo n <z
\//ﬂ— \//301—130
n
po(1 — po)
P
- P P+p—po < -z, n |
p(1—p) p(1—p)
n n
po(1 — p
PPy
- plz<_ n
p(1—p)
n
po(1 —
. pol P0)+(p_p0)
- P|lz> n
p(1—p)

ou seja,

Tamanho da amostra

Se queremos 5t(p*) = 7t* em um teste unilateral a direita, podemos ver, de (6.70), que

po(1 — po) .
Zo\| 7 —(p* — po)
w(p ) =a"=P|Z> = =
p*(1—p*)
n
/90(1 —/Jo p* — po

/p*(1 —p
P —po —po po(1 — po)
=Z\| YV — Zpr >
\/ (1— “V pr(1 = p*)
Vi = \/po(1 —po) _ VP(—-pY)
- O(

p* — po p* — Po

ou seja,

P* — Po

. (Za ol = po) — 22/ (1= 77) )2

111
P
P
(6.11)
=
(6.12)
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*

Se queremos m(p*) = 7t em um teste unilateral a esquerda, podemos ver, de (6.11), que

1—p
Zq Pol1 = po) - Po) + (p* = po)

p (1 —p*)
n

po(1 — po) p* = po

pr=p7)  [p*(1—p)

JnPmp

p*(1 —p*)
V=2 p*(1 — p*) Y po(1 — po)
— L7* — La
p* = po p* = po

ou seja,

2
Ze/P*(1 = p*) — 2an/po(T — po) (6.13)

p* = po

n =

Note que essa é a mesma expressdo obtida para o teste unilateral a direita. Esse é um resultado razoavel
tendo em vista a simetria dos dois testes.

6.6 Intervalo de confianca e teste de hipotese

Embora os objetivos dos testes de hipdteses e dos intervalos de confianca sejam diferentes, é possivel
estabelecer uma relacéo entre eles no sentido de se tomar decisdo de rejeitar ou ndo Hp com base em
intervalos de confianca. Mas é importante notar a seqguinte diferenca: nos intervalos de confianga, dada
uma estimativa do parédmetro, obtemos um intervalo para os possiveis valores do parametro. Nos testes de
hipdteses, dado um valor 6y do parédmetro, obtemos uma faixa de valores (regido critica), para a estatistica
de teste, que leva a rejeicdo da hipotese nula.

Para estudar a relacéo entre testes de hipdteses e intervalos de confianca, vamos considerar o caso
de inferéncia sobre a média de uma populacdo normal com varidncia conhecida.

. . . . Eva o ~ .
Vimos que o intervalo de confianca superior tem a forma [ —oo, X + z,—=|. Entdo, podemos dizer

n

que

P (u S

—oo,X—i—za\jﬁ)) =1—«a

ou seja, para 100 x (1 — a)% dos intervalos assim construidos a partir de todas as possiveis amostras o
verdadeiro parametro p estarad contido no intervalo. Mas isso é equivalente a

que é equivalente a
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Mas essa é a regido critica do teste de hipdtese unilateral a esquerda! Assim, se pp ndo pertencer ao
intervalo de confianca superior, rejeitamos Hp : 11 = g em favor de Hy : p < pip.

. . . . v g .
Analogamente, para o intervalo de confianca inferior (X - ZGT + oo), podemos dizer que
n

- o
P(/,/E(X—Za,jLoo =1-a&
Vn

IN

P (u X—za\%) =as

— o
P (X2u+za) =a

vn
e essa é a regido critica do teste de hipotese unilateral a direita! Assim, se pp ndo pertencer ao intervalo
de confianca inferior, rejeitamos Hy : p = g em favor de Hy : p > po.

Para o intervalo de confianca bilateral, temos

— g
Pl{X> —
[( =pte ﬁ)u

e essa é a regido critica do teste de hipdtese bilateral! Assim, se iy ndo pertencer ao intervalo de confianca
bilateral, rejeitamos Hy : t = pp em favor de Hy : p # pyp.

Resumindo, temos as seguintes associagoes:

Intervalo de Conﬁanga (|C) Se Lo ¢ |.C., rejelto Ho M= Ly em favor de
Superior —00, X + 24— H 1< L
-lor: , .
| a \/ﬁ 1 /~ LO
Inferi X — — >
nrerwor: V4 , +00 Hip I
a \/ﬁ 1 H Ho
Bilat L X — —, X+ — 7’:
tateral: V4 , V4 Hi:u I/
cl cl et \/E Jed \/ﬁ 1L Ho

EXEMPLO 6.11

Vamos considerar uma populacdo normal com desvio padréo o = 2, da qual se extrai uma aas de tamanho
n = 16. Suponhamos que o valor observado da média amostral seja X = 2. Entdo, o intervalo de confianga

superior de nivel 1 —a =0,95 ¢é

2
—00;24+1,64x — | =(—0; 2,82
e ( )

que estéd representado pela linha vermelha horizontal na Figura[6.T2] e o intervalo de confianca inferior é
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2—1,64 x oo | =(1,18; +o0)

2
—=i+
V16

que esté representado pela linha vermelha horizontal na Figura [6.13]

Em ambas as figuras, as diferentes curvas normais representam a distribuicdo amostral da estatistica

de teste 2y = ﬁX;"O para diferentes valores de pp e a média amostral observada X = 2 estd indicada

pela linha pontilhada em vermelho.

HU:2382 o =4,0 o= 5,5

-2 -1 0

Figura 6.12 — Intervalo de confianca unilateral superior e teste de hipdtese unilateral a esquerda

po=1,18

o= 2,5 o =>5,5

Figura 6.13 — Intervalo de confianca unilateral inferior e teste de hipétese unilateral a direita

Vamos analisar a Figura[6.72} onde temos o intervalo de confianca superior. A drea sombreada nas
caudas das diferentes curvas normais representa a regido critica para o teste com Hj : p < po. Para
valores de i fora do intervalo de confianca (1o = 5,5 e pp = 4,0), o valor de X estd na regido critica, ou
seja, rejeitamos Hy : = pp em favor de Hy : p < . Para valores de pp dentro do intervalo de confianca,
(o = 1,35 e pp = —1), o valor de X ndo estd na regido critica, ou seja, ndo rejeitamos Hp : t1+ . O ponto
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de “corte” (curva normal em vermelho) é exatamente

2
0=282=20+1,64x —
Ho V16

Vamos analisar a Figura [6.13] onde temos o intervalo de confianga inferior. A drea sombreada nas
caudas das diferentes curvas normais representa a regido critica para o teste com Hjy : p > po. Para
valores de i fora do intervalo de confianca (o = —2 e g = —0,1), o valor de X estd na regido critica, ou
seja, rejeitamos Hy : p = pip em favor de Hy : p > pp. Para valores de pip dentro do intervalo de confianga,
(o = 2,55 e pp = 5,5), o valor de X ndo esta na regido critica, ou seja, ndo rejeitamos Hp : t + tp. O
ponto de “corte” (curva normal em vermelho) é exatamente

o =118=2,0—-1,64 x

ﬁ‘m
(=2}

6.7 Exercicios propostos

1. Uma amostra aleatdria simples de tamanho n = 9 extraida de uma populacao normal com desvio
padréo 3,1 apresentou média igual a x = 13, 35. Deseja-se testar

Hy : pw=12,8
Hi - pu#12,8

(@) Determine a regido critica correspondente ao nivel de significancia a = 0, 02.

(b) Com base na regido critica encontrada no item anterior, estabeleca a concluséo, tendo o cuidado
de usar um fraseado que ndo seja puramente técnico.

(c) Calcule o valor P e interprete o resultado obtido.

2. Em uma linha de producéo, pecas sdo produzidas de modo que o comprimento seja normalmente
distribuido com desvio padréao de 0,5 cm. Ajustes periddicos sdo feitos na méaquina para garantir
que as pecas tenham comprimento apropriado de 15 c¢m, pois as pecas muito curtas ndo podem ser
aproveitadas (as pecas longas podem ser cortadas). A cada hora séo extraidas 9 pecas da producéo,
medindo-se seu comprimento. Estabeleca uma regra de decisdo para definir se o processo estd
operando adequadamente. Use o nivel de significancia de 0,1%.

3. Depois de desenvolver um algoritmo para acelerar a execucdo de determinada tarefa rotineira em um
escritério de contabilidade, o analista de sistema analisa uma amostra de 25 tempos, obtendo uma
média 46,5 seqgundos. Dos dados passados, ele sabe que o tempo de execugdo é aproximadamente
normal com média de 48,5 segundos e desvio padrdo de 5 segundos. Use o método do valor P para
decidir se o algoritmo do analista realmente melhorou o desempenho do sistema.

4. Uma propaganda afirma que o consumo médio de gasolina de determinada marca de automdvel é de
12 litros por 100 quilometros rodados, com desvio padréao de 1,0 litro. Um teste com 36 automoéveis
desta marca acusa um consumo médio de 12,4 litros por 100 quilometros rodados. O que se pode
concluir sobre a propaganda?

5. Considere uma populacdo normal com varidncia 225, da qual se extrai uma amostra aleatdria simples
de tamanho 25. Deseja-se testar as sequintes hipdteses:

Hy : pw=40
Hy : p#40

e para isso define-se a sequinte regido critica:

RC : X > 46 ou X < 34.
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(a) Calcule a probabilidade do erro tipo I.

)

b) Obtenha a expressédo geral para a funcdo poder do teste.

(c) Calcule o poder do teste para os sequintes valores de p: 20,22,24,...,56,58, 60.
)

(d) Esboce o grafico da funcdo poder.

. Em uma pesquisa com 800 estudantes universitarios, 385 afirmaram possuir computador. Teste a
hipétese de que pelo menos 50% dos estudantes universitarios possuem computador. Use a = 0, 10.

Uma pesquisa entre 700 trabalhadores revela que 12,3% obtiveram seus empregos através de
indicacdes de amigos ou parentes. Teste a hipdtese de que mais de 10% dos trabalhadores conseguem
seus empregos por indicacdo de amigos ou parentes, utilizando 5% como nivel de significancia.

O nivel de aprovacdo da qualidade das refeicdes servidas em um restaurante universitario era de
20%, quando houve uma movimentacdo geral dos estudantes que forcou a direcédo do restaurante
a fazer mudancas. Feitas essas mudancgas, sorteia-se uma amostra de 64 estudantes usuarios do
restaurante e 25 aprovam a qualidade da comida. Vocé diria, ao nivel de significancia de 5%, que as
mudancas surtiram efeito?

Deseja-se testar a honestidade de uma moeda. Para isso, lanca-se a moeda 200 vezes, obtendo-se
115 caras. Qual é a sua conclusao sobre a honestidade da moeda? Para responder a essa questao,
calcule e interprete o valor P.

A direcdo de um grande jornal nacional afirma que 25% dos seus leitores sdo da classe A. Se, em
uma amostra de 740 leitores, encontramos 156 da classe A, qual é a conclusdo que tiramos sobre a
afirmativa da direcdo do jornal?
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Mais sobre testes de hipoteses para
parametros da N(u; 02)

Assim como na construcédo de intervalos de confianca para pardmetros de uma populacdo normal,
faremos uso dos resultados sobre as distribuicoes amostrais de X e S? vistos no Capitulo para construir
testes de hipéteses sobre a média s e a varidncia o2 de uma populacao normal. Vimos que, se X1, X2, ---, X;,
é uma amostra aleatéria simples de uma populacdo X ~ N(u; 62), entdo

n—1)5?
=5 71)
VLA 72)

Essas serdo nossas estatisticas de teste e, como antes, a regido critica sera formada pelos valores
pouco provaveis dessas estatisticas de teste sob a hipdtese de veracidade de Hj.

7.1 Teste de hipétese sobre a variancia o?

A hipétese nula que iremos considerar é
Cq2 42
Ho: 0° = g
e a hipotese alternativa pode tomar uma das trés formas:

Hi:0? + of Hi:a’ > a3 Hi: o’ < af

Como antes, a escolha entre essas trés possibilidades se faz com base no conhecimento do problema
e deve ser feita antes de se conhecer o resultado da amostra. Se ndo temos informacéo alguma sobre a
alternativa, temos que usar um teste bilateral.

A regra de decisdo consiste em definir a regido critica RC como o conjunto de valores cuja
probabilidade de ocorréncia é pequena sob a hipdtese de veracidade de Hy e a estatistica de teste

7

€ 2
v (n—"15S

= =)
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Os valores com pequena probabilidade de ocorréncia estdo nas caudas da distribuicdo e isso nos leva as
seguintes regras de decisao.

e Hipdtese nula e estatistica de teste

Ho : 0* = g
2_(n—1)52 20
X0="2 < x(n=1)

sob Hy

c2 = valor observado de g

e Teste bilateral

H1ZO'27£0'§

Regido critica:
2 2 2 2
Xo < Xn-11—aj2 OU X§ > Xi_1,a2

/2 /2

2 2
Xn-1;1-a/2 Xn—1:a/2

Valor P : ]
P =2 min [Py > @) PUC < )]

e Teste unilateral a direita

Hi:a® > a3

Regido critica:

2 2
Xo > Xn-1,a

«

Valor P : 2
An—La

P =P(xs1 > ct)

e Teste unilateral a esquerda

Hi: 0% < af

Regido critica:

2 2
X0 < Xn-11-qa

Valor P :
P =P(x;_1 < c)




7.1. TESTE DE HIPOTESE SOBRE A VARIANCIA o? 119

Como antes, a definicdo do valor P é a probabilidade de se obter um valor tdo ou mais extremo como
o observado na amostra em estudo, supondo-se Hy verdadeira. Para o calculo exato do valor P de um
teste de hipdtese sobre a varidancia de uma populacdo normal, é necessario um programa computacional.
A partir da Tabela Il do Apéndice [A] podemos obter apenas limites para o valor P, conforme ilustrado nos
exemplos a sequir.

EXEMPLO 7.1

Uma amostra aleatdria simples de tamanho n = 16 foi retirada de uma populacdo normal, obtendo-se
s =32,1. Ao nivel de significAncia de 5% pode-se dizer que o2 # 20?

Solucao

As hipdteses sao

Hy : o>=20
Hi : 0%+420

Com 15 graus de liberdade, teste bilateral e nivel de significancia de 5%, os valores criticos necessarios
sdo

X125;0,975 = 0,262
27,488

2
X15;0,025

e a regido critica é
Xo>27,488  ou i <6,262

O valor observado da estatistica de teste é

15 x 32,1
2= % = 24,075

que ndo pertence a regido critica. Logo, ndo se rejeita a hipétese nula, ou seja, ndo podemos afirmar que
a? # 20.

Olhando na Tabela Ill, na linha correspondente a 15 graus de liberdade, vemos que 24,075 esté
entre os valores 22,307 e 24,996, que correspondem as probabilidades 0,10 e 0,05, respectivamente. Logo,
o valor P/2 é tal que 0,05 < P/2 < 0,10 e, portanto, 0,10 < P < 0, 20.

Com auxilio do Minitab, obtemos que P(x7 < 24,075) = 0,936169. Logo, o valor P é

P =2-min(0,936169,1 —0,936169) = 2 - (1 — 0,936169) = 0, 127662.

EXEMPLO 7.2

O gerente de um posto de abastecimento de combustivel muito utilizado por caminhoneiros realiza uma
pesquisa entre esses clientes com o objetivo de planejar esquemas de trabalho e de suprimento de diesel.
Relatérios do sindicato nacional indicam que a quantidade média de diesel comprada por semana é de
1310 litros, com desvio padrao de 89,4 litros. Para uma amostra de 20 caminhoneiros, o gerente obteve
os sequintes dados sobre a quantidade de diesel comprada semanalmente:

1283 1317 1226 1298 1382 1344 1314 1298 1298 1355
1242 1234 1298 1355 1287 1253 1234 1344 1295 1321

(@) H& alguma evidéncia que sugira que a verdadeira varidncia populacional no combustivel diesel
comprado por semana nesse posto seja diferente de 7900 [?? Suponha normalidade e use a = 0,01.



120 CAPITULO 7. MAIS SOBRE TESTES DE HIPOTESES PARA PARAMETROS DA N(u; 62)

(b) Ache limites para o valor P associado a esse teste de hipotese.

Solugao

(@) As hipdtese sao

Hy : 0® = 7900
Hi : a? # 7900
Os dados fornecem
20 20
Y xi = 25978 Y x? = 33780632
i=1 i=1
Logo,
2
2= %% (33780632-— 25978 ) = 1989, 884211

Os valores criticos para o teste de hipdtese &0 x{y.0.005 = 38,582 € x7q.0.905 = 6,844 e 0 valor observado
da estatistica de teste é
19 x 1989, 884211

;= =4,7
0 7900 7858

Como esse valor estd na regido critica, rejeita-se Hy, ou seja, ha evidéncias de que a variancia seja
diferente de 7900 2.

(b) Da Tabela IV do Apéndice [A] vemos que

4,7858 < 4,912

Logo, P/2 < 0,0005, ou seja, P < 0,0010.
Com auxilio do Minitab, obtemos que P(x7, < 4,7858) = 0,0004126. Logo, o valor P ¢é

P =2-min(0,0004126,1 — 0,0004126) = 2 - 00004126 = 0, 0008252.

7.1.1 Poder do teste qui-quadrado para o’

Consideremos o teste bilateral

Ho o’ = ag
Hh o’ # a5
O poder do teste é
I 2
w(o°) = P(rejeitar Hy|o?)
n-1s ) (n=1S*_ > 2
= P T < an1;17a/2 | g + P T > an‘],'a/z | o
b 0
(n —1)S? 5 , (n—1)S 2 2
= Pl —F <Xoiaplo” | +P 7 > Xo-tap |0 | =
52, % 2. %
o2 o2

2 2
2y 2 Gy 2 2 9 2
7(0%) =P x5-1 < 52 'Xnma/z) + P (Xn1 > g2 Xn—tap (7.3)
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Para o teste unilateral H; : 02 > Ug, temos

~1)S2 —1)S?
/T(Uz) = P % > X13—1;0( | 02) =P % > Xs—ka | UZ =
% 2. %0
g2
alo?) = P [ +2 Uj' 2 7.4
/‘(0- ) - Xn—1 > 0_2 Xn—1;a ( . )

Para o teste unilateral a esquerda, raciocinio analogo leva a
2 2 %G
T — P
“(U ) =1 (Xn1 < ; 'Xn‘l,'1a) (75)

Na Figura [/.] ilustram-se as fungdes poder dos testes qui-quadrado bi e unilaterais.

Tamanho
Amaostral
_ 10
_— 50
—-——— 100

Supasicdes
a 0.05
Alternativa z
5
-l
=]
a
10 = -
Tamanho - N Tamanha
Amostral ~ . Amastral
E— 10 A " 10
—— 50 n i —— s0
I 100 0.8 i kY — 100
- A 5 -
Suposicbes N \ Supasicdes
o 0.05 \ Y « 005
Alternativa > 06 o Alsrnative <
g S 4 B
3 3 v
-4 -9 [
04 S
v
h '
LN
02 \\ .
e N
S
00
0.2 04 06 08 10
Razdo
(b) Unilateral a direita (c) Unilateral a esquerda
g2
Figura 7.1 — Poder do teste x? unilateral em funcdo de A = —
0,
0

7.2 Teste de hipdtese sobre a média p

Agora vamos generalizar os resultados da Secao considerando uma populacdo X ~ N(y; 62) em
que a varidncia 02 nédo é conhecida. O procedimento de teste de hipéteses sobre a média de uma populacao
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normal quando a varidncia ndo é conhecida é absolutamente andlogo ao caso em que conhecemos ¢?. A
mudanca diz respeito a estatistica de teste e sua distribuicao, que agora passam a ser

—H =)

T=Vn

A sequir apresentamos os resultados pertinentes para cada um dos tipos de hipdtese alternativa.
e Hipdtese nula e estatistica de teste
Ho = 1= po

Y— Ho
S

To=+v/n

~ tn—1)
~—~
sob Hy

to = valor observado de Ty

o Teste bilateral

t”,1
Hiop # o

Regido critica:

To < —th-1,02 0U To > th-1,412
Valor P :

P=2-P(T,1 > |t) |

—tn-1:0/2 tn-t:0/2

e Teste unilateral a direita

Hy:p> o tn1

Regido critica:
7—0 > tn71,0(

Valor P :
P=P(T,_1 > ty) b tia

e Teste unilateral a esquerda

Hy oy < g tn1

Regiéo critica:
TO < _tn—1,a

Valor P :

P=P(T,_1 < ty) ~tu-ta
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A definicdo do valor P é exatamente a mesma, mas para o cdlculo exato é necessario um programa
computacional. A partir da Tabela Ill do Apéndice [A} podemos obter apenas limites para o valor P, conforme
ilustrado nos exemplos a sequir.

EXEMPLO 7.3

Depois de uma pane geral no sistema de informacdo de uma empresa, o gerente administrativo deseja
saber se houve alteracdo no tempo de processamento de determinada atividade. Antes da pane, o tempo
de processamento podia ser aproximado por uma variavel aleatéria normal com média de 100 minutos.
Uma amostra de 16 tempos de processamento apds a pane revela uma média X = 105,5 minutos e um
desvio padréo s = 10 minutos. Ao nivel de significancia de 5%, qual é a concluséo sobre a alteracéo do
tempo médio de processamento?

Solucao

Como visto, as hipoteses do problema séo

u = 100
p #F 100

Como a segunda expressdo nao envolve o sinal de igualdade, ela se torna a hipdtese alternativa:

Hy : w=100
Hy : p#100

Como a populacdo é normal e a variancia ndo é conhecida, temos que usar a distribuicdo t de
Student com n—1 =16—1 = 15 graus de liberdade. Para um teste bilateral com nivel de significancia de
5%, a abscissa de interesse é aquela que deixa area de 0,025 acima. Consultando a Tabela IV do Apéndice
[Al resulta

t15.0,025 = 2,131

A estatistica de teste é .
X —100
10

V16

To = ~ t(15)
e a regiao critica é
To> 2,131 0u Ty < —2,131

O valor observado da estatistica de teste é

105,5 — 100
0= T T
V16

2,2

Como esse valor pertence a regido critica, rejeitamos a hipdtese nula e concluimos que houve alteracéo
no tempo de processamento apds a pane.

O valor P é, por definicao,
P=2xP(ti5 >2,2)

Olhando na tabela na linha correspondente a 15 graus de liberdade, vemos que o valor 2,2 esta entre
2,131 e 2,602, que correspondem as probabilidades 0,025 e 0,01. Logo

0,01 < P(ty5 >2,2) <0,025= 0,02 < P < 0,05

O valor exato é P/Z\——/ 1-dist.t(2,2;15;1)=0,021948 ou PP = 0,043896.
Excel "
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EXEMPLO 7.4
Na mesma situacdo do exemplo anterior, vamos considerar o caso em que o gerente esteja interessado
apenas no aumento do tempo de processamento. Neste caso, as hipdteses sdo:

v < 100 OK!
v > 100 Problema!

Para definir qual é a hipétese nula, vamos usar o mesmo procedimento. Em um teste unilateral, a
hipdtese alternativa deve ser aquela que ndo envolve o sinal de igualdade. No nosso exemplo, essa € a
hipotese p > 100. A hipdtese nula, tendo que ser uma hipdtese simples, passa a ser ¢ = 100, ou seja:

Hy : w=100
Hy - p>100
Como antes, a estatistica de teste é
X —100
0=~ ~ 15)
V16
mas a regido critica passa a ser
To > ti5.0,05

Consultando a tabela da distribuicéo t, resulta que
t15,005 = 1,753

o que nos leva a regido critica
To > 1,753

Novamente rejeitamos a hipotese nula, ou seja, as evidéncias amostrais indicam um aumento do tempo de
processamento da tarefa apds a pane.

O valor P é, agora
P=P(tis>2,2)
e, portanto

0,01 < P <0,025

O valor exato é P =0,0219.
*"

EXEMPLO 7.5

O dono de uma média empresa decide investigar a alegacao de seus empregados de que o salario médio
na sua empresa é menor que o saldrio médio nacional. Para isso, ele analisa uma amostra de 25 saldrios,
obtendo uma média de 894,53 reais e desvio padrdo de 32 reais. De informacdes obtidas junto ao sindicato
patronal, ele sabe que, em nivel nacional, o salario médio é de 900 reais. Supondo que seja razoavel
aproximar a distribuicao dos salarios por uma distribuicdo normal, vamos construir um teste de hipéotese
apropriado, com um nivel de significancia de 10%.

Solucao

O problema aqui consiste em decidir se os salarios séo menores ou ndo do que a média nacional
de 900 reais, ou seja, as situagoes de interesse sao

yo < 900
v > 900
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Logo, nossas hipoteses sao:

Hy : w =900
Hy : p<900

A regido critica é definida em termos da estatistica de teste

X — 900
To=—37

V25

~ t(24)

como
To < —t24;0,10

Com nivel de significdncia de 10%, a abscissa de interesse é aquela que deixa area de 10% acima
dela em uma distribuicao t com 24 graus de liberdade:

tr4,010 = 1,318

Logo, a regido critica é
To < —1,318

O valor observado da estatistica de teste é

894,53 —1900

to=—5 = —0, 8547

V25

que nado esta na regido critica. Logo, ndo rejeitamos Hp, ou seja, as evidéncias amostrais apontam que os
saldrios da empresa ndo sdo menores que a média nacional.

O valor P é
P = P(t)s < —0,8547) = P(t24 > 0,8547)

e, pela Tabela IV, podemos dizer apenas que P > 0,15. O valor exato é P = 0,20058.

*»"

7.2.1 Poder do teste t para a média p

Consideremos o teste t para

Ho: = o
Hyop> o

Como antes, podemos escrever a hipdtese alternativa em termos da diferenca A = p— iy como

Hy:A>0
o , e X — o .
Para um nivel de significAncia a, a regra de deciséo é rejeitar Hy se v/n S > th_1.q. Assim, a
funcdo poder do teste é
X —
w(y) = P(rejeitar Ho|p) =P (\/ﬁ SHO > th-ta u)
X —(u—24)

= P|Vn > tn1;a|u) (7.6)

S
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X —pu+A (ﬁA
—— ~N
NG

Note que, se a média é , ;1) e, portanto,

X —p+A

A
tem distribuicdo t ndo central com n—1 graus de liberdade e pardmetro de néo centralidade —-, conforme

Vi
definicdo a sequir:

)= 2 IN[@68 Densidade t nao central

Sejam Z ~ N(0;1) e W ~ x? varidveis aleatérias independentes e seja & uma
constante real qualquer. Entéo

F_Z+0
 VW/n

tem distribuicdo t ndo central com n graus de liberdade e parametro de néo
centralidade 0. Notacao: T ~ t, 5.

Note que, se 0 = 0, entdo T ~ t,. Na Figura ilustra-se o efeito do parédmetro de néo
centralidade sobre a forma da funcéo densidade: quanto maior o valor do pardmetro de ndo centralidade,
mais assimétrica fica a funcéo de densidade, afastando-se da t,. Na Figura vemos o efeito do ndimero
de graus de liberdade: a medida que o niimero de graus de liberdade aumenta, a densidade se aproxima
da N(9;1).

Comparacéo de Distribuigdes t Comparacéo de Distribuices t
o o
o =
Distribuicdes Distribuicdes
— pnc=0 — gi=5
g — pnc=0.5 x4 — g=10
D — pne=1 ° — gi=20
pnc=2 gl=30
m — pnc=3 - — gi=50
§ o pnc=5 § o gl=100
2 2
6 34 8 21 /\
o o
o (=20 |
T T T T T T T T T T
5 0 5 10 15 0 2 4 8 10
X X
(a) Efeito do parametro de ndo centralidade (b) Efeito dos graus de liberdade

Figura 7.2 — Distribuicdo t ndo central
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Voltando a expresséao (7.0), vemos que o poder do teste t depende da distribuicdo acumulada de
uma variavel t ndo central e, mais do que antes, é necessario o uso de softwares para o seu célculo. Na
Figura[7.3]temos os gréficos da fungéo poder para o teste t com desvio padrao amostral s = 20 e tamanhos
amostrais n = 10,50, 100.

Tamanho
Amaostral
E— 10
_— 50
——- 100

Suposiges
= 0.05
DesvPad 20
- Alternativa z
g
<
-]
[
] -30 -20 -10 0 10 20 30 40
Diferenga
(a) Bilateral
10 R 10 —
e Tamanho ST Tamanho
P Amostral AR Amastral
L) J— 10 A _— 10
‘o —— 50 o [ 50
0.8 ‘/ f ———- 100 08 Vo ——— 100
i Suposicdes i B Suposigaes
I a 0.05 YL a 005
G i DesuPad 20 06 L DeswPad 20
o Ly Alternativa > o v Aternatiia <
H ; 5 !
g Iy k- A
o 1 o i
-4 il a L
04 04 W
Iy V
It b
i b
02 4 02 W
i b
i 5
0.0 0,0
0 10 20 30 40 40 30 20 10 [}
Diferenga Diferenga
. T . N
(b) Unilateral a direita (c) Unilateral a esquerda

Figura 7.3 — Poder do teste t em funcdo de A = p—

Nas Figuras e comparam-se as funcdes poder dos testes z e t, de tamanho a = 0, 05, para
n=5e n =15, com desvio padrdo 20.

7.3 Exercicios propostos

1. Uma empresa fabricante de balas afirma que o peso médio de suas balas é de pelo menos 2 gramas.
Pela descricdo do processo de producdo, sabe-se que o peso das balas distribui-se normalmente.
Uma amostra de 25 balas apresenta peso médio de 1,98 gramas e um desvio padréo de 0,5 grama.
O que se pode concluir sobre a afirmacéo do fabricante? Use um nivel de significancia de 5%.

2. Em uma linha de producéo, pecas sdo produzidas de modo que o comprimento seja normalmente
distribuido. Ajustes periddicos séo feitos na maquina para garantir que as pecas tenham comprimento
apropriado de 15 cm, pois as pegas muito curtas ndo podem ser aproveitadas (as pecas longas podem
ser cortadas). A cada hora sao extraidas 9 pecas da producédo, medindo-se seu comprimento. Uma
dessas amostras apresenta comprimento médio de 14,5 cm e desvio padréao de 0,5 cm. Use o nivel
de significancia de 0,1% para testar a hipdtese de que o processo estd operando adequadamente.
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Testez Teste z

10
’ Teste t 1w Testet
08 08
0.6 0.6
5 5
-] -]
] S
a a
04 0.4
02 02
0,0 0,0
S0 40 30 20 0 0 0 20 300 40 50 40 30 20 0 0 0 20 30 4
Diferenga Diferenga
(@) n=>5 (b) n =15

Figura 7.4 — Poder dos testes z e t bilaterais em funcdo de A = 1 — g

Depois de desenvolver um algoritmo para acelerar a execucao de determinada tarefa rotineira em um
escritdrio de contabilidade, o analista de sistema analisa uma amostra de 25 tempos, obtendo uma
média 46,5 segundos e desvio padrao de 5 segundos. Dos dados passados, ele sabe que o tempo de
execucdo é aproximadamente normal com média de 48,5 sequndos. Use o nivel de significancia de
5% para decidir se o algoritmo do analista realmente melhorou o desempenho do sistema.

Uma propaganda afirma que o consumo médio de gasolina de determinada marca de automoével é de
12 litros por 100 quildmetros rodados. Um teste com 36 automoéveis desta marca acusa um consumo
médio de 12,4 litros por 100 quildmetros rodados com desvio padrao de 1 litro por quilometro rodado.
O que se pode concluir sobre a propaganda? Use o nivel de significancia de 10%.

Uma amostra aleatdria simples de tamanho n = 9 extraida de uma populacdo normal apresentou
média igual a X = 13,35 e desvio padréo s = 3, 1. Deseja-se testar

Hy : pw=12,8

Hy @ u#12,8

(@) Determine a regido critica correspondente ao nivel de significancia a = 0, 02.

(b) Com base na regido critica encontrada no item anterior, estabeleca a concluséo, tendo o cuidado
de usar um fraseado que ndo seja puramente técnico.

. Os dados a sequir sdo oriundos de uma populacdo normal com varidncia o2 supostamente igual a

36,8.

2331 2261 2203 2476 2329 2328 2359 2324
2494 2074 2318 2321 2207 2296 2425 2293

(@) Realize um teste de hipdtese apropriado para verificar a veracidade da origem dos dados. Use
a=0,05.

(b) Ache limites para o valor P associado a esse teste de hipotese.

Dados histéricos indicam que a varidncia na taxa de cambio do iene japonés contra o délar americano

é aproximadamente 1,56. Obteve-se uma amostra aleatéria de 30 taxas de cdmbio de fechamento,

que acusou uma varidncia s? == 2,2.

(@) Realize um teste de hipdtese para verificar se houve mudanca na varidncia na taxa de cambio.

(b) Ache limites para o valor P associado a esse teste de hipotese.

. O diretor geral de um grande escritério de contabilidade estd preocupado com a demora na execucéo

de determinada tarefa e também com a variabilidade dos tempos de execucdo, uma vez que essa
tarefa é executada por diferentes funcionarios. Dados histdricos revelam que o tempo médio tem sido
de 40 minutos, com desvio padréo de 6 minutos. Depois de um intenso treinamento, uma amostra de
14 tempos acusa média de 35,6 minutos e desvio padrdo de 3,4 minutos.
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(a)

As evidéncias amostratis indicam que o treinamento foi bem sucedido? Responda a essa pergunta
construindo testes de hipoteses apropriados com nivel de significancia o = 2,5%. Certifique-se
de indicar todas as etapas do processo: hipdteses nula e alternativa, estatistica de teste e regido
critica, limites para os valores P, conclusdo em linguagem nao técnica e tambhém as suposicoes
tedricas para resolver o problema.

Construa intervalos de confianca de 95% para os pardmetros populacionais de interesse para
refletir a situacdo depois do treinamento.
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Capitulo 8

Testes para Normalidade

Os métodos de inferéncia vistos até agora baseiam-se fortemente na hipdtese de normalidade da
populacédo, ou seja, todas as estatisticas utilizadas na construcdo de intervalos de confianca e testes de
hipéteses partiam da suposicdo de que X ~ N(u; 0%). Sendo assim, é necessario termos ferramentas para
verificar se tal suposicdo é razoavel para determinada amostra. Veremos agora alguns dos testes mais
comumente utilizados para tal.

8.1 Funcao de distribuicao empirica e quantis

Alguns métodos graficos e ndo paramétricos baseiam-se na funcao de distribuicdo empirica, que
fornece a proporcao de observacdes da amostra que sdo menores ou iguais a determinado valor x. A
definicdo formal é dada a sequir.

DISZNIEN0 1 Funcao de distribuicao empirica

Seja Xq, X2, -+, X, uma amostra aleatdria simples de uma populacéo X com funcéo de
distribuicdo Fx. Dada uma amostra observada x1, x2, - - - , X, @ funcédo de distribuicéo
empirica é definida como

~ 1
Fa(x) = ;#{x[ < x} —00 < x < +00

= n—o00 .
Pode-se provar que F,(x) —— F(x) e esse resultado leva a alguns testes sobre a verdadeira
distribuicdo populacional F, baseados em “distdncias” entre F, e F.

EXEMPLO 8.1
Considere a seguinte amostra de tamanho n = 5: 2,3,8,13,6. Vamos calcular sua fungdo de

131
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distribuicdo empirica. Para isso, é conveniente ordenar a amostra: 2,3, 6,8, 13. Vemos, entdo, que

CAPITULO 8. TESTES PARA NORMALIDADE

0 ,se x <2
0,2 ,se2<x<3
l?(x): 0,4 ,se3<x<6
n 0,6 ,seb6<x<8
0,8 ,se8<x<13

1 ,sex>13

e seu grafico é apresentado na Figura [8.1]
12

Figura 8.1 — Funcdo de distribuicdo empirica para o Exemplo

Os quantis também desempenham papel importante nos testes de normalidade. Note na funcéo de
distribuicdo empirica do exemplo acima que 60% das observagdes sdo menores ou iguais a 6; logo, 6 é o
quantil de ordem 0,6 e /?5(6) = 0,6. No entanto, ndo existe valor x tal que que /?5()() = 0,5, ou seja, ndo
conseguimos definir a mediana, por exemplo, a partir da funcéo de distribuicdo empirica. Esse problema

é contornado trabalhando-se com uma “suavizacao” de F,. Veja a Figura

Figura 8.2 — Funcéo de distribuicdo empirica suavizada para o Exemplo
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A curva continua é formada por segmentos de reta que ligam os pontos (x(;), pi) com x1) < X
e

IA
A
=

i—0,5

. (8.1)

pi=
e os quantis podem ser obtidos tomando-se a funcao inversa. No caso de p ndo coincidir com qualquer
pi, 0 quantil é obtido observando-se que o ponto (g(p), p) estd sobre o segmento de reta que passa pelos

pontos (q(pi), pi) e (q(pi+1), pi+1). Veja as linhas em forma de setas na Figura [8.2] Dessa forma, temos a
sequinte definigdo.

» =2 N[00 Quantil de ordem p

O quantil de ordem p, para qualquer 0 < p < 1, é definido como

( i~ 0,5
X(0) 'Se/3=/9i=lT,i=1,2,--~,n

(1=1)-qlp) + i q(pis1) . se pi <p <pin

q(p) =
X(1) ,se p < pq
L X(n) ,sep>P,
sendo f; = _P=pPi
Pi+1 — Pi

Outras definicdes possiveis envolvem diferentes valores para p;, tais como

i i— 0,375
o o 373 2
Pe= Pi n+0,25 (82)

sendo essa Ultima adotada nas rotinas do R.

8.2 Grafico dos quantis normais

O gréfico dos quantis normais é utilizado para se verificar visualmente se determinado conjunto

7 7

de dados (amostra) é oriundo de uma distribuicdo normal. A ideia subjacente é: se meus dados vém de
~ ~ X —
uma populacdo X ~ N(u; 62), entdo P(X < x) = P (Z <

observados de X através da funcéo de distribuicdo empirica.

H I T i
. Essa comparacéo sera feita nos valores

Considerando a amostra ordenada x) < x2) < - - < X() e as respectivas probabilidades associadas

definidas por ou temos que /?,7()(([)) = p; e, portanto,

X Xp —H

— U
Fx(X(,‘)) =p;=>> (TL) =pi = B = Z1—p, (8.3)

sendo zy_,, o valor critico da normal padréo tal que P(Z > z_,) =1 — p; e, portanto, P(Z < z1_,) = p;.

O grafico é construido plotando-se o quantil de ordem p; da distribui¢do normal padrao versus x,
ou seja, os pontos no gréfico séo (z1_p, x(3). Se os dados s&o oriundos de uma normal com média p e
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desvio padréo o, entdo, de acordo com (8.3), o padréo dos pontos deve ser aproximadamente linear. Dessa
forma, temos que buscar padroes de linearidade nos graficos de quantis normais. Grandes afastamentos
de uma relagdo linear levam a rejeicdo da hipdtese de normalidade dos dados. Nas Figuras [8.3] e [8.4]
apresentamos alguns graficos gerados a partir de dados simulados de uma N(4;2%) com tamanhos de
amostra n = 10 e n = 50. Esses graficos foram gerados pelo Minitab. A reta central é o padréo ideal, ou
seja, o comportamento esperado para uma distribuicdo exatamente normal (as curvas externas representam
o intervalo de conflanca para a funcdo de distribuicao). Nesses graficos podemos ver o efeito do tamanho
da amostra; como a funcéo de distribuicdo empirica converge para a verdadeira funcao de distribuicédo, o
padréo linear serd mais nitido para amostras maiores. Em geral, para amostras pequenas, é dificil analisar
o padréao de linearidade em um gréfico de quantis normais.

Gréfico dos quantis normais - n=10 Gréfico dos quantis normais - n=10
Normal - IC de 95% MNormal - IC de 95%
Média 3742 Média 3,927
e DesvPad 2.602 e DesvPad 1812
N 10 N 10
AD 0130 AD 0312
Valor-P 0,838 Valor-P 0432
1 1
g g
] ]
7 7
& &
-1 -1
2 -2
15 4 12
(a) (b)
Gréfico dos quantis normais - n=10 Gréfico dos quantis normais - n=10
Normal - IC de 95% Normal - IC de 95%
Média 4022 Média 4143
2 DesvPad 1.977 2 DesvPad 2319
N 10 N 10
AD 0298 AD 0334
Valor-P 0.519 Valor-P 0434
1 1
2 2
S0 S0
7 3
< <
-1 -1
2 2
50 2,5 5,0 25
(0) (d)

Figura 8.3 — Amostras da Normal padrdo — n =10

8.3 Testes de normalidade baseados na distribuicao empirica

A andlise de um padréo linear em um gréfico de quantis normais é, além de dificil, subjetiva. Assim,
é necessario algum método mais objetivo para verificar a hipdtese de normalidade dos dados. Veremos,
agora, alguns desses métodos, que sdo testes das hipdteses gerais:

Hp : Os dados vém de uma distribuicdo normal

H; : Os dados ndo vém de uma distribuicdo normal
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Gréfico dos quantis normais - n=50 Gréfico dos quantis normais - n=50
Normal - IC de 95% Normal - IC de 95%
B Médiz 4197 E Média 3940
DesvPad 2.008 DesvPad 1873
N 50 * N 50
2 * AD 0152 2 AD 0456
Valor-P 0957 Valor-P 0.256
1 1
e e
20 20
7 7
g g
1 1
2 2
3 3
50 25 00 25 50 75 10,0 12,5 50 25 00 25 50 75 10,0 12,5
(o] Cc2
(a) (b)
Gréfico dos quantis normais - n=50 Gréfico dos quantis normais - n=50
Normal - IC de 95% Normal - IC de 95%
B Média 4160 E Média 4229
DesvPad 2.150 DesvPad 1520
. N 50 N 50
2 AD 0266 2 ) AD 0500
Valor-P 0676 Valor-P 0.200
1 1
& &
20 20
3 %
& g
1 1
2 2 *
L}
3 -3
50 25 0,0 25 50 75 10,0 12,5 00 25 50 75 10,0
G3 Cc4
(c) (d)

Figura 8.4 — Amostras da Normal padrdo — n = 50

Todos eles se baseiam na funcao de distribuicdo empirica F,(x) que, como dito, converge para Fx(x) = P(x)
quando n — oo. Mas como nédo conhecemos a distribuicao especifica da qual a amostra foi retirada, mesmo
sob a hipétese de veracidade de Hy (1 e o sdo desconhecidos), temos que usar algum estimador para F(x)

’

. = x =X . . s . A
e o estimador natural é F(x) = ® —< | Diferentes testes usam diferentes métricas de discrepancia

para comparar F(x) e Fy(x). Se as diferencas forem “grandes”, rejeita-se a hipdtese nula. O calculo de
valores criticos e valores P para os diferentes testes requer uso de software.

8.3.1 Teste de Lilliefors (Kolmogorov-Smirnov)

A estatistica de teste para os testes de Kolmogorov-Smirnov e Lilliefors mede a discrepancia local
maxima:

P —o (2} (8.4)

X

D = max {
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e sua formula de calculo é

D = max [max {; - (X(i)s_ X) } , max {(I) ( X(i)s_ X) ! ; ! H (8.5)

A diferenca entre os dois testes se da quando a hipdtese nula ndo especifica os valores de p e de o
da distribuicdo normal. Usar a média e o desvio padrao amostrais faz com que a distribuicdo de F se torne
mais proxima da distribuicdo emplrica, ou seja, as discrepdncias tendem a ser menores do que seriam se
Hp especificasse uma distribuicdo normal bem definida. Isso requer, entdo, um ajuste nos valores criticos
e nos valores P.

EXEMPLO 8.2

Considere os sequintes dados (j& ordenados), que foram simulados a partir de uma distribuicédo
normal com média 5 e desvio padréo 2:

2,374018 3,586709 3,896683 4,333655 6,029997

. A média amostral é X = 4,044212 e o desvio padrao amostral é s = 1,327379. Na tabela a sequir temos
as informacdes necessarias para o célculo da estatistica de teste de Kolmogorov-Smirnov e na Figura
ilustram-se as discrepéancias entre F e F5 como os segmentos verticais pontilhados:

X(i) pPi = F5(X(i)) Zi = X“:X (|)(Z[) = F(XU)) |F5(X(,')) — F(X(,‘))
2,374018 0,2 -1,258265 0,104148 0,095852
3,586709 0,4 -0,344667 0,365173 0,034827
3,896683 0,6 -0,111143 0,455751 0,144249
4,333655 0,8 0,218056 0,586307 0,213693
6,029997 1,0 1,496019 0,932676 0,067324

0.8

0.6

0.4

0.2

Figura 8.5 — Calculo da estatistica de teste de Lilliefors

Da tabela dada no artigo original de Lilliefors, conclui-se que o valor P > 0,20, ou seja, ndo
rejeitamos a hipodtese nula de normalidade dos dados.
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8.3.2 Teste de Anderson-Darling

A estatistica de teste de Anderson-Darling é definida como

[ [ﬁn(x)—<l>(xsx)]2 )
/Oo(l)(xx)[1(b(xx)]5 ( s )

S S

(8.6)

onde ¢(x) = ®’(x). Como antes, estamos analisando a probabilidade da diferenca, agora ao quadrado,
entre F, e F, mas agora relativa as probabilidades nas caudas. Dessa forma, o teste de Anderson-Darling
tende a ser mais eficaz para detectar desvios nas laterais da distribuicéo.

A férmula de célculo para a estatistica de Anderson-Darling é

n

A = —n—%Z [(2{-1)109 (cb (X“)S_X)) +(2n +1 = 2i) log (1 — o (XU)S—X) )]

i=1

(8.7)

e na tabela a sequir mostramos os célculos para os dados do Exemplo

i X(i zp == P(z) I[P (z)] | Wn[1 = P(z)] | (20 = 1) Wn[D(z;)] | (2n — 2i + 1) In[1 — D(z)]
112374018 | -1,258265 | 0,104148 | -2,261942 | -0,10998 -2,261942 -0,989820
2 | 3586709 | -0,344667 | 0,365173 | -1,007385 | -0,454402 -3,022156 -3,180814
3| 3,896683 | -0,111143 | 0,455751 | -0,785808 | -0,608349 -3,92904 -3,041745
4 | 4333655 | 0,218056 | 0,586307 | -0,533911 | -0,882632 -3,73738 -2,647895
51 6,029997 | 1,496019 | 0,932676 | -0,069698 | -2,698233 -0,62728 -2,698233
Soma -13,577798 -12,558507

Obtemos, entdo, que
1
A’ =-5— 5(_13’ 577798 — 12,558507) = 0, 227261

e o Minitab fornece o valor P = 0,639. Novamente, ndo rejeitamos a hipétese de normalidade dos dados.

8.4 Teste de Shapiro-Wilk

A estatistica de teste de Shapiro-Wilk é obtida dividindo-se o quadrado de uma combinacao linear
das estatisticas de ordem amostrais pela estimativa usual da variancia, S?. Sem entrar em detalhes que
estdo além do nivel deste curso, a estatistica de teste é

n 2
( Z CI,‘X([) )
i=1

(8.8)

onde as constantes a; dependem das estatisticas de ordem de uma amostra de tamanho n da populacéo
normal padrdo. Com antes, programas computacionais sdo necessarios para a analise. Tais programas
fornecem o valor da estatistica e do respectivo valor P.
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8.5 Exercicios propostos

Utilize software para verificar se os dados apresentados nos exercicios abaixo relacionados séo
provenientes de uma populacdo normal.

e Capitulo 3 — Exercicio 10

e Capitulo 4 — Exercicios 4, 6



Parte |l

Inferéncia para duas populacoes

139






Capitulo 9

Inferéncia com Amostras Independentes

Vamos considerar, inicialmente, o caso de termos amostras independentes de duas populagdes
normais. Como no caso de uma populacdo, vamos comecar com a situacdo simplificada em que as varidncias
populacionais sdo conhecidas e nosso interesse esta na inferéncia sobre as médias populacionais. Em
sequida, faremos inferéncia sobre as varidncias populacionais para, finalmente, considerarmos o caso geral
em que tanto as médias como as varidncias populacionais sdo desconhecidas.

9.1 Introducao

E muito comum encontrarmos, na pratica, situacées em que o objetivo é comparar dois grupos
diferentes. Serd que meninos e meninas do ensino médio gastam o mesmo niimero de horas por semana
navegando na internet? O desempenho de alunos em um exame nacional melhora depois que eles realizam
um curso preparatério? lrmdos gémeos respondem da mesma forma a um determinado estimulo? A
proporcado de pessoas favoraveis a determinado projeto de um governo estadual é a mesma na zona
urbana e na zona rural?

Em todos esses exemplos, queremos comparar duas populagdes: meninos e meninas, alunos antes e
depois do curso preparatdrio, irmdos gémeos, zona urbana e zona rural. Como no caso de uma populacao,
tomaremos nossas decisées com base em amostras aleatdrias simples retiradas dessas populacoes. Mas
podemos ver, nesses exemplos, duas situacoes diferentes: quando comparamos irmaos gémeos ou alunos
antes e depois de um curso preparatério e quando comparamos meninos e meninas do ensino médio ou
zonas urbana e rual. No primeiro caso, hd uma dependéncia entre as amostras, o que nado ocorre no
segundo caso.

9.2 Definicoes e notacao

No estudo da inferéncia para uma populacéo, vimos que a suposicdo de termos uma amostra
aleatdria simples da populacéo de interesse era fundamental para o desenvolvimento dos estimadores
e estatisticas de teste. Nos problemas de inferéncia a partir de duas amostras néo é diferente, mas temos
que nos preocupar também com possiveis relagdes entre as populagdes e/ou amostras.

Sejam duas populagbes representadas pelas varidveis aleatérias X7 e Xz e sejam X1, Xiz, ..., Xip,
e Xo1, X»2 ,..., Xon, amostras aleatérias simples de tamanhos nq e n; retiradas dessas populagdes. Neste
capitulo, estudaremos apenas amostras independentes, cuja definicdo é dada a sequir..
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p1= 2N [07(68 Amostras Independentes

As amostras sao independentes se o processo de selecdo dos individuos ou objetos
na amostra 1 ndo tem qualquer efeito sobre, ou qualquer relacdo com, a selecdo dos
individuos ou objetos na amostra 2. Se as amostras ndo sdo independentes, elas sédo
dependentes.

Na Tabela apresentamos a notacdo que sera utilizada referente aos parametros dessas
populacdes e seus respectivos estimadores. Assim como no caso de uma populacdo, vamos assumir que
as populacdes sejam normats.

Tabela 9.1 — Notacao: Inferéncia para duas populacdes

Populacéo Pardmetros Amostra Estatistica Amostral | Valores observados
Média Varidncia Média  Variancia | Média Variancia
X1 ~ N(u; o2 2 X1, X X X S? X 2
1~ N(n; of) I o; 11, X12, .. X, 1 ; X1 s
Xo ~ N(t; 02 2 Xo1, X X X S2 X 2
2 ~ N(2; 07) 1) o; 21, X22, - Xon, 2 5 X2 s5

9.3 Inferéncia sobre médias de duas populacéoes normais com
variancias conhecidas

Como no caso de uma populacdo, vamos considerar, inicialmente, o caso de amostras independentes
de duas populacdes normais cujas varidncias séo conhecidas. Assim, nosso interesse estd na inferéncia

sobre as médias populacionais e tal inferéncia se baseara nas médias amostrais, sobre as quais sabemos
que

- o2 — o2
X1~/\/(H1;1) XZNN(UZ}Z)
nq ny

Como estamos supondo que as amostras sdo independentes, resulta que X7 e X, sado independentes. Logo,

2 2
X1—X2~N(u1—uz;a1+02) (9.1)
n ny

ou equlvalentemente,

(X1 = X3) = (th — 1)

~ N(0; 1) (9.2)
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9.3.1 Intervalo de confianca para tn — 11

Temos, a partir de (9.2), que

(X1 —X3) = (th — 1)

—Zap2 < <Zgp | =1-«a

Logo,

=1—-a

(9.3)

Note que os limites séo varidveis aleatdrias e, assim, faz sentido falar que a probabilidade é 1 — a. Isso
significa que se repetirmos varias vezes o processo de amostragem e subsequente construcéo do intervalo
de confianca correspondente, “acertaremos” em 100(1 — a)% das vezes, ou seja, o intervalo contera o
verdadeiro parédmetro tn — ti.

Para uma amostra especifica, o intervalo de confianca é
(9.4

(X1 —X2) — Zap2 (X1 —X2) + Zap2

e esse intervalo ou contém, ou ndo contém o verdadeiro parametro. Néo faz sentido dizer que o intervalo
dado em (9.4) contém o parametro com probabilidade 1 — a. O que podemos dizer é que o método de
obtencédo dos intervalos garante uma probabilidade de acerto de 1 — a.

9.3.2 Teste de hipdtese sobre (i — 1

Vamos, agora, estabelecer os procedimentos para o teste de hipodteses referentes a diferenca entre
as médias, de maneira andloga ao caso de uma populacdo. Nosso objetivo, entéo, é testarm

Hy:pm—1mn =0 (9.5)

As hipoteses alternativas possiveis sao:
Hiip—m#0 Hi i —pp <0 Hy i —pp>0

O procedimento de teste consiste em rejeitar a veracidade da hipotese nula Hy sempre que obtivermos
valores da estatistica de teste com pequenas probabilidades de ocorréncia sob Hy. Para o teste de
hipdtese sobre a diferenca de médias de populacdes normais com varidncias conhecidas, a estatistica de
teste é dada em (9.2) e probabilidades pequenas correspondem a cauda da distribuigdo normal. Lembrando
que sob Hp, 1 — 1 = 0, isso nos leva as seguintes regras de decisdo para um nivel de significancia o
(lembre-se que a = P(rejeitar Hy|Hp é verdadeira):

'E possivel trabalhar com hipéteses mais gerais envolvendo uma diferenca Ag, mas os procedimentos séo analogos.
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e Hipdtese nula e estatistica de teste
Hy:pth—1n=0
(X1 —Xa)

7o = valor observado de 7,

Zo = N(0, 1)

e Teste bilateral

Hy:pm—pm #0 N(Os1)

Regido critica:
|ZO| > Zaf2

Valor P : 4 )
P=2-P(Z> |z .

e Teste unilateral a direita

Hy:p—ppp >0 N(0; 1)

Regido critica:
VA

Valor P : o

P=P(Z> z)

e Teste unilateral a esquerda

Hy i —mm <0 N(0; 1)

Regido critica:
2y < —24

Valor P : «
P=P(Z > |2))

2,
Za
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9.3.3 Poder do teste e tamanho de amostra

No mesmo contexto da subsecdo anterior, vamos considerar o teste da hipdtese de igualdade de

médias, que é equivalente a

Ho:pm —pp=0

e calcular o seu poder quando

=t =A

Teste bilateral

(9.6)

Considerando a regra de decis@o vista acima, o poder do teste pode ser escrito em funcéo de A

como

X —Xo
(D) = P(rejeitar Ho|A)=1—P | —zgp < ———22_ < 7,0 |A
2 2
9, %
n ny
Xi=Xo—A+A
= 1-P|—-z;p < ! 2 < Zopp | A
2 2
9, 9%
nq ny
A A
= 1-P —Zq2 — <Z< Zal2 -
2 2 2 2
o, o o, o
n ny nq ny
A A
/T(A) =1—1|® Zo2 — —-¢ —Za2 — (97)
2 2 2 2
O. (o O. O
a4 22 1y 22
n ny nq ny

Assim como no caso de uma populacdo, é possivel determinar o tamanho da amostra necessario
para se ter um poder 57* na deteccdo de uma diferenca A*, desde que se trabalhe com amostras de mesmo

tamanho n. Nesse caso, temos

A
2 2
o7 + 05
n

P zop — — P

A
2 2
oy + oy
n

_ZG/Z —
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~ A
Se queremos w(A*) = 7* com A* > 0, entdo ® | —z,p — —— | = 0, 0 que resulta em
oio?
172
n
A* A*
JT(A*):JT*%,I—(D Z“/Z_ﬁ :>]T*%P Z>Za/2—ﬁ —
oj + 05 of + o3
n n
A* Zy2 — Zyg*
Zno N Zapy — ————— = x “2 T [0 4 02 —
2 2 A*
0y + 05

n

N (Za/z — Z,—,*)2 (0'12 + 0'22)

~ 9.8
TS o9
~ A*
Se A* <0, entédo @ | zgpp — ~ 1, o que resulta em
0?03
10
n
A* A*
AAY=7" 2 d | —zgp— ——= | =P | Z>zep+ —— | =
f 2 2 ! 2 2
of + oy o; + 05
n n
A* Zpr — Z /
Zﬁ*%ZG/Z-Fﬁ:) n%Ta/Z 012+022
of + oy
n

e isso nos leva a mesma expressao para n dada em (9.9).

Teste unilateral a direita

Considerando a regra de decisdo vista acima, o poder do teste pode ser escrito em funcdo de A > 0
como

X, =X
n(A) = P(rejeitar Ho|A) =P | L2225 7, |A
9 9
n1 ny
X1 —Xo—A+A A
- p|aZ2Z oA A =P |2 —2 | —
2 2 2 2
0. O- 0.
9, % 9, %
n ny n1 ny
A
D) =1—b | z4 — (9.9)
9 9
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Se queremos determinar o tamanho comum das amostras necessario para se ter um poder 7* na
deteccao de uma diferenca A* > 0, entdo temos que ter

A* A*
A A)=a"=P|Z>zp——m—mr | = z2p =2y — —
2 2 2 2
oy + 0y of + oy

n n

o que resulta em

(2o — Zx+) (01 + 02)

ne 9.10
o) 19
Teste unilateral a esquerda
O poder do teste pode ser escrito em funcéo de A < 0 como
X1 —X
a(A) = P(rejeitar Ho|A) =P | =22 <« —Z,|A
2 2
o 1o}
9%, %
nq ny
X1—Xo—A+A A
= P ! 2 <—zg|A| =P |Z< -2y — ———
2 2 2 2
%, % 9, %
n ny n ny
A
= Pl|Z>zp+ ——x= | =
9 93
n ny
A
aA)=1—=-] | zgp + ———== (9.11)
2 2
o o
9 %
n ny

Se queremos determinar o tamanho comum das amostras necessario para se ter um poder s* na
deteccao de uma diferenca A* > 0, entdo temos que ter

A* A*
A= =P | 2> zp+ = | S 2 =20t —————
01 +0'2 0'1 +02

n n

o que resulta em
ez (of 4 03)
(A*)?

(9.12)

mesma expressdo obtida para o teste unilateral a direita.
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9.4 Inferéncia sobre duas proporcoées - amostras grandes

Consideremos, agora,o caso em que nosso interesse estd na comparacdo de duas proporgédes. Isso
significa que nossas duas populacdes sdo descritas por varidveis Bernoulli, ou seja, X1 ~ Bern(p1) e
Xy ~ Bern(pz) respectivamente. Se X1, Xi2,---, X1n, € Xo1, X22, -+, X2, s@o amostras grandes dessas
populacdes , o Teorema Limite Central nos da que

X, = P, m/\/(/31;/31( 131)) PzzN(pz; p2( Pz))
nq np

Se as amostras forem independentes, resulta que

131—/32%/\/(/31—/32;/31(1_p1)+pz“_p2)) (9.13)

n ny

sendo necessarias as condicdes n1 > 30, n1p1 > 5, n(1 — p1) > 5, n; > 30, nypy > 5 e ny(1 —p2) >5.

9.4.1 Intervalo de confianca para p; — p>
Satisfeitas as condicbes de grandes amostras e simetria, resulta de que

(P — P2) — (p1 — p2)
\/P1(1 - p1) N p2(1 — p2)

m na

D

—Zop2 <

Logo,

~ . 1— 1— ~ 1— 1— ~
P ((P1 - P2) — Za/z\/M( P + p2(1 = p2) < (p1 —p2) < (P = Py) + Za/z\/p1( P + p2(1 = p2) =1—a
n ny m n

Como no caso univariado, estimamos a varidncia a partir da amostra, o que nos da o seguinte
intervalo de confianca de nivel de confianca aproximadamente igual a 1 — a:

~

5 B Pi1—P)  P(1-P) 5 5 Pi(1—Py)  P(1-P
/31—/32—20/2\/ i 1)-i- 2 2)2131—P2+Za/2\/ l 1).|. 2l 2)

n1 ny n1 ny

9.4.2 Teste de hipotese sobre p; — p»

Consideremos o teste da hipdtese da hipdtese nula
Ho : p1 = p2
contra uma das alternativas

Hi @ p1 # p2 Hi:p1 > p2 Hi:p1 < p2
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O teste de grandes amostras se baseia na estatistica dada em (9.13). Mas, sob Hy, p1 = p2 = p e a
variancia de Py — P, nesse caso é

> _pll=p) pQ=p)_ . (1T 1T
/31*‘62 - n1 + ny a /3(1 P) n1 + nyp
e, sob Hy,
P, —P
Zy = (P = F2) ~ N(0; 1) (9.14)

1 1
\/P“ - p) (”1+”2)

Como as amostras vém de populagdes com a mesma propor¢do p, podemos usar as amostras
combinadas para estimar p, definindo o estimador combinado

IA’C B nimero total de sucessos nas 2 amostras B U+ Uy (9.15)
ny+ny ny+np .

n;
em que U; = E Xij é o nimero de sucessos na amostra i.
j=1

Esse estimador pode ser reescrito como

~ U+ U niP;y + nyP n ~ n ~
Pe=——2=-1"22__1 p 4 2 P (9.16)
ny 4+ ny ny + ny ny + ny ny + ny

que é uma média ponderada das proporcoées amostrais Py e P;.

Usando (9.74) e (9.76), chegamos as seguintes regras de decisdo para um nivel de significancia a:

e Hipdtese nula e estatistica de teste

Ho:p1—p2=0
PP
Zo = (P = P) ~ N(0; 1)
~ o~ 1 1
\/PC(1 — Pe) (—i—)
n ny
7o = valor observado de 2,
e Teste hilateral
Hi:p1—p2#0 N(0; 1)
Regido critica:
|Z()| > Zap2
Valor P :
«/2 /2
P=2-P(Z> |z ~Za2 Za2
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e Teste unilateral a direita

Hi:p1—p2>0

Regido critica:
2y > Zg

Valor P :
P=P(Z > z)

Za

e Teste unilateral a esquerda

Hy:p1—p2<0

Regido critica:
2y < —2Zg4

Valor P : o
P =P(Z > |z))

Para o caso geral em que Hy : p1 — p2 = Ay, com Ay # 0, o teste se baseia na estatistica
Py —Py) — A
Zo = (P1 = P2) — Ao ~ N(0: 1)
P, (1 — /31) P, (1 - /32)

+
n ny

que leva a regido critica e ao valor P analogos aos vistos anteriormente. A diferenca aqui é que nao

podemos usar o estimador combinado.

9.5 Inferéncia sobre variancias de duas populacoes normais

9.5.1 A Distribuicao F

No estudo comparativo de varidncias de populacdes normais, faremos uso da distribuicao F, assim
denominada em homenagem ao estatistico Ronald Fisher (1890-1962), e cuja funcéo densidade é

2 vy —2
r(us2) v\ ? X7
flix) = —o~2rtv | — —_—— 0 9.17
. F(?)F(V;)(vz) (Hmwz"z = ©17)
V2

Essa distribuicdo depende dos dois pardmetros, v; e v, e usaremos a notacdo X ~ F,, ,, para indicar
que a variavel aleatéria X tem distribuicdo F com parédmetros v; e v,. Os pardmetros da distribuicdo F
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sado chamados graus de liberdade do numerador e do denominador, respectivamente. Temos os seguintes
resultados sobre a média e a variancia dessa distribuicao:

V2

E(X) = 2
(X) 2 se vy >

X~ Fypyy = , (9.18)
2vs(vi + vy — 2)

Var(X) = 2
X = =22, = 4

se v, >4

O teorema a sequir serd fundamental na inferéncia sobre variancias de duas populagdes normais.

TEOREMA 9.1 Sejam U e V duas variéveis aleatérias independentes tais que U ~ x? e V ~ x?2. Entéo
Uln
Vim

Assim, os graus de liberdade da distribuicéio F referem-se aos graus de liberdade das duas varidveis
qui-quadrado.

W =

Fom (9.19)

v

Na Figura temos o gréfico da distribuicdo F com v; = 5 graus de liberdade no numerador e
vy = 5,10, 40 graus de liberdade no denominador. Na Figura @]ﬁxa—se vo = 5 e varia-se n1 = 5,10, 40.

— FIis
06 — FLO
— Fus
04
0.2
0
0 1 2 3 4
Figura 9.1 - F,, ., : vy =5, v, =5,10,40 Figura 9.2 - F, ,, : v =5,10,40; v, =5
Vamos denotar por F, .4 0 valor critico da distribuicao F, ,, isto é
P(Fn,m > Fn,m;a) =a (920)

Na Figura @] ilustra-se o conceito do valor critico de uma distribuicdo F e nas Tabelas V, VI e VIl do
Apéndice E] exibem-se tais valores criticos para a = 0,05, a = 0,025 e a = 0,01 com graus de liberdade
especificos. Programas estatisticos devem ser usados para se calcular um valor critico qualquer.

Uma propriedade importante dos valores criticos da distribuicdo F é a sequinte. Seja k = F, ma;
logo,

1 1 1 1
P(Fn,m>k):a<:>P(F< ):O({:}P(Z):1_O(<:>

k Fom = k
1 1 ,%/m 1 1 1
P Xz/l') ZE :1_(1@'3())((2/[’] 2/() =1—O(<:>P(Fm,,72k) =1—O(<:>E: m,”;‘]_a

Xin/m
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@

Fnmia

Figura 9.3 — Valor critico da distribuicéo F,

Resulta, assim, que

1
Fn,m;a = = (921)

Fm,n;1—a

EXEMPLO 9.1
Vamos determinar k tal que P(Fs,19 < k) =0, 05.

Solucao

1 . 1
F105005 4,735

P(Fs10 < k) = 0,05 & P(F510 > k) = 0,95 & k = F5.100,05 = =0,21119

*»"

9.5.2 Comparacao das varidncias de duas populacées normais

Consideremos, agora, a situacdo em que nosso interesse estd na comparacdo das varidncias o? e
o7 de duas populacées normais. Os estimadores nao viesados para essas varidncias sdo S? e S2 em que

1 n o ,I ny o
522 X[_XZ 52: Xi—Xz
i 171_1;(1 1) 2 n2_1;(2 2)
Se as populacées sao normais, isto &, Xi ~ N(u; 07) e Xa ~ N(uz; 03) entéo
(n1 —1)S? 5 (ny —1)S2 5
Uy = T ~ Xn1—1 U, = 0722 ~ Xny—1

Como estamos supondo que as amostras sdo independentes, as duas variaveis aleatdrias Uy e U, acima
também s&o independentes e, portanto, pelo Teorema [9.1] resulta que
Uy
ny — 1
U2 ~ Fpy—1,n—1

ny —1

ou seja,
S?lo?  S?|S?
S3 /o3 - ol /o3 ~ Fm-tm-1 (9:22)
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9.5.3 Intervalo de confianca para o7/03

Usando e os valores criticos da distribuicao F,,,_4 ,,—1 obtemos que
1 112

52/52
P (/‘_/71—1,,72—1;1—a/2 <= < Focim—tap| = 1-a=
oy /o;
P ( Fn1—1,n22—1é1—a/2 < 21 . Fn1—12,nz—21;o(/2 ) - 1_ag=
S?/S? o210 57/52
S7/53 o} S?1S3
Plm————< S5<—"——] = 1-a
Fn1—1,nz—1;a/2 02 Fm—1,nz—1;1—a/2
2
. ! oy,
e, portanto, o intervalo de confianca para — ¢
O
2
S71S3 S?1S3
; (9.23)
me1,17271;a/2 me1,nzf1;17a/2
ou
S?/S3 S?1S3
: (9.24)
Fn1—1,nz—1;o(/2 ;
Fn271,n171;a/2

9.5.4 Teste de hipétese sobre g7 /03

Vamos, agora, estabelecer os procedimentos para o teste de hipoteses referentes a razdo das
varidncias de duas populacdes normais. Nosso objetivo, entdo, é testar

of 2 2
0;
contra uma das alternativas possiveis
2 2 2
o o o
.9 2 2 .9 2 2 .o 2 2
Hi: =L #1 (0} # a3) Hy: =5 >1 (df > o3) Hy @ — <1 (07 < 03)
0 ) 0;

Lembrando que, sob Hp, 01 = 02, temos as seguintes regras de decisédo para um nivel de significdncia o:

e Hipdtese nula e estatistica de teste

H() 01 = 0
52
1
FO = ? ~ /:/71—1,/72—1
2

fo = valor observado de Fy
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e Teste bilateral

ot 2 2

03 Fovs,
Regido critica:
Fo < Fri—tm—11—a2 ou  Fo > Fp_40,—1:ap2
Valor P :
P=2- |3(F,71,1’,72,1 > fo) se fo > 1
ou /2 a/2

F, Caf2 F,
P =2 P(Fn_1nm-1<Tfo) sefy< e ’
e Teste unilateral a direita
2
O Eyny
Hy: =5 >1 (0 > 03)
0;

Regido critica:

FO > ":171—1,/72—1;0(

Valor P :

P=P(F > f) @

e Teste unilateral a esquerda

012 2 2 B
Hi: —= <1 (07 < 03)

1o

2

Regido critica:
1

FO < F/1171,/1271;17a =
Fnz—1,n1—1;a

Valor P :

P =P(F < f)

9.6 Inferéncia sobre médias de duas populacoes normais com
variancias desconhecidas

9.6.1 Variancias populacionais iguais

Suponhamos, agora, que X; ~ N(u;0°) e Xo ~ N(uz;0%) e que o2, a varidncia comum, seja
desconhecida. Dos resultados ja vistos sobre as distribuicées da média e da varidancia amostrais de
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uma populagdo normal, temos que

_ 2 —1)S2 _

X1~ N (m; U) (ma% ~ X3171 X1, 512 independentes (9.25)
n

- o’ (np — 1S3 2 - o2

X, ~ N (Hz; ) TZ ~ Xh-1 X2, S independentes (9.26)
ny

Como estamos supondo que as amostras sdo independentes, resulta que

- - g’ o’
X1—X2~N(LI1—U2,‘+) (9.27)
n1 ny
(n —1)S?  (n,—1)S3 )
0_2 : + 0_2 - NXI71+I7272 (928)
X1 independente de X, S (9.29)
S? independente de X, S5 (9.30)
De (9.25) e (9.29) resulta que X; é independente de S? e S3 e de (9.26) e (9.30) resulta que X, é
independente de 512 e S%. Obtemos, entdo, que as varidveis dadas em || e | sdo independentes e,
portanto
(X1 = X2) = (10 — n)
1 1
o? ( + )
7 n1 ny ]
= ~ thi+ny—2
(m—1)S2+(n—1sz "
o2
ny+ny,—2
ou seja
X1 —Xy) — (1 —
=G (931)
Si |l —+—
¢ (171 + ny )
em que

ny —1)SF + (n2 —1)S3
ni+n;—2

Sy = ( (9.32)

é um estimador nao viesado para 2, obtido como média ponderada dos estimadores néo viesados S? e
S2, com os pesos sendo definidos pelos graus de liberdade.

A estatistica dada em (0.31) seré utilizada na construgdo de testes de hipéteses e intervalos de
confianca para a diferenca entre as médias.

Intervalo de confianca para tnh — 1

Temos, a partir de (9.31), que

(X1 —X2) — (1n — 1)
P _tn1+/72—2;0(/2 < < tm+nz—2;a/2 =1—-a

1 1
2 .
Sp(l‘l1 +I72)
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Logo,

1 1 ~ v
S/g (”1 + nz);(X1 — X2) + thi+n—2;a02

(Y1 - y2) - t/71+/72—2;a/2 (933)

Como antes, os limites sdo variaveis aleatédrias e, assim, faz sentido falar que a probabilidade é
1 — a. Isso significa que se repetirmos varias vezes o processo de amostragem e subsequente construcdo
do intervalo de confianca correspondente, “acertaremos” em 100(1 — a)% das vezes, ou seja, o intervalo
conterd o verdadeiro pardmetro p — pi.

Para uma amostra especifica, o intervalo de confianca é

2 ! ( ) Eny+ny—
S + ;X X2) + .
p n n, 1 2 ni+ny—2;a/2

(9.34)

(X1 —X2) = tni4m—2:a12

e esse intervalo ou contém, ou ndo contém o verdadeiro pardmetro. O que podemos dizer é que o método
de obtencdo dos intervalos garante uma probabilidade de acerto de 100(1 — o)%.

Teste de hipodtese sobre 11 — i

Vamos estabelecer, agora, os procedimentos para o teste de hipéteses referentes a diferenca entre
as médias, ou seja, nosso objetivo é testar

Ho:n =n ou Hy:mh—1n=»N

Como antes, o procedimento de teste consiste em rejeitar a veracidade da hipdtese nula Hy sempre
que obtivermos valores da estatistica de teste com pequenas probabilidades de ocorréncia sob Hy. Na
distribuicéo t, assim como na normal, probabilidades pequenas correspondem as caudas da distribuicao
e isso nos leva aos sequintes procedimentos.

e Hipdtese nula e estatistica de teste

Ho : pn — 2 = Ao

to = valor observado de Ty
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e Teste bilateral

Tyny—2

Hiy o — 1 # Ao

Regiéao critica:

[ To| > tn,+n,—2:a12

- P -
Valor P : < o)
P=2-P(Th4n—2> |t‘o|) trina-20/2 bnyiny-2a/2

e Teste unilateral a direita

Hy o — > N

Regido critica:

TO > tm +n—2;a

Valor P :
P = P(Tn1+nz—2 > tO) btny-2a

e Teste unilateral a esquerda

Hy i — 1 <

Regido critica:

7—O < - tm +ny—2;a

Valor P : @
P =P(Th+n,—2 > [to]) Tz

9.6.2 Variancias populacionais diferentes

Consideremos, agora, o caso mais geral em que X; ~ N(u1;07) e Xo ~ N(uo; 07) e que ambas as
varidncias sdo desconhecidas. Cada uma das varidncias amostrais S7 e S3 estima a varidncia populacional
correspondente, mas a padronizacao fornece apenas uma estatistica de teste aproximadamente distribuida
como uma t de Student. Mais precisamente

_ (X4 = X2) = (tn — 112)
sz sz
S,
n1 ny

T

~t, (9.35)
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em que o numero de graus de liberdade v é dado por

2
2 s
—_ + ——
n1 ny

(9.36)
(si/m)* | (s5/m2)?
n —1 ny —1
Uma expresséo alternativa, que é mais facil e fornece resultados mais precisos numericamente, é
2
21
n — N (ny =1 n
v = ( 5 I ) 5 em que C= 2712 (9.37)
(nmy—=NC?>+ (n —1)(1—0C) s S5
—_ + —<
n nyp
Uma abordagem conservadora é considerar
v=min(ny —1,nm—1) (9.38)

Em qualquer dos casos, a construcéo de testes de hipdteses e intervalos de confianca se faz de maneira
analoga com base na distribuicéo t,.

Intervalo de confianca para 1 — (i

Temos, a partir de (9.3), que

(X1 — X2) — (11 — 112)

Pl —tyan < <tpap | ®1—«a
s? s?
- =2
n ny

o que nos da o seguinte intervalo de confianca de 100(1 — @)% para 1 — .

S3

9.39
ny ( )

S
_I_
n

(9.40)

e esse intervalo ou contém, ou ndo contém o verdadeiro pardmetro. O que podemos dizer é que o método
de obtencdo dos intervalos garante uma probabilidade de acerto de 100(1 — o)%.

Observacao: Quando ambos os tamanhos amostrais n4 e n; sdo grandes, X1—X, é aproximadamente
normal e podemos usar a distribuicdo normal como aproximacao das distribuicdes amostrais acima.
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Teste de hipotese sobre 11 — i
e Hipdtese nula e estatistica de teste

Ho i — =N

X1 —Xa) — A
= XX =R

S S?

21y 2

nq ny

2 212

S S

n ny
(s3/m)> | (s3/ma)?

n —1 ny —1

ou v=min(ng —1,nm—1)

to = valor observado de Ty

e Teste bilateral

Hi o — 1 # Do

Regido critica:
[To| > tv.ar

Valor P :
P=2-P(T, > |t])

e Teste unilateral a direita

Hi i — > A o

Regido critica:

To> tyq

Valor P : a
ta

P =P(T, > ty)
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e Teste unilateral a esquerda

Hi i — < Qg

Regido critica:

To < —ty.q
Valor P : o
P =P(T, > |t]) ~tiaa

EXEMPLO 9.2

Em muitos estados americanos, os advogados sao encorajados a realizar trabalhos pro bono, tanto por suas
firmas quanto pelos conselhos de assessoramento judicial. No entanto, em anos recentes, os advogados
tém dedicado mais tempo a clientes particulares e menos tempo a ajuda legal pro bono. Obtiveram-se
amostras aleatdrias independentes de advogados de duas grandes firmas, e o nimero de horas pro bono
durante o ano anterior foi registrado para cada advogado. As estatisticas-resumo sdo apresentadas na
tabela que seqgue. Admita que as populacdes subjacentes sejam normais.

Firma Dados da amostra
Tamanho Média Varidncia
A 18 751 5,92
B 14 80,9 5,65

(a) Ha alguma evidéncia que sugira que o numero médio de horas anuais pro bono seja diferente nessas
duas firmas de advocacia? Use a = 0, 05.

(b) Construa um intervalo de confianca de 95% para a diferenca nas horas médias pro bono. Esse intervalo
de confianga apoia sua conclusdo da parte (a)? Explique.

Solugao

(@) Para decidir qual teste usar para a comparacao das médias, temos, inicialmente, que testar a igualdade
das variancias.

Hy : 0} = o7
Hi:of # a3
52
0 S2 17,13
Fi713005 = 2,983
1 1
Fiv 1. = = =0,3632
17:130:975 Fi317:0005 2,753
o o , 5,92
A regido critica é Fo > 2,983 ou Fp < 0,3632. O valor observado da estatistica de teste é fy = 565

1,048, que ndo pertence a regido critica. Logo, ndo rejeitamos a hipdtese de igualdade das variancias
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e passamos a realizar o teste para comparacdo de médias com base na hipdtese de igualdade de
variancias populacionais.

O estimador combinado da variancia é

= =—x5,92+ — x5,65=5,803
P ng4+n, =2 1—‘_n1—i-nz—2 2 30>< +30X

Queremos testar

Hy :tn =11

Hiy:m # 1

e a estatistica de teste é .
X1 =Xz

To

~ t30

O valor critico é t300,025 = 2,042 e rejeitamos Hy se |to| > 2,042. Os dados fornecem

oo 751809 oo

5,803 (14—1)

18 14

que estd na regido critica. Assim, rejeita-se a hipdtese de que o niimero médio de horas pro bono seja
0 mesmo para as duas firmas.

7

Na Tabela IV, vemos que, para 30 graus de liberdade, a maior abscissa é 3,385, que é menor que
|to| = 6,7566. Assim, podemos afirmar que o valor P é menor que 0,001.

(b) O intervalo de confianca é

1 1
(75,1 —80,9) +2,042,/5, 803 (+14

= (—7,5529; —4, 0471

que nédo contém o 0, o que corrobora a rejeicao da hipotese de igualdade das médias no item anterior.

*»"

9.7 Exercicios Propostos

1. O peso total (com a caixa) de uma maquina de costura portatil é uma consideracdo importante.
Suponha que Singer afirme ter a maquina mais leve, com menos 5 libras (2,77 kg) em relacao
as demais. Obtiveram-se amostras aleatérias independentes de uma Singer e de uma maquina
comparavel Simplicity, e os pesos (em libras) de cada uma foi registrado. As estatisticas-resumo e
as variancias conhecidas sao apresentadas na tabela que seque.

Méquina de | Tamanho Média Variéncia
costura amostral amostral populacional
Simplicity 42 17,99 2,89
Singer 38 13,26 2,25

(a) Ha alguma evidéncia para se refutar a afirmativa da Singer? Use a = 0,01.
(b) Ache o valor P associado a esse teste.

(c) A hipotese de normalidade é necessaria nesse problema? Por que ou por que néo?
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2. Magnésio é usado por todas as células de seu corpo e ajuda os nervos a funcionarem adequadamente.

De acordo com a Base de Dados sobre Nutrientes do Departamento de Agricultura dos Estados
Unidos, meia xicara de feijdo vegetariano cozido e uma batata média cozida sem a casca tém
a mesma quantidade de magnésio (40 miligramas). Para verificar essa afirmacéo, obtiveram-se
amostras aleatdrias independentes de feijdo cozido e batatas cozidas, e mediu-se a quantidade de
magnésio em cada porcao (em miligramas). As estatisticas-resumo e as varidncias conhecidas séo
apresentadas na tabela que seque.

Alimento Tamanho Média Variancia

amostral amostral populacional
Feijdo vegetariano cozido 18 39,58 2,47
Batata cozida 18 40,12 0,87

(@) Admita que as distribuicdes subjacentes sejam normais. Ha alguma evidéncia para se refutar a
afirmativa? Use a = 0,01. Ache o valor P para esse teste de hipdtese.

(b) Suponha que os tamanhos amostrais sejam ny = n, = 38. Agora, ha alguma evidéncia para se
refutar a afirmativa? Ache o valor P para esse teste de hipdtese.

(c) Quais devem ser os tamanhos amostrais (n1 = ny) para que o teste de hipdtese seja significante
ao nivel a = 0,017

Latas de aluminio séo feitas a partir de grandes lingotes sélidos, prensados sob rolos de alta presséo
e cortados como biscoitos a partir de folhas finas. O aluminio é ideal para latas porque é leve, forte
e reciclavel. Uma companhia afirma que um novo processo de fabricacdo diminui a quantidade de
aluminio necessaria para se fazer uma lata e, portanto, diminui o peso. Obtiveram-se amostras
aleatdrias independentes de latas de aluminio feitas pelos processos velho e novo, e o peso (em
oncas) de cada uma é dado na tabela que seque.

Processo antigo (1)

052 049 047 047 048 052 055 049 052 050 050
050 051 051 050 053 049 051 052 051 051
Processo novo (2)

051 051 050 048 047 049 046 046 052 050 0,48
051 050 048 051 044 048 047 050 051 0,48

Hé alguma evidéncia de que as latas de aluminio feitas pelo novo processo tenham um peso médio
populacional menor? Admita que as populacdes sejam normais, com variancias iguais, e use a = 0, 01.
Por que vocé acha que um nivel de significancia pequeno seja importante aqui?

Para ajudar os lojistas em seu planejamento, a cada ano se realiza um estudo para se determinar
quanto as pessoas pretendem gastar com presentes nas festas de fim de ano. Em uma pesquisa
de novembro de 2008, obteve-se uma amostra de compradores e lhes foi pedido que estimassem a
quantia que pretendiam gastar (em délares) com presentes. A média amostral dos gastos antecipada
foi relatada por género, grupo de idade, e nivel de renda. Considere as estatisticas-resumo dadas
na tabela que seqgue.

Grupo de | Tamanho Média Desvio padrao

amostral amostral amostral
Homens 21 784,00 37,50
Mulheres 19 652,00 17,01

Historicamente, os homens relatam gastos maiores do que os das mulheres. Com base nos dados
de 2008, hé alguma evidéncia que sugira que a quantidade média que os homens pretendem gastar
seja maior do que a quantidade média que as mulheres pretendem gastar? Use a = 0,10, e admita
que as populagdes sejam normais.
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. Em 2008, Minnesota e Carolina do Norte criaram a maioria dos perus dos Estados Unidos,

aproximadamente 49 milhdes e 39 milhdes de aves, respectivamente. Obtiveram-se amostras
aleatérias independentes de perus congelados de cada estado, e cada peru foi pesado. Os dados
resultantes (em libras) sdo apresentados nas tabela que seque.

Minnesota

101 115 171 134 159 179 149 9,5
145 125 142 16,8 13,7 160 194 11,4
Carolina do Norte

199 140 199 123 17,0 252 239 7.8
158 21,2 13,8 74 151 101 32 17,2

Ha alguma evidéncia que sugira que haja maior variabilidade no peso de perus congelados da
Carolina do Norte do que de Minnesota? Use a = 0,01 e admita normalidade.
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Capitulo 10

Inferéncia com Amostras Dependentes

Em varios estudos de duas populacées, ndo é possivel assumir independéncia entre as amostras.
Experimentos que envolvem medidas de cada individuo ou objeto antes e depois de algum evento resultam
em dados emparelhados — cada observacao antes estd associada a, ou emparelhada com uma observacao
depois. Aqui as varidveis X; e X, sdo medidas no mesmo sujeito. Outros exemplos podem envolver
marido/mulher ou irmaos gémeos, casos em que temos n pares de individuos e as variaveis X; e X, sdo
medidas em cada um dos individuos do par. Embora as varidveis se refiram a sujeitos diferentes, ndo é
razoavel supor independéncia.

»1= 2 IN[@(61 Amostras Dependentes ou Emparelhadas

Em um conjunto de dados emparelhados, cada individuo ou objeto na amostra 1 esta
associado com um individuo ou objeto semelhante na amostra 2. Semelhante significa
que os individuos ou objetos compartilham alguma caracteristica fundamental, comum,
podendo, ou ndo, ser o mesmo individuo ou objeto.

Consideremos, agora, o caso de amostras emparelhadas, em que duas variaveis X; e X, sdo medidas
em um mesmo individuo da amostra ou nos individuos de cada par da amostra. Como antes, vamos supor
que Xi ~ N(w; o) e Xa ~ N(uo; 07). Nosso interesse continua sendo a diferenca 1y — 1. O que muda
agora é que X1 e X, ndo sdo mais independentes.

Podemos, entdo, pensar na nossa amostra como sendo uma amostra de pares
(X171, X21), (X2, X22), - .., (Xin, Xon) de observacdes retiradas das populacoes X; e X;, respectivamente.
Para cada par definimos uma nova variavel

Di = Xii — X

Seque que Dy, Dy, ..., D, formam uma amostra aleatdria simples da varidvel D = X; — X3, pois cada uma
delas se refere a um individuo/objeto ou par diferente e, portanto, sdo independentes. Como X; e X, tém
distribuicdo normal, D também tem distribuicdo normal com média iy — . A varidncia de D pode ser

165
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estimada a partir da amostra Dy, Dy, ..., D, como

(£]

= (10.1)

D:

n—1 ZDz

ZDZ —nD

n—1¢
i=1
em que

D=— ZD =X; — (10.2)

10.1 Intervalo de confianca para 114 — 1

Sabemos que

D—yu
\/7 SD & ~ th—1

e, portanto, o intervalo de confianca para p — i é

Sp

(X1 —Xa2) — Tn

(X1 XZ) + th—t,02—F—= (103)

Sp
th— 10(/2\[

10.2 Teste de hipotese sobre (14 — 11

Os procedimentos de inferéncia sobre 1y — i se baseardo na distribuicédo t de Student com n —1
graus de liberdade.

e Hipdtese nula e estatistica de teste

Ho:pp = — 1 =1N7g

D — N
Tpy= =—— ~ t,_ b H
Do SD/\/E 1 SOD 0

tp, = valor observado de Tp,

e Teste bilateral

Hi :up # Ao
Regiéo critica: |Tp,| > th—1.ap2

Valor P: P =2-P(T,_1 > |tp,)
e Teste unilateral a direita

Hy o up > Ao
Regido critica: Tp, > th_1.a

Valor P: P =P(T,_1 > tp,)
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e Teste unilateral a esquerda

Hy :pup < Ao
Regido critica Tp, < —th—1;a
Valor P: P =P(T,_1 > |tp,])

EXEMPLO 10.1

O gerente de uma loja de conveniéncias loja esté considerando colocar novas caixas registradoras visando
aumentar a precisdo e diminuir o tempo de saida. Reuniu-se uma amostra aleatéria de sete compras
tipicas de itens da loja. Cada sacola de compras dos itens foi totalizada por um operador de caixa usando
a maquina antiga e, depois, pelo mesmo operador usando a maquina nova. Os tempos (em segundos)
sdo apresentados na tabela que seque. Ha alguma evidéncia que sugira que os tempos de sailda sejam
diferentes com as duas registradoras? Use a = 0,01, e encontre limites para o valor P associado a esse
teste de hipdtese.

Sacola de compras 1 2 3 4 5 6 7
Registradora antiga | 45 83 62 65 39 66 62
Registradora nova 42 55 45 44 17 66 69

Solugao

Note que, nesse exemplo, a caracteristica comum, que emparelha os dados, é o operador
de caixa. Vamos tomar os tempos associados a registradora antiga como a populagdo 1
e os tempos associados a registradora nova como populacao 2. Nas Figuras e
temos a saida do Minitab para o teste de Anderson-Darling, que mostra que evidéncia de
normalidade dos dados. Podemos, entdo, sequir para realizar o teste t de dados emparelhados.

Gréfico de Probabilidade - Registradora Antiga Gréfico de Probabilidade - Registradora Nova
Normal Normal

99 99

Media  60.29 Media 4829

DesvPad 12,51 Desvpad 1749

85 N 7 85 N 7

a0 o3 a0 o307

€D Valor-P 0301 ey Valor-P 0464
&0 80
= 70 ™ 70
2 e 2 e
$ s § so
¥ ¥ 0
d 0 &
20 20
10 10
5 5
1 1

20 30 40 50 60 70 80 90 100 o
Antiga
Figura 10.1 — Registradora Antiga Figura 10.2 — Registradora Nova
Sacola de compras 1 2 3 4 5 6 7

Registradora antiga X1 | 45 83 62 65 39 66 62
Registradora nova X, 42 55 45 44 17 066 69
Diferenca D = X; — X 3 28 17 21 22 0o -7

Queremos testar

Ho:pmm—m=0 (=)
Hiy i —m#0 (in# )
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A estatistica de teste é .
D

T=5~0
Jn

e o valor critico é tg,0,005 = 3,707. Os dados nos fornecem a média amostral

C3+28+17+21+2240-7 84

d
. 7 7

12

e a varidancia amostral (note a formula de calculo mais simples)

1 n . 1 n 72
2 _ 2 = 2 _
sho= g(dl d = —— (;d, nd )

1 1048
= 6(9+784+289+441 +484+0+49 -7 x144) = 5 = 174,6667

Logo, o valor observado da estatistica de teste é

o= 2 2 4023 < 3,707

174,6667
7

Sendo assim, ndo se rejeita a hipotese nula, ou seja, os dados indicam que os tempos gastos com as
registradoras novas ndo sdo, em média, diferentes dos tempos gastos com as registradoras antigas.

Olhando na Tabela IV do Apéndice [;A] na linha correspondente a 6 graus de liberdade, vemos que

o valor observado ty = 2,4023 esta entre os valores 2,313 e 2,612, que correspondem as probabilidades
0,03 e 0,02. Assim, podemos dizer que a probabilidade na cauda direita, acima de 2,4023, estd no intervalo
(0,02;0,03). Como o teste é bilateral, o valor P estara no intervalo (0,04;0,06). Minitab nos fornece
P =2x0,0265641 = 0,0531282. "

10.3 Exercicios Propostos

1. Vinte e um programadores de computador de firmas Tl (Tecnologia da Informacéo) em todo o pals

foram selecionados aleatoriamente. Pediu-se a cada um para escrever um cédigo em C++ e em
Java para uma aplicacdo especifica. O tempo de execucdo (em seqgundos) de cada programa, por
linguagem de computador, é dado a sequir.

C++

44,4 43,0 46,6 41,2 446 443 473 495 465 46,2 428
475 433 415 453 452 48,7 471 441 43,6 451

Java

520 526 41,8 514 643 621 412 580 499 511 506
549 50,6 540 441 594 560 313 496 494 488

(@) Qual é a caracteristica comum que torna esses dados emparelhados?

(b) Admita normalidade. Realize o teste de hipdtese apropriado para determinar se hé alguma
evidéncia de que o tempo médio de execucdo seja maior para programas Java do que para
programas C++. Use a = 0,001.

(c) Ache limites para o valor P associado a esse teste de hipotese.

. Um consultor que trabalha para o quartel da Policia Estadual afirma que as armas de servico

disparardo com uma velocidade de boca maior se o cano estiver adequadamente limpo. Obteve-se
uma amostra aleatéria de armas de 9 mm, e mediu-se a velocidade de boca (em pés por segundo)
de um Unico tiro de cada arma. Cada arma foi profissionalmente limpa e a velocidade de bhoca de
um segundo tiro (com o mesmo tipo de bala) foi medida. Os dados séo apresentados na tabela que
seqgue.
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Arma 1 2 3 4 5 6
Antes 1505 1419 1504 1494 1510 1506
Depois 1625 1511 1459 1441 1472 1521

(@) Qual é a caracteristica comum que torna esses dados emparelhados?

(b) Admita normalidade. Realize o teste de hipdtese apropriado para determinar se hé alguma
evidéncia de que uma arma limpa dispara com velocidade de boca maior. Use a = 0, 01.

(c) Ache limites para o valor P associado a esse teste de hipotese.
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Capitulo 11

Analise de variancia de um fator

11.1 Conceitos Basicos

No estudo da inferéncia para duas populacées, vimos como estimar a diferenca entre médias
populacionais de varidveis quantitativas a partir de amostras independentes retiradas de duas populacoes.
Mas, e se quisermos comparar mais de duas populacdes? Estudaremos, agora, o método da analise de
variancia ou ANOVA (do inglés ANalysis Of VAriance), que permite comparar médias de varias populagdes
representadas por varidveis quantitativas. Assim como no caso de duas populacdes, algumas hipdteses
sobre os dados — ou populacdes — devem ser satisfeitas. Eis algumas situacdes que podem se de interesse:

e Dois processos novos de producédo de chaves devem ser comparados com o processo tradicional no
intuito de se comparar o peso médio das chaves.

e Deseja-se comparar a acidez, medida pelo pH, da dgua de riachos em quatro grandes parques
nacionais.

e Com o intuito de obter a maior produtividade, compara-se a producdo de milho em lotes plantados
sob quatro diferentes niveis de concentracédo de fertilizante.

Em todos esses exemplos, temos uma populacédo (chaves e seu peso, riachos e seu pH, lotes e
producdo de milho) categorizada seqgundo um fator (tipo de processo no caso das chaves, os parques
nacionais no caso do pH da agua e os niveis de concentracdo de fertilizante no caso da producéao
de milho). Esse é o contexto da andlise da varidncia de um fator: uma populacdo, representada por
uma variavel quantitativa X, categorizada por um Ulnico fator com k niveis. Amostras aleatérias simples
independentes sdo retiradas para cada um dos niveis do fator. Os niveis do fator muitas vezes séo

chamados de tratamentos, grupos ou sub-populacdes.

Na Tabela [TT.7] apresentamos um esquema das informagées basicas para uma andlise de varidncia.
Temos amostras independentes dos diferentes tratamentos e nosso objetivo é determinar se essas
observacoes vém de uma Unica populacao (Figura ou de populagées distintas (Figura [T1.7D).
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Tabela 11.1 — Dados tipicos para uma Andlise de Varidncia de um fator
Tratamento Amostra Estatisticas amostrais
1T X~ (psof) | X X2 Xin, | X1 57 m
2 Xo~ (s 09) | Xar X Xon, | Xo. 53 n;
i Xi~(ui0f) | Xa  Xo Xin, | Xi S} n;
ko Xi~ (te; 08) | X1 Xiz Xine | Xk SE ng
€00 M 0,20 r
”ﬁ-\__, 0,15 B
400 M i '::
300 _ - 0,10
200 ’_7
: TM |
\\
(a) Uma unica populacao? (b) Ou 3 populacoes?
Figura 11.1 — Problema tipico da analise de varidncia
11.1.1  Definicoes e propriedades basicas

Vamos, agora, estabelecer definicdes e propriedades basicas.

e Tamanho amostral total

n=nqy+ny+---+ng

e Total e média amostrais para o tratamento i

X, =

Xi.

L

(11.1)

(11.2)

(11.3)

O primeiro subscrito em Xj; indica o tratamento e o segundo subscrito, o elemento da respectiva
amostra. O ponto em X, indica que estamos somando ao longo de todos os elementos do tratamento

L.

e Total e média amostrais gerais

|

(11.4)

(11.5)
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Note que aqui estamos tratando todos os dados conjuntamente, como se fossem amostra de uma
Unica populacao (Figura|11.1a).

e Desvios em torno de médias

* Observacoes em relacdo a média geral

Xij - X. (Segmentos em verde na Figura[T1.2) (11.6)
k n; n; k  n;

Y Y Xy —X.) ZZX,, ZZX > > Xy—nX.=0 (11.7)
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

* Médias dos tratamentos em relacdo a média geral

- X. (segmentos em vermelho na Figura [T1.2) (11.8)
k K Koox x K

lyl—y = ,yl—y P = 1;—; = XL—XZO 11.9

ng( ) gn gn §n n N ; ( )

Note que aqui levamos em consideracdo o niimero de observacdes em cada tratamento.

M~ : I

* Observacoes em relacdo a média do respectivo tratamento

Xij — Xi. (segmentos em azul na Figura[T1.2) (11.10)
> (X —Xi) le, Zx le, —niXi. =0 (11.11)
Jj=1 Jj=1

Figura 11.2 — llustragéo dos desvios em torno das médias

11.1.2 Decomposicao da soma dos quadrados total

O método da analise de varidncia se baseia nas somas desses desvios, mas elevados ao quadrado
— uma medida de variabilidade.

Note que é valida a seguinte igualdade:
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Elevando ambos os lados ao quadrado e somando ao longo de todas as observacdes, obtemos

k ni k n;
Sy X=X = Y Y (Xy— X+ Xi—X.)
=1 j=1 i=1 j=1
j k j”/ . k n;
= ZZ(Xij—X,n)2+Z
=1 j=1 i=1 j=1

I
M ~
|\j5
=
|
x|
+I\J
M o~
B

i=1 j=1 i=1
0 por [TT-17]
Resulta que
k  n; o k n; o k o o
D > Xy=X)P = 3 ) (Xy—Xi) 4y mi(Xi - X.)?
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1
ou equivalentemente
k n; o k o o k n; o
Y Y X=X = ) mXe =X +) > (X —Xi)? (11.12)
i=1 j=1 i=1 i=1 j=1

O membro no lado esquerdo de (T1.72) é a soma dos quadrados dos desvios de todas as observagoes
em torno da média geral, uma medida de variabilidade geral dos dados, que é chamada soma dos quadrados
total (SQT), isto é:

k n;
SQT=) > (X;—X.)? (11.13)

i=1 j=1

O primeiro somatério no lado direito de (T1.72) é uma medida de variacdo entre as médias dos
tratamentos e a média geral (segmentos em vermelho na Figura [11.2); sendo assim, ele é chamado de
soma de quadrados devida ao tratamento ou soma de quadrados entre grupos. Vamos denota-la por

SQCG.

k
SQG =) ni(Xi = X.)? (11.14)
i=1

No segundo somatério no lado direito de temos uma medida de variagdo entre elementos
do mesmo grupo, uma vez que sdo considerados os desvios de cada elemento e a média do seu grupo
(segmentos em azul na Figura [T1.2). Essa soma representa o que deixou de ser explicado pelo fator A e
representa uma variabilidade dentro dos grupos. Assim, é chamada de soma de quadrados dos erros ou
soma de quadrado dentro dos grupos e a denotaremos por SQE.

n; k

k
SQE=) ) (Xy=Xi)*=) (ni—1S7 (11.15)

i=1 j=1 i=1

Temos, assim, a decomposicao

SQT = SQG + SQE (11.16)
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11.1.3 Graus de liberdade

A cada soma de quadrados esta associado um niimero de graus de liberdade, que pode ser pensado
como o numero de parcelas independentes no somatdrio.

e Soma de quadrados total
Sabemos, por (T1.7), que a soma de todos os desvios em torno da média geral é 0; sendo assim, se

conhecermos n — 1 dos n desvios Xj; — X.., o n-ésimo fica determinado, ou seja, hd n — 1 parcelas
independentes no somatério. Logo, a soma de quadrados total tem n — 1 graus de liberdade:

SQT - gl=n—-1

Podemos pensar nos graus de liberdade da seguinte forma também: temos n observagdes para
estimar a média geral; sendo assim, “sobram” n — 1 graus de liberdade.

e Soma de quadrados devida ao tratamento

De maneira anéloga, sabemos, por , que a soma das k parcelas n;(X; — X..) é zero, e assim, ha
k — 1 parcelas independentes, o que leva a k — 1 graus de liberdade.

SQG - gl=k—1

e Soma de quadrados dos erros
Podemos ver, por (T1.11) que, para cada tratamento i, a soma dos desvios das observacdes em torno
da média do respectivo grupo é 0; sendo assim, se conhecermos n; —1 dos n; desvios X;; — X;., 0 n;-

ésimo fica determinado. Logo, cada soma de quadrados Z}L (Xij—X:)? tem n;—1 graus de liberdade
e, portanto, a soma de quadrados devida aos erros tem (n1 — 1)+ (n2 —=1)+---+ (" —1) =n—k

graus de liberdade.
SQE - gl=n—k

Podemos pensar nos graus de liberdade da seqguinte forma também: temos n observacbes para
estimar k médias; sendo assim, “sobram” n — k graus de liberdade.
Note que a igualdade das somas de quadrados vale também para o nimero de graus de liberdade:

11.1.4 Meédias quadraticas

A divisdo de uma soma de quadrados pelo seu nimero de graus de liberdade resulta em uma média
quadrdtica. Sendo assim, temos

_SQG
f\/lQG—k_1 (11.17)
MQE = SOE (11.18)
n—k

Note que a média quadratica total nada mais é que a varidncia S} dos dados; sendo assim, ela ndo recebe
um outro nome especial. COm relacdo a MQE, temos

k
1
MQE = Y (=187 =S5 (11.19)
=1

n—ké
L

ou seja, a MQE nada mais é que a média ponderada (pelos graus de liberdade) das variancias dos k
grupos, resultado analogo ao visto no caso de duas populacdes com varidncias iguais..
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11.1.5 Tabela da ANOVA

As informacdes acima costumam ser resumidas em uma tabela, chamada de tabela da ANOVA, cuja
forma geral é

Tabela 11.2 — Tabela da ANOVA de um fator

Fonte de variacéo | SQ GL MQ
Fator ou Grupo SQG k-1 MQG
Erro SQE n—-k MQE
Total SQT n—1

Na proxima secdo veremos como usar essas informacdes para testar a hipotese de igualdade das
médias.

11.1.6 Foérmulas computacionais

Assim como no célculo da varidncia S?, vamos apresentar formulas alternativas que, além de serem
numericamente mais precisas, sdo mais faceis de serem obtidas em calculos manuais. Tais férmulas séo
completamente anélogas & férmula ja vista para S°.

e SQT
k  n; k  n; )
Y Y (Xy=X)P = ) Y (Xa—2XpX. + X0)
i=1 j=1 i=1 j=1
l / lk /ni . k  n; 5 k n;
= ) > Xi-2X.) > Xp+ XY Y1
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
k  n;
= Z Z XS - 2/7?% + nY%
i=1 j=1
k jn,
= Z Z Xl-zj - nY%
i=1 j=1

k n; k n; k n;

sQT=Y_ (Xij—Y)Z:ZZXS—nY%=ZZX5—),$ (11.20)

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
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e SQG
~ ~ \2 k 2 - v 2
Y niXi=X.)? = ni(X, = 2X. X + X)
i=1 i=1
k , k ) k
= Z nlyi, —2X. Z niXi + X Z n;
i=1 i=1 i=1
k k
X,'Z. ~ ~2
= Z e 2X. in, + nX.
i=1 i=1
k
X? _ _
= Y 2 _2X.nX. +nX.
P n;
k 2
= Z 2i _px?
n;
i=1
Logo,
k k k
SQG=) m(Xi—X.) =) “L-nX =) - (11.21)
i=1 o i i i n
e SQE
k n; k X2
SQE:SQT—SQG:ZZX,%—Z# (11.22)
i=1 j=1 i=1 !

Com essas formulas mais simples, a tabela da ANOVA se torna

Tabela 11.3 — Tabela da ANOVA de um fator com férmulas computacionais

Fonte de variacao SQ GL MQ
k
X? X2 G
Fator ou Grupo SQG = - — k—1 | MQG = SQ
— i n k—1
E
Erro SQE = SQT - SQG n—k | MQE= nSQ .
k n; ) XZ
Total SQT=) ) Xj——|n—1
i=1 j=1

EXEMPLO 11.1

Considere os seguintes dados no contexto da ANOVA:

Grupo1 |33 27 27 32 27 31 23 26 34
Grupo2 | 27 35 32 28 35 39 33
Grupo3 |30 36 33 35 33 28
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Construa a tabela da ANOVA, identificando todos os tamanhos amostrats.

Solucao

Organizando os calculos em uma tabela para calculos manuais, temos:

Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3 3 grupos juntos

. 2 . 2 . 2
X1I XU ij ij X3j X3j

33 1089 | 27 729 | 30 900
27 729 | 35 1225 | 36 1296
27 729 | 32 1024 | 33 1089
32 1024 | 28 784 | 35 1225
27 729 | 35 1225 | 33 1089
31 961 39 1521 28 784
23 529 | 33 1089
26 676
34 1156

oma | 260 7622 | 229 7597 | 195 6383 | 684 21602

A tabela da ANOVA é

n =9 ny =7 n3==~6 n=94+7+6=22
x;. = 260 = x{ = 260% = 67600
X, = 229 = x5 = 2297 = 52441
x3. = 195 = x5 = 195 = 38025
x. = 684 = x> = 684° = 467856

n n na
Y xi; =7622 Y x5, =7597 Y x3; =6383
j=1 j=1 j=1

3

ZZxEj = 21602

i=1 j=1
67600 N 52441 n 38025 467856
9 7 6 22
467856

SQG = = 74,0007

SQT = 21602 — = 335,8182

SQE = 335,8182 — 74,0007 = 261, 8175

Fonte de variacéo SQ GL MQ
Fator A 74,0007 2 37,00035
Erro 261,8175 19 13,7799
Total 335,8182 21

*»"
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11.2 O modelo da ANOVA de um fator

Assim como no caso do teste t para comparacao de duas médias, o modelo da ANOVA exige que
as populagdes X, Xa, -+, Xk sejam normais e, além disso, as varidncias devem ser iguais. Assim, X; ~
N(u;, 0?), i = 1,2,---,k e amostras aleatérias simples independentes de tamanhos ny, ny,---, ni séo
retiradas dessas populacdes. Esses pressupostos podem ser resumidos através do seguinte modelo

Xj=p+e; e~ NO;d? iid (11.23)

A hipdtese de varidncias iguais é a hipdtese de homoscedasticidade (mesma variagao).

11.2.1 O teste da ANOVA

As hipoteses

A hipdtese de interesse na andlise da varidncia é se as médias sdo iguais, ou seja
Hoy:m === (11.24)
com hipotese alternativa dada por

Hi : pi # p; para algum i # j (11.25)

Note que aqui ndo temos uma hipdtese alternativa simples; ndo temos como dizer se é um teste
bilateral ou unilateral!

A estatistica de teste

Pode-se mostrar que, se Hy é verdadeira, entdo

MQG

Fo = MOE

~ Fr—1,n—k (11.26)

A regiao critica

Para definir a regido critica, vamos calcular o valor esperado de MQG e MQE.

¢ MQG

Por (T1.21), temos que
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k
Esoc) = 3TN0 e

i=1

K v P2
_ Z Var(X;.) : [E(Xi)] _ 117 {Var(X..) + [E(X-»)]Z]

=1 i

K
B Z nio% + n,-zul-z _ 1/702 _ (N + nop 4 - + nepg)?
n; n n

B 2
[Z[=1 ”ilJi]

k
= ko’ + Z ny? — a® —
, n

2
K
niy
= (k—1)o +Zn,u —nlz ;j']

i=1

O somatério dentro dos colchetes é uma média ponderada das médias populacionais dos k
tratamentos. Assim, vamos denota-la por ., isto é

1 k
= — ZI'I[[,I[ (1127)
n
i=1
Temos, entéo, que

E(SQQC) = 24 Z nu? — nyr?

Mas

k

Z I7,-([Jl-2 — 2up. + u?)
i=1
k k k
= Z I7iLIi2 — 2. Z nep; + 1 Z n;
i=1 i=1 i=1

k

= Z niui2 —2np? + np?
i=1

k
= E n,—u,-z—nu,2
i=1

k
Z ni(u; — w)?

Il
=

Logo,

k
E(SQG) = (k—1)o” + ) ni(wi — p)?
i=1
e, portanto,

k
E(MQG) = o2 + = 1§n, L — . (11.28)
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¢ MQE

Por (11.22), temos que

k n k 2
508 = 33 -3
=1 j=1 i=1
k n; k
- Var(X;.) + [E(X:))
= Var(X; 2| —
Z Z ar(Xy) + [E(X; )] Z n,
i=1 | j=1 i=1
u nio? + (nip)?
= no’+ I — —_—
Yy -y
i=1 j=1 i=1
e, portanto,
E(MQE) = ¢° (11.29)
e A regido critica
De (11.29) podemos ver que a média quadratica dos erros é um estimador néo viesado para a variéncia

comum ¢2. Por outro lado, se Hy for verdadeira, MQG também é um estimador ndo viesado de o2,
mas, em geral, E(MQG) > E(MQE) = ¢2. Logo, sob a hipétese alternativa Hy, o valor esperado do
numerador da estatistica de teste sera maior que o valor esperado do denominador. Sendo
assim, rejeitaremos Hy para valores grandes da estatistica de teste, ou seja, o teste F da ANOVA é
um teste unilateral ¢ direita cuja regido critica é

MQG

FO:MQE

> Fk—1,n—k;0( (1130)

11.2.2 Estimacao das médias

O estimador pontual da média p; é X;.. Para construir o intervalo de confianca, usamos MQE como
estimador da varidncia 02 e a distribuicdo amostral serd a t—Student com n — k graus de liberdade, que
é o nimero de graus de liberdade da SQE. Assim, o intervalo de confianca de nivel 1 — a para p; é

_ MQE — MQE
|‘Xiz_tnl<;a/2\/ I? ;Xi-‘i‘tnfk;a/Z\/ ,? ] (11.31)

Vamos completar o Exemplo fazendo o teste da hipdtese de igualdade das trés médias. Para isso,
completamos a tabela da ANOVA acrescentando uma coluna com o valor da estatistica F e outra coluna
com o valor P.

EXEMPLO 11.2

Fonte de variacao SQ GL MQ F Valor P
Fator A 74,0007 2 37,00035 | 2,685 0,093979
Erro 261,8175 19 13,7799

Total 335,8182 21
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A estatistica F foi calculada como

_37,00035

~ 13,7799 = 2,685

e o valor P foi calculado com auxilio do Minitab como

P = P(Fa19 > 2,685) = 0,093979

O valor P é razoavelmente grande; assim, néo rejeitartamos a hipdtese de de igualdade das médias
para niveis de significancia usuais como 5%, por exemplo.

Vamos, agora, calcular os intervalos de confianca de 95% para as médias.

t100,05 = 2,09302 2,09032,/MQE = 2,09032,/13,7799 = 7,7595
_ 260 229 195

Xi=—- = 28,8889 X2 = - = 32,7143 X3 = 6 = 32,5000

e Intervalo de confianca para pn

7,7595 288889 + 7,7595

V9 V9

[28, 8889 — ] = [26,3024; 31,4754]

e Intervalo de confianca para

7,7595 2327143 + 7,7595

32,7143 —
[ V7 V7

] =1[29,7815; 35,6471]

e Intervalo de confianca para p;3

7759 4 5, 77595] — [29,3322; 35,6678]

Na Figura [T1.3] apresenta-se a saida do Minitab para os dados deste exemplo. Com excegao
do Sumario do Modelo, todas as outras informacdes foram calculadas nos exemplos. O desvio padréo
combinado (ultima linha) é simplesmente a raiz quadrada da MQE. Nas Figuras [T1.4] e [TT.5 sao exibidos
os boxplots dos dados e os intervalos de confianca para as médias, respectivamente.
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ANOVA com um fator: G1; G2; G3

Método

Hipdtese nula
Hipfttese alternativa
Nivel de significdncia o = 0,05

Lzsumiu-s3e igualdade de varidncias para a analise

Informagdes dos Fatores

Fator Niveisz Valores
Fator 3 Gl; 27 G3

inglise de Varidncia

Fonte GL 50 (Aj.) @M (Rj.) Valor F Valor-P
Fator 2 74,00 37,00 2,69 0,094
Erro 19 261,82 13,78
Tocal 21 335,82
Sumario do Modelo
5 R2 R2Z(aj) R2(pred)
3,71212 22,04% 13,83% 0,00%
Médias
Fator N Média DesvPad IC de 95%

Todas as médias =do0 iguais
Ho minimo uma média & diferente

G1 9 28,89 3,72 (26,30; 31,48)
G2 7 32,71 4,13 (29,78; 35,65)
G3 & 32,50 3,02 (29,33:; 35,87)

DesvPad Combinado = 3,71212

Figura 11.3 — Saida do Minitab para o Exemplom
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Boxplot de G1; G2; G3

Intervalos de Confianga para G1; G2; G3
IC de 95% para a Média

Dados
8

25

Gl G2

Gl

O desvio padriio combinado ol usado para caicular os intervalos.

G3

Figura 11.4 — Boxplot dos dados do Exemplo

Figura 11.5 — IC para as médias do Exemplo
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11.3 Verificacao das hipoteses do modelo

O modelo da ANOVA se baseia em trés hipdteses fundamentais:

1. Independéncia
2. Normalidade

3. Homogeneidade de variéncias

Graficos de residuos sdo uma importante ferramenta na anélise da independéncia. Se as hipdteses
do modelo séo satisfeitas, os residuos (valor observado - valor ajustado) ndo devem apresentar qualquer
tipo de estrutura. No caso da ANOVA de um fator, o valor ajustado é simplesmente a média amostral do
grupo.

11.3.1 Independéncia

Essa hipdtese estabelece que deve haver independéncia entre as observagées dentro de cada grupo
e entre grupos. No planejamento do experimento é fundamental que a obtencéo dos dados seja feita de
forma apropriada, pois a violacéo da hipdtese de independéncia é um problema sério, dificil de se corrigir.
A aleatorizacdo do experimento é um passo importante para obtencdo da independéncia.

11.3.2 Normalidade

Os testes de normalidade ja vistos devem ser aplicados a cada um dos grupos.

11.3.3 Homogeneidade de variancias

A hipétese de homoscedasticidade pode ser verificada com alguns testes de
L2 2 _ 2
Hy:of =05 =---=0f (11.32)
contra a alternativa de que nem todas as variancias sdo iguais:
Hi:o0;# 0; paraalgumi#j,j=12---,k (11.33)

Veremos, aqui, dois desses testes.

Teste de Bartlett

O teste de Bartlett se baseia em uma estatistica que é distribuida aproximadamente como uma
qui-quadrado com k — 1 graus de liberdade. No entanto, esse teste é bastante sensivel a hipotese de
normalidade. A estatistica de teste é

k
(n — k) In(MQE) — Z(m — 1) In(S?)

X2 = — (11.34)

1 1 1
BT Z(/7,-—1)_,7—/<

i=1
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e, sob a hipdtese nula de igualdade de variancias, X2 X/371~ Esse é um teste unilateral superior, ou seja,
rejeita-se Hy para valores grandes de X?, ou seja, rejeita-se a hipétese nula se

2 2
X > Xk—1;a

Teste de Levene

O teste de Levene é mais robusto contra falta de normalidade dos dados e sua estatistica seque
uma distribuicdo F sob Hp:

k
E I”Il 2
i=1

-~
=

L= P = Fr—1.n—k (11.35)
Z Z Zl] Z )2 sob Ho
i=1 j=1
em que
Zij = |Xl-j —Y,.,| desvio absoluto dos X;; em relacdo a média do grupo (11.36)
n;
7. = ZZU média dos Z;; no grupo i (11.37)
1 k n;
?.. = - Zl“ 5die ral d Z[' 11.38
- ;1-_1 j média geral dos Z;; ( )

Esse também é um teste unilateral superior, ou seja, a regido critica é

L > Fk71,nfk;a

11.4 Exercicios propostos

1. O tempo de resposta (em milissegundos) foi determinado para trés diferentes tipos de circuitos
usados em uma calculadora eletrénica. Os dados séo os seguintes:

Tipo de circuito Tempo de resposta
1 19 22 20 18 25
2 20 21 33 27 40
3 16 15 18 26 17

(a) Teste a hipdtese de que os trés tipos de circuito tém o mesmo tempo médio de resposta. Use
a =0,05.

(b) Calcule intervalos de confianca de 95% para os trés tempos médios de resposta.
2. Breitling vende pulseiras para reldgios masculinos em ouro, prata e titanio. Obteve-se uma amostra

aleatdria de cada tipo (em estilos semelhantes), e o peso de cada pulseira (em gramas) foi registrado.
Os dados constam da tabela que segue.

Pulseira Peso (g)

Ouro 79 72 78 81 79 83 99
Prata 95 70 87 76 75 93 73 69
Titénio | 6,7 71 65 71 55 67 49 39




188 CAPITULO 11. ANALISE DE VARIANCIA DE UM FATOR

(@) Realize um teste de andlise de varidncia para determinar se hd alguma evidéncia de que os
pesos médios de algum par de tipos de pulseira sejam diferentes. Inclua uma tabela ANOVA.
Use a =0, 05.

(b) Calcule o peso médio amostral para cada amostra e calcule os intervalos de confianca de 95%
para cada um dos pesos populacionais. Dada sua conclusao na parte (a), quais pares de médias
populacionais vocé acha que sejam diferentes?

3. Realizou-se um estudo para se comparar a quantidade de sal em batatas fritas. Obtiveram-se
amostras aleatdrias de quatro variedades e registrou-se a quantidade de sal em cada porgao de 1
onca (em mg de sédio). Os dados sédo apresentados na tabela que segue.

Marca Sddio (mg)
A 338 155 239 184 185 261
B 235 238 251 229 233 232
C 164 197 135 214 148 230
D 290 343 294 373 306 357

Realize um teste de analise de variancia para determinar se ha alguma evidéncia de que a quantidade
populacional média de sal por por¢éo seja diferente para, pelo menos, duas variedades. Use o = 0, 05.



Capitulo 12

Analise de acompanhamento

12.1 Introducao

Quando o teste F acusa diferenca significativa entre as médias dos k tratamentos, ndo ha informacéo
de qual, ou quais, sdo diferentes. Sendo assim, é necessaria uma analise de acompanhamento (follow up)
para identificar aonde estd a diferenca. Note que essa andlise s6 faz sentido se o teste F foi significante.

Como estamos comparando varias médias, tal analise envolve multiplas comparacdes de pares de
médias. Uma possivel solucdo seria analisar individualmente cada par possivel de médias através de
um teste t com nivel de significancia individual a. Em um teste de igualdade de varias médias, ainda
queremos manter pequena a probabilidade de erro global e assim define-se a taxa de erro global (em
inglés, family-wise error rate) como sendo a probabilidade de se cometer pelo menos um erro tipo | entre
todas as comparagbes aos pares. Suponhamos que haja 4 grupos; entdo, existem (4 - 3)/2 = 6 pares de
médias a comparar. Se fizermos as 6 comparacdes através de testes t independentes com a = 0,05, a
probabilidade de obtermos pelo menos um teste significante (dentre os 6) quando Hy é verdadeira sera
1-0,95% = 0,265, bem maior que 0,05!

Em geral, se hd m pares de médias a comparar, a taxa de erro global é

a=1-(1—a)" (12.1)

Vamos denotar por E; o evento “rejeitar Hy| Hy é verdadeira no teste i". Entdo, se o nivel de
significancia individual é a, resulta que

m

G=PE{UE U UE,) <Y P(E)=ma (12.2)
i=1

Na Figura ilustra-se a variacédo da taxa de erro global em funcdo do niimero de testes individuais
sendo feitos, para um nivel de significancia individual a = 0,05. Podemos ver que a taxa de erro global
cresce rapidamente a medida que aumento o néimero de comparacdes sendo feitas. Ha varias propostas
para tratar a comparacao simultdnea de varias médias, de forma a controlar a taxa de erro global, mas
nédo ha consenso sobre qual é o “melhor”. Apresentaremos agora alguns desses métodos.

189
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Figura 12.1 — Taxa de erro global para nivel de significancia individual o = 0,05

12.2 Procedimento de comparacoes multiplas de Bonferroni

k(k—=1 -
Suponha que temos k grupos e, portanto, ¢ = (’;) = k=) pares de médias a comparar. Cada par

de médias serd comparado através de um teste t, com a variancia sendo estimada pela MQE. Mas, o nivel
de significancia de cada teste individual serd o nivel de significdncia global dividido por ¢. Essa é uma
forma de “corrigir” a taxa de erro global, tendo em conta o resultado dado em (12.2).

O intervalo de confianca de Bonferroni de nivel 1 — alpha para comparacdo das médias das
populagoes iy e i; tem, entdo, limites dados por

- - 11
(X = Xip.) * to—kiai20/MQE ( + ) (12.3)

I"I,‘1 n i>

Os graus de liberdade da t—Student vém da média quadrética dos erros. O nivel de significdncia
correspondente a cada intervalo individual é ajustado para o nimero de comparagdes: note que a/(2¢c) =
(al2)]c.

Com cada um desses intervalos testa-se a hipdtese
Ho : oy, =1,

e rejeita-se Hy se o 0 nao estiver contido no intervalo de confianga.

EXEMPLO 12.1 Pulseiras de reldgios (KKokoska)

Pulseiras para relégios masculinos sao feitas em ouro, prata e titdnio. Obteve-se uma amostra
aleatdria de cada tipo (em estilos semelhantes), e o peso de cada pulseira (em gramas) foi registrado. Os
dados constam da tabela que segue.

Pulseira Peso (g)

Ouro 79 72 78 81 79 83 99
Prata 95 70 87 76 75 93 73 69
Titdnio | 6,7 71 65 71 55 67 49 39

Na Figura [T2.2) apresenta-se a saida do Minitab da ANOVA.
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ANOVA com um fator: Ouro; Prata; Titanio

Método
Hipdtese nula Todas as médias =80 iguais
Hipfttese alternativa Ho minimo uma média & diferente

Hivel de significédncia o = 0,05

Lesumiun-=se igualdade de varidncias para a analise
Informagdes dos Fatores

Fator HNiveis Valores

Fator 3 Ouro; Prata; Tité&nio

Anali=ze de Varidncia

Fonte GL 50 (ARj.) @M (ARj.) Valor F Valor-P
Fator 2 21,20 10,8601 9,97 0,001
Erro 20 21,27 1,064

Tocal 22 42,47

Smario do Modelo

5 R2 RZ(aj) R2(pred)
1,03131 49,9%92% 44,91% 34,04%
Médias
Fator N Média DesvPad IC de 895%
Curao 7 8,157 0,840 (7,344; B,970)
Prata g8 7,975 1,038 (7,214; 8,736)
Titdnio & 6,050 1,185 (5,289; &,B811)

DesvPad Combinado = 1,03131

Figura 12.2 — Saida do Minitab para o Exemplo

Para um nivel de significancia global de a = 0,05, o nivel de significancia individual devera ser
0,05/3 e, assim, como a MQ tem 20 graus de liberdade, o valor critico é

t20,0,05/6 = 2,01277

e, portanto,
t20.0,016667/2 - VMQE = 2,61277 -1,03131 = 2,694576

Os intervalos de confianga séo:

e Ouro — Prata

—_

(8,157 —7,975) + 2,694576 = 0,182 +1,394575 = (—1,212575; 1,576575)

"3

N —

e Ouro — Titanio
M1 1
(8,157 — 6,050) £ 2,694576 7 + 3= 2,107 £1,394575 = (0,712425; 3,501575)
e Prata — Titanio

(7,975 —6,050) + 2,694576 =1,925+0,463628 = (0,577712; 3,272288)

[ JIEN
x| =

Analisando os intervalos, vemos que ha diferenca significante entre os pesos das pulseiras de ouro e
titanio e das pulseiras de prata e titénio; os pesos das pulseiras de titdnio sdo significantemente diferentes
(menores) que os pesos das pulseiras de ouro ou prata. *

Tobtido com o Minitab
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12.3 A diferenca minima significante de Fisher

A ideia central subjacente ao teste da diferenca minima significante proposto por Fisher em 1935 é
calcular a menor diferenca significante (DMS) como se fosse a Uinica diferenca a ser comparada — com um

teste t. Cada diferenca, em médulo, serd declarada significante se for maior que DMS (em inglés, least
significant difference — LSD). O calculo de DMS é feito da seguinte forma:

e N =nNp=---=n=n"

DMS = t,_ta2\/ % -MQE (12.4)

DMS = tn_k;a/z\/MQE (’: + 71) (12.5)
i1 ni

em que ij e ip sdo as médias sendo comparadas.

e nem todos os n;'s iguais

Rejeita-se Hp : u;, = pi, se

| Xi,. — Xi.| > DMS

Note que quando os n;'s ndo séo todos iguats, é necessario calcular DMS para cada par de médias
sendo comparadas.

EXEMPLO 12.2 Pulseiras de relégios (continuagéo)

Para aplicar o teste da DMS, observamos, primeiro, que

t20,0,005 = 2, 08596
Logo,

120.0,025°/ MQE = 2,08596+/1,064 = 2,151676

e Ouro — Prata

1

(8,157 —7,975) +2,151676\/ - + & = 0,182 £ 1,113598 = (~0,931598 ; 1, 295598)

N —

e Ouro — Titénio

(8,157 —6,050) + 2,151676

N -
x| =

= 2,107 £ 1,113598 = (0,993492; 3,220598)

e Prata — Titanio

T 1
(7,975 — 6,050)  2,1516767 & + & = 1,925 % 1,075838 = (0,849162; 3,000838)

Na Figura [T23] temos a saida do Minitab para os intervalos de confianga baseados na DMS de
Fisher; note que as diferencas foram tomadas ao contrario das nossas, dat os sinais invertidos dos limites
dos IC.
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Informagdes de Agrupamento Usando o Método L5D de Fisher e Confianca de 95%

Fator H Média Agrupamento
Curo 7T 8,157 &

Prata 8 7,975 &

Titdnio & 6,050 B

HMédias gue ndo compartilham uma letra sdo significativamente diferentes.

Testes Individuais de Fisher para as Diferengas de Médias

Diferenca EF da Valor-P
Diferenca de Niwveis de Médias Diferenca IC de 35% Valor-T Ajustado
Prata - Curo -0,182 0,534 (-1,29%9; 0,931) -0, 34 0,736
Titdnioc - Curo -2,107 0,534 (-3,221; -0,994) -3,95 0,001
Titdnioc - Prata -1,925 0,516 (-3,001; -0,849) -3,73 0,001

Nivel de confianga simmlténeo = 88,183

Figura 12.3 — Saida do Minitab para o Exemplo— Intervalos de confianca da DMS de Fisher "

12.4 A diferenca honestamente significante de Tukey

A ideia principal subjacente ao teste da diferenca honestamente significante (DHS) proposto por
Tukey é a comparacao de todas as diferencas aos pares usando a mesma distribuicdo amostral utilizada
para a maior diferenca, o que torna o teste de Tukey bastante conservador. A distribuicdo para a maior
diferenca se baseia na distribuicdo da amplitude studentizada descoberta por William Gosset. Essa
distribuicéo refere-se a estatistica

max(x1, X2, -+, Xp) — Min(x1, x2, -+, Xn

q= <

e depende do niimero n de observacdes (ou grupos) e do niimero de graus de liberdade do estimador da
variancia comum o?.

O teste da DHS de Tukey rejeita Hp : i, = i, se
|Y,—1. —Y[24| > DHS

em que DHS é calculada da sequinte forma:

e =ny=---=n=n"
DHS = gk n—k.«a NigE (12.6)

e nem todos os n;'s iguais
DHS = gk n—ka g (/71,1 + 17112) (12.7)

em que iy e ip sdo as médias sendo comparadas.

O teste de Tukey, ao considerar a maior diferenca, preocupa-se apenas com o tamanho da diferenca.
Sendo assim, é um teste unilateral a direita.

Embora haja semelhanca com a estatistica t para duas amostras, note que as médias sendo
comparadas sdo escolhidas a posteriori, ou seja, depois de observados os dados. Assim, a distribuicdo néo
é mais a t e, sim, a da amplitude studentizada, cuja tabela de valores criticos para a = 0,05 e o = 0,01
pode ser encontrada no Apéndice [A]
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EXEMPLO 12.3 Pulseiras de reldgios - continuacéo

No Exemplo [T2.1]temos 3 grupos: ouro com ng = 7, prata com np = 8 e titdnio com ny = 8. Usando
a funcéo qtukey do R, obtemos

qtukey(p = 0.95, nmeans = 3, df = 20)=3.577935

e QOuro — Prata

2 7 8
Xo—xp = 8,157 —-7,975=0,182 < 1,3506

DHS = 3,577935\/1'064 (14—1) =1,351

e Ouro — Titanio

1,064 (1 1
DHS = 77 ' s+ 5] =135
DHS 3,5 935\/ 5 (7+8) .35
Xo—X1 = 8,157 -6,050 = 2,107 > 1,3506
e Prata — Titanio
1,064 (1 1
DHS = 3,577935y/— —+—=]=1305
s - 3, > (5+g) -1

Xp—Xr = 7,975—-6,050=1,925> 1,305

Na Figura[l2.4temos a saida do Minitab. Note a forma de apresentar o resultado do teste: médias
que nao compartilham uma letra séo significantemente diferentes. Vemos, entédo, que titanio é diferente
tanto do ouro quanto da prata. Observe, também, que embora o rétulo seja “IC de 95%", os intervalos
sdo construidos com base no nivel de confianca individual de 98,01%; 95% refere-se ao nivel de confianca

global.

Comparacoes Emparelhadas de Tukey

Informagfes de Agrupamento Usando Método de Tukey e Confianga de 95%

Fator N Média Agrupamento
Curo 7 8,157 A

Prata 8 7,975 &

Titdnio & 6,050 B

Médias gque ndo compartilham uma letra =s8o significativamente diferentes.

Testes Simmltanscos de Tukey para as Diferencgas de Médias

Diferenca EF da Valoxr-F
Diferenca de MNiveis de Médias Diferenga IC de 395% Valor-T Ajustado
Prata - Curo -0,182 0,534 (-1,533; 1,1&9) -0,34 0,938
Titdnio - Ouro -2,107 0,534 (-3,458; -0,756) -3,95 0,002
Titdnio - Prata -1,925 0,516 (-3,230; -0,620) -3,73 0,004

Nivel de confianga indiwvidual = 98,01%

Figura 12.4 — Saida do Minitab para o Exemplo - Teste e Intervalos de confianca da DHS de Tukey
*»"
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12.5 Teste de Duncan

As médias dos k tratamentos sdo arranjadas em ordem crescente e o erro padrédo de cada média é

determinado como
/MQE
S5 = n(?" (12.8)

seny=n;=---=nNg=n,e por
MQE
Sy = (12.9)
ny
se nem todos os n;'s sdo iguais sendo
k

(12.10)

a média harmonica dos n;'s.

As diferencas observadas entre as médias sdo comparadas com valores da tabela de amplitudes
significantes de Duncan. Essa tabela depende de dois pardmetros: v, o nimero de graus de liberdade da
MQE, e p, o niimero de médias no intervalo de comparacédo. O esquema da sequéncia geral de comparagdes
é o sequinte:

e k comparagées da maior média com (Figura [T25)

* a menor média — p = k

*

a segunda menor média — p = k — 1

* a (k — 1)-ésima menor média - p=k—(k—1)="1
e Segunda maior média com

* a menor média —p =k — 1

*

a segunda menor média — p = k —2

* a (k —2)-ésima menor média—-p=k—-1—(k—2) =1

k(k —1

O processo continua até que os pares de médias tenham sido comparados.

p=k-1

p=k

Figura 12.5 — Esquema de comparacao da maior média com as demais — Teste de Duncan
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Os valores criticos para comparacao das diferencas de médias séo definidos por

Ry = Fpa - S¢ (12.11)

com rp,y,q dado nas Tabelas X e XI do Apéndice E|

Por ser um teste bem trabalhoso, o uso de software é absolutamente necessario aqui. O teste de
Duncan nao esta implementado no Minitab.

EXEMPLO 12.4 Teste de Duncan

Considere as informagdes de uma anélise de varidncia dadas na Figura[T2.6] O teste F é significante
ao nivel o = 0,01. Vamos aplicar o teste de Duncan a esses dados. A média harménica dos tamanhos
amostrais é 4

—— =5,6471
+i4+

I‘IHZ1
i+

o=
o=

ANOVA com um fator: A: B; C: D

Método
Hipétese nula Todas as médias =s8c iguais
Hipdtese alternativa Ho minimo uma média & diferente

HNivel de significdncia o® = 0,01

Assumiu-ze igualdade de wvaridncias para a andlise
Informagdes dos Fatores

Fator HNiveis Valores

Fator 4 &A; Br C;r D

Analise de Varidncia

Fonte GL 50 (Aj.) @M (Aj.) WValor F WValor-P
Fator 3 49,93 16,643 13,05 0,000
Erro 20 25,50 1,275

Total 23 75,43

Sumario do Modelo

5 R2 R2Z(aj) ER2(pred)
1,12923 66,19% 61,12% 50,89%
Médias
Fator N Média DesvPad IC de 99%
R 4 55,150 1,261 (53,543; 56,757)
B 2 56,900 1,175 (55,764; 58,036
C 6 53,100 1,161 (51,788; 54,412)
D & 55,533 0,931 (54,222: 56,845)

DesvPad Combinado = 1,12923

Figura 12.6 — Esquema de comparagao da maior média com as demais — Teste de Duncan

A estimativa do erro padrédo da média é

1,275
Vas =15 gazy = 04752
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Da tabela das diferencas significantes de Duncan com a = 0,01 e v =24 — 4 = 20 obtemos

e p=2 rn=4024= R, =0,4752 x 4,024 = 1,9122
e p=3 i3 =4197 = R3 =0,4752 x 4,197 = 1,944
e p=4 rs =4,312= R4 =0,4752 x 4,312 = 2,0491

As médias ordenadas sdo

C A D B
53,100 55,150 55,533 56,900

Comparacbes

B-C 56,900 — 53,100 = 3,800 > R4

B—-A 56,900 — 55,150 = 1,750 < R3

e B—-D 56,900 — 55,533 =1,367 < R,

D-C 55,533 —-53,100 = 2,433 > R;
D—-A 55,533 -55,150=10,383 < R,

e A—C 55,150 — 53,100 = 2,050 > R,

Na Figura [T2.7] ilustram-se essas comparagdes, com as médias “iguais” unidas por segmentos.

Figura 12.7 — Comparacdo das médias para o Exemplo
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Capitulo 13

Analise de dados categoricos

13.1 Introducao

Vamos, agora, estudar algumas técnicas de inferéncias para dados qualitativos. Assim como no
estudo anterior de populagdes normais, vamos considerar os casos de uma populacdo, em que cada
individuo é classificado segundo alguma variavel qualitativa, e duas populacdes, das quais amostras
retiradas podem ser independentes ou dependentes (dados emparelhados) e para cada elemento da
amostra séo observadas duas variéveis qualitativas. Os objetivos da inferéncia variam para as diferentes
situacoes. A titulo de ilustracéo, vamos considerar os seqguintes exemplos.

EXEMPLO 13.1 Meio de transporte

Em uma pesquisa com alunos da UFF em Niterdi, perguntou-se a cada um deles o meio de transporte
que utilizavam no trajeto de casa para a universidade. Cada aluno escolhia entre uma das seguintes
possibilidades: sé onibus, sé barca, 6nibus e barca, carro, caminhada/bicicleta. As proporcoes amostrais
P,, Py, P3, Py e Ps sao estimadores das verdadeiras proporcoes populacionais p1, p2, p3, p4s e ps de
usuarios de cada meio de transporte e um interesse poderia ser testar se p; = 0,60, p, = 0,10, p3 =0, 20,
ps = 0,05 e ps = 0,05. Esse é um teste de aderéncia, ou seja, estamos testando se nossos dados sé&o
compativeis com (aderem a) determinada distribuicao.

EXEMPLO 13.2 Meio de transporte e género

Ainda no estudo sobre meio de transporte, um interesse poderia ser estudar se ha diferenca entre homens
e mulheres no meio de transporte utilizado. Para isso, amostras independentes de homens e mulheres
seriam retiradas da populacdo de todos os estudantes da UFF em Niteré6i e para os individuos de cada
amostra seria registrada a varidvel meio de transporte. Note que a segunda varidvel — género — definiu
as populacdes. O interesse aqui seria testar se homens e mulheres usam igualmente os diferentes meios
de transporte, ou seja, queremos testar piy = pPim, P2 = Pam, P3H = P3M, P4 = Pam € PsH = Psp, €m
que piy € pipm representam as proporgoes de homens e mulheres que utilizam o meio de transporte i. Este
é um exemplo de um teste de homogeneidade, ou seja, estamos testando se as populacdes de homens
e mulheres sdo homogéneas em relacdo a varidvel meio de transporte. Note que em cada populacéo a
varidvel de interesse — meio de transporte — segue uma distribuicdo multinomial. Sendo assim, nosso
interesse é testar se as duas distribui¢des multinomiais séo iguais (ou homogéneas).
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EXEMPLO 13.3 Meio de transporte e uso do bandejao

Continuando com o estudo sobre alunos da UFF em Niteréi, outro interesse poderia ser a relacédo entre
meio de transporte utilizado e uso do bandejdo da UFF. Assim, para cada aluno da amostra seriam
registradas duas varidveis: meio de transporte utilizado e uso do bandejao (Sim ou Néao). Agora temos
dados emparelhados (amostras dependentes) e nosso interesse é um teste de independéncia entre as
variaveis.

Os trés testes citados acima se baseardo numa estatistica que compara as frequéncias observadas
O com as frequéncias esperadas E sob a suposicao de veracidade da hipétese nula. Grandes diferencas
entre tais frequéncias sdo indicativo de que a hipdtese nula ndo é verdadeira. Mas para termos uma
medida de distdncia, consideraremos as diferencas ao quadrado, isto é, (O — E)Z. Além disso, iremos
considerar distancias relativas: uma distancia (O — E)? = 50 serd mais relevante para um valor esperado
de 30 do que para um valor esperado de 100. Dessa forma, nossa estatistica de teste terd a forma final
dada por

2
Z (0i — E)” (13.1)
- E
L

e essa estatistica terd (aproximadamente) uma distribuicdo qui-quadrado com numero de graus de
liberdade que varia de acordo com o teste considerado. Note que a base de comparacdo é o valor
esperado sob Hp, um valor fixo, bem determinado, que ndo depende da amostra sorteada.

Vamos, agora, detalhar cada um dos testes.

13.2 Dados univariados: Teste de aderéncia

Consideremos uma populacdo descrita por uma varidvel categérica X que assume k valores (no

Exemplo [T37} X é o meio de transporte com k = 5 categorias). Sejam pi,pz,---,pkx as proporgoes
populacionais das categorias 1,2, --- , k, respectivamente. Queremos testar
Ho: p1=pio, p2=p20, ., Pk = Po

RN
W w
SIS

Hi @ pi # pio para pelo menos um i

k
em que py,i=1,2,---,k sdo as proporcoes hipotéticas que devem satisfazer E pio =1

i=1

Suponha que uma amostra de tamanho n seja selecionada de tal populacdo. Seja N; o niimero de
observacoes da amostra pertencentes a categoria i, i = 1,2,---, k (esses numeros mudam ao longo de
todas as possiveis amostras de tamanho n). Se Hp é verdadeira, o niimero esperado de observagées na
categoria i é

ei = npp (13.4)

Na Tabela [T3.7] temos o resumo dessa situagao.

Tabela 13.1 — Teste de aderéncia - esquema dos dados

Categoria 1 2 e k Soma
Proporcao populacional P p2 - P 1
Proporcéo populacional sob Hy | p1o P2 - Pko 1
Numero observado Ni N> e Ny n
Numero esperado sob Hy npio Np2o - NPko n
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A estatistica de teste é

k 2
2 _ (Ni —npio)* >
X = E Y X Xi-1 (13.5)
, npio —~
i=1 sob Hy
Tal aproximacao é boa se e; = npjp > 5 para todo i = 1,2,..., k. Valores grandes indicam grandes

afastamentos entre os valores observados e esperados; assim, a regido critica para um nivel de significdncia
aé

2 2
X% > Xi-ta (13.6)
E interessante observar as sequintes propriedades sobre os valores observados e esperados.

k k
. E e = E Ni; = n (soma dos valores esperados)
i=1 i=1

k k k
De fato: E e = E npi =n E po=n-1=n
i=1 i=1 i=1

k
. E (N; — e;) = 0 (desvios em relacao aos esperados)
i=1
k k k

De fato: Z(N,-—e,—) :ZN[—Ze[ =n—n=0
i=1 i=1

i=1

EXEMPLO 13.4 Meio de transporte — continuacao

Uma amostra de 200 estudantes da UFF de Niterdi mostrou que 65 usam apenas 6nibus como meio de
transporte, 7 usam apenas barca, 20 usam dnibus e barca, 5 usam carro e 2 caminham ou vao de bicicleta
até a universidade. Vamos testar

Ho :p1=0,60, p, =0,10,p3 =0,20, ps = ps =0,05

Na tabela a sequir ilustram-se os calculos necessarios.

Categoria i Valor observado O; Valor esperado E; Parcela de X?
1=S6 6nibus 124 200-0,6 = 120 (1241207
2=56 barca 22 200-0,1 =20 @220¢
3=0Onibus e barca 35 200-0,2 = 40 (35407
4=Carro 9  200-0,05=10 =107
5=Caminhada/bicicleta 10 200-0,05 =10 %

Todos os valores esperados sdo maiores que 5 e, assim, podemos usar a aproximacdo qui-quadrado com
4 graus de liberdade. A regido critica é X2 > 9,4877 para um nivel de significancia @ = 0,05. O valor
observado da estatistica de teste é

16 4 25 1 0 16+24+75+124+0 129

%=720% 20 30 10" 10 120 120 — 197

Como 1,075 < 9,4877, nao rejeitamos Hy, ou seja, ndo ha evidéncias de que as proporcdes populacionais
sejam diferentes das hipotéticas.
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(24

EXEMPLO 13.5 Duas categorias

No estudo da inferéncia para uma populacao X ~ Bern(p4), vimos que a estatistica de teste para
Ho :p1=pio é
P —po

— L
pio(1 = pio) T

Z= N(0; 1)

Como séo apenas duas categorias, basta trabalhar com uma delas e a outra estard determinada. Se
denotarmos por N; o niimero de observacdes na categoria i (i = 1 - sucessos; i = 2 - fracassos) e por pj
a proporcéo de observacoes na categoria i para sermos coerentes com a notagdo anterior em que k > 2,
a aproximacao normal para a binomial nos da que

7 = _ Ni—npu__ ~ N(O;1)
vV npo(1T — pro) Sob\?o
Logo,
0=z2= Wiznpo? .,
npio(1 — pro) ;I\Jﬁo

Notando que (1 — p1o) + p1o = 1, podemos reescrever Q como

Ny — np1o)?
=72 = (7 1—
Q ol = p1o) [(1 = p10) + p1o

(N1 — np1o)?  (Ny — np1o)?

np1o n(1— p1o)
_ (N1 — np1o)? N [(n—N2)—n(1— p20]2
np1o npao)
_ (Ni=npo)’ N [—N; + npaof
np1o npao)
_ Ni=np)? | (N2 npal
np1o npao)

Vemos, assim, que ha uma equivaléncia entre as estatisticas Z e y? quando k = 2.

*»"

13.3 Dados bivariados

Consideremos um exemplo em que as varidveis categoricas X = “opinido sobre a legalizacdo do uso
medicinal da maconha” com 3 niveis (a favor, indiferente e contra) e Y = “faixa etéria " com 4 niveis (16 a
18,19 a 25, 26 a 40 e mais de 40) serdo estudadas em uma pesquisa por amostragem entre os alunos de
uma grande universidade. O que veremos agora é que a forma de se coletarem os dados é fundamental
para se definir o tipo de analise pertinente.

Suponhamos, inicialmente, que sejam selecionadas amostras independentes de tamanhos nq,--- , n4
das quatro faixas etdrias e cada elemento de cada uma das 4 amostras indique sua opinido sobre a
legalizacdo do uso medicinal da maconha. O tipo de analise que podemos fazer aqui consiste em ver se as
proporcdes de pessoas em cada categoria sdo as mesmas para as quatro faixas etérias. Ou seja, estamos
comparando quatro distribuicdes multinomiais e isso leva ao teste de homogeneidade.
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Suponhamos, agora, que uma amostra de n alunos seja retirada e cada aluno seja classificado
de acordo com sua faixa etdria e sua opinido sobre o uso medicinal cla maconha. Temos, agora, dados
emparelhados, ou seja, as amostras sdo dependentes e o objetivo aqui é ver se ha dependéncia entre as
duas variaveis. Isso nos leva ao teste de independéncia.

Em ambos os casos, podemos resumir as informacgées através de uma tabela de contingéncia, ou
tabela de dupla entrada com as J categorias de uma variavel sendo exibidas nas colunas e as / categorias
da outra varidvel nas linhas. Na tabela a sequir ilustra-se a notacdo a ser utilizada nos testes. O ponto
no subscrito indica soma dos valores ao longo da respectiva dimenséo.

Tabela 13.2 — Tabela de dados bivariados

Variavel coluna
1 2 e j) Total de linha
1 n1 n1 nqy ni.
2 ny ny e nyy ny.
Variavel linha : : :
/ nn np npy n.
Total de coluna ni ny -+ Ny n=n.

n;j = frequéncia observada na cela (i, j)

ng=np+np+---+ny= Z n;; (total da linha i)
nj=ny+nz+--+n;= Z ni (total da coluna j)

I
= E E n;; (total de observagbes na amostra)

13.3.1 Amostras independentes: Teste de homogeneidade

Como visto, um dos contextos que origina dados bivariados é quando amostras independentes séo
retiradas de vérias populacdes e cada individuo ou objeto é classificado de acordo com uma variadvel
qualitativa. Neste caso, uma das variaveis é a que identifica a populacéo e a outra é a que classifica os
sujeitos. Em tal contexto, nosso interesse é testar se as proporcdes em cada categoria séo as mesmas
em todas as populacdes. No Exemplo [13.2} as populacdes séo formadas pelos homens e pelas mulheres
e a varidvel de classificacdo é o meio de transporte. O interesse é testar se as propor¢des de homens
e mulheres que usam cada tipo de transporte sao iguais. Na primeira situacao do exemplo no inicio da
secdo, idade é a variavel que identifica a populacéo e a opinido sobre o uso medicinal da maconha é a
variavel de interesse, que classifica os sujeitos. O objetivo é testar se a proporcao de pessoas com cada

opinido é a mesma nas quatro faixas etdrias.

Na Tabela[T3.2] suponhamos que haja / populagdes com a variavel de classificagéo tendo / categorias.
Nosso interesse é testar

H() P =Pi2= =Py Vi (137)

Sob Hy, temos, entéo, que
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ng N _ny o np+np+---+ny N 5
n. no n; nNi+na+---+n, n pe

em que p;. é a propor¢do de elementos na amostra que pertencem a categoria i.

Assim, sob Hy, a proporcéo na categoria i em cada populagédo deve ser igual a proporcdo da categoria
i na amostra toda. Como ha n.; elementos na populagéo j, esperamos, entdo, que uma proporgao p;. desses
elementos esteja na categoria i, ou seja,

€ij n;
— =pi=—
n.,; n
Isso nos da que
nin.;
eij = 2 (13.8)

Como antes, a estatistica de teste é uma medida de disténcia relativa entre frequéncias observadas
e frequéncias esperadas:

[
-3y 5 (e (139)

i=1 j=1

esee;>5 Vij

X2 2 X1y (13.10)

Valores grandes da estatistica levam a rejeicdo da hipdtese nula de igualdade das proporcoes em cada
categoria ao longo das populacdes.

As mesmas propriedades sobre os valores observados e esperados continuam valendo.

I} J
33 ey
i=1 j=1

De fato: / / )
ZZG‘/ 1Zn, an = —n n=n
i=1 j=1 n i=1 j=1
I J
> > (nj—ey) =0
i=1 j=1
De fato
i ] ) / J
ZZ(H,/ e;j) = ZZI?,] ZZ ej=n—n=20
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

EXEMPLO 13.6 Meio de transporte e género — continuacao

Com relagao ao Exemplo[13.2] suponhamos que amostras independentes de 300 homens e de 250 mulheres
tenham revelado a sequinte distribuicéo:
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Frequéncias observadas

Meio de transporte | Homens Mulheres | Total
Onibus 77 116 193
Barca 48 19 67
Onibus e barca 47 54 101
Carro 96 28 124
Caminhada/bicicleta 32 33 65
Total 300 250 550

207

Vamos realizar o teste de homogeneidade, ou seja, vamos testar, ao nivel de significancia a = 0, 05,

se as proporcdes em cada categoria de meio de transporte sédo iguais entre homens e mulheres. Para isso,
precisamos calcular as frequéncias esperadas em cada cela. Para a cela (1,1) (Homens que véo de 6nibus)

temos

ni.n

193 - 300

611 = =
n

550

= 105,27273

De forma analoga obtemos as frequéncias esperadas para as outras celas, que estdo na tabela a sequir:

Frequéncias esperadas

Meio de transporte Homens Mulheres | Total
Onibus 105,27273  87,72727 193
Barca 36,54545  30,45455 67
Onibus e barca 55,09091  45,90909 101
Carro 67,63636 56,36364 124
Caminhada/bicicleta 35,45455  29,54545 65
Total 300 250 550

Como todas as frequéncias esperadas sdo maiores que 5, podemos usar a aproximacao qui-quadrado, ou
seja, X2 = x7. Note que o niimero de graus de liberdade é (5—1)(2—1) =4 e xi705 = 9,4877. A parcela
da cela (1,1) na estatistica qui-quadrado é

(77 —105,27273)?

X1 =

=7,59311

105, 27273

Na tabela a sequir, apresentamos as contribuicdées de cada cela:

Contribuicao para o X?

Meio de transporte

Homens Mulheres

Onibus

Barca

Onibus e barca
Carro
Caminhada/bicicleta

7,59311 9,11173
3,59023 4,30828
1,18827 1,42592
11,89443  14,27331
0,3366 0,40392

Somando todas essas celas, obtemos X? = 54,1258 > 9,4877. Dessa forma, rejeitamos a hipotese nula,
ou seja, as proporcdes em cada categoria de meio de transporte ndo sdo iguais entre homens e mulheres.
Analisando a tabela das contribuicdes, podemos ver que as maiores diferencas estdo nas categorias de
onibus e carro. Ha mais mulheres utilizando 6nibus e mais homens utilizando carros do que se esperaria.

Na Figura [13.7) temos a saida do programa Minitab para essa analise.

*»"



208 CAPITULO 13. ANALISE DE DADOS CATEGORICOS

Estatisticas Tabuladas: MTransp; Género

Linhas: MIransp Colunas: Género

Homens Mulheres Todos

Onibus 77 116 133
105,27 87,73
7,593 9,112

Barca 8 13 a7
36,55 30,45
3,590 4,308

fnibusiBarca 47 54 101
55,08 45,91
1,188 1,426

Carro 96 28 124
67,64 56, 36

11,894 14,273

Caminhada/bicicleta 32 33 65
35,45 29,55
0,337 0,404
Todos 300 250 550
Conteddo da Célula: Contagem

Contagem esperada
Contribuicdo para Qui-Quadrado

Qui-Quadrado de Pearson = 54,126; GL = 4; Valor-P = 0,000

Figura 13.1 — saida do Minitab para o Exemplom

13.3.2 Amostras dependentes: Teste de independéncia

Consideremos, agora, o caso de dados emparelhados, ou seja, cada individuo da amostra é
classificado segundo duas variéveis qualitativas X e Y. Embora a representacdo tabular dos dados
amostrais seja a mesma apresentada na Tabela [T3:2} a interpretagdo e uso dos dados é completamente
diferente. Em cada cela, a contagem n;; nos dé o nimero de sujeitos para os quais X = ie Y = j;
nosso interesse é determinar se as variaveis X e Y sao independentes. Sabemos que, se X e Y séo
independentes, entdo

PX=iVY=j)=PX=iPY=))

Entao, sob a veracidade de Hp, temos que ter

ou equivalentemente

(13.11)
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Se todas as frequéncias esperadas forem de pelo menos 5, pode-se mostrar que

X{i-1yy-1) (13.12)

>

INY

|
<|\/|\
P <
I C‘b

R

EXEMPLO 13.7 Meio de transporte e uso do bandejao — continuacéo

A titulo de ilustracdo da diferenca de interpretacdo da estatistica qui-quadrado no contexto de
dados emparelhados, vamos considerar os mesmos dados do exemplo anterior, mas agora representando
uma amostra de 550 alunos, dos quais 300 usam o bandejdo e 250 ndo usam, de acordo com a seqguinte
distribuicao:

Meio de transporte | Usa bandejdo Nao usa bandejéo | Total
Onibus 77 116 193
Barca 48 19 67
Onibus e barca 47 54 101
Carro 96 28 124
Caminhada/bicicleta 32 33 65
Total 300 250 550

O célculo das frequéncias esperadas e da estatistica de teste é o mesmo e concluimos, ao nivel de
significdncia a = 0, 05, que as varidveis “meio de transporte” e “uso do bandejéo” ndo séo independentes.

13.4 Exercicios propostos

1. Em recente estudo, obteve-se uma amostra aleatéria de proprietarios de pequenas empresas, e
pediu-se a cada um que apontasse o maior problema enfrentado por sua empresa. Os resultados
sdo apresentados na sequinte tabela de frequéncias de uma entrada.

Problema Frequéncia
Custo do sequro satde 430
Seguro de responsabilidade 145
Indenizacao ao trabalhador 135
Custo de combustiveis 90

Em um relatério econémico, as verdadeiras proporcoes para cada categoria foram dadas como 0,50,
0,20, 0,20 e 0,10. Esses dados fornecem alguma evidéncia que contradiga o relatério econémico?
Ache limites para o valor P associado a esse teste.

2. Os escritérios de admissdo dos campi da Universidade da Califérnia mantém registros histéricos
cuidadosos dos candidatos. Em 2008, as proporcoes de estudantes que se candidataram para as
faculdades do sistema universitario por localizagdo na Califérnia foram as sequintes: Los Angeles
(LA), 29,2%; San Francisco (SF), 26,1%; Orange County (OC), 9,9%; Riverside/San Bernardino (RS),
7,7%; todas as outras (0O), 27,1%.1 Suponha que se tenha obtido uma amostra aleatéria de candidatos
em 2009 para a qual foram obtidas as seguintes frequéncias para as localizagdes.

Localizacdo LA SF OC RS O
Frequéncia 125 96 45 44 128

Ha alguma evidéncia de mudanca na proporcao de candidatos por localizacdo na Califérnia? Use
a =0,005.
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3. Embora a harmonizacao de alimento e vinho seja subjetiva e uma ciéncia ndo exata, tradicionalmente

diz-se que vinho tinto combina com carne vermelha, e vinho branco combina com peixe e aves. Obteve-
se uma amostra aleatéria de jantares em restaurantes quatro estrelas, e cada jantar foi classificado
de acordo com a comida e o vinho pedido. Eis a tabela de frequéncias de dupla entrada resultante.

Vinho
Tinto Branco
Carne vermelha 86 46
Comida
Peixe ou ave 50 64

Ha alguma evidéncia de que a comida e o vinho sejam dependentes? Teste a hipdtese relevante
com o = 0,005. Esses dados sugerem que os jantares ainda estejam seguindo as harmonizacoes
tradicionais de comida e vinho?

. Obtiveram-se amostras aleatdrias de apostadores em quatro cassinos de Las Vegas, e perguntou-se

a cada apostador qual jogo jogava mais. Os resultados sdo apresentados na tabela de frequéncias
de dupla entrada que segue.

Jogo
Blackjack Poquer Roleta Caca-niquel
Bellagio 22 20 38 66
Cassino | Caesar’s 30 38 22 68
Golden Nugget 28 25 21 81
Harrah's 38 25 29 84

Realize um teste para homogeneidade de populacdes. H& alguma evidéncia que sugira que a
verdadeira propor¢éo de apostadores em cada jogo ndo seja a mesma para todos os cassinos? Use
a =0,05.

Foram obtidas amostras aleatdrias de clientes de duas lojas diferentes de material para escritério,
e perguntou-se a cada cliente qual tipo de recurso para escrita preferiam. Os resultados estdo
resumidos na seguinte tabela de frequéncias de dupla entrada.

Recurso para escrita
Lapis Lapiseira Caneta
Casa Cruz | 183 164 480

Loja

Kalunga 130 202 420

Realize um teste para homogeneidade de populacdées. Use a = 0,01. Estabeleca sua concluséo,
justifique sua resposta e ache limites para o valor P associado a esse teste.
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Tabelas

Tabela | Distribuicdo normal padrdo — p =P(0 < Z < 2)

Tabela Il Distribuicdo acumulada da normal padréo — ®(z) =P(Z£<2z), z>0

Tabela Il Valores criticos Xﬁ,a da qui-quadrado — P(x? > Xs,a) = qa)

Tabela IV Valores criticos t,., da distribuicdo t — P(T,, > tp.q = @

Tabela V Valores criticos f da distribuicdo F — a = 0,05 — P(F, ,, > f) = 0,05

Tabela VI Valores criticos f da distribuicdo F — a = 0,025 — P(F, , > f) = 0,025

Tabela VII Valores criticos f da distribuicdo F — a =0,01 — P(F,,, > f) = 0,01

Tabela VIII Valores criticos da distribuicdo da amplitude studentizada — a = 0, 05

Tabela IX Valores criticos da distribuicdo da amplitude studentizada — a = 0, 01

Tabela X Valores criticos da distribuicdo das amplitudes multiplas de Duncan — a = 0,05

Tabela XI Valores criticos da distribuicdo das amplitudes multiplas de Duncan — o = 0, 01
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Tabela |
Distribuicao normal padrao
p=P0<Z<2)
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Casa inteira

2a. casa decimal

e 1a.decimal 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,0 0,0000 0,0040 0,0080 0,0120 0,0160 0,0199 0,0239 0,0279 0,0319 0,0359
01 0,0398 0,0438 0,0478 0,0517 0,0557 0,0596 0,0636 0,0675 0,0714 0,0753
0,2 0,0793 0,0832 0,0871 0,0910 0,0948 0,0987 0,026 0,064 0,1103 0,1141
0,3 01179 01217 0,255 0,293 0,1331 01368 0,1406 0,1443 0,1480 0,1517
0,4 0,1554  0,1591 0,1628 0,1664 0,1700 0,1736 0,1772 0,1808 0,1844 0,1879
0,5 0,1915 0,950 0,1985 0,2019 0,2054 0,2088 0,2123 0,2157 0,2190 0,2224
0,6 0,2257  0,2291 0,2324 0,2357 0,2389 00,2422 0,2454 0,2486 0,2517 0,2549
0,7 0,2580 0,2611  0,2642 0,2673 0,2704 0,2734 0,2764 0,2794 0,2823 0,2852
0,8 0,2881 0,2910 0,2939 0,2967 0,2995 0,3023 0,3051 0,3078 0,3106 0,3133
0,9 0,3159 03186 03212 03238 03264 03289 03315 03340 0,3365 0,3389
1,0 03413  0,3438 0,3461 0,3485 0,3508 0,3531 0,3554 0,3577 0,3599 0,3621
11 0,3643 0,3665 03686 03708 03729 03749 03770 0,3790 0,3810 0,3830
1,2 0,3849 0,3869 0,3888 0,3907 03925 0,3944 03962 0,3980 0,3997 0,4015
1.3 0,4032 0,4049 0,4066 0,4082 0,4099 04115 0,4131 04147 04162 04177
1,4 0,4192 04207 04222 04236 0,4251 0,4265 04279 04292 04306 0,4319
15 04332 04345 04357 04370 04382 04394 04406 04418 0,4429 0,4441
1,6 0,4452 0,4463 04474 04484 04495 04505 04515 04525 04535 0,4545
1,7 0,4554 0,4564 0,4573 0,4582 0,4591 0,4599 0,4608 0,4616 0,4625 0,4633
1,8 0,4641  0,4649 0,4656 0,4664 0,4671 0,4678 0,4686 0,4693 0,4699 0,4706
1,9 04713 04719 04726 04732 04738 04744 04750 0,4756 0,4761 0,4767
2,0 04772 04778 04783 04788 04793 0,4798 0,4803 0,4808 0,4812 0,4817
21 0,4821 0,4826 04830 04834 04838 04842 04846 04850 0,4854 0,4857
2,2 0,4861 0,4864 0,4868 0,4871 0,4875 10,4878 0,4881 0,4884 0,4887 0,4890
23 0,4893 0,4896 0,4898 0,4901 0,4904 0,4906 0,4909 0,4911 0,4913  0,4916
2,4 0,4918 0,4920 0,4922 04925 04927 0,4929 0,4931 0,4932 04934 0,4936
25 0,4938  0,4940 0,4941 0,4943 0,4945 0,4946 0,4948 0,4949 0,4951 0,4952
2,6 0,4953 0,4955 0,4956 0,4957 0,4959 0,4960 0,4961 0,4962 0,4963 0,4964
2,7 0,4965 0,4966 0,4967 0,4968 0,4969 0,4970 0,4971 0,4972 0,4973 0,4974
2,8 0,4974 04975 04976 04977 04977 04978 0,4979 04979 0,4980 0,4981
29 0,4981 0,4982 0,4982 04983 04984 04984 04985 0,4985 0,4986 0,4986
3,0 0,4987 0,4987 0,4987 0,4988 0,4988 0,4989 0,4989 0,4989 0,4990 0,4990
31 0,4990 0,4991 0,4991 0,4991 0,4992 04992 04992 04992 0,4993 0,4993
3,2 0,4993 0,4993 0,4994 0,4994 0,4994 0,4994 0,4994 0,4995 0,4995 0,4995
33 0,4995 0,4995 0,4995 04996 0,4996 0,4996 0,4996 0,4996 0,4996 0,4997
3,4 0,4997 04997 04997 04997 04997 04997 04997 04997 0,4997 0,4998
35 0,4998 0,4998 0,4998 0,4998 0,4998 0,4998 0,4998 0,4998 0,4998 0,4998
3,6 0,4998 0,4998 0,4999 0,4999 04999 04999 04999 0,4999 0,4999 0,4999
3,7 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999
3,8 0,4999 0,4999 0,4999 04999 04999 04999 04999 0,4999 0,4999 0,4999
3,9 0,5000 0,5000 05000 05000 055000 05000 05000 05000 055000 05000
4,0 0,5000 0,5000 05000 05000 05000 05000 05000 05000 055000 05000
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Tabela Il
Distribuicdo acumulada da normal padréo .
p=P(Z<2)
Casa inteira 2a. casa decimal
e 1a.decimal 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,0 0,5000 05040 05080 05120 05160 05199 05239 05279 05319 05359
0,1 05398 05438 05478 05517 05557 05596 05636 05675 05714 05753
0,2 05793 05832 0,5871 05910 05948 05987 06026 0,6064 06103 0,6141
0,3 06179 0,6217 0,6255 0,6293 0,6331 0,6368 0,6406 0,6443 0,6480 0,6517
0,4 0,6554 0,6591 0,6628 0,6664 06700 0,6736 06772 0,6808 0,6844 0,6879
0,5 0,6915 0,6950 06985 0,7019 07054 0,7088 0,7123 0,7157 0,7190 0,7224
0,6 0,7257  0,7291 0,7324 0,7357 0,7389 0,7422 0,7454 0,7486 0,7517 0,7549
0,7 0,7580 0,761 0,7642 0,7673 0,7704 0,7734 0,7764 0,7794 0,7823 0,7852
0,8 0,7881 0,7910 0,7939 0,7967 0,7995 0,8023 0,8051 0,8078 08106 0,8133
0,9 08159 08186 0,8212 08238 08264 08289 08315 08340 0,8365 10,8389
1,0 0,8413 0,8438 0,8461 0,8485 0,8508 0,8531 0,8554 0,8577 0,8599 0,8621
11 0,8643 0,8665 08686 08708 08729 08749 08770 08790 0,8810 0,8830
1,2 0,8849 0,8869 0,8888 0,8907 0,8925 0,8944 0,8962 0,8980 0,8997 0,9015
1,3 0,9032 09049 09066 09082 09099 09115 09131 09147 09162 09177
1,4 09192 09207 09222 09236 0,9251 0,9265 09279 09292 09306 09319
1,5 09332 09345 09357 09370 09382 09394 09406 09418 09429 0,9441
1,6 0,9452 09463 09474 09484 09495 09505 09515 09525 09535 0,9545
1,7 0,9554 09564 09573 0,9582 09591 0,9599 09608 09616 09625 0,9633
1,8 0,9641 09649 09656 09664 09671 09678 09686 09693 0,9699 0,9706
1,9 09713 09719 09726 09732 09738 09744 09750 09756 0,9761 0,9767
2,0 09772 09778 09783 09788 09793 09798 09803 09808 09812 09817
21 0,9821 0,9826 09830 09834 09838 09842 09846 09850 09854 0,9857
2,2 0,9861 09864 09868 09871 09875 09878 09881 09884 0,9887 0,9890
2,3 0,9893 09896 09898 09901 09904 09906 09909 09911 0,9913 0,9916
2,4 0,9918 0,9920 0,9922 09925 09927 09929 0,9931 0,9932 09934 0,9936
25 0,9938 0,9940 0,9941 09943 09945 09946 09948 09949 09951 0,9952
2,6 0,9953 0,9955 0,9956 0,9957 0,9959 0,9960 0,9961 0,9962 0,9963 0,9964
2,7 0,9965 0,9966 0,9967 0,9968 0,9969 0,9970 09971 09972 09973 09974
2,8 09974 09975 09976 09977 09977 09978 09979 09979 0,9980 0,9981
29 0,9981 0,9982 09982 09983 09984 09984 09985 09985 09986 0,9986
3,0 0,9987 09987 0,9987 09988 0,9988 09989 0,9989 09989 0,9990 0,9990
31 0,9990 0,9991 0,9991 0,9991 0,9992 09992 09992 09992 09993 0,9993
3,2 0,9993 10,9993 0,9994 09994 09994 0,9994 09994 09995 0,9995 0,9995
33 0,9995 09995 09995 0,9996 09996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9997
3,4 0,9997 09997 09997 09997 09997 09997 09997 09997 09997 0,9998
35 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998
3,6 0,9998 0,9998 0,9999 09999 09999 09999 09999 09999 0,9999 0,9999
3,7 0,9999 10,9999 0,9999 0,9999 09999 0,9999 09999 0,9999 0,9999 0,9999
3,8 0,9999 10,9999 09999 0,9999 09999 0,9999 09999 0,9999 0,9999 0,9999
3,9 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
4,0 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
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APENDICE A. TABELAS
T,
Tabela IV
Valores criticos t,., da t-Student
P(T, > the) = @
(e}
tn;a

gl Probabilidade o na cauda superior

n | 0150 000 0,060 0,050 0,040 0,030 0,025 0,020 0,010 0,005 0,0025 0,002 0,001

111963 3078 5242 6314 7916 10579 12706 15895 31,821 63,657 127,321 159,153 318,309

211386 1886 2620 2920 3,320 3,896 4,303 4,849 6,965 9,925 14,089 15,764 22,327

311250 1,638 2156 2353 2,605 2,951 3,182 3,482 4,541 5,841 7,453 8,053 10,215

411190 1533 1971 2132 2333 2,601 2,776 2,999 3,747 4,604 5,598 5,951 7173

511156 1,476 1,873 2015 2191 2,422 2,571 2,757 3,365 4,032 4,773 5,030 5,893

6 | 1,134 1440 1812 1943 2104 2,313 2,447 2,612 3,143 3,707 4,317 4,524 5,208

711119 1415 1,770 1,895 2,046 2,241 2,365 2,517 2,998 3,499 4,029 4,207 4,785

8 (1108 1397 1,740 1,860 2,004 2,189 2,306 2,449 2,896 3,355 3,833 3,991 4,501

91| 1100 1383 1718 1833 1973 2,150 2,262 2,398 2,821 3,250 3,690 3,835 4,297
10 | 1,093 1,372 1,700 1,812 1,948 2,120 2,228 2,359 2,764 3,169 3,581 3,716 4,144
11 ] 1088 1363 1686 1,79 1,928 2,096 2,201 2,328 2,718 3,106 3,497 3,624 4,025
12 | 1,083 1,356 1,674 1,782 1912 2,076 2,179 2,303 2,681 3,055 3,428 3,550 3,930
13 11,079 1350 1,664 1,771 1,899 2,060 2,160 2,282 2,650 3,012 3,372 3,489 3,852
14 11076 1,345 1,656 1,761 1,887 2,046 2,145 2,264 2,624 2,977 3,326 3,438 3,787
15 | 1,074 1341 1649 1,753 1,878 2,034 2,131 2,249 2,602 2,947 3,286 3,395 3,733
16 | 1,071 1,337 1,642 1,746 1,869 2,024 2,120 2,235 2,583 2,921 3,252 3,358 3,686
17 | 1,069 1333 1,637 1,740 1,862 2,015 2,110 2,224 2,567 2,898 3,222 3,326 3,646
18 | 1,067 1330 1632 1,734 1,855 2,007 2,101 2,214 2,552 2,878 3197 3,298 3,610
19 | 1,066 1,328 1,628 1,729 1,850 2,000 2,093 2,205 2,539 2,861 3174 3,273 3,579
20 | 1,064 1325 1,624 1725 1,844 1,994 2,086 2,197 2,528 2,845 3,153 3,251 3,552
21 11,063 1323 1621 1721 1,840 1,988 2,080 2,189 2,518 2,831 3135 3,231 3,527
22 | 1,061 1321 1618 1,717 1,835 1,983 2,074 2,183 2,508 2,819 3,119 3,214 3,505
23 1 1,060 1319 1615 1,714 1,832 1,978 2,069 2177 2,500 2,807 3,104 3,198 3,485
2411059 1318 1612 1711 1,828 1,974 2,064 2,172 2,492 2,797 3,091 3183 3,467
25 |1 1,068 1316 1610 1,708 1,825 1,970 2,060 2,167 2,485 2,787 3,078 3,170 3,450
26 | 1,068 1315 1,608 1,706 1,822 1,967 2,056 2,162 2,479 2,779 3,067 3,158 3,435
27 | 1,067 1314 1606 1,703 1,819 1,963 2,052 2,158 2,473 2,771 3,057 3,147 3,421
28 | 1,056 1313 1604 1701 1817 1,960 2,048 2,154 2,467 2,763 3,047 3,136 3,408
29 | 1,065 1311 1602 1,699 1814 1,957 2,045 2,150 2,462 2,756 3,038 3127 3,396
30 | 1,065 1310 1,600 1,697 1,812 1,955 2,042 2,147 2,457 2,750 3,030 3,118 3,385
3111054 1309 1599 1,696 1,810 1,952 2,040 2,144 2,453 2,744 3,022 3,109 3,375
32 | 1,064 1309 1597 1,694 1,808 1,950 2,037 2141 2,449 2,738 3,015 3,102 3,365
33 1 1,053 1,308 159 1,692 1,806 1,948 2,035 2,138 2,445 2,733 3,008 3,094 3,356
34 | 1,062 1307 159 1,691 1,805 1,946 2,032 2,136 2,441 2,728 3,002 3,088 3,348
3511052 1306 1594 1,690 1,803 1,944 2,030 2,133 2,438 2,724 2,996 3,081 3,340
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220 APENDICE A. TABELAS

Tabela VIII
Valores criticos q,,, da amplitude studentized — a = 0,05

<

P

2 3 4 5 6 7 8 9 10 1" 12
2 6,080 8331 9,799 10881 11,734 12435 13,028 13542 13,994 14396 14,759
3 4501 5910 6,825 7,502 8,037 8,478 8,852 9177 9,462 9,717 9,946
4 3,927 5,040 5,757 6,287 6,706 7,053 7,347 7,602 7,826 8,027 8,208
5 3,635 4,602 52218 5,673 6,033 6,330 6,582 6,801 6,995 7,167 7,323
6 3,460 4,339 4,896 5,305 5,628 5,895 6,122 6,319 6,493 6,649 6,789
7 3344 4165 4,681 5,060 5,359 5,606 5,815 5,997 6,158 6,302 6,431
8 3261 4,041 4529 4,886 5167 5,399 5,596 5,767 5918 6,053 6,175
9 3,199 3,948 4,415 4,755 5,024 5,244 5,432 5,595 5,738 5,867 5,983
10 | 3151 3,877 4327 4,654 4,912 5124 5,304 5,460 5,598 5,722 5,833

11 | 3113 3,820 4,256 4,574 4,823 5,028 5,202 5,353 5,486 5,605 5713
12 1 3,081 3773 4199 4,508 4,750 4,950 5119 5,265 5,395 5510 5,615
13 ] 3,065 3734 4151 4,453 4,690 4,884 5,049 5192 5318 5,431 5,533
14 | 3,033 3,701 4111 4,407 4,639 4,829 4,990 5,130 5,253 5,364 5,463
15 | 3,014 3,673 4,076 4,367 4,595 4,782 4,940 5,077 5198 5,306 5,403
16 | 2998 3,649 4,046 4,333 4,557 4,741 4,896 5,031 5150 5,256 5,352
17 | 2,984 3,628 4,020 4,303 4,524 4,705 4,858 4,991 5,108 5,212 5,300
18 | 2971 3,609 3,997 4,276 4,494 4,673 4,824 4,955 5,071 5173 5,266
19 | 2960 3593 3,977 4,253 4,468 4,645 4,794 4,924 5,037 5139 5,231
20 | 2950 3578 3,958 4,232 4,445 4,620 4,768 4,895 5,008 5,108 5,199

21 | 2941 3565 3,942 4,213 4,424 4,597 4,743 4,870 4,981 5,081 5170
22 | 2933 3553 3927 4,196 4,405 4,577 4,722 4,847 4,957 5,056 5,144
23 | 2926 3542 3914 4,180 4,388 4,558 4,702 4,826 4,935 5,033 5121
24 12919 3532 3901 4,166 4,373 4,541 4,684 4,807 4,915 5,012 5,099
25 | 2913 3523 3,890 4,153 4,358 4,526 4,667 4,789 4,897 4,993 5,079
26 | 2907 3514 3,880 4141 4,345 4,511 4,652 4,773 4,880 4,975 5,061
27 | 2902 3506 3,870 4,130 4,333 4,498 4,638 4,758 4,864 4,959 5,044
28 | 2,784 3,332 3,655 3,883 4,058 4,200 4,319 4,421 4,511 4,590 4,662
29 | 2,892 3,493 3,853 4111 4,311 4,475 4,613 4,732 4,837 4,930 5,014
30 | 2,897 3,499 3,861 4,120 4,322 4,486 4,625 4,745 4,850 4,944 5,029

31 | 2892 3,493 3,853 4111 4,311 4,475 4,613 4,732 4,837 4,930 5,014
32 | 2,888 3,486 3,845 4,102 4,301 4,464 4,601 4,720 4,824 4,917 5,001
33 | 2,884 3,481 3,838 4,094 4,292 4,454 4,591 4,709 4,812 4,905 4,988
34 | 2881 3,475 3,832 4,086 4,284 4,445 4,581 4,698 4,802 4,894 4,976
35 | 2871 3,461 3,814 4,066 4,261 4,421 4,555 4,671 4773 4,863 4,945
36 | 2,868 3,457 3,809 4,060 4,255 4,414 4,547 4,663 4,764 4,855 4,936
37 | 2865 3,453 3,804 4,054 4,249 4,407 4,540 4,655 4,756 4,846 4,927
38 | 2863 3,449 3,799 4,049 4,243 4,400 4,533 4,648 4,749 4,838 4,919
39 | 2861 3,445 3,795 4,044 4,237 4,394 4,527 4,641 4,741 4,831 4,911
40 | 2,858 3,442 3,791 4,039 4,232 4,388 4,521 4,634 4,735 4,824 4,904

50 | 2841 3416 3,758 4002 4190 4344 4473 4584 4,681 4,768 4,846
60 | 2,829 3399 3737 3977 4163 4314 444 4550 4646 4732 4,808
70 | 2,821 3386 3722 3960 4144 4293 4419 4527 4,621 4,706 4,781
80 | 2814 3377 371 3947 4129 4277 4402 4509 4603 4686 4,761
90 | 2810 3370 3,702 3937 4118 4265 4389 4495 4588 4,671 4,746
100 | 2,806 3,365 3,695 3929 4109 4256 4379 4484 4577 4659 4733
Fonte: Valores gerados com a fungdo ptukey do R
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Tabela 1X
Valores criticos q,,, da amplitude studentized — o = 0, 01

v p
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
2 13,902 19,016 22564 25372 27,757 29,856 31,730 33,412 34926 36,293 37,533
3 8,260 10,620 12170 13,322 14239 14,998 15646 16,212 16,713 17,164 17,573
4 6,511 8,120 9,173 9,958 10583 11,01 11542 11,925 12,263 12565 12,839
5 5,702 6,976 7,804 8,421 8,913 9,321 9,669 9971 10,239 10,479 10,696
6 5,243 6,331 7,033 7,556 7,972 8,318 8,612 8,869 9,097 9,300 9,485
7 4,949 5,919 6,542 7,005 7,373 7,678 7,939 8,166 8,367 8,548 8,711
8 4,745 5,635 6,204 6,625 6,959 7,237 7,474 7,680 7,863 8,027 8,176
9 4,596 5,428 5,957 6,347 6,657 6,915 7134 7,325 7,494 7,646 7,784
10 4,482 5,270 5,769 6,136 6,428 6,669 6,875 7,054 7,213 7,356 7,485
11 4,392 5,146 5,621 5,970 6,247 6,476 6,671 6,841 6,992 7127 7,250
12 4,320 5,046 5,502 5,836 6,101 6,320 6,507 6,670 6,814 6,943 7,060
13 4,260 4,964 5,404 5,726 5,981 6,192 6,372 6,528 6,666 6,791 6,903
14 4,210 4,895 5,322 5,634 5,881 6,085 6,258 6,409 6,543 6,663 6,772
15 4,167 4,836 5,252 5,556 5,796 5,994 6,162 6,309 6,438 6,555 6,660
16 4131 4,786 5192 5,489 5,722 5,915 6,079 6,222 6,348 6,461 6,564
17 4,099 4,742 5,140 5,430 5,659 5,847 6,007 6,147 6,270 6,380 6,480
18 4,071 4,703 5,094 5,379 5,603 5,787 5,944 6,081 6,201 6,309 6,407
19 4,046 4,669 5,054 5,334 5,553 5,735 5,889 6,022 6,141 6,246 6,342
20 4,024 4,639 5,018 5,293 5,510 5,688 5,839 5,970 6,086 6,190 6,285
21 4,004 4,612 4,986 5,257 5470 5,646 5,794 5,924 6,038 6,140 6,233
22 3,986 4,588 4,957 5,225 5,435 5,608 5,754 5,882 5,994 6,095 6,186
23 3,970 4,566 4,931 5,195 5,403 5,573 5,718 5,844 5,955 6,054 6,144
24 3,955 4,546 4,907 5,168 5,373 5,542 5,685 5,809 5919 6,017 6,105
25 3,942 4,527 4,885 5,144 5,347 5,513 5,655 5,778 5,886 5,983 6,070
26 3,930 4,510 4,865 5,121 5,322 5,487 5,627 5,749 5,856 5,951 6,038
27 3,918 4,495 4,847 5,101 5300 5,463 5,602 5,722 5,828 5,923 6,008
28 3,908 4,481 4,830 5,082 5,279 5,441 5,578 5,697 5,802 5,896 5,981
29 3,898 4,467 4,814 5,064 5260 5420 5556 5,674 5,778 5,871 5,955
30 3,889 4,455 4,799 5,048 5,242 5,401 5,536 5,653 5,756 5,848 5,932
31 3,881 4,443 4,786 5,032 5,225 5,383 5517 5,633 5,736 5,827 5,910
32 3,873 4,433 4,773 5,018 5210 5,367 5,500 5,615 5,716 5,807 5,889
33 3,865 4,423 4,761 5,005 5,195 5,351 5,483 5,598 5,698 5,789 5,870
34 3,859 4,413 4,750 4,992 5,181 5,336 5,468 5,581 5,682 5,771 5,852
35 3,852 4,404 4,739 4,980 5,169 5,323 5,453 5,566 5,666 5,755 5,835
36 3,846 4,396 4,729 4,969 5,156 5310 5,439 5,552 5,651 5,739 5,819
37 3,840 4,388 4,720 4,959 5,145 5,298 5,427 5,538 5,637 5,725 5,804
38 3,835 4,381 4,711 4,949 5134 5,286 5,414 5,526 5,623 5711 5,790
39 3,830 4,374 4,703 4,940 5,124 5,275 5,403 5513 5,611 5,698 5,776
40 3,825 4,367 4,695 4,931 5114 5,265 5,392 5,502 5,599 5,685 5,764
50 3,787 4,316 4,634 4,863 5040 5,185 5,308 5,414 5,507 5,590 5,665
60 3,762 4,282 4,594 4,818 4,991 5133 5,253 5,356 5,447 5,528 5,601
70 3,745 4,258 4,566 4,786 4,957 5,096 5214 5,315 5,404 5,483 5,555
80 3,732 4,241 4,545 4,763 4,931 5,069 5,185 5,284 5,372 5,451 5,521
90 3,722 4,227 4,529 4,745 4,911 5,048 5162 5,261 5,348 5,425 5,495
100 3,714 4,216 4516 4,730 4,896 5,031 5,144 5,242 5,328 5,405 5,474

Fonte: Valores gerados com a funcdo ptukey do R
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Apéndice B

Solucao dos Exercicios

B.1 Exercicios do capitulo [1]

1. (a) Como o valor se refere aos pacientes estudados, e ndo a todos os pacientes, esse é o valor de uma
estatistica amostral.

(b) Estatistica amostral - foi testada uma amostra
(c) Parametro populacional - a companhia realizou os calculos com base em todos os clientes

(d) Parametro populacional - o fabricante esta se referindo a populagédo de todas as baterias. Embora ele néo
tenha condicdes de testar todas as baterias, ele esta fazendo uma hipétese sobre o pardmetro populacional.
No estudo de teste de hipdteses, o procedimento se baseia na hipétese que se faz sobre um pardmetro
populacional.
2. Como estamos trabalhando com amostras de tamanho 2, a média e a mediana amostrais sédo as mesmas, ou seja,
a distribuicdo amostral da mediana amostral @2 é igual a distribuicdo da média amostral. Logo, E (@2) =4,0,
que é diferente da mediana populacional, que é 3,5.

3.
X ~ Bern(p) = Y _Xi ~ Bin(n;p) = E|Y Xi|=np Var|) Xi|=np(1-p)
i=1 i=1 i=1
- n
E(P) =
() n+1 P
BP) = 2 p_p=—_
o411 P=p= n+1
~ np(1—p)
Var(F =
ar(P) (n+ 1)
: np(1—p) p? np(1—p)+p’
EQM(P) = =
QM(P) (n+1)2 +(n—|—1)2 (n+1)2
Note que P ¢ viesado para estimar p e para um tamanho n fixo de amostra, 0 EQM méximo ocorre quando
1 n
p= 2n—1
4.

E(@) = 0’ & C[E(Xi — X2)” + E(Xs — Xa)* + E(X_Xo)*] = 0°

Como as Xi's séo iid, seque que

(G — X = E(X) + E(XE) — 2E(XXiu)
Var(X;) + [E(X)F + Var(Xi11) + [E(Xu1)] — 2 E(X) E(Xit1)

O+ 1P+ + = 2up= 202
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Logo,

E(EZ):02©C[3-202]202©C:%

Vento (X) Onda (Y) XY X?

9 29 261 81
1 14 154 121
10 1,7 170 100
10 09 90 100
1 12 132 121
9 10 90 81
9 15 135 81
6 07 42 36
9 1,9 17,1 81
5 01 05 25
8 20 160 64
9 26 234 81
12 30 360 144
9 17 153 81
12 21 252 144
9 15 135 81
12 31 372 144
8 27 216 64
7 04 28 49
13 25 325 169
9 17 153 81
8 06 48 64
6 07 42 36
8 14 112 64
Soma 219 303 384 2003
R 3g4 _ 219-39.3
h = % -0, 268296
2003 - =
R 39,3 219
d = .= —0,268296 - = ~0,8107

e a equacao da reta é
Onda = —0,8107 + 0, 268296 - Vento

B.2 Capitulo 2
1 X~ N (1527

(@)

P(14,5 < X < 16) b (14,5—15 16 —15

— < 7 < —
2,52 2,52
18 18

P(—0,85<Z <0)+P(0<Z<1,70)=P(0<Z<0,85+P(0<Z<1,70)

) = P(—0,85 < Z < 1,70)

0,3023 + 0, 4554 = 0, 7577
®(1,70) — d(—0,85) = d(1,70) — [1 — d(0, 85)] = 0,9554 — (1 — 0,8023) = 0, 7577
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(b)

1—®(1,87) =1-0,9693 = 0,0307

P(X >16,1) = P <Z> 16'1_15> =P(Z>187) =
~—

2,52
18 Tabela 2

= 0,5-P0<Z2<1,87)=0,5-0,4693 = 0,0307
—

Tabela 2

2. Os erros sdao:

E; : estabelecer que sdo da maquina 1, quando na verdade foram produzidos pela maquina 2 ou E; : estabelecer
que sdo da maquina 2, quando na verdade foram produzidos pela maquina 1. A regra de decisdo é a seguinte:
X > 23 = maquina 2
X < 23 = maquina 1

Na maquina 1 o comprimento é N(20; 16) e na maquina 2, N(25;16).

P(E) = P[Y§23IY~N(25;%)] =P(Zg 23;25) =P(Z < -2
= 1—-®(2,000=1-0,9772 = 0,5—-P(0<Z2<2)=0,5-0,4772=0,0228
~~ ~~
Tabela 2 Tabela 1
PE) = P[7>23|Y~N(20;%) :P(Z>23;20):P(z>3)
= 1—®(3,00)=1-0,9987 = 0,5—-P0<Z<3)=0,5-0,4987 =0,0013
~~ ~~

Tabela 2 Tabela 1

2
. - - ~ O

3. Note que e é igual a X menos uma constante e sabemos que E(X) =p e Var(X) = —.
n

(@) Das propriedades da média e da variancia, resulta que

E(e)=EX)—p=p—p=0
- 2

Var(e) = Var(X) = %

(b) X ~ N(u;20%) e n = 100. Queremos

P(e| >2) = Pe<—-2)+Ple>2)=PX—pu< =2)+PX—-pu>2)
X — 2 X — 2
- P 20“<—20)+P 20“>20)=P(Z<—1)~|—P(Z>1):2><P(Z>1)
10 10 10 10
= 2x[0,5-P0<Z2<1)]=2x%(0,5-0,3413) =0,3174
~—
Tabela 1
= 2[1—=d(1)]=2(1,0-0,8413) = 0,3174
~—
Tabela 2

(9)
P(le| > 8) = 0,01 & P(e < —3) + P(e > 8) = 0,01 & P(X — 1 < —8) + P(X — > 8) = 0,01 &
X—u 0 X —pu 0 0 0

2><P(Z>f) =001 P Z>g) :0,005(:)0,5—P(0§Z§g) = 0,005
<

corpo da Tabela 1
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o 1 1
P(|e|<1)=0,95<:>|3(—1<X—u<1):0,95®P(—20<Z<20 =095 &
v v
1 1 1
Pl <Z<0|+P|0<Z< 5 | =0952xP|0<Z< 5 | =095«
v v v

P 0§Z<210) :0,475@%:1,96<:>ﬁ:39,2<:>nz1537
NG

corpo da Tabela 1

4. Parafusos pequenos: X < 8,5, onde X é o comprimento do parafuso.
(@) X ~ N(u;1). Como P(X < 8,5) = 0,05, resulta que 8,5 tem que ser menor que p, ou seja, a abscissa @

tem que estar no lado negativo da escala da normal padronizada.

8'51_ H —0,05&

8,5 —
P(X<8,5):0,05©P(Z< ):0,05©P(Z>—%)

PO<Z<p—85 =045 pu—85=1,64c p=1014

Corpo da Tabela 1

(b) Parada desnecesséria: amostra indica processo fora de controle (X < 9), quando, na verdade, o processo
esta sob controle (1 =10, 14).
- - 1 9-10,14
P [X <9|X ~N (10,14;1)] = P (Z< ?) =P(Z < —-2,28)=P(Z > 2,28)
0,5-P0<2<2,28)=05-0,4887 =0,0113
|

Tabela 1

(c) Méquina desregulada: X > 9; processo operando sem ajuste: X ~ N (9,5;1)

P[Y>9|Y~N(9,5;%)] = P(Z>9895'5)=P(Z>—1):P(—1<Z<O)+P(Zzo)
= PO<Z<1)+P(Z>0)=0,3413+0,5=0,8413
N—————
Tabela 1

5. Afirmativa do gerente: = 2 e o = 0,05. Como n = 100, podemos usar o teorema limite central . Logo,

Xr N (2%

PX<1,985) = P[|zZ< 0o

1,985 —2
7< ) =P(Z<-3,00=P(Z>3,00=05-P(0<Z<3,0)
10
Tabela 1

= 0,5-0,4987 =0,0013

A probabilidade de se obter esse valor nas condigdes dadas pelo gerente é muito pequena, o que pode nos
fazer suspeitar da veracidade das afirmativas. E provavel que, ou a média nédo seja 2 (e, sim, menor que 2), ou o
desvio padréo néao seja 0,05 (e, sim, maior que 0,05). Esboce graficos da normal para compreender melhor esse

comentario!

6. (a) 18x0,4=7,2>5 18 x 0,6 =10,8 > 5 X ~ N(7,2;4,32)
14,5-7,2
PX>15) ~ P(Z>—"—2°)=P(Z>3,51)=0,5-0,4998 = 0,0002
T S
Px<2) ~ P(z<X2222) _pz<—2,74)=P(Z >2,74) = 0,5 — 0,496 = 0,0031
- - oV4a32 | - T s ' -
(b) 40x0,3=12>5 40x0,7=28>5 X ~ N(12; 8, 4)
—12
PX<10) ~ P (Zg QST) =P(Z < —0,86) = P(Z > 0,86) = 0,5 — 0,3051 = 0,1949

P5< X <28 =~ P (25'58_412 <7< 27'58_412) =P(4,66<Z<5,35) 0
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(c) 65%x0,9=58,5>5 65x0,1=6,5>5 X =~ N(58,5;5, 85)
57,5 —58,5 58,5 —58,5
P(X=58) ~ P ! <7< ! ! =P(-0,41<Z2<0)=P0<Z2<0,41)=0,159
( ) ( R ) ( 20 =P0<2<041)
60,5 —-58,5 63,5 —-58,5
P60 < X <63 ~ P ! <7< ! ! =P(0,83<~Z2<2,07)=0,4808 — 0,2967 = 0, 1841
( < 63) ( /58 ST 585 ) (0.83<2<207)
(d) 100 x0,2=20,0>5 100 x 0,8 =80,0>5 X =~ N(20;16)
24,5 -2 -2
P25 < X <35 = P(#SZS%*O):P(1,13SZS3,88)20,4999—0,370820,1291
(€) 50 x 0,2 =10,0> 5 50 x 0,8 = 40,0 > 5 X ~ N(10;8)
26,5—-10
PX>26) ~ PlZ>———|=P(Z>5,83)~0
(x> 20) ( AN ) (2238
4,5-10 9,5—-10
PH <X <10 ~ Pl—<Z< 2= ——| =P(-1,94<7<-0,18) =P(0,18 < Z < 1,94
6= ) ( V8 T T V8 ) ( -7 ) ( )

= 0,4738—-0,0714 =0, 4024
(f

np =35 n(1—p)=15 X =~ N(35;10,5)

25,5-35
PX<25) =~ P|[Z<——|=P(Z<-2,93)=0,5-0,4983 =0,0017
<z~ p(z<BEeR) pec2m

(g) np =50 n(1—p)=>50 X = N(50; 25)

42,5 — -
—E—E9§Z§§£ij@):PhthZgL&:O%%2+Q%Q:Oﬁ%4

P42< X<56) ~ P
(42 < X <56) ( 5 5

(h) np =50 n(1—p)=>50 X = N(50; 25)

P(X > 60) = P(Zzgl%iﬂ)=PQ22A)=Q5—Q4M1=QOW9
(V) np=28 n(1—p)=12 X = N(8;4,8)
4,5-8 5,58
PX=5) ~ P[o=—"<z<> = P(—1,60 < Z < —1,14) = P(1,14 < Z < 1,60
=5 & P2 <z< 0T R) P60 <2< 114 = PO 1 < 2 < 1,60)

= 0,44520 — 0,37286 = 0,07234
) np=9 n(l—p)=21 X = N(®96,3)

11,5-9

PIX>12) =~ PPE
V6,3

) =P(Z>1)=0,5-0,3413 =0, 1587

(K np=8 nl—p)=72 X=N(@872)

P(95—8 10,5 —

PO<X<11) = <7<

8):P(0,56§Z§0,93):0,3238—0,2123:0,1115
() np=6 n(1—p)=24 X =~ N(8;4,8)

11,5-8 16,5—8

P(12<X<16) ~ Pl|——<Z2<——7—

fe=x=10 ( <4< s

(m) np=15 n(1—p)=35 X =~ N(15;10,5)

) =P(1,60 < Z < 3,88) =0,4999 — 0, 4452 = 0, 0547

18,5—15
PX>18)xP|Z>——~—| =P > 1,08 =0,5-0,3599 =0, 1401
x> 1P (22 22 <Pz > 10
(n) np=5,6 n(1—p)=22,4 X = N(5,6;4,48)
55-5,6 6,5—-5,6
PX=6) ~ P|———<Z<——+—]=P(-0,06<72<0,43) =0,0199 + 0,1664 = 0, 1863
X=9 ( viam 7S \/m) (70.05<2<0.43) *
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(o) np =38 n(1—p) =57 X =~ N(38;22,8)

29,5 —-38 47,5 —38

P30< X <48) = P( <Z< 7) =P(-1,78<Z2<1,99) =0,4767 + 0,4625 = 0,9392

V22,8 V22,8
7. X = "nlimero de pessoas que votaram”. Entdo X ~ bin(1002;0,61) e X = N(611,22;238, 3758)

Z>700'5_611'22) =P(Z>5,78)=0

T /238.3758)

Se a proporcao de votantes é de 61%, a probabilidade de encontrarmos 701 ou mais votantes em uma amostra
aleatdria simples de 1002 é muito baixa. Talvez as pessoas entrevistadas ndo estejam sendo sinceras, com
vergonha de dizer que néo votaram...

8. X = "nlimero de meninas em 64 partos”; X ~ bin(64;0,5) e X = N(32;16)

P(X >701) ~ P

35,5 —-32
27

P(X >36) =~ P(Z 4

) =P >0,875)=0,5-0,3106 = 0,1894

Esse é um resultado que pode ocorrer por mero acaso, ou seja, ndo é um resultado ndo-usual.
9. X = "ntimero de passageiros que se apresentam para o voo em questao”. X ~ bin(400;0, 85) e X = N(340;51).

350,5 — 340
V51

Essa é uma probabilidade um pouco alta; talvez valha a pena a companhia rever a politica de reservas e aceitar
menos que 400 reservas.

P(X>350) ~ P (z > ) =P(Z >1,47) = 0,5 — 0,42922 = 0,07078

10. X = “ndimero de defeituosos na amostra”; X ~ bin(20;0,1). A taxa de falhas do processo é constante e igual a
0,1. Embora a amostragem seja feita sem reposicdo, podemos usar a aproximagdo binomial, uma vez que temos
uma populacdo razoavelmente grande e o tamanho da amostra é bem menor do que o tamanho da populagéo.
Note que aqui ndo podemos usar a aproximacao normal, uma vez que 20 x 0,1 = 2 < 5. Queremos

PX>2 = 1-P(X<2=1-[P(X=0)+P(X=1)
1— (200) (0,1)°(0,9)% — (210) (0,1)(0,9)" =

1—-0,39175 = 0,60825

B.3 Capitulo 3

1. 1—0’20,90:}20,05:1,64
1—020,99220,005:2,58
1—0’:0,80:>Zoy10:1,28

2. P0<Z2<1,28) =0,3997 = (0,5—a/2) =0,3997 = a/2 =0,5-0,3997 = 0,1003 =>= o = 0,2006 =
1—a=0,80 ou 80%
P(0<Z2<1,80)=0,4641 = (0,5— /2) =0,4641 = @/2=0,5—-0,4641 = /2 =0,0359 = o =0,0718 =
1—a=0,9282~ 0,93 ou 93%

31-a=0,98= a/2=0,01 — -z = 2,33

2
€=2,33x — =0,7767
V36
1236

Como a média amostral observada é x = % = 34,333, o intervalo de confianca é

[34,333 - 0,7767;34,333 + 0,7767] = [33,556; 35,110]

4. Como a amostra é a mesma, isso significa que a populacdo é a mesma, bem como o tamanho de amostra, ou seja,
0 e n sdo os mesmos. Vimos que um nivel de confianca maior resulta em um intervalo de confianga maior; logo,
o segundo intervalo foi construido com base em um nivel de confianca maior do que o utilizado na construcéo
do primeiro.
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5. Mantidos fixos o nivel de confianca e o desvio padréo populacional, vimos que a margem de erro é inversamente

proporcional a raiz quadrada de n. Assim, para reduzir pela metade a margem de erro, temos que dobrar /n,
ou seja, temos que quadruplicar o tamanho amostral n.

6. E dado que X ~ N(;9). Como n = 25, sabemos que

- 9
X~N(u,£)

Com1—a=0,99, temos que a = 0,01 e /2 = 0,005. Assim, temos que procurar no corpo da tabela a abscissa
correspondente ao valor 0,5 — 0,005 = 0, 495,0 que nos da zp o5 = 2,58. Entéo

P(—2,58 < Z2<2,58)=0,99 =
X —u

9
25

9 /9
—2,58 x 5§X—u§2,58x 25)—0,99:>

P(—1,548 < X — p < 1,548) = 0,99 =
P(X —1,548 <y < X +1,548) = 0,99

Pl-258< <258 =099=>

P

Como a média amostral obtida é X = g—g = 2,4 o intervalo de confianca de 99% de confianca é
[2,4—1,548; 2,4+ 1,548] =[0,852; 3,948]
7. Queremos |€| < 0,05, como=4,2e1—a=0,95.

1—&20,95:>Za/2:1,96

Entao
4,2
1,96 . < 0,05
x 7 S =
1,96 x 4,2
> _— =
NI 0.05 164,64 =
n > 27106,3296

Logo, o tamanho minimo necesséario é n = 27107.

8. ¢ dado que X ~ N(u;0,582). Como n = 25, sabemos que

- 0,582
X~ N | =
(” 25 )

Com 1—a =0,90, temos que a = 0,10 e a/2 = 0, 05. Assim, temos que procurar no corpo da tabela a abscissa
correspondente ao valor 0,5 — 0,05 = 0, 45,0 que nos dé zyps = 1,64. Entéo

P(-1,64<72<1,64) =0,90 =

X —

Pl —1,64< H <1,64| =090 =

/0,582

25
P(—1,64><0'558gY—ug1,64xO'58 —0,90 =

P(—0,19024 < X — ;s < 0,19024) = 0,90 =
P(X —0,19024 < p < X +0,19024) = 0,90

Como a média amostral obtida é X = 2,8 o intervalo de confianga de nivel de confianga 99% ¢é
[2,8—0,19024; 2,8 + 0,19024] = [2,60976; 2,99024]

9. a=0,06=21-a=0,95= z0ns =1,96
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(@) A margem de erro é

5
€=1,96 x — =1,3859
V50

Logo, o intervalo de confianga de nivel de confianca 0,95 é
[42 -1, 3859; 42 4+ 1,3859] = [40, 6141; 43, 3859]

(b) Como visto em (a) a margem de erro é € = 1,3859.

(c) Temos que reduzir a margem de erro; logo, o tamanho da amostra terd que ser maior que 50.

€ 1,96xi§1:>

v

vVn > 1,96x5=98=

n > 9,8 =096,04
Logo, n deve ser no minimo igual a 97.
10. A média amostral é x = 33120 = 34312,
(@) A margem de erro é
€=1,96 x 200 =309,9
V10

Logo, o intervalo de confianca de nivel de confianca 95% é

[34312 — 309,9; 34312 + 309, 9] = [34002, 1; 34621, 9]

(b) A margem de erro é

500
€=2,58x — =407,93
V10

Logo, o intervalo de confianga de nivel de confianca 95% é
[34312 — 407, 93; 34312 + 407, 93] = [33904, 07 ; 34719, 93]
(c) O gerente deve estar usando o nivel de confianca de 99%).

1. (@) a=2%=1—a=098%= 20 =233

p=18-0,2133
2133(1-0,21
€=2,33x \/0' 33(6000’ ) _ 0,03807

e o intervalo de confianca é

[0,2133 —0,03897;0,2133 + 0,03897] = [0, 17433; 0, 25227]

(b) a=10%=1—a=90% = zg5 = 1,64

P = fo5 = 0,59167 =
/0,55 x 0,45
6—1,64)( W—0,02355

P = 1200
e o intervalo de confianca é
[0,59167 — 0,02355; 0,59167 + 0,02355] = [0,56812; 0, 61522]

12. O problema pede a estimativa para a proporcao dos que nao querem a fluoracao; logo, p = 13 =0, 4
(@) a=5%=1—a=95% = zy0s5 =1,96

0.4x0,6
=1,96 x \/ 2222 _ 0 05544
€ x 300

e o intervalo de confianga é

0,4 — 0,05544; 0, 4 + 0,05544] = [0, 34456; 0, 045544]



B.4. CAPITULO 4 233

(b)

1—a=96% = 20,02 = 2,05
0,4x0,6
e =2,05x “300 - 0,05798

e o intervalo de confianga é

[0,4 —0,05798;0,4 + 0,05798] = [0, 34202; 0, 045798]

13. E dado que n =100, 5 =0,32 e EP(/S) =0,03.
a=3%= 20,015 = 2,17

€=2,17 x 0,03 = 0, 0651
(0,32 —0,0651; 0,32 + 0,0651] = [0, 2549; 0, 3851]

14. p= % = 0, 38. Para uma margem de erro de 0,08 e um nivel de confianca de 90%, o tamanho da amostra teria
que ser

1,64 \2
n> (0108) x 0,38 x 0,62 = 99,011

Como o tamanho da amostra é 150, essa amostra é suficiente.

15.  (a)

(b)
(c)

p=1%-0,25

EP(P) = /%EX075 — ,02651

1_0(:0,80:>20,1 =1,28

[0,25—1,28 x 0,021651; 0,25 + 1,28 x 0,021651] = [0, 22229; 0, 27771]

16. o = 0,35

1,96 \?
> - =
,7_(0’05) x 0,35 x 0,65 = 349, 59

Logo, n > 350

B.4 Capitulo 4

1. Na linha correspondente a 17 graus de liberdade, devem ser consultadas as seguintes colunas:

(@)
(b)
(c)

a=0,02= k =30,992
a=098= k=7,255
a=01= k=24,769

2. Temos que usar a Tabela 2, concentrando-nos na linha correspondente a 12 graus de liberdade. Os valores
dados podem ser encontrados no corpo da tabela nesta linha.

(@)
(b)

()
(d)

(e)

a direita de 1,782 temos uma area de 0, 05; logo, a esquerda de 1,782 a area é de 0, 95.

A area abaixo de —1,356 é igual a area acima de 1,356, que é de 0,10. Logo, a esquerda de —1,356
temos uma area de 0,10 e a direita de —1, 356 temos uma area de 0, 90.

a direita de 2,681 a area é 0,01.

a direita de 1,083 a area é 0,15; a direita de 3,055 a area é de 0,005. Logo, a area entre 1,083 e 3,055
¢0,15—-0,005=0,145.

Como visto no item (b), a drea a direita de —1,356 é 0,90. A area a direita de 2,179 é 0,025. Logo, a
area entre —1,356 e 2,179 ¢ 0,90 — 0,025 =0, 875

150,05 = 1,753

O primeiro fato a observar é que tig0,00 tem que ser negativo, pois a direita dele a area é de 0,90 > 0, 50.
Se a direita a area é 0,90, a area a esquerda é 0,10. Pela simetria da curva, tig000 = —t180.10- Resulta
que

tig090= —t10,10= —1,33

Analogamente encontra-se que ts.0975 = —2, 060
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4. Contexto: Populagdo normal e amostra pequena; distribuicdo envolvida: t-Student
n=15 1—0{20,95=>t14;0,025=2,145

808
1 8082
2 = — — =
¢ = 12 [44176 15 ] 46,5524

=210 [T gy

[53,8667 — 3,7788; 53,8667 + 3,7788] =[50, 088; 57, 6455]

O intervalo de confianca é

5. Contexto: Populagdo normal e amostra pequena; distribuicdo envolvida: t-Student

tra001 = 2,492
[500 — 2,492 x4/ %; 500 + 2,492 x 92050] =[485, 05; 514, 95]

6. Contexto: Populagdo normal e amostra pequena; distribuicdo envolvida: t-Student
a=2%=> t29.0,01 = 2,462

401
X = - —13,367
X 30
1 4012
2 = —_— —_— | =
2 = 29[5443 30] 2,861

O intervalo de confianga é

[13,367—2,462 X 2'38061;13,367—&-2,462 x 1/ 2'38061] =[12,607;14,127]

7. Como n é grande, podemos usar a abscissa da distribuicdo normal zg o1 = 2, 33 (o valor exato é tg0,01 = 2, 36406),

2,865 2,865| .
[13,78—2,33><\/ oo 13784233/ T ]_[13,386,14,174]

B.5 Capitulo 5

1. (a) Antes da pane: T ~ N(100;100)
Depois da pane: T ~ N(u;100) - afirmativa dada: p # 100

Hy : w=100
Hy w100
(b) Afirmativa dada: p < 900
Hy : w=900
Hy : w <900
(c) Afirmativa dada: p > 2
Hy : p=2
H  u<?2
X ~ N(u; 225 - -
2. :25(“ ) } =X ~ N (1 22) ou X ~ N (1;9)
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(a)

4340
3

a=P(X > 43| X ~ N(40;9)) = P (Z> ) =P(Z>1,0)=0,5-1,0) = 0,1587

4345
3

B=P(X <43|X ~ N(45;9) = P (Zg ) =P(Z<-0,67)=0,5—P(0< Z<0,67) =0,2514

(b)
k — 40

a=0,10@|3[Y>k|Y~N(40;9)]:0,10@P(Z> ):0,1041»

k—40 k —40

=1,28 k =43,84

tab( ):0,40@

43.84 — 45

3 ) =P(Z < —0,39)

>®
|

P(X < 43,84| X ~ N(45;9) = P (z <

0,5-P(0<Z<0,39) =0,34827

X ~ N(u; 225) - ) - )
3. n=25 }:>X~N(u,%)ouX~N(u,9)
(@)
a = P[X<34|X ~ N@40;9]+P[X >46|X ~ N(40;9)]
_p Z<34—40 Lp Z>46—40
3 3
= PZ<-2)+P(Z>2)=2xPr(Z>2)=2x[0,5—-P(0<Z<2,)]=0,0455
(b)
B = P(ndo rejeitar Hy|p=36) =P [34 < X < 46| X ~ N(36;9)]
4— 46 —
= P(3 36§Z§ 0 36):P(—0,67§Z§3,33):P(OSZS3,33)+P(0§Z§0,67):0,745
X ~ N(u; 64) - 64 - _
4. n =16 }:>X~/\/(u,ﬁ ou X ~ N(u;4)
(a)
a = P[Y>25,5|Y~N(23;4)]:P(Z>y)=P(Z>1,25)
= 0,5-P0<Z<1,25)=0,1056
- - 25,5-28
B = PX<255|X~N(28;4)=P ng =P <-1,25) =P(Z > 1,25) =0,1056

k—23

a=0,05<:>|>[Y>k|Y~/\/(23;4)]:0,05<:>P(Z> ):0,05@

k—23 k—23

=1,64 < k =26,28

tab( ):0,45(:)

< 26,28 — 28
- 2
P(Z >0,86) =0,5—-P(0 < Z <0,86) =0,19489

@
|

P(X < 26,28| X ~ N(28;4) = P (Z ) = P(Z < -0, 86)
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50 e ] XN ) 0 X N (1,57)
(a)
a = P[X<41,25|X ~N(@451,5)]=P Z<@ =P(Z < -2,5)
= 0,5-P(0<Z<2,5)=0,0062 '
(b)
B = P(nao rejeitar Ho|p=43) =P[X >41,25|X ~ N(43;1,5)]
P Zzw =P(Z>-1,17)=0,5+P(0< Z <1,17) = 0,8790

B.6 Capitulo 6

1. (@) X~ N(u;3,1%) n=9 x=13,35
0:0,02:>Z()'01 =2,33

X—-12,8

Estatistica de teste: Zy = 37 ~ N(0; 1) sob Hp.
3

RC:7y< —-2,33 ou Zo> 2,33
(b) O valor observado da estatistica de teste é

13,35-12,8
zgp=———7——=0,532
3

que ndo pertence a regido critica. Logo, ndo ha evidéncia amostral suficiente para rejeitarmos a hipdtese
de que a média da populacao seja 12,8.

()
P = 2xP(Z>0,532)=2x[0,5—P(0<Z<0,53)]=0,5962
O valor P é bastante alto; logo a hipdtese nula sé seria rejeitada para niveis de significancia maiores que

0,5962. Isso é evidéncia de que nao se pode rejeitar a hipétese nula em qualquer nivel de significancia
razoavel.

2. O problema na producéo surge quando p < 15. Logo, nossas hipdteses sao:

Hy @ w=15
Hy : wu<15

X -1
TS ~ N(0, 1) sob Hp.
3

Estatistica de teste: Z, =
RC : Zy < —zg001 ou Zy < —3,09
Escrevendo a regido critica em termos da média amostral temos
YO_;S < =3,09= X < 153,09 x 0'35 = X < 14,485
3

Entdo se X < 14,485 o processo deve ser interrompido para um novo ajuste.
3. A intencgdo do analista é reduzir o tempo; logo, o interesse dele é que py < 48,5. A negacdo dessa afirmativa é
> 48,5. Logo, nossas hipdteses sao:
Hy : w=48,5
Hy : w<48,5
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A estatistica de teste é

Zy = w ~ N(0,1) sob Hy.
5
e o valor observado é zy = 46,5 — 48,5 = —2, que resulta no sequinte valor P :
P = PZ<-20=Pr(£>20=05-P0<2<2,0)=0,02275

Podemos afirmar que o tempo de execucdo reduziu, a qualquer nivel de significancia inferior 2,275%. Note que
rejeitamos a hipétese nula ao nivel de significancia de 5%, mas néo a 1%!

. Se o consumo for menor ou igual a 12 litros por 100 km, ndo ha problema com a propaganda. O problema surge

se o consumo for superior. Logo, nossas hipéteses sao:

Hy @ wp=12
Hy o u>12

Supondo que o consumo X possa ser aproximado por uma distribuicdo normal, nossa estatistica de teste é

X—-12
Zy = g ~ N(0,1) sob Hp.
6
O valor observado é
12,4 —-12
0= 7 = 2’4
6
e ovalor P é
P = PZ>24=05-P0<Z<2,4)=0,0082

A propaganda parece ser enganosa, pois a probabilidade de se obter um consumo médio de 12,4 litros por 100
km é pequena se o consumo realmente for de 12 litros por 100 km. Note que Hy é rejeitada para qualquer nivel
de significancia a > 0, 82%, o que inclui os niveis de significancia usuais de 1% e 5%.

(@)

a = P(rejeitar Hy| Hp verdadeira)
225

= Plx<anu x>0} X~ (105

= P[X <34|X ~ N(40;9)]+P[X > 46| X ~ N(40;9)]

_ P(Z<34;4O)+P(Z>46;40)

= Pr(Z<-2)+Pr(Z>2)
2% Pr(Z > 2)
= 0,0456

(b) A funcéo poder é dada por

w(y) = 1—P(ndo rejeitar Hy | p)
= 1-PB4<X<46|p)
= 1-Pr[34< X <46|X ~ N(u;9)]
. 1_P(34—/J 46—/,1)
3

<Z<
3 S £ s

46 — 34—
= 1—-¢ [O)
[552) == (557)
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(c) Note que py=20,22,---,58,60 corresponde a A = —20,-18,---,18, 20.

A a0 [ A 7(A)
220 | 0,97730 || 2 | 0,06312
-18 | 0,94530 || 4 | 0,11781
216 | 0,88511 || 6 | 0,21281
14 | 0,78841 || 8 | 0,34508

-12 | 0,65577 || 10 | 0,50040
-10 | 0,50040 (| 12 | 0,65577
-8 | 0,34508 || 14 | 0,78841
-6 | 0,21281 || 16 | 0,88511
-4 1 011781 || 18 | 0,94530
-2 1 0,06312 || 20 | 0,97730
0 | 0,04560

Observe que, para A = 0, valor da hipétese nula, a fungdo poder é igual a probabilidade do erro tipo |
(nivel de significancia).

é interessante notar também que quanto mais distante do valor pyp = 100, ou equivalentemente, quanto
maior |0, maior o poder do teste, ou seja, ha uma probabilidade mais alta de se rejeitar Hy quando o
valor alternativo i esta bem distante de piy.

(d) Veja a Figura [BT]a seguir.

Poder do teste
12

[
Ln
=
i

Figura B.1 — Poder do teste para o Exercicio

6. p=33=0,48125

A afirmativa de interesse é “pelo menos 50% dos estudantes possuem computador”, ou seja, p > 0,5. Logo, as
hipéteses séo

Hy : p=20,50
Hy : p<0,50

a=0,10= 21 =1,28

A estatistica de teste é R
P-0,5
Zy = 05 ~ N(0,1) sob Hy

V800

e a regido critica é
Zy < —1,28
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O valor observado da estatistica de teste é

0,48125—-0,5
= 05
/800
Como o valor observado néo pertence a regido critica, ndo podemos rejeitar a hipétese nula. Ou seja, os dados
trazem evidéncia de que a proporcéo de estudantes que possuem computador é de pelo menos 50%.

2y = —1,0607

. A afirmativa de interesse é “mais de 10% dos trabalhadores conseguem seus empregos por indicacdo de amigos

ou parentes”, ou seja, p > 0,10, cuja negativa é p < 0,10. Logo, as hipdteses sdo
Hy : p=0,10
H1 P > 0, 10

Com a = 5% e um teste unilateral, zpo5 = 1, 64.
A estatistica de teste é

P—-01
Zy = ———— = N(0,1) sob Hy
0,1x0,9
700
e a regido critica é
Zo > 1,64
O valor observado da estatistica de teste é
0,123-10,1
z0= ——— =2,0284
0,1x0,9
700

Como o valor observado da estatistica de teste pertence a regido critica, rejeita-se a hipdtese nula, ou seja, os
dados dao evidéncia de que mais 10% dos trabalhadores conseguem seus empregos por indicacdo de parentes
ou amigos.

O interesse ¢é verificar se p > 0, 20. Logo,

Hy : p=0,20
H1 . p>0,20

A estatistica de teste é R
P-0,2
Zy = ——— = N(0,1) sob Hy
0,2x0,8
64

Como a = 5% e o teste é unilateral, resulta que zp05 = 1,64 e a regido critica é
Zy > 1,64

O valor observado da estatistica de teste é

20,20

0 = —F/—
0,2x0,8
64

que estd na regido critica; logo, rejeita-se a hipdtese nula, ou seja, as evidéncias amostrais indicam que houve
melhora com as mudangas.

=3,8125

. As hipdteses séo

Hy : p=0,5
Hy : p#0,5
e a estatistica de teste é R
P—-0,5
Zy = ——— = N(0,1) sob Hy
0,5x0,5
200
O valor observado da estatistica de teste é
5 _ 0,5
z2o0=29_"° —-21213~2,12
0,5%0,5

200



240

10.

APENDICE B. SOLUCAO DOS EXERCICIOS

e o valor P para o teste bilateral é
P = 2xP(£4>212)=2x(0,5-P(0<Z2<2,/12))=0,034

Como o valor P é pequeno, a probabilidade de obtermos 115 caras em 200 lancamentos de uma moeda honesta
é pequena, o que nos leva a suspeitar da honestidade da moeda. A hipdtese nula seria rejeitada para qualquer
nivel de significancia o > 3,4%. Isso inclui o = 5%, mas ndo a = 1%.

Com as informacées disponiveis, nossas hipoteses séo:
Hy : p=0,25
H : p#025

e a estatistica de teste é

~

P—-0,25
Zy = ———= =~ N(0,1) sob Hy
/0,25%0,75
740
O valor observado da estatistica de teste é
156 _ 0,25
zo=210_"""" — _2 46
/0,25x0,75
740
e o valor P para o teste bilateral é
P = 2xP(4>246)=2x(0,5-P(0<Z<2,46))=0,0139

Como o valor P é bastante pequeno, devemos rejeitar a hipdtese nula de que a proporcao de leitores da classe
A é igual a 25%.

B.7 Capitulo 7

1.

A afirmativa do fabricante é y > 2. Logo, a negacéo de tal afirmagdo é p < 2. Como essa Ultima expressdo nao
contém o sinal de igualdade, ela se torna a hipdtese alternativa. Entdo, nossas hipoteses séo:

Hy : wu=2
Hy @ pu<?2

X ~ N(u, 0?) n=25 x=1,98 s=0,5

A estatistica de teste é .

X =2
05
5

T() = ~ ty sob Hg

n =25 a=0,05= tu005 =1,711. Logo, a regido critica é

To< 1,711
O valor observado da estatistica de teste é
1,98—-2,0
ty=—5s— =-0,2
5

que ndo pertence a regido critica; logo, ndo podemos rejeitar Hp, ou seja, as evidéncias amostrais indicam que
as balas pesam pelo menos 2 gramas.

. O problema na produgéo surge quando p < 15. Logo, nossas hipéteses séo:

Hy : wpw=15
Hy : u<15

XNN(/_I,O'z) n=29 x=14,5 s=0,5

A estatistica de teste é 7
_X—=15
05

3

~ tg sob Hy
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n=9a=0,001= tgo001 =4,501. A regido critica é

To < —4,501
O valor observado da estatistica de teste é
14,5-15
0="—"g5 =30
3

que ndo esta na regido critica. Logo, ndo podemos rejeitar Hy, ou seja, as evidéncias amostrais indicam que o
processo estd operando adequadamente.

3. A intencédo do analista é reduzir o tempo; logo, o interesse dele é que p < 48,5. A negacdo dessa afirmativa é
u > 48,5. Logo, nossas hipdteses sao:

Hy : w=48,5
Hy : w<48,5

X ~ N(u, 0?) n=25 X =46,5 s=5
A estatistica de teste é

X —48,5

To = 5
5

~ ty sob Ho

n=25a=0,05= tu00 =1,711. Logo, a regido critica é

To < —1,711
O valor observado desta estatistica é
46,5 —48,5
th=——5——=-20
5
Como o valor observado ty = —2, 0 pertence a regido critica, devemos rejeitar Hy, ou seja, as evidéncias amostrais

indicam que o analista foi bem-sucedido em reduzir o tempo de execucdo.

4. Se o consumo for menor ou igual a 12 litros por 100 km, ndo hé problema com a propaganda. O problema surge
se o consumo for superior. Logo, nossas hipdteses séo:

Hy : p=12
Hy @ u>12

Supondo que o consumo X possa ser aproximado por uma distribuicdo normal, temos:
X%N(u,az) n =36 x=12,4 s=1

A estatistica de teste é .
X =12
To =" t35 sobh H()
6

n =36,a=10% = ts5.010 = 1,306 e a regido critica é
To > 1,306

O valor observado da estatistica de teste é

12,412

to 2,4

1
6

Como o valor observado ty = 2,4 esta na regido critica, devemos rejeitar Hp, ou seja, a propaganda parece ser
enganosa.

5. (a) X ~ N(u, d?) n=9 x=13,35 s=31
A estatistica de teste é

X—-12,8

To= 251 ~ tg sob Hy

3
n=9,a=0,02= tgo0n =2, 896. Logo, a regido critica é

To > +2,896 ou Ty < —2,896
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(b) O valor observado da estatistica de teste é

to =

_13,35-12,8

APENDICE B. SOLUCAO DOS EXERCICIOS

= =10,53226

que ndo pertence a regido critica; logo, ndo podemos rejeitar Hy.

6. A afirmativa é que temos amostra de uma populacdo normal com ¢? = 36, 8, cuja negativa é o2 # 36, 8. Logo,

7.

nossas hipodteses sdo

Ho 0’ =36,8
H, o+ 36,8
A estatistica de teste é 2
15
Xo = 368 " Xi5 sob Ho
X125;o,975 = 0,262
n=16 a=0,06>
X125;0,025 = 27,488
A regido critica é
X0 <6,232  ou  xg>27,488
Para esses dados, temos que
16 16

Y x =3703,9

i=1

Logo, a variancia amostral é

1
2= — 17,65 —
T (8590 65

e o valor observado da estatistica de teste é

» 15 x105,8632917
36,8

Xo =

Y x =859017,65

i=1

3703, 92

=105, 8632917
16 ) 05,86329

=43,15

que pertence a regiao critica. Logo, os dados dédo evidéncia de que a variancia é diferente de 36,8.

(@) Supondo normalidade, nossas hipdteses sao

0’ =1,56
o’ +1,56
A estatistica de teste é s
29
X6 = 156 " X30 50b Ho
X229;0,975 =16,047
n =30 a=0,05=
X125;0,025 = 45,722
A regido critica é
XZ < 16,047  ou  xZ>45,722

O valor observado da estatistica de teste é

. 29%2,2

Xo = 156

= 40, 897

que nédo pertence a regido critica. Logo, os dados dao evidéncia de que nado houve alteracdo varidncia da

taxa de cambio.
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(b) Olhando na linha correspondente a 29 graus de liberdade, vemos que 39,087 < 40,897 < 42,557. A
abscissa 39,087 deixa probabilidade 0,1 acima dela e a abscissa 42,557 deixa probabilidade 0,05 acima
dela, Logo, a probabilidade acima do valor observado 40,897 esta entre 0,05 e 0,1. Como o teste é bilateral,
o valor P estd entre 0,1 e 0,2.

8. Temos afirmativas sobre a média e sobre a variancia do tempo de execucao da tarefa. O objetivo do treinamento
é reduzir tanto o tempo médio, quanto a variabilidade (varidncia). Logo, temos dois testes a realizar.
Teste sobre a média:

Hy @ wu=40
Hy : wu<40

Supondo que o tempo de execucdo X possa ser aproximado por uma distribuicdo normal, temos:
X = N(u, 0?) n=14 x=35,6 s=3,4
A estatistica de teste é

34
V14

n="14,0=25%= t30025 = 2,160 e a regido critica é

To = ~ 13 sob H()

To < —2,160
O valor observado da estatistica de teste é
35,6 —40
0= ——=z— =484
V14
Como o valor observado ty = —4, 84 estad na regido critica, devemos rejeitar Hy, ou seja, ha evidéncias de que

o treinamento conseguiu reduzir o tempo médio de execucéo.

B.8 Capitulo 8

Dados do Exercicio 3.10 - Os 3 testes rejeitam a hipétese de normalidade (valores P pequenos); note que ha
um valor discrepante!

Grafico de Probabilidade de 3.10

MNormal

EE] .
Média 34312
DesvPad 2806
95 N 10
* R 0,805
£y Valor-P <0010

20

= 70 Média 34312
e DesvPad 2806
5 5o N 10
S o Ks 0,295
& Valor-P 0020

Media 34312
DesvPad 2806
N o
AD 1333
Valer-P <0005

1
26000 28000 30000 32000 34000 36000 3B000 40000 42000
3.10

Figura B.2 — Testes de Normalidade para dados do Exercicio 3.10

Dados do Exercicio 4.4 - Os 3 testes ndo rejeitam a hipdtese de normalidade (valores P grandes).

Dados do Exercicio 3.10 - valores repetidos influenciam na normalidade. Apenas o teste de Ryan-Joiner ndo
rejeita a hipdtese de normalidade.
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Grafico de Probabilidade de 4.4

MNormal
9 .
Média 5387
DesuPad 6823
35 N 15
AD 0419
20 Valor-P 0284
20
w0 Media  53.87
2 0 DeswPad 6,823
5 so N 15
2 a0 R 0,576
a 30 Valor-P >0,100

Media 5387
D DeswPad 6,823
5 N 15
Ks 0142

Valor-P =0150

Figura B.3 — Testes de Normalidade para dados do Exercicio 4.4

Grafico de Probabilidade de 4.6

MNormal
9 .
Média 1337
DesvPad 1691
95 N ]
%0 AD 0758
Valor-P 0.043
80
T:u 70 Média 1337
£ &0 DesvPad 1691
g s0 N 20
5 R 0391
a 3

Valor-P >0,100

Media  13.37

D DeswPad 1,691
5 N 30
Ks 0179

Valor-P 0020

Figura B.4 — Testes de Normalidade para dados do Exercicio 4.6

B.9 Capitulo 9

1. Contexto do problema: amostras independentes de duas populacdées com varidncias conhecidas. Ambas as
amostras sdo grandes, o que nos permite aplicar o Teorema Limite Central.

(a) o Populagao 1: Simplicity (up)

Populagédo 2: Singer (ug)

Afirmativa da Singer: pp — g <5

e Negagdo: pp —pic > 5

Hy:pp—pg =5
Hy:pup—pg <5

Teste unilateral a esquerda — a =0,01 = zy01 = —2,33
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Estatistica de teste:

Xp —X¢g —
Zo =P 2520 4 N(0;1) sob Hp
np ng

Regido critica: Zy < —2,33

Valor observado da estatistica de teste:

17,99 —13,26) — 5

Zp = ( ) =—0,75461 > —-2,33
2,89 n 2,25

42 38

Nao se rejeita Hy; ndo hé evidéncias de que as maquinas da Singer sejam mais leves por 5 kg.
(b) P=P(Z < -0,75461) =0,5—-0,2734 = 0,2266
(c) Como as amostras sdo grandes, podemos usar a aproximagdo normal dada pelo Teorema Limite Central.
2. Contexto do problema: amostras independentes de duas populacées com varidncias conhecidas. Pelo enunciado,
podemos supor que as populagdes sejam normais.

(a) e Populacao 1: Feijdo (ur)

e Populacédo 2: Batata (ug)

o Afirmativa dada: pr = g

e Negagdo: pr # s

Ho : up = pig
Hi:ue # v
Teste bilateral — a = 0,01 = zyg05 = 2,58
Estatistica de teste:
Xe—=X
Zo=E—2B % N(0;1) sob Hy
Of + 0}

n

Regido critica: |Z| > 2,58

Valor observado da estatistica de teste:

39,58-140,12

—— = —1,2536
/2,47 + 0,87
18

Nao se rejeita Hy, ou seja ndo ha evidéncias para se refutar a afirmativa do Departamento de Agricultura.

(b) Valor observado da estatistica de teste:

39,58 —40,12

P e —
12,47 + 0,87
38

(c) Para se rejeitar Hy temos que ter

=-—1,82143

Ainda néo se rejeita Hp.

39,58 —40,12

Zp= —
12,47 + 0,87
n

3. Embora nédo tenha sido solicitado, vamos verificar se as suposicdes feitas no enunciado séo validas.

2,58

< —2,58 = \/E (—0,29547) < —2,58 = \/E > m

=8,73171=n>77
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e Normalidade — Nas Figuras e [B.6] temos os gréficos de probabilidade normal e os valores P do teste

de Anderson-Darling. Para as duas popul

acoes, ndo se rejeita a hipotese de normalidade.

Gréfico de Probabilidade de Antigo

Normal

Escore

0,500
Antige

0,525

Grafico de Probabilidade de Novo

Normal

Média 05048
DesvPad 0.01340
N 21
0374
0.385

AD
Valor-P

Escore

0,550

0,450

0,475 0,500

Novo

0,525 0,550

Média 04886
DesvPad 0.02104
N 21
0590
0.110

AD
Valor-P

Figura B.5 — Processo antigo

e Variancias iguais

Sob a hipdtese de variancias iguais de po

S? =0,00037619
Fros < 0,00037619

' 0,00044286
Néo se rejeita a hipotese de varidncias ig

P=2P =2-0,3

Figura B.6 — Processo novo

St
S;

pulagbes normais, Fo = =5 ~ Fag.20

S2 =0,00044286

59389 = 0,719

uais. Veja a salda do Minitab na Figura

IC

Teste e IC para Duas Varidncias: Antigo; Novo

Razdo = 1vs Razdo # 1

de 99% para a(Antigo) / o(Novo)
Teste F
Valor-p 0719

IC de 99% Qui-Quadrado de DesvPad

100 125

——

0,020 0,028 4020 9035

Boxplot de Antigo; Novo
—

0475 0500 0,528 0,550

050 a7s
Antigo
Nowo

ams
Antigo
Nowo
0450
Figura

Seguimos, agora, com o teste para comparagao

B.7 — Comparacédo das duas varidncias

das médias, baseado na hipdtese de populagdes normais com a

mesma varidncia. Como os tamanhos amostrais sdo iguais, o estimador combinado da varidncia serd a média

aritmética das varidncias amostrais:

52

_0,00037619 + 0,00044286

= 0,00040953

P

2

Ho : in = ba
Ho : un < bia
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Estatistica de teste Ty = __H~vTH t1121-2 sob H
1 1
2 Lo b
5 (21 + 21 )
Regido critica Tyo < —ta001 = —2,42326 com software ou —2, 33 pela aproximacdo normal.
10,26 — 10,6
Valor observado da estatistica de teste t; = 21 = —2,5925 < —2,42326

1 1
\/0, 00040953 (f + 7 )

Rejeita-se Hy; hd evidéncias de que o processo novo resulta em peso menor.
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4. Com base nas informacdes dadas, temos amostras pequenas e independentes de duas populagdes normais com

variancias desconhecidas quaisquer.

Ho @ i = pim
Ho : iy > v
Estatistica de teste
Ty = _HH T Em X t, sob Hy
Sk, Su
ny nnp
Graus de liberdade
(37,502 17,017 )2
v = 21 3 19 5 = 28,49347041 = 29
37,507 17,012
) (Y
20 18

Abordagem conservadora: v =min(21 —1,19—-1) =18
Regido critica
To > t9.010 = 1,311 ou To > t1g.010 = 1,067

Valor observado da estatistica de teste

f = 784 — 652 — 14,56

/37,507 n 17,012
21 19

Rejeita-se Hy; hé evidéncias de que os homens relatam gastos maiores do que as mulheres.

5. Veja a saida do Minitab para o teste de Anderson-Darling para normalidade das duas populagdes (Figuras[B.§|

e[B9). Nao se rejeita a hipétese de normalidade das populagdes.

Gréfico de Probabilidade - Minnesota Gréfico de Probabilidade - Carolina do Norte
Normal Normal
Média 1429 Media 1525
2 DesvPad 2.829 2 DesvPad 6119
N 16 N 16
AD 0126 AD 0135
Valor-P 0981 Valor-P 0972
1 1
& g
§ 0 § 0
4 -
2 -2
6 8 10 12 14 16 13 20 22 0
Min
Figura B.8 — Minnesota Figura B.9 — Carolina do Norte

C g2 — g2
Hy : oy = o¢

H1ZUA2/‘<US
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ou

Estatistica de teste
Sin

F() = —= F15,15 sob Ho

T Q2
Sf\/\in

APENDICE B. SOLUCAO DOS EXERCICIOS

1o}
Ho: =5 =1
OMm
2
0,
H127(2:>1
OMm

Regido critica: Fo > Fi5150,01 = 3,52219 (por software).

st 37,44667

Valor da estatistica de teste: fy = % = 800383 = 4,67859
Rejeita-se Hy; hé evidéncia de maior variabilidade no peso dos perus da Carolina do Norte.
2
A titulo de exercicio, vamos construir o intervalo de confianga de 98% para a razao ZZ .
M
1
Fi515001 = 3,52219 = Fi515099 = =——==-= = 0, 28391
15,15;0,01 = 15,15,0,99 352219
Sabemos que
5
o
— ~ F
iﬁz/\ 15,15
%
Logo,
e
52
P|0,28301 < -2C <3,52219 | =0,98 =
S
%
S¢ g
P10,28391 < - —% <3,52219) =0,98 =
Su O¢
52 2 SZ
P (0,28391 M < M 2352919 “24) =0,98=
S¢ T oot S¢
1 st 1 s

O intervalo de confianca é

[ S i R G
3,52219 S ~ o ~ 0,2839171 S

):0,98

4,67859 4,67859

3,52219" 0,28391 ) = (1,32832; 16,47913)

Note que ambos os limites sdo maiores que 1, comprovando que hé maior variabilidade na Carolina do Norte.

B.10 Capitulo 10

1. Nas Figuras [B:10] e [B-T1] temos a saida o Minitab para o teste de Anderson-Darling. N&o se rejeita a hipétese

de normalidade.
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Grafico de Probabilidade - Java Gréfico de Probabilidade - C++
Normal Normal
Médiz 511 Média 4513
2 DesvPad 7.415 2 DesvPad 2.215
21 N
AD 0476 AD
Valor-P 0214 Valor-P 0.974
1 1
e g
g o g o
A -l
2| &
30
Java
Figura B.10 - Java Figura B.11 - C++

Os dados séo emparelhados porque o mesmo programador fez os dois programas.

Ho : py = e
Ho = py > pie
As diferencas d; = x;; — x;c sdo dadas na tabela a sequir:

76 96 -48 102 197 178 -61 85 34 49 78
74 73 125 -12 1472 73 -158 55 58 37

21 21

Y di=1353 Y di =2039,69

i=1 i=1

_ 1 135,32

d = 6,44286 si =55 (2039,69 - 51 ) = 58,39857
X —Xc

Estatistica de teste: Ty = ~ ty sob Hy

/S
n

Regtéo critica: T() > tz();o’om = 3, 552

6, 44286
Valor da estatistica de teste: tg = ————= = 3,8635 > 3,552
58,39857

21
Rejeita-se Hp; ha evidéncia de que o tempo de execucdo com Java é maior do que o tempo de execugdo
com C++.

P = P(ty > 3,8635) = 0,000484 (com software)

Pela tabela, podemos dizer apenas que P < 0,001, uma vez que 3,552 é o maior valor disponivel para
gl =20 e corresponde a o = 0,001.

Os dados sao emparelhados porque a mesma arma é usada para dar os 2 tiros, antes e depois da limpeza.

Ho @ pip = pia
Ho : tp > pia

As diferencas d; = x;p — x;a sdo dadas na tabela a sequir:

120 92 -45 -53 -38 15

21 21
Y di=91 Y di =29367
i=1 i=1

2
d =15,16667 s34 = % (29367 — %) = 5597, 36667
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Xp —Xa
/S
6

Regido critica: Ty > ts001 = 3,365

Estatistica de teste: Tg = ~ t; sob Hy

15,1 7
Valor da estatistica de teste: tg = ﬂ =0,4966

5597,36667
V 6

Néao se rejeita Hp; ha evidéncias de que a limpeza da arma ndo aumenta a velocidade de boca.

(c) P=P(ts > 0,4966) = 0,320265 (com software)

Pela tabela, podemos dizer apenas que P > 0,15, uma vez que 1,156 é o menor valor disponivel para
gl =5 e corresponde a a =0, 15.

B.11 Capitulo 13

1. Teste de aderéncia

pwo=0,5 pao =02 p3 =02 pao =0,1

Ho : pi = pio Vi

H, : pelo menos um p; # pyo

Sob Hy, as frequéncias esperadas séo

E; =0,5 x 800 = 400 E; =0,2x800=160
E;=0,2x800=160 E4=0,1x800=80
E; >5 Vi- aproximacdo qui-quadrado OK! k=4-— X32;0,05 =7,815

Valor observado da estatistica de teste:

, (430—400 (145 160)2 (135— 1607 (90— 807
X="7200 * 160 T 160 T 8o _°o8»

Rejeita-se Hy; ha evidéncias, ao nivel de 5%, de que pelo menos uma das proporcdes p; é diferente do valor
dado no relatério. Veja saida do Minitab na Figura [B:12]
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Teste Qui-Quadrado de Qualidade de Ajuste para Contagens Observadas
na Variavel: Problema

Contribuigio

Teste de para

Categoria Observado Proporgdo Esperado Qui-Quadrado

SeguroSatde 430 9,5 400 2,25000

SeguroResp 145 a,2 160 1,40625

Indenizagio 135 0,2 160 3,90625

Combustiveis 80 0,1 80 1,25000
N GL Qui-Quadrado Valor-p
800 3 8,8125 0,032

Carta de Valores Observados e Esperados

[[] Esperado
[ Observado
400
300
.
=
]
= 200
o m
Categoria SeguroSadde SeguroResp Indenizagdo Combusstiveis

Figura B.12 — Saida do Minitab para o Exercicio 1

2. Teste de aderéncia

PLAo = 0, 292 PsFo = 0, 261 Poc,o = 0, 099 PRS0 = 0, 077 Poo = 0, 271

Ho : pi = pao Vi
H, : pelo menos um p; # pio

Sob Hy, as frequéncias esperadas séo

E;x=0,292 x 438 = 127,896 Esr=0,261 x 438 = 114,318
Eoc =0,099 x 438 = 43,362 Ers = 0,077 x 438 = 33,726 Eo =0,271 x 438 = 118, 698
E; >5 Vi- aproximacédo qui-quadrado OK! k=5— Xi0v005 = 14,860

Valor observado da estatistica de teste:

, (125-127,896)° (96— 114,318 (45—43,362 (44—33,726)° (128 — 118,698 _
X0=""3780 T 114318 T 43362 T 3372 1iseos 0P

Néo se rejeita Hp; ndo ha evidéncias, ao nivel de 05% de que as proporgbes p; em
2009 sejam diferentes das proporgoes em 2008. Veja saida do Minitab na Figura [B13
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Teste Qui-Quadrado de Qualidade de Ajuste para Contagens Observadas na
Variavel: Local

Contribuigéo

Teste de para

Categoria Cbservado Proporgdo Esperado Qui-Quadrado
LL 125 0,232 127,896 0,06558
SF =1} 0,281 114,318 2,93523
oc 45 0,099 43,362 0,06188
RS 44 0,077 33,728 3,12978
o 128 0,271 118,698 0, 72897

N GL Qui-Quadrado Valor-p
438 4 6,92143 0,140

Carta de Valores Observados e Esperados

120

Valor

20

o
Categoria LA SF 0oc RS o]

Figura B.13 — Saida do Minitab para o Exercicio 2

3. Dados emparelhados - teste de independéncia

Hp : vinho e carne séo independentes

H, : vinho e carne ndo sao independentes

Sob Hy, as frequéncias esperadas séo

132-136 132-110

e = W = 72, 9756 €1 = T = 59, 0244
114-136 114-110

ey = W = 63, 0244 e = W = 50,9756

E; >5 Vi- aproximacdo qui-quadrado OK! gl=02-=1)2—=1)=1> xiges = 7,879 Valor observado da
estatistica de teste:

» _ (86—72,9756)"  (46—59,0244)" (50 —63,0244)" (64 —50,9756)’
X0 = 72,9756 59,0244 63,0244 50,9756

=11,2178

Rejeita-se Hp; had evidéncias, ao nivel de 0,5%, de que as variaveis “escolha do vinho” e “escolha da carne” néo
séo independentes. Veja saida do Minitab na Figura[B.T4]
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Teste Qui-Quadrado para Independéncia: C13; Vinho

Linhas: Carne Colunas: Vinho

Tinto Branco Todos

Vermelha -1 46 132
72,98 59,02
2,325 2,874
EBranca 50 64 114
£3,02 50,98
2,692 3,328
Todos 138 110 248
Contetdo da Célula: Contagem

Contagem esperada
Contribuigdo para Qui—Quadrado

Qui-Cunadrado de Pearson = 11,218; GL = 1; Valor-P = 0,001
Qui-Quadrado da Razdo de Verossimilhancas = 11,284; GL = 1; Valor-P = 0,001

Figura B.14 — Saida do Minitab para o Exercicio 3

4. Teste de homogeneidade

5. Teste de homogeneidade

253

O objetivo é testar se as proporcoes de usuarios de cda tipo de recurso de escrita sdo as mesmas para as 2 lojas.
Na Figura [B:T6] temos a saida o Minitab. Al podemos ver que todas as frequéncias esperadas sdo maiores que
5, 0 que permite o uso da aproximacdo qui-quadrado. O néimero de graus de liberdade é gl =(2—-1)3—-1) =2
e o valor critico para a = 0,01 é 9,210. O valor da estatistica de teste é 13,388, o que nos leva a rejeicéo da
hipdtese nula, ou seja, as proporgdes de usuérios dos diferentes tipos de recursos ndo sdo as mesmas nas 2
lojas. Pela tabela, temos que o valor P esté entre 0,001 e 0,005. O Minitab da P = 0,001, mas o valor mais
preciso é 0,001238.

O objetivo é testar se as proporcdes de jogadores em cada um dos jogos séo as mesmas nos 4 cassinos. Na
Figura [BT5] temos a saida o Minitab. Al podemos ver que todas as frequéncias esperadas sdo maiores que 5,
0 que permite o uso da aproximagédo qui-quadrado. O nGimero de graus de liberdade é gl = (4—1)(4—1)=9
e o valor critico para a = 0,05 é 16,919. O valor da estatistica de teste é 18,801, o que nos leva a rejeicdo
da hipdtese nula, ou seja, as proporcdes de jogadores nos diferentes jogos ndo sdo as mesmas em todos os
cassinos. Pela tabela, temos que o valor P estéd entre 0,025 e 0,05. O Minitab da P = 0,027.
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Teste Qui-Quadrado para Homogeneidade: Jogo; Cassino

Linha=s: dJogo Colunas: Cassino

Bellagio Caesar GoldenMugget Harrahs Todos

Blackjack 22 30 28 38 118
27,00 29,22 28,67 33,11
0,9270 0,0207 0,0156 0,7233
Pogquer 20 8 25 25 108
24,71 26,75 28,24 30,30
0,8994 4,7353 0,0584 ©0,9274
REoleta 8 22 21 29 110
25,17 27,24 28,72 30,86
6,5368 11,0085 1,2261 0,1123
CacalNiguel &6 8 8 87 302
69,11 74,79 73,37 84,73
0,1399 0,6164 0,7935 0,0608
Todos 146 158 155 179 638
Contetdo da Célula: Contagem

Contagem esperada
Contribuigdo para Qui—Quadrado

Qui-Cnadrado de Pearson = 18,801; GL = 9; Valor-P = 0

027
Qui-Quadrado da Razdo de Verossimilhancas = 17,678; GL =

9: Valor-P = 0,039

Figura B.15 — Saida do Minitab para o Exercicio 4

Teste Qui-Quadrado para Homogeneidade: Recurso; Loja

Linhas: Recurso Colunas: Loja
CCruz Ealunga Todos

Lapis 183 130 313
163, 9 149,1
2,218 2,439

Lapiseira 1a4 202 386
191, 7 174,3
4,000 4,389

Caneta 480 420 900
471, 4 428, &
0,158 0,174

Todos 827 T52 1579
Contetdo da Célula: Contagem

Contagem esperada
Contribuigdo para Qui—Quadrado

Qui-Cnadrado de Pearson = 13,388; GL = 2; Valor-P = 0,001
Qui-Quadrado da Razdo de Verossimilhancas = 13,410; GL = 2; Valor-P = 0,001

Figura B.16 — Saida do Minitab para o Exercicio 5




Apéndice C

Algumas demonstracoes

C.1 Transformacao de variaveis aleatoérias continuas
Para demonstrar o Teorema faremos uso do seguinte resultado:

RESULTADO C.1 Sejam X,Y varidveis aleatdrias continuas com densidade conjunta fxy(x,y) > 0 numa regido
A C R2. Suponha que (i) u = hi(x, y) e v = hy(x, y) definam uma transformacéo biunivoca de A C R? em B C R?; (ii)
as derivadas parciais de x = hy'(u,v) e y = h3'(u, v) sejam continuas em B C R?; (iii) o Jacobiano da transformacéo
seja diferente de zero para (u,v) € B. Entéo, a densidade conjunta de U = hy(X,Y) e V = hy(X,Y) é dada por

fuv(u,v) =l fxy (hy'(u,v), hy'(u,v))

onde |J| é o médulo do Jacobiano da transformacéo definido pelo seguinte determinante:

o ox
— 7] q
du oav

C.2 Demonstracao do Teorema [4.1]

Sejam Z ~ N(0;1) e Y ~ x?(n) varidveis aleatérias independentes. Vamos obter a densidade da varidvel
aleatéria
Z
VY/n

Da hipétese de independéncia seqgue que

1 2 1
fzyv(z, y) = f2(2)fy(y) = e y"? eyl
7v(2,y) = f2(2)fv(y) NG r(%)ZH/ZJ
Vamos completar a transformacéo definindo
z
t = ——
Vyln
v =y

Entdo a regido
A={(z,y): —0 <2< 00,0 < y < 0}

é transformada na regido
B={(t,v): —c0<t<o0;0<Vv< oo}

255
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e temos que

N
Il
-
<
NS
S

«
|
<

Logo, o jacobiano da transformacéo é

oz oz Jvin L1
=\ & & || YY" T =i
at v
Assim, a densidade conjunta de (7, V) é
1 —(t2vin)/2 1 n2—1 —v/2
frv(t,v) = vin e —V e
Rz N CF T
12 2
Y 1 e ef%(%ﬂ)v
/21717 r (%) 202
_ 1wy Sh(5e)

Vana T (5)272"

e a densidade marginal de T é

fT(t) = /fT,\/(t, V)CIV

onx (%) 2n/2

Facamos a seguinte mudanca de variadvel

w =
Entao
g
F1(0) 1 1 /°° w J” dw
T = n n T2 .\
V2nr T (5) 277 Jo %(%+1) %(%+1)
_ 1 1 L /mwn+1 Te™"dw
- \WF(%)Z”Qth =5 o
(5 +)]
1 1 1 n+1
- (")

%
X
=
—_
—
N~

~

Ny

~
—
Nl=
—
i
—_—

~

)

-
~—
i

Essa ¢ a densidade da t,, conforme afirmado no Teorema [4.1
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