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Diagonalizagdo de Matrizes

Matrizes semelhantes

Uma matriz quadrada C ¢ dita semelhante a uma matriz quadrada de mesma ordem D

se existir uma matriz quadrada M invertivel tal que ¢ =am~1.D.Ar .

Exemplos:
Propriedade: 1) Se C e D sdo matrizes semelhantes detC = detD
De fato,

.det D.det M=det D

detC=det(M 'D.M)=det M '.det D.det M=

como M é invertivel

1
detM

2 ) C ¢ invertivel se e somente se D também o for.
3) Se C e D sdo matrizes semelhantes entao elas tem os mesmos valores proprios com a
mesma multiplicidade.

4) Se C e D s3o matrizes semelhantes entdo possuem o mesmo polindmio caracteristico.

Definicdo: Dizemos que uma matriz A ¢ diagonalizavel, se ela for semelhante a uma
matriz diagonal. Neste caso dizemos que A pode ser diagonalizada.

Proposicdo: Uma matriz quadrada A de ordem n ¢ diagonalizavel se e somente
se tem n autovetores linearmente independentes. Neste caso A ¢ semelhante a uma
matriz diagonal D, com 4 =As"'.D.Ar , cujos elementos diagonais sdo os autovalores
se A, e M ¢ uma matriz cujas colunas sdo, respectivamente, os n autovetores

linearmente independentes de A.(*). M é chamada de matriz diagonalizadora.

4

Exemplol. Amatriz A = {51 ¢ diagonalizavel.

Primeiramente devemos calcular o polindmio caracteristico de A. Esse polindmio ¢ dado

por p(x)=det(x, — 4) =

’x-_ ) _-42’ =(x=5)(x-2)-4=(-1)(x-6).0u

1 x

seja, o polindmio caracteristico de 4 é: p(x) = (x — 1) (x — 6).

2 A demonstragdo deste resultado se encontra no livro Introdugio a Algebra Linear com Aplicagdes de
Bernard Kolman, PHB editora.
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Logo, os autovalores sdo 1 e 6.
Agora para que possamos analisar se 4 € ou ndo diagonalizavel, precisamos verificar se

os seus autovetores sdo linearmente independentes, ou seja se os autovetores formam

uma base de R 2.

4 -4
-1

0
0

Se A =1, temos que: (1/—-A4) v=0, ou seja, | =

y

Este sistema € equivalente a: x = -y, logo todas as solu¢des sdo da forma:

(-v,y)=y(-1, 1), para todo y €R . Portanto v, = (-1, 1) € o autovetor associado a A = 1.

1 —4
-1 4

0
0

Se A =6, temos que (6 —A4) v =0, ou seja,

y
Este sistema ¢ equivalente a x = 4y, logo todas as solugdes sao da forma: (4y, y) = y(4,
1), para todo y €R. Portanto v, = (4, 1) é o autovetor associado a A= 6. Logo os
autovetores associados a autovalores distintos sdao LI.

Dai, como A ¢ uma matriz de ordem 2e o conjunto de autovetores {v;, v,} € linearmente

independente, entdo, 4 ¢ diagonalizavel.

Além disso a matriz D semelhante e diagonal a A ¢ dada por: D= {(1) gl
Ma matriz diagonalizadora de A ¢ dada por: M= {_1 ‘11]

Observe também que 4 =a7~ DA .

De fato,
-1
-1 4 1 0f|-1 4:—1/5 4/51|1 0||-1 4|__|—-1/5 24/5]|-1 4|_|5 4
1 1 10 6]11 1 1/5 1/5/10 6|11 1 1/5 6/5]]1 1 1 2
1 0 3
Exemplo2: Mostre que amatriz A=| 0 1 3| ndo ¢ diagonalizavel.
-1 1 0
De fato,
1- A 0 3
|4- 21| =| O 1- A 3 | =-A0- A)2+30- A)-30- A) =0
-1 1 0- A
A =0
A'=1
A,"Zl
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Consideremos para A =1 e resolvendo o sistema [4 - A/]v =0 encontramos os

autovetores associados.

0 0 3 (x| |0
0 0 3 |y|7|0
-1 1 —-1jz] |0
3z=0

-Xx+y-z=0

X=z

z=0

Assim o espago associado ao autovalor 1 ¢ dados por:

S1={(x,x,0)/x€ IR }

Como a dimensao deste subespago ¢ 1 entdo uma base dele ¢ B={(1,1,0)}.
Consideremos agora o autovalor A =0 ¢ resolvendo o sistema [4 - A/]Jv =0

encontramos os autovetores associados.

1 0 3|{x 0 1 0 3|x 0 1 0 3|x 0
0 1 3||y|=|0|=|0 1 3|ly|~|0=|0 1 3|y|[=|0
-1 1 0}z 0 0 1 3|z 0 0 0 0]l¢z 0
x+3z=0
y+3z=0

Assim o espago associado ao autovalor 1 ¢ dados por:
S1={(-3z,-3z,2)/ze IR }

Como a dimensao deste subespago ¢ 1 entdo uma base dele ¢ B={(-3,-3,1)}.

A rodem de A ¢ 3 e ndo conseguimos obter 3 autovetroes LI, logo Ando ¢

diagonalizavel.
1 0 0
Exemplo3: Verifique se A={0 1 0| ¢diagonalizavel
1 0 2
1-A 0 0
Tem-se que det(A—)\I)z 0 1-2 0 |=0se A =4, =1, A3 =2,
1 0 2-2A

Portanto A tém dois autovalores iguais.

O auto-espago associado ao autovalor 41 =1, tem dimensao 2 pois

S; ={(x,y,2)/x+2z =0,y € IR} ={(-2z,y,z)/ y,z € IR} e B={(-2,0,1),(0,1,0)}
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¢ uma base.
O auto-espago associado ao autovalor A3 =2, tem dimenséo 1, pois
Sy ={(x,y,2)/x =0,y =0,z€ IR} e e B={(0,0,1)} é uma base.

A ordem de A ¢ 3 e podemos exibir um conjunto LI formado por 3 autovetores do 7r3:

B={(-2,0,1),(0,1,0),(0,0,1)}.
Assim A ¢ diagonalizavel.

1 0 O
D=0 1
0 0 2

diagonalizadora correspondente.

0| ¢ uma matriz diagonal semelhante a A e M=|

-2 0 0
1 0| ¢é a matriz
1 0 1

Observe que A possui dois autovalores iguais, porém A ¢ diagonalizavel.

6* Lista de Exercicios

8. Mostre, em cada caso, que as matrizes abaixo sdo diagonalizaveis.

5 4 2 -1 -1 1 00
a. Az{l 2] bA={1 0 -1 cA=10 1 1
-1 1 2 0 1 1
9. Verifique que a matriz 4 = i ~ 7| ndo ¢é diagonalizavel.
4 0 0
10. Verifique que amatriz4 = |1 4 (0| ndo ¢ diagonalizavel.
0 0 5
11. Seja 4 = 11 é] . Mostre que vi= (1,1) ¢ autovetor de A e que A nao ¢
diagonalizavel.

12. Verifique se as matrizes A dadas abaixo sdo diagonalizdveis. Caso seja,

determinar uma matriz M que diagonaliza A. Calcule M- 1 A M.

r 3 -1 1
a2 2oy a=| Lty adt s
: 1 -1 3

I 1 7 -2 0

d) zg’ ‘11 e)A=|-2 6 -2

) 0 —2 5
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Equacoes diferenciais lineares de 2 ordem, homogéneas

Observagdo. Dizemos que duas fungdes sdo linearmente independentes em um
intervalo se nenhuma delas ¢ igual ao produto da outra por uma constante. Caso

contrario, elas sao ditas linearmente dependentes no intervalo.

Exemplo.

1. As fungdes y =e* € y =e3* sdo linearmente independentes em SR

3 3

2. As fungdes y =x> ¢ » =4x> sdo linearmente dependentes em R

Propriedades
1. Linearidade. Se Y e Z sdo solugdes de uma EDO linear homogénea de
segunda ordem, entdo toda combinacao linear delas também ¢ solugdo, isto €, se
a e p sao numeros reais, entdo a funcao u =ay + bz € solugao.
2. Se YV e Zzsdo solucdes linearmente independentes da EDO linear homogénea
y'"+p(x)y'+q(x)y =s(x)entdo as solugcdes dadas por u =ay +bz, onde a e

b sdo constantes.
Equacoes diferenciais lineares de 2 ordem, homogéneas, com coeficientes constantes

Considere a EDO da forma »'"'+py'+qy =0,

(%)
onde p e g sao numeros reais.

Buscaremos solu¢des da forma y =e"™, onde » € um nimero a determinar.
Substituindo esta fun¢do em &), vem: &’ (r2 +pr+ q)) =0. Como ¢™ %0,
P2+ pr+q =0,

A equagdo r2 + pr+q =0 ¢ dita equacdo caracteristica da EDO () .

Logo, uma solucdo de (#) ¢ da forma » =™ se e somente se r é raiz da equagao

caracteristica 2 + pr+q =0.

Existem trés possibilidades para obtencdo das raizes: existem trés possibilidades

para a obtencao das raizes:
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4. A equagdo caracteristica apresenta duas raizes (distintas) r e s. Nesse caso,
temos as solugdes » =e’™ e z =¢**. Como sdo linearmente independentes, as

solucdes sdo dadas por y =ae”™ +be*™*, de acordo com a propriedade 2 acima.

Exemplo. Resolva a equagdo »''-2y'-3y =0,
Solugdo. A equagdo caracteristica ¢ »2 - 2,-- 3 =0, cujas raizes sdo -1 e 3. As equagdes

sdo dadas por y =ae™ ™ +be* .

5. A equacdo caracteristica apresenta uma unica raiz (dupla) ry. Nesse caso
b
temos apenas a solucdao y =e0*. Prova-se que z =xe¢'0* € outra solucdo, e
y )
que YV e z sdo linearmente independentes. Logo, as solucdes sdo das por

nx rox
u =ae'0% + pxe’ 0.

Exemplo. D¢ as solugdes da equagdo »''+61y'+9y =0,
Solugdo. A equagdo caracteristica € 2 +6,+9 =0, que possui apenas a raiz -3. As

3 3x

solugdes sao dadas por y =ae™?* + bxe”

6. A equagdo caracteristica ndo tem raizes reais. Nesse caso, se as raizes
complexas da equagdo caracteristica sdo @ =6i onde S >0 e i ¢é a unidade
imagindria, prova-se que as fungdes: y =e™ cos(Bx) € z =e“sen(fx) sa0

solucdes linearmente independentes de (%),

Exemplo. D¢ as solugdes da equagdo V''-2y'+10y =0,

Solugdo. A equacdo caracteristica € »2 - 27 +10 =0. As raizes sdo 1 +3i . As solucdes
sao dadas por y =ae” cos(3x) + e sen(3x).

ANPEC - 2009 - QUESTAO 14

Seja f: R—R uma fun¢do duas vezes diferenciavel, tal que f(0) =f"'(0) =1 e f"+2 f'+ f=

4 2
0.Se 4 =In f; ) , calcule o valor de =8Afe’f(t)dtg
R: ?+2r+1=0
r=-1

flty=c,e”" +c, te”’
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P(t)=-ce’ +c,e’ - c,te’’

f0)=c, =1
P0)= - 1+c,=1

c, =2

fity=e " +2te”"

fldy=c™* +2.4¢"* =9¢7*
FENCEN

e

=lne* =-4

2

a :EAIe'f(t)dtg :E- 4fe'(e" + 2t¢” " )didl :E- 4j(1 +2t)dtg :[- A+ :[- 4G+ 1)1

i
- 4[2]]” =64

ANPEC 2010
Questao 12

Considere as equagdes diferenciais abaixo e julgue as afirmativas:

(Dy”-4y=0, (I)y”-3y’-4y=4x* (Ill)y”-2y’+y=0
(0) (I), (IT) e (IIT) s@o equagdes diferenciais lineares de segunda ordem;

R:Verdadeiro
Todas as equagdes estdo escritas da forma f(x)y'"'+g(x)y'+h(x)y =I(x)
(1) y :e—2x +€2X

R: Verdadeiro

¢ solugao de (I), para os valores de contorno y(0) =3 e y(In3)= 163/9

y :e—2x +e2x

yv:_26—2x +2e2x

yvv :46-216 + 4e2x
Portanto, 4e™** +4e?* -4 (e ** +e**)=0. Logoy =e™** + " sera solugdo de (1) para

qualquer valor de contorno.

-4

(2) A solugdo da homogénea associada a (II) é y, =4e ™ + Be™  em que A e B sio

constantes arbitrarias;
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R: Falso

v, =Ae > + Be ™

v, =-34e 7 - 4Be™*

v,"'=94e** +16Be™*

Portanto, y”’-3y’-4y=0—

9A4e** +16Be™* - 3(-34e™ > - 4Be™*) - 4(Ae + Be™) =0— 144e> +15Be™™ =0

Como a igualdade ndo se verifica, y, =Ae > + Be"* ndo ¢ solugdo homogénea de (2).

3 13 .
Q)y, =-x*+ PRy ¢ solugdo particular de (11);

R: Verdadeiro

(Dy”-3y’-4y=4x>

3 3 13
D3(- 2 A - x2 - 2
2-3( X+—=)4(- x*+—x- — )=4x

-2+6x-9/2+4x2-6x+13/2=4x>

4x*=4x?

Problema de valores iniciais e problema de valores de contorno

Um problema de valores iniciais para uma EDO de ordem 2 consiste em se

achar uma solug¢ao y dela que verifica as condi¢des (chamadas condigoes iniciais)
Y(x9) =yo e V'(x9) =a, onde xo é um ponto dado, e as constantes Vo € a também

sdo dadas.

Exemplo. Resolva o seguinte problema de valores iniciais:

y'+2y'-8y =0 »(0) =5 y'(0) =-2
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Solugdo. A equagdo caracteristica € 2 +2;- 8 =0, cujas raizes sdo -4 e 2. As solugdes
sdo dadas por y =ae™** +be?* . Entdo ' =- 4ae” 4 + 2be2* . Portanto, y(0) =a+b =5 ¢
V' (0) =-4a+2b =-2 0 que implica, a = 2 e b = 3. Substituindo na expressio de y,

y =2e” 4x 432X

Um problema de valores de contorno para uma EDO de ordem 2 consiste em se
achar uma solugdo y dela que verifica as condi¢cdes (chamadas condi¢oes de contorno)
Y(x9) =yo e y(x1) =y1,onde xo e X sdo pontos dados, € as constantes Yo € Vi a

também sdo dadas.

Exemplo. Resolva o seguinte problema de valores de contorno:

163
y'-4y =0 y(0) =3 y(In3) :T

Solugdo. A equagdo caracteristica é 2 - 4 =0, cujas raizes sdo -2 e 2. As solugdes sdo

dadas por v =ae™ ¥ +be?* ., Temos, y(0) =a+b =3 e y(In3) =
_ -2In3 23 _1 163 L _ _ .

y =ae +be =3° +9b =5 O que implica, @ = 1 e b = 2. Substituindo na

expressio de y, y =e™2* +2¢2%,

ANPEC-2008 - questao 12

Considere a equacao diferencial y'' (x) + ' (x) + 2y(x) = 0 com condigdes iniciais y(0)

=1¢e)'(0)=0. Calcule y"(0).

Resolucio: A equagdo caracteristica da EDO dada é¢:

x>+ x + 2 = 0, as raizes desta equagdo sio:

Xi=(-1+~70)/2 e x2=(-1-7 i) /2
Entdo a solugdo > sera:

y =e ¥/ 2(4; cos(NTx/2) + Arsen(~Tx/2)) = y(0) =1=
1=¢ 924 cos(\[7.0/2) + Aysen(x[7.0/2)) = 1 =4,
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1 NGd

y=- e X241 cos(NTx/2) + Aysen(NTx/2)) +e” ¥/ 2 (- 4 7.96?1(«/7)6/2) + Ay gcos(ﬁx/2)) -
¥(0)=0= 0 =- %(A1 cos(x/7.0/2) + Arsen(\7.0/2)) + (- 4, gsen(ﬁ.0/2) + 4, gcos(ﬁ.0/2):

1 J7 1

0=- _Al +—A2 = A2 =

2 2 J7
Tem-se que y' ' (x) =)' (x) - 2y(x) = »'"(0)=-y"(0)-29(0)=0-2.1=-2

Por outro lado
Y (x)+y (x) + 2y '(x) = 0 entdo

Y@ =-y" () -2'(0) =y 0)=-y"(0)-2y°(0) = y(0)=2

Sistemas de EDO lineares

X
dtl = filt,xp5005 X,

Considere o sistema (1)

X
L= [,X(5.00s X,
SRR,
. . . dx (1)
Uma solucgio de (1) sdo fungdes x,(?),...,x,(t) tal que T: fi(6,x,(0),...,x,(0)) .
X
(=t , N dt
Exemplo. , € solucdo para
()=t Y2 _ oy
Yt

Além das equagdes (1) freqiientemente impdem-se condi¢cdes iniciais sobre

X, () =X X, (t)=x. .
x
—tl:xlaxl(o)zl 62,
Exemplo. x()=¢€,x,(t)=1+ 5 ¢ uma solugdo do

x
; :xlz,xz(O):%

PVI.

Sistemas de EDO de 1° ordem podem originar de EDO de ordem mais alta numa

unica variavel y(f). Uma EDO de n-ésima ordem na unica variavel y pode se converter
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num sistema de n equagoes de 1? ordem nas variaveis

n—1

d
x(0=y.x5,0) =2, x,(1)= =Rl

dt
dny dn—l
Exemplo. a (t)——+a _,({)—+...+a,y=0
p (D) " p ( )dt"_l o
nl dx dx, dx,
_ —x.e

Yy 5 _
X ()= y,.,x,(t)= T Entdo, d—;—xz,z—xw.., ” »

dx, _d"y
dt— g"
Assim, dx - dnf = @y (%, £,y (0%, + o Fdp ,se a,(1) @w.
dt dt a,(t)

Exemplo.

d3y d2 t ' "

oty =dn0=1y'(0)=0,y"(0)=0.

ﬁ— dxz— ﬁzet—xzz—?ﬁxl,

a a7
xl(o) = 15x2(0) = 07x3(0) = 0

Se cada fun¢do f; em (1) € linear em X;,...,X, entdo o sistema de equacdes ¢é linear.

X
dtl =a, (t)x, +..+a, (O)x, + g ()

Considere o sistema mais geral de EDO linear (2)

%=, (1), (0%, 42,0

Se g,(1)=0, o sistema é homogéneo.

Consideraremos apenas os casos 4; ()= a; constantes.

A4 X, dx, . .
Se A=[a;] e x=(x,,...,X,), escrevemos X = R 1 Assim (2) pode ser escrito

o
na forma x= Ax+G,G = [gl(t)] '

Vamos considerar apenas o caso 4,(1)=a; e G=0.
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L4
(3) x=Ax,x=

Para cada autovalor ﬂ,« de 4, uma solugdo x;(¢)= el'/tvj. Se A tem n autovetores LI,

~ At . ~ ~
Vi, v, , com autovalores 4,...,4, entdo xj(t) =e'v,j= I,...,n s3o0 n solugdes LI.

A

Assim x(t)=ce"'v, +...+ cnel”’vn ¢ uma solucao geral de (3).

— = X, — X, +4x,

-1 4
=3x,+2x, —x A4

Exemplo. ' 2 B@x= 2 -1 011:1,22:3,2,3:_2

I -1

% =2x,+Xx, — X,
1 1
v, =(-L4,1);v, =(1,2,1);v, = (=1L L1). Dai, x(¢) = ¢’ c,e’ ce”™
QUESTAO 15
Considere o sistema de equacdes diferenciais abaixo.
| =
1=y
I -
=3ty
T 0
Se x(0) = 5 e y(0) =0, encontre X (0
R:
02 -20 012-4 -27

A matriz A desse sistema sera: H' H , portanto 4- Al :H i

301 3 1- Af

O polindmio caracteristico dela sera:
(2-A)(1-A)-6=0

224 -A+A26=0

4-3A+A%=0
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A, =4
A, =-1

Para A =4 temos

{—2 —21lx]_ ol
-3 =3]ly] |0
-2x-2y=0

X=y

S={(x,-X) VX € [R}
B={(1,-1)}

Para A =-1 temos

3 -2 |0
0

-3 2

X
y

3x-2y=0
y=3x/2

s={(x3x/2) x € IR}
B={(1,3/2)}

1
-1

-x 1
Ly 3/2

Aplicando-se nos valores dados:

—t

+Be

4t
=Ae

5 1 1
0 1 3/2

s|_[ Al,[B . A+BB
0] [-A]"|3B/2] | -A+3

-0

=Ae*? +Be

A+B=5

- A+3£=0
2

A=3 eB=2

X 1
y -1
x(t)=3e*+2e™

4t —t

=3e +2e

1
3/2
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X’ (t)=12¢e*-2¢™
X”’(t)=48¢e"+2e™

X (t)=192¢*-2¢™
X*7(0)=192¢*0-2¢
x7(0)/2=95

SISTEMAS LINEARES VIA AUTOVALORES

x =Ax

Se A ¢ uma matriz diagonal entdo todas as equagdes sdo de variaveis separadas e

sua solugdo € o vetor x

xl(t) :Clea“t; X, (t) :Czeazzt; ...... » X, (t) :Cnea,mz

Quando a matriz 4 ¢ diagonal dizemos que o sistema ¢ desacoplado pois
nenhuma varidvel interfere explicitamente na outra. Quando 4 ndo ¢ diagonal o sistema
¢ dito acoplado, isto €, existe uma dependéncia explicita de alguma varidvel com
relacdo a outra.

No caso em que A nao ¢ diagonal pode-se através de seus autovalores e

autovetores tentar diagonalizar a matriz.

Tem-se entdo 3 casos a se analisar:
1. Autovalores distintos ;
2. Autovalores complexos e

3. Autovalores Multiplos.

1.) Autovalores distintos:
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Se o sistema ¢ acoplado ( 4 ndo ¢ diagonal ) e A tem autovalores distintos, entdo

pela definicdo de Autovalores temos que:

Avi=rv;

7;= autovalor.

v; = autovetor relacionado com 7;.

Seja P uma matriz nxn cujas colunas sao os n autovetores de A.

P=[ vi, v2,..., va ]| Entao AP = PD onde

r 0 0 0
[0 r, 0 -0
o 0 r, -0

0 0 0 T

Como os autovetores sdo L.I. ( linearmente independentes) , pois os autovalores
sdo distintos; entdo P'AP = D onde D ¢ diagonal. Para compor um sistema auxiliar

desacoplado mudaremos momentaneamente x parax = Py ouy = P’x entdo:

AR A I .

yseray - P = P Ax - P APy - Dy onde usou-se as igualdades x =Ax x =Py

x =Ax é o sistema.

Logo o sistema auxiliar sera:

¥ =Dy que é um sistema desaclopado cuja solugéo é:

yi(t) = Cie™; xa(t) = Coe™ ; ...; Xalt) = Coe™"

Como x = Py, ¢ s6 substituir o vetor y = (‘y; > y5.. V. ) nessa equacao € teremos as
solucao:
x=Py=[v,v, - v ]

X(f) = Cje”’vj + CzerthQ +...+C,e"v,
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Resumindo através de um teorema:

TEOREMA
"Suponhamos que a matriz Anxn tenha n autovalores distintos ry, 12, .... , I, com
seus correspondentes autovetores vi, ... , v, . Entdo a solugdo geral do sistema linear

x =Ax de equagdes diferenciais é:

.X(f) = Cje’]’vj + CzerthQ + ...+ Cemv,"

Esse teorema so6 € valido se os autovalores sao distintos. Quando os autovalores
sao complexos ou multiplos a solu¢do muda e o teorema nao ¢ aplicavel.
Estudaremos essas duas situagdes com um sistema de duas equagdes, sendo

facilmente estendido para outros casos.

2) Autovalores complexos: O teorema seguinte resume a solucao nesse caso:

"Seja 4 uma matriz real (de n®. reais ) 2x2, com autovalores complexos o + i} e

seus correspondentes autovetores L * i®. Entdo, a solugdo geral do sistema linear de

equacdes diferenciais x =Ax é:

x(t) = e*cosPt(Civ - C,m) - e“senft(Crv + Ciw)."

3) Multiplos autovalores reais: O teorema seguinte resume a solu¢do nesse caso:

"Seja 4 uma matriz real (de n®. reais ) 2x2, com autovalores iguais r, =r, = re
apenas um autovetor independente v. Seja ® um autovetor gerado de 4 ou seja ®

satisfaz a equacdo (4 - r/) ® = v. Entdo, a solucdo geral do sistema linear de equacdes

diferenciais x =Ax é:

x(t) = €"(Cv + C,m) + te*(Cv)."
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