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Capitulo 1

Sistemas Lineares e
Escalonamento de Matrizes

1.0 Introducao

O leitor, ou a leitora, desde o ensino fundamental e médio, ja deve ter se
deparado muitas vezes com sistemas de equagoes do tipo

T — 31’2 =-1 6ZE1 + 31‘2 =9 61’1 + 31’2 =15
ou
2$1+£L'2:5, 21‘1—|—l’2:5, 2901—1-3:2:5.

Sistema (a) Sistema (b) Sistema (c)

Esses sao exemplos de sistemas lineares, objeto de estudo deste capitulo, que
serao uteis durante todo o curso.

Vocé deve ter aprendido, no ensino fundamental, ao menos dois métodos para
resolver os sistemas acima. Um deles é o método da substitui¢io. No sistema (a),
por exemplo, podemos “isolar” a variavel x1 na primeira equagao, obtendo, assim,
r1 = 3x9 — 1. Em seguida, substituimos x; por 3z, — 1 na segunda equacao,
obtendo 2(3z3 — 1) + x5 = 5. Resolvendo esta equagdo, encontramos z, = 1.
Agora, basta colocar x5 = 1 em x; = 3w — 1 para concluirmos que x; = 2.
Portanto, a tnica solucao do sistema (a) ¢ dada por 1 =2 e x9 = 1.

O segundo método que vocé deve conhecer é o método da eliminagdo. Mul-
tiplicando a primeira equacgao do sistema (a) por 2, obtemos 2z; — 6xy = —2.
Subtraindo esta nova equagao da segunda equagao do sistema, obtemos

2])1 + X9 = 5
— (221 — 62y = —2)
7172 = 7,

ou seja, s = 1, como haviamos obtido. Agora, podemos substituir z5 = 1 em
qualquer uma das equagoes do sistema (a) para achar z; = 2.

Os métodos que acabamos de recapitular sao satisfatérios para tratar sistemas
pequenos, como os acima, que tém apenas duas equacoes e duas variaveis. Mas
imagine a dor-de-cabega que seria aplica-los a sistemas com cinco, seis, ou até
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mais variaveis e equagoes! Precisamos desenvolver um método que nos permita
lidar, mais facilmente, com sistemas deste porte, pois teremos que fazé-lo, muitas
vezes, ao longo do curso.

Um dos objetivos deste capitulo é estudar um procedimento, chamado de
eliminacao Gaussiana ou escalonamento, para resolver sistemas lineares. Esse
procedimento ¢, essencialmente, o método da eliminagdo acrescido de uma siste-
matica para a organizacao do trabalho. A sistematica é importante para reduzir
o esforgo e a chance de cometermos erros de céalculo.

Observagdo

O desenvolvimento de um método sistematico para resolver sistemas lineares é impor-
tante por diversos motivos. Talvez, o motivo principal seja o seguinte: este é o primeiro
passo para se escrever um programa de computador que realize esta tarefa. Muitos pro-
blemas oriundos da modelagem matematica de sistemas fisicos, biolégicos, econdmicos
e de outras areas —incluindo importantes aplicacoes a todas as areas da engenharia—
podem envolver milhares, centenas de milhares, milhdes de varidveis e equagoes. Para
resolver tais sistemas, é necessario usar recursos computacionais, evidentemente.

Outro objetivo deste capitulo é obter uma caracterizacao de sistemas lineares
que tém uma Unica solucao, sistemas que tém mais de uma solugao, e sistemas
que nao tém solucao alguma.

O sistema (a), por exemplo, tem uma unica solu¢ao (r; = 2, 5 = 1), como
vimos acima. Esse fato possui uma interpretacao geométrica simples. Lembre-se
de que uma equagao do tipo azy + bxre = ¢ representa uma reta no plano (xy, z3).
As retas correspondentes as equagoes do sistema (a) se intersectam em um tinico
ponto (a saber, o ponto (z1,x2) = (2,1)), como ilustra a figura 1.1(a). Este é o
tnico ponto do plano (x1,x2) que pertence a ambas as retas, ou seja, é o tinico
ponto que satisfaz simultaneamente as duas equacoes do sistema (a).

2 €2 €2

(a) (b) (c)
Figura 1.1: Interpretagdo geométrica dos sistemas (a), (b) e (c).

Vocé deve verificar, no entanto, que o sistema (b) nao tem solugao alguma,
enquanto que o sistema (c¢) tem uma infinidade de solugoes. Geometricamente, as
equagoes do sistema (b) representam retas paralelas, que nao se intersectam em
ponto algum (figura 1.1(b)). Por outro lado, verifique que ambas as equagoes do
sistema (c) representam a mesma reta (ilustrada na figura 1.1(c)). Dessa forma,
a intersecao dessa reta com ela prépria é, novamente, ela propria!
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1.1. Sistemas de equacdes lineares

Essa discussao serd retomada nas segoes 1.7 e 1.8. Veremos que o “cenario”
exibido pelos sistemas (a), (b) e (¢) permanece valido em um contexto mais abran-
gente: um sistema linear qualquer, e de qualquer tamanho, ou tem exatamente
uma solucao, ou nenhuma, ou uma infinidade delas.

1.1 Sistemas de equacoes lineares

Uma equacgao linear nas variaveis zi, xa, ..., , ¢ uma equagao que pode
ser escrita na forma
11 + coxo + -+ + cpxy = b, (1.1)
onde ¢, ¢a, ..., ¢, e b sdo nimeros reais ou complexos.! Os nimeros ci, ... , ¢,
sao chamados de coeficientes das variaveis xq, ... , x,, respectivamente. Ja b é
chamado de termo independente da equagao (1.1).

A equacao
2]71 — 3$2 +4 = 1 — 5233,

por exemplo, ¢ linear, pois pode ser reescrita como
1 — 31’2 + 533‘3 = —4,

que estd na forma da equacao (1.1). Os coeficientes de z1, 25 e x3 sdo 1, —3 e 5,
respectivamente. O termo independente é —4. Ja as equagoes

l’%+3l’2:5, $1+\/$2:7 (§ 3ZL'1+1‘1£L'2—ZE2:2

ndo sao lineares. A primeira equacdo tem o termo nao-linear z?, a segunda tem
0 termo \/x_g, e a terceira tem o termo xxs.

Um sistema de equacgoes lineares, ou, simplesmente, um sistema linear,
¢ um conjunto (finito) de equagdes lineares envolvendo as mesmas variaveis. Cada
um dos sistemas (a), (b) e (c¢) da introducdo, por exemplo, é um sistema de duas
equagoes lineares envolvendo as duas variaveis x;, e x,. Ja o sistema linear

1 — 2[[2 + T3 = 0
(1.2)
2331 — 21‘2 — 633‘3 =8
tem duas equacgoes envolvendo trés variaveis: xi, xo € x3.
Uma solugao de um sistema linear nas variaveis x1, xs, ..., £, ¢ uma lista de
nimeros (s1, Sa, ..., S,) que torna verdadeira cada igualdade do sistema quando
substituimos x1, xq, ..., T, pelos nimeros s, S, ..., s,. Por exemplo, (8,4,0)

é uma solugao de (1.2), pois 8—2-440=0e2:8—2-4—6-0 = 8. Logo, a primeira
equagao do sistema reduz-se a 0 = 0, e a segunda, a 8 = 8. Verifique que (15, 8,1)
também é uma solucao. Ha uma infinidade de solugoes além destas duas. Procure
achar mais algumas! J& a lista (2,1,0) ndo é uma solugdo do sistema (1.2), pois,
apesar de reduzir a primeira equagao a 0 = 0 (o que é verdadeiro), ela reduz a
segunda equacao a 2 = 8, o que é falso.

INeste curso, consideraremos quase exclusivamente o caso real.
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Capitulo 1. Sistemas Lineares e Escalonamento de Matrizes

Definimos o conjunto-solugao de um sistema linear como o conjunto de todas
as suas solugoes. Podemos reformular as afirmativas do pardgrafo anterior dizendo
que as listas (8,4,0) e (15,8,1) pertencem ao conjunto-solugao do sistema (1.2),
e que a lista (2,1,0) nao pertence ao conjunto-solugao.

Se um sistema tem ao menos uma solugao, dizemos que ele é possivel. Do
contréario, dizemos que é impossivel. Os sistemas (a) e (c¢) da introdugao sao
possiveis, enquanto o sistema (b) é impossivel. O conjunto-solu¢ao de um sistema
impossivel é o conjunto vazio.

Encerramos esta pequena se¢ao com uma tultima definicao. Dizemos que dois
sistemas sao equivalentes quando eles tém o mesmo conjunto-solucao. Os “sis-
temas” 2x; = 3 e 4x; = 6, por exemplo, sdo evidentemente equivalentes.

1.2 Notacao matricial e o método de escalona-
mento: primeiro exemplo

Vamos introduzir uma notac¢ado, usando matrizes, que nos permita escrever
sistemas lineares de forma mais economica. Lembre-se, do ensino médio, que uma
matriz ¢ simplesmente um arranjo retangular de niimeros. Estes sao chamados
de entradas ou elementos da matriz. Considere, por exemplo, o sistema

rT — 41‘2 + x3 = 0
—3513'1 + 141’2 — 6513'3 = 2.

Dizemos que

1 -4 1
0 3 -6
-3 14 -6

¢ a matriz de coeficientes associada ao sistema (1.3), e que

1 -4 1 0
0 3 —6 -3 (1.3)
3 14 -6 2

¢ a matriz completa associada ao sistema. Outra maneira seria dizer que a
matriz completa (1.3") representa o sistema (1.3). Observe que a entrada na
primeira coluna e segunda linha da matriz é zero, pois x; nao aparece na segunda
equacao de (1.3), ou seja, seu coeficiente é zero.

Para escrevermos a matriz completa de um sistema, é importante que suas
varidveis estejam organizadas por colunas, como no sistema (1.3).

A dltima coluna da matriz completa associada a um sistema é chamada de
coluna dos termos independentes, e corresponde aos termos do lado direito
das equacoes do sistema. As vezes, convém enfatizar, graficamente, com uma
linha vertical, a disting¢ao entre a submatriz de coeficientes e a coluna dos termos
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1.2. Notacdo matricial e o método de escalonamento: primeiro exemplo

independentes. Poderiamos escrever a matriz completa (1.3") como

1 -4 1| 0
0 3 —6|-3
-3 14 -6 2

Na introducao do capitulo, mencionamos o procedimento de escalonamento,
também chamado de eliminagcio Gaussiana. O objetivo desse procedimento é
fornecer, para um dado sistema linear, um sistema equivalente que seja muito
facil de resolver.? Grosso modo, isso é realizado da seguinte forma: Usamos o
termo em x; da primeira equacao do sistema para eliminar os termos em x; das
outras equacoes. Em seguida, usamos o termo em x, da segunda equagao do
sistema para eliminar os termos em x, das outras equagoes, e assim por diante,
até a ultima variavel do sistema. Veremos que o processo nem sempre funcionara
exatamente desta forma, mas podemos ao menos encarar um primeiro exemplo
usando esta ideia. O procedimento sera descrito, em sua forma geral, na secao 1.5.

Vamos, entdo, achar o conjunto-solugao do sistema (1.3) usando escalona-
mento. Para nos habituarmos com a notacao matricial, vamos usé-la lado a lado
com a notagao usual neste primeiro exemplo:

1y — 41’2 + x3 = 0 1 —4 1 0
329 — 615 = —3 0 3 —6|-3 (1.3")

Vamos usar o termo em x; da primeira equacao para elimina-lo das outras. Como
r1 nao aparece na segunda equacao (o seu coeficiente ji é zero), basta “zerar”
seu coeficiente na terceira. Para isso, substituimos a terceira equacao pela soma
dela prépria com trés vezes a primeira equacao:

equacao 3 : —3x1 + 1dxy — 63 = 2
+3 - (equagao 1) : +3( Ty — 4x9 + x3=0 )
nova equagao 3 : 2z9 — w3 = 2

(Esta conta costuma ser feita “de cabega”, usando diretamente a forma matricial.)
O novo sistema, portanto, é:

r1T — 41’2 + x3 = 0 1 —4 1 0
32y — 6az = —3 0 3 —6|-3 (1.4)
209 — 3x3 = 2 0 2 =3 2

Em seguida, usamos o termo em x, da segunda equacao para elimind-lo das
outras. Mas, antes de fazé-lo, multiplicamos a segunda equacao por 1/3 para
simplificar as contas:

vy — 4y + 3= 0 1 —4 1 0
Ty — 223 = —1 0 1 -2 -1 (1.5)
209 — 313 = 2 0O 2 -3 2

2Lembre-se de que sistemas equivalentes tém o mesmo conjunto-solucdo, conforme definimos
ao final da secao anterior.
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Capitulo 1. Sistemas Lineares e Escalonamento de Matrizes

Agora, vamos eliminar o termo em x5 da terceira equacao:

equacao 3 : 209 — 3x3 = 2
—2 - (equagao 2) : =2( @y —2a3=-1)
nova equacgao 3 : 3= 4
O novo sistema é:
r1 — 41’2 + x3 = 0 1 —4 1 0
Ty — 2w3 = —1 0o 1 —-2|-1 (1.6)
r3= 4 0O 0 1| 4

Desejamos, também, eliminar o termo em x5 da primeira equacao. Mas é mais
eficiente eliminar, primeiro, os termos em x3 da primeira e da segunda equacao,
usando a terceira (pois, assim, faremos menos contas):

equagao 1 1 — 4z + 3= 0
—(equagdo 3) :  —( T3 = 4)
nova equacao 1 : T, — 4o = —4
equacao 2 : Ty — 2x3 = —1
+2 - (equagdo 3) :  +2( T3 = 4)

nova equagao 2 : T = 7

Substituindo essas novas equagdes no sistema (1.6):

r1T — 433'2 = -4 1 -4 0|4
T = 7 0 1 0| 7
1= 4 0 0 1| 4

Agora sim, vamos eliminar o termo em x5 da primeira equacao, usando a segunda.
Observe que, gracas ao trabalho feito previamente com o x3, nao serd necessério
fazer mais conta alguma envolvendo os seus coeficientes:

equacao 1 : Ty — 4y = —4
+4 - (equagao 2) : +4( To= T)
nova equagao 1 : 1 = 24

O novo sistema, finalmente, é:

1 =24 10024
z, =T 01 0|7 (1.7)
v3 = 4 00 1| 4

Este sistema é tao simples, que podemos imediatamente “ler” seu conjunto-
solugdo: ¢é o conjunto que contém, como tnico elemento, a lista (x1,z9, x3) =
(24,7,4). Substitua esses valores no sistema original (1.3) para verificar que, de
fato, encontramos uma solucao. E importante conferir as suas contas sempre!
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1.3. Operacdes-linha e equivaléncia de sistemas

1.3 Operacgoes-linha e equivaléncia de sistemas

Observe que, no exemplo da se¢ao anterior, usamos apenas dois “truques” para
progressivamente simplificar o sistema (1.3”). Na passagem de (1.3”) para (1.4),
substituimos uma linha da matriz completa (a terceira) pela soma dela mesma a
um multiplo de outra linha (a primeira). Na passagem de (1.4) a (1.5), multipli-
camos uma linha da matriz completa (a segunda) por uma constante. Usamos o
primeiro “truque”, nova e repetidamente, no trajeto de (1.5) até (1.7).

Os “truques” basicos que usaremos no processo de escalonamento, de fato, sao
trés, conforme a defini¢ao a seguir.

Definicao 1.1
As operagoes abaixo sao chamadas de operagoes elementares sobre as linhas
de uma matriz, ou, simplesmente, de operagoes-linha.

1. Substitui¢do: substituir uma linha pela soma dela propria com um multiplo
de outra linha.

2. Reescalonamento ou reescalamento: multiplicar todos os elementos de uma
linha por uma constante diferente de zero.

3. Permutagao: permutar (ou seja, trocar, intercambiar) duas linhas entre si.

Cuidado!

As operacoes-linha sdo, como diz o nome, operacoes sobre as linhas de uma
matriz. Quando estamos procurando o conjunto-solucao de um sistema, ndao faz
sentido operar sobre as colunas da matriz completa associada. Se o fizermos,
chegaremos a um resultado incorreto. (A nao ser que tenhamos muita sorte. . . )

E conveniente usar a seguinte notagao para indicar operagoes-linha:

l; = 0; + al; Indica a substituicio da i-ésima linha de uma matriz pela soma
dela propria com « vezes a j-ésima linha, onde j # 1.

b — al; Indica o reescalonamento da i-ésima linha de uma matriz pelo
fator a. Lembre que o # 0.

U <=1 Indica a permutagdo das linhas ¢ e j de uma matriz.

Com essa notacgao, nao precisamos escrever coisas do tipo: “vamos permutar a
segunda e a quinta linha”. Podemos, simplesmente, indicar ¢ <+ ¢5. Enfatizamos
que, na operacao de reescalonamento, o fator a nao pode ser zero, isto é, £; — 0¢;
ndo é uma operagao-linha valida (a justificativa serda dada na demonstragao da
proposigao 1.2, logo adiante).

Para exemplificar o uso da notagdo acima, vamos reescrever dois passos do
escalonamento da se¢ao anterior, comegando em (1.4):

1 -4 1 0], ., [t -4 1 0 410

0 3 —6 —3| 2200 1 —2 —1| L2280 1 9

0 2 -3 2 0 2 -3 2 0 0 1 4
(1.8)
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Capitulo 1. Sistemas Lineares e Escalonamento de Matrizes

Proposicao 1.2
As operacoes elementares sobre as linhas sdo reversiveis, isto €, para cada opera-
cdo-linha, existe uma operagdo-linha reversa que a “desfaz’.

Demonstragao: A operacao ¢; — {; 4+ al; ¢ “desfeita” pela operagao ¢; — ¢; — al;
(verifiquel). A operagdo ¢; — af; é revertida por ¢; — ;. (Foi por isso,
a proposito, que exigimos a condigdo o # 0 na operacao de reescalonamento.
Do contrario, nao seria possivel reverté-la!) Finalmente, a operacao ¢; < {; é
revertida aplicando-se, novamente, ela propria. Note que trocar ¢; por ¢; e, em
seguida, ¢; por ¢; ¢ o mesmo que nao fazer coisa alguma. O

Uma sequéncia de operagoes-linha também pode ser revertida, operagao por
operagao. A sequéncia das duas operagoes em (1.8), por exemplo, é revertida por
meio da operacgao f3 — {3 + 205 seguida de {5 — 3(5. Verifique isto, observando
que é necessario atentar para a ordem em que as operacoes sao realizadas.

Definicao 1.3

Dizemos que duas matrizes sdo equivalentes por operacoes sobre as linhas,
ou simplesmente linha-equivalentes, se existe uma sequéncia de operagoes-linha
que leva uma matriz a outra.

Em vista da proposicao 1.2, dizer que uma matriz A é linha-equivalente a uma
matriz B é o mesmo que dizer que B é linha-equivalente a A. As trés matrizes
que aparecem em (1.8), por exemplo, sdo todas linha-equivalentes.

O teorema a seguir é importante porque da embasamento a estratégia de
simplificar um sistema aplicando operagoes-linha em sua matriz completa. Temos
a garantia de que a versao simplificada do sistema terda o mesmo conjunto-solucao
que o sistema original.

Teorema 1.4
Se dois sistemas lineares tém matrizes completas que sao linha-equivalentes, entdo
os dois sistemas sao equivalentes, isto €, tém o mesmo conjunto-solucao.

A prova do teorema é dada abaixo. O aluno sem interesse em argumentos
matematicos pode passar diretamente a secao 1.4.

Demonstracio: Suponha que A e B sejam matrizes associadas a sistemas linea-
res— vamos chama-los de “sistema (A)” e “sistema (B)”— e que a matriz B seja
obtida de A via uma operacao-linha qualquer. Afirmamos que os sistemas (A)
e (B) tém o mesmo conjunto-solugdo, isto é, qualquer solu¢ao do sistema (A) é

também uma solugao do sistema (B), e vice-versa.
bi—Lli+al; . ,
De fato, suponha que A ———— B. Se a lista s = (s1, S,...,5,) ¢ uma so-

lugdo do sistema (A), entdo s satisfaz a todas as equacoes deste sistema, em par-
ticular a ¢-ésima e a j-ésima. Estas equacoes estao associadas, respectivamente,
as linhas ¢; e ¢; da matriz A. Portanto, s também satisfaz a equacao associada a
l;+al;, isto é, a lista s satisfaz a i-ésima equacao do sistema (B). (Verifique esse
passo do argumento! Considere exemplos, se preferir.) Todas as outras equagoes
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1.4. Formas escalonadas

do sistema (B) sdo idénticas as equagoes correspondentes de (A), pois s6 “me-
xemos” na i-ésima equacao. Portanto, s também satisfaz essas outras equagoes.
Logo, a lista s é uma solucao do sistema (B). A parte do “vice-versa” agora é
facil. Basta usar a reversibilidade das operacoes-linha: como A w B,
, li—li—al, . )
vale também que B ——— A. Portanto, podemos repetir o argumento acima
para mostrar que qualquer solugao do sistema (B) é também uma solucao de (A).
Verifique que o argumento deste paragrafo pode ser adaptado as operacoes de
reescalamento e de permutagao.

Para terminar a prova do teorema, recordemos a seguinte definicdo: duas
matrizes sao linha-equivalentes se existe uma sequéncia de operagoes-linha que
leva uma a outra. Aplicando, sucessivamente, o argumento acima em cada um dos
passos da sequéncia, obtemos o resultado desejado. Todas as matrizes envolvidas,
da primeira a ultima, representam sistemas com o mesmo conjunto-solugao. [

1.4 Formas escalonadas

Considere o sistema linear abaixo, apresentado com sua matriz completa:

Ty — 51‘2 + 2.1’3 — 4LE4 =0 1 -5 2 =410
— 315+ a4 =9 0 0 -3 19 (1.9)
204 =6 0O 0 0 2|6

E fdcil encontrar o conjunto-solucio desse sistema. A tltima equacdo implica,
imediatamente, que x4 = 3. A segunda equagao, portanto, se reduz a

—3r3+3=9 ou a — 313 =06 ou, ainda, a r3 = —2.
Agora, podemos colocar 3 = —2 e x4 = 3 na primeira equagao, obtendo
ZE1—5ZE2+2(—2)—43:0 ou ZE1:16+51’2

O conjunto-solugao do sistema (1.9), portanto, é descrito por

1 = 16 4 5xo,

T9 é uma “varidvel livre” (veja o comentério abaixo), (1.10)
T3 = —2,

Ty = 3.

A solugao do sistema nao é tnica, isto é, o conjunto-solucao tem mais do que um
elemento. De fato, podemos arbitrar (“chutar”) qualquer valor para a “variavel
livre” x5. Para cada valor arbitrado, obtemos uma solucao diferente. Portanto, ha
uma infinidade de solugoes. Nas secoes 1.7 e 1.8, este assunto sera aprofundado.
O significado de “variavel livre” serd dado mais precisamente na subsegao 1.7.1.
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Capitulo 1. Sistemas Lineares e Escalonamento de Matrizes

Ao invés de resolver o sistema (1.9) usando substitui¢oes, como fizemos acima,
poderiamos ter utilizado operagoes-linha para simplifica-lo ainda mais:

1 -5 2 —4|0] , ,, [t -5 2 —4]0
0 0 —3 19 22% |0 o0 —3 1|9 bzbrib,
0 0 0 2|6 0 0 0 1|3 @7t
1 -5 20[12] , ,, [t -5 2 0]12
— o 0 =30 6] =210 01 0|2 2202
0 0 0 1| 3 0 00 1| 3
1 =5 0 0] 16
— 1o 01 0|-2| (111
0 00 1| 3

A 1ltima matriz obtida acima representa um sistema tao simples que, assim
como no caso do sistema (1.7), podemos “ler” a descrigao (1.10) de seu conjunto-
solucao.?

Podemos formular, agora, a pergunta-chave desta secao. Os sistemas asso-
ciados as matrizes que aparecem em (1.7), (1.9) e (1.11) sdo muito simples de
resolver. Nesse sentido, qual € a particularidade dessas matrizes?

A resposta estd na definicao abaixo. Antes de apresenta-la, precisamos de
alguns termos auxiliares. Dizemos que uma linha, ou uma coluna, de uma matriz
¢ nao-nula se ela contém, ao menos, um elemento diferente de zero. O elemento
lider de uma linha é o primeiro elemento diferente de zero desta linha, olhando
da esquerda para a direita. Uma linha s6 de zeros nao tem elemento lider.

Definicao 1.5
Dizemos que uma matriz estd em forma escalonada, ou, simplesmente, que é
uma matriz escalonada, se ela tem as duas propriedades abaixo:

1. As linhas nao-nulas estao todas acima de qualquer linha s6 de zeros. Ou
seja, se ha linhas s6 de zeros, elas estao todas agrupadas na parte de baixo
da matriz.

2. O elemento lider de cada linha nao-nula est4 numa coluna & direita do
elemento lider da linha acima.

Dizemos que uma matriz estd na forma escalonada reduzida, ou que é uma
matriz escalonada reduzida, se ela tem as propriedades seguintes, além das
anteriores:

3. O elemento lider de cada linha nao-nula é igual a 1.

4. Cada elemento lider é o tinico elemento diferente de zero da sua coluna.

3Mas essa “leitura” requer um pouco de pratica! Recomendamos que o leitor invista um ou
dois minutos de atencao, agora, para perceber como se pode obter (1.10) a partir de (1.11).

10 Jones Colombo e José Koiller (texto em preparacio)



1.4. Formas escalonadas

A propriedade 2 diz que os elementos lideres formam uma escada que desce da
esquerda para a direita na matriz— ¢ por isso que usamos o adjetivo escalonado,
que significa “ter forma de escada”. Uma consequéncia simples dessa propriedade
é que, em uma matriz escalonada, todos os elementos que estdio abaizo de um
elemento lider sdo zeros.

A matriz completa do sistema (1.9), por exemplo, estd em forma escalonada,
mas ndo esta na forma escalonada reduzida:

1] -5 2 —4 0
0 o[=3] 19
0o 0 o0 [2]6

Hachuramos cada linha a partir dos elementos lideres, em destaque, a fim de
realcar a “forma de escada” da matriz. Observe que a matriz acima, de fato, tem
a propriedade 2: O elemento lider da linha 3 estd numa coluna a direita do
elemento lider da linha anterior. Este , por sua vez, também esta numa

coluna a direita do elemento lider da linha acima (ndo é necessario que ele
esteja na coluna imediatamente a direita). Como nao ha linhas sé de zeros, nao
ha o que verificar quanto a propriedade 1.

A {ltima matriz que obtivemos em (1.11), por sua vez, ndo s6 esta em forma
escalonada, como também esta na forma reduzida:

[1] =5 0 0 16

0 010 —2

0o o0 o1 3

Observe que os elementos lideres, novamente em destaque, sdo todos iguais a um,
e sd0 as unicas entradas nao-nulas em suas respectivas colunas. A matriz acima,
portanto, tem também as propriedades 3 e 4.

Agora, vejamos exemplos de matrizes que ndo estejam em forma escalonada:

[1] -3 1 -5 0 1] -3 1 -50
0O 0 0 00 0 [5] =2 o7
0 [9] -8 14 0 [9] -8 14
0o 0 o [3]e6 0o 0 o [3]6

A primeira matriz acima nao é uma matriz escalonada, ja que viola a propri-
edade 1: h4 uma linha s6 de zeros no meio da matriz, ou seja, ha uma linha
nao-nula abaixo de uma linha de zeros. A segunda matriz ndo estd em forma
escalonada, ja que viola a propriedade 2: o elemento lider @ da terceira linha
nao estd em uma coluna a direita do elemento lider da linha acima. Esta
segunda matriz, apesar de aparentar uma forma de escada, tem um “degrau”
grande demais na segunda coluna.
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Capitulo 1. Sistemas Lineares e Escalonamento de Matrizes

A seguinte notacao serd tutil para indicar formas gerais de matrizes escalona-
das:

ST -Ol*******-
0 O W % *x % % * %

00— 000000 * %

0 00O0O0OO0OTOQ 0

0000000 0O 00O0OO0OO0OO0OO O
0 00OO0OO0OO0OO OO OFO

As entradas B sdo os elementos lideres, que podem ter qualquer valor diferente de
zero. As entradas indicadas por * podem ter qualquer valor (zero ou nao). Ambas
as matrizes “genéricas” acima tém as propriedades 1 e 2 (verifique!), portanto sao,
de fato, escalonadas.

As matrizes a seguir sao formas gerais de matrizes escalonadas reduzidas:

*0**** 00***0*0
0 0 1] * * * « 0 0 |1] = x * 0 x 0
0 00 0000 000 0 00011 = 0 (1.12)
000 000 0 00 0000 0 0]/l
00 0000000

Verifique que estas matrizes tém as quatro propriedades da defini¢ao 1.5.

Se B for uma matriz escalonada linha-equivalente a A, diremos que B é uma
forma escalonada da matriz A. Se B estiver na forma escalonada reduzida,
diremos que B é a forma escalonada reduzida da matriz A. O processo
que leva uma matriz, por operacoes-linha, até uma de suas formas escalonadas é
chamado de escalonamento, como ja mencionamos.

Em geral, uma matriz tem muitas formas escalonadas. Todas as matrizes que
aparecem em (1.11) sdo formas escalonadas distintas de uma mesma matriz, por
exemplo. No entanto, cada matriz tem apenas uma forma escalonada reduzida,
isto é, cada matriz é linha-equivalente a uma nica matriz escalonada reduzida. E
por isso que usamos as expressoes “uma forma escalonada” e “a forma escalonada
reduzida” de uma matriz.

Um sistema representado por uma matriz escalonada é simples de analisar e
de resolver, especialmente se a matriz for escalonada reduzida, como vocé podera
observar em varios exemplos e exercicios—a comegar pelos sistemas (1.7) e (1.9).
A definicao 1.5 responde, portanto, a “pergunta-chave” da secdao. Os conceitos e
a terminologia que introduzimos aqui, no entanto, aplicam-se a qualquer matriz,
e ndo apenas a matrizes completas associadas a sistemas lineares.

Observacao

E comum dizermos coisas como “a matriz estd em forma escalonada” e “B é uma
forma escalonada de A”. Apesar de consagrada, esta terminologia pode induzir
a um erro conceitual, que queremos prevenir aqui. Parece-nos mais correto dizer
“a matriz é escalonada” ou “a matriz tem forma de escada” que dizer “a matriz
estda escalonada”, visto que o verbo “estar” sugere uma transitoriedade que é
falsa. O fato é que uma matriz A ou é escalonada ou nao é. Se A nao for uma
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1.5. O algoritmo de escalonamento

matriz escalonada, ela nao podera “tornar-se” escalonada nunca. O processo de
escalonamento produz outra matriz B, que é escalonada e linha-equivalente a A.
Mas o processo nao faz com que a prépria matriz A “vire” escalonada.

1.5 O algoritmo de escalonamento

Comegamos a se¢ao com uma breve anedota (ndo muito boa, admitimos).
Uma turista carioca chega a estacao das barcas em Niterdi e pergunta a um
transeunte como se chega ao Teatro Municipal. Infelizmente, esse transeunte é
professor do Instituto de Matemaéatica da UFF, e sua resposta é absolutamente
correta, porém absolutamente inutil: “Ah, é facil! Vocé chega 14 movendo, alter-
nadamente, suas pernas direita e esquerda.”

A desventurada turista sabe aonde quer chegar (ao Teatro Municipal de Nite-
réi), sabe quais sdo os passos admissiveis para chegar 14 (sdo, literalmente, passos,
ou, nas palavras do matemadtico, “movimentos alternados das pernas”), mas nao
faz ideia da direcao dos passos a tomar.

Encontramo-nos em uma situacao curiosa, analoga a da turista. Dada uma
matriz qualquer, sabemos aonde queremos chegar (a uma forma escalonada linha-
equivalente) e sabemos quais sdo 0s passos admissiveis a tomar (sdo as operagoes
elementares sobre as linhas). Mas ainda nao discutimos o trajeto para se chegar
la. Quais sao, exatamente, as operagoes-linha que devemos aplicar, e em que
ordem devemos aplica-las?

Nesta secao, abordaremos o algoritmo de escalonamento, que responde a ques-
tao acima. Um algoritmo é um procedimento (ou uma “receita”) para resolver
um determinado problema matematico ou computacional, e que, usualmente, é
descrito passo a passo. Frequentemente, o mesmo passo tem que ser aplicado
diversas vezes em diferentes etapas do processo, e o algoritmo de escalonamento
nao é excegao.

Antes de comegarmos, precisamos explicar o significado de dois termos que
serao empregados. Quando usamos um elemento de uma matriz para “zerar” as
entradas que estao abaixo ou acima, dizemos que esse elemento é o piwd das
operagoes-linha envolvidas. Uma coluna que contém um pivo é chamada de
coluna-pivo. Este tltimo conceito sera definido mais precisamente na se¢ao 1.6.

1.5.1 Obtencao de uma forma escalonada

Os passos do algoritmo de escalonamento sdo dados a seguir. Cada um é
ilustrado por meio do seguinte exemplo: achar uma forma escalonada da matriz

0 -3 =6 4 9
-1 -2 -1 3 1
A=175 3 o 5 1| (1.13)

1 4 5 -9 -7

Passo 1: Olhando a matriz da esquerda para a direita, procure a primeira coluna
nao-nula. Esta sera a coluna-pivé do proximo passo.
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A coluna 1 da matriz A é ndo-nula (nao é s de zeros), entao esta sera nossa
primeira coluna-pivo.

Passo 2: Escolha qualquer elemento nao-nulo da coluna-pivo para servir de pivo.
Vocé pode escolher um que torne faceis as contas que estao por vir. Com pratica,
vocé sera capaz de antever as contas e aplicar este critério.

Na primeira coluna de A, que é a coluna-pivo no momento, podemos escolher
o 1 que esta na ultima linha para ser o pivo. Vamos destaca-lo na matriz:

0 -3 -6 4 9
-1 -2 -1 3 1
-2 -3 0 3 -1

1] 4 5 —9 -7

A escolha deste pivo é conveniente. Se tivéssemos escolhido o —2 na terceira
linha, por exemplo, os calculos adiante envolveriam fracoes.

Passo 3: Se for necessario, passe o pivo para a primeira linha disponivel, usando
uma operacao de permutagao (¢; <> ¢;).

Nosso pivd estd na quarta linha da matriz, portanto temos que trocar as
linhas 1 e 4:

0 -3 -6 4 9 1] 4 5 —9 -7
-1 =2 —1 3 1| son |-1 -2 -1 3 1
-2 -3 0 3 -1 -2 -3 0 3 -1
1] 4 5 -9 -7 0 -3 6 4 9

Se o pivo ja estivesse na linha 1, a troca seria desnecessaria aqui.

Passo 4: Opcionalmente, use operagoes de reescalonamento (¢; — af;) sobre
quaisquer linhas que vocé queira, para facilitar as contas do proximo passo. Mas
lembre-se de que «a # 0!

O passo 4 é desnecesséario neste estagio do nosso exemplo.

Passo 5: Use operacoes de substituicdo (¢; — ¢; + al;) para “zerar” todos os
elementos da coluna-pivo que estao abaixo do pivo.

Em nosso exemplo, temos que “zerar” o —1 e o —2 nas linhas 2 e 3, respecti-
vamente:

4 5 =9 -7 4 5 -9 7
-1 =2 -1 3 1| tostotey 0 2 4 -6 -6
-2 =3 0 3 =1 eots+2, |0 5 10 —15 —-15

0 -3 -6 4 9 0 -3 -6 4 9

O trabalho com o primeiro pivd terminou. A ideia, agora, é repetir todos os
passos acima, mas olhando apenas para a parte da matriz que estda abairo da
linha do piv6. Formalizamos isto no passo seguinte.
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Passo 6: Ignore (cubra com a mao, se quiser) a linha que contém o pivo, e
todas as linhas acima dela (se houver alguma). Aplique os passos de 1 a 5 sobre
a submatriz restante. Continue repetindo este procedimento todo até chegar a
uma forma escalonada, ou seja, até que nao haja linhas restantes, ou que estas
sejam todas linhas de zeros.

Em nosso exemplo, temos que “cobrir”, por enquanto, apenas a linha 1, que
contém o pivd (ndo ha outras linhas acima dela). Abaixo, as linhas “cobertas”
(ou ignoradas) serao impressas em tom mais claro:

0O 2 4 -6 -6
0 5 10 —-15 —15
0 -3 -6 4 9

Agora, voltamos ao passo 1: procurar a primeira coluna nao-nula na submatriz
indicada acima (esta sera a proxima coluna-pivo). Cuidado: A primeira coluna
nao-nula é a coluna 2! O tnico elemento nao-nulo da coluna 1 é o , 0 pivd
anterior. Mas esse elemento estd em uma linha ignorada. Entao, a coluna-pivo
“da vez” é a coluna 2:

0| 2 4 -6 -6
0O 5] 10 —-15 —15
0] -3|—6 4 9

Passo 2: Escolher um elemento nao-nulo na coluna-pivo. Podemos escolher
qualquer entrada na segunda coluna, exceto o 4 da primeira linha, pois esta é
uma linha ignorada. Escolhemos o 2, que destacamos abaixo, para ser pivo:

0 4 —6 —6
0 5 10 —15 —15
0 -3 6 4 9

Passo 3: Se necessario, passar o pivd (por troca de linhas) para a primeira
linha disponivel. Neste caso, isso nao serda necessario, pois o pivo jd estd na
primeira linha disponivel. Como a linha 1 é ignorada, ela nao esta disponivel.

Passo 4: Usar operagoes de reescalonamento, opcionalmente, para facilitar
as contas posteriores. Em nosso exemplo, é conveniente dividir a segunda linha
por 2 e a terceira linha por 5:

0 4 =6 —6| 6ot |0 2 -3 -3
0 5 10 —15 —15| g1 |0 1 2 -3 -3
0 -3 6 4 9 0 -3 -6 4 9
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Passo 5: “Zerar” os elementos abaixo do pivo:

0 2 =3 3| st |0[1]2 -3 -3
0 1 2 =3 —3| tastarsee [0 00 0 0
0 -3 6 4 9 000 -5 0

Chegamos, finalmente, ao passo 6: “Cobrir” a linha que contém o pivo e as
linhas acima dela, e aplicar o processo todo, novamente, a submatriz restante.
Em nosso exemplo, temos que cobrir a linha 2, que contém o pivd “da vez”. A
linha 1, que esta acima dela, permanece coberta também:

0 0

0
0 -5 0

0 0
0 0

Agora, retornamos novamente ao passo 1! As trés primeiras colunas sao sé de
zeros, entao a nova coluna-pivo sera a quarta:

0 0

000
00 0[-5] 0

Passos 2 e 3: O novo pivo é, necessariamente, o —5 na coluna destacada acima
(um elemento zero nunca pode ser pivo). Temos, entao, que passar o pivo para a
primeira linha disponivel, que é a linha 3 (as linhas 1 e 2 estao “indisponiveis”):

Zg(—)f;l
=
000 0 0 000 0
000 0 000 0 0
O processo terminou, porque chegamos a uma matriz escalonada. De fato, o
passo 4 é opcional, e o passo 5 ¢ desnecessario, pois ja temos um zero no unico
elemento abaixo do pivo . Ao aplicar o passo 6, cobrimos a terceira linha (a

do pivd). O que sobra é uma linha s6 de zeros. Dessa forma, obtivemos a matriz
escalonada

4 5 =9 =7 B ox x x x
0[1]2 -3 -3 . 10 B % % o«

C= 00 0 ol cua forma geral é 000 B x (1.14)
000 0 O 00000

Perceba que os pivos tornam-se os elementos lideres na forma escalonada. Dei-
xamos os pivos em destaque, pois eles serao usados, novamente, abaixo.
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1.5.2 Obtencao da forma escalonada reduzida

A matriz C, que obtivemos acima, é linha-equivalente & matriz A de (1.13).
Ela esta em forma escalonada, mas nao estd na forma escalonada reduzida. Ve-
remos, adiante, que podemos extrair muita informagao sobre uma matriz anali-
sando qualquer uma de suas formas escalonadas (nem sempre é necesséario chegar
a forma reduzida).

As vezes, no entanto, é necessario obter a forma reduzida. E facil, por exem-
plo, “ler” o conjunto-solucao de um sistema linear a partir da forma escalonada
reduzida de sua matriz completa (como vimos na se¢do 1.4). Mas nao é tao facil
fazer essa “leitura” a partir de uma forma escalonada qualquer.

Para obter a forma escalonada reduzida de uma matriz, primeiro, encontramos
uma forma escalonada qualquer (para isso, aplicamos os passos descritos acima).
Em seguida, aplicamos o seguinte passo adicional:

Passo 7: Use operacoes de substitui¢do (¢; — ¢; + al;) para “zerar” todos os
elementos acima de cada pivd. Recomendamos que vocé comece com o pivo mais
a direita da matriz, e prossiga, de pivd em pivo, da direita para a esquerda.
Proceder nesta ordem reduz a quantidade total de calculos. Para cada pivo que
for diferente de 1, use uma operacao de reescalonamento em sua linha para que
ele se torne 1.

Se desejar, use operagoes de reescalonamento de linhas (¢; — af;), antes das
operacoes de substituicao, para facilitar as contas. Mas lembre-se de reescalonar
as linhas no final para que todos os pivos fiquem iguais a 1.

Vamos aplicar o passo 7 & matriz escalonada C' que obtivemos em (1.14).
Comecamos com o pivo mais a direita, como sugerido, que é o da quarta
coluna. Para facilitar as contas, vamos reescalonar a linha do pivd para que ele
se torne | 1] (de toda a forma, seria necessério fazer isso mais adiante):

45 -9 -7 145 -9 -7
12 =3 3| 6o-16 |01 2 -3 -3
0 0[=5] 0 "looo [1] o
0

0 0 O 000 0 0

Agora, vamos zerar as entradas acima do pivé “da vez”. Indicamos o “pivd da
vez” pela caixa preta. Os outros pivos tem caixa mais clara.

145 -9 -7 4 5 0 -7

01 2 -3 -3 01—01+9¢3 0 -3

1
01 2

000 0| tastatses |0 0 0[1] 0
000 0 0 0000 0

O proximo pivo, indo da direita para a esquerda, é o na segunda coluna.
Zeramos a entrada acima dele:

11450 —7 10 30 5
0[1]2 0 =3| ssriae |0 [1] 2 0 =3
0001 0 "loo o1 o
0000 0 00 00 0
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Capitulo 1. Sistemas Lineares e Escalonamento de Matrizes

Se tivéssemos comecado com este pivo, neste passo teriamos que fazer contas na
quarta coluna. E por isso que é melhor seguir da direita para a esquerda.

O proximo pivo, a esquerda, € o|1|da primeira coluna. Mas nao hé elementos
acima dele para zerar! Como todos os pivos ja sdo iguais a 1, ja obtivemos a forma
escalonada reduzida da matriz A de (1.13):

1] o0 -3
0
0

B= (1.15)

coo
o o
oHoo
o

1.6 Posicoes e colunas-pivo

Compare a matriz C' de (1.14) com a B de (1.15), e note que as posi¢oes
dos elementos lideres de cada linha ndo mudaram. Nao é dificil perceber que as
posicoes dos lideres nunca mudam quando passamos por operagoes-linha de uma
forma escalonada qualquer para a forma escalonada reduzida. Como menciona-
mos antes, cada matriz tem uma tnica forma escalonada reduzida.

Dessa discussao, segue o seguinte fato fundamental: As posicoes dos elementos
lideres sdo sempre as mesmas em qualquer uma das formas escalonadas de uma
dada matriz. Essas posi¢oes sao chamadas de posi¢oes-pivo da matriz, pois os
elementos nessas posi¢oes sao usados como pivos no processo de escalonamento.

Uma coluna que contém uma posicao-pivé em uma matriz é chamada de
coluna-pivo, como vocé deve ter observado na se¢ao anterior. As demais colunas
sdo chamadas de colunas nao-pivo.

Exemplo 1.6
Localize as posi¢oes-pivo da matriz A de (1.13) (pagina 13). Quais sdo as colunas-
pivd de A? Quais sdo as colunas nao-pivo?

Solucao: Temos que determinar as posi¢oes dos elementos lideres em uma forma
escalonada (qualquer) de A. Na secao 1.5.1, ja encontramos uma forma escalo-
nada de A, a saber, a matriz C' de (1.14), que repetimos abaixo:

(1]4 5 -9 -7 B« % % x
_lofi]2 -3 -3 . N B
C = 000 NE cuja forma geral é 000 & x

000 0 0 00 00O

Os elementos lideres de C' estao destacados, e suas posi¢oes sao aquelas assi-
naladas por B na “forma geral”. FEstas sdo as posi¢oes-pivo de A, destacadas
novamente abaixo, na prépria matriz A. As colunas-pivo de A sdo, portanto, a
primeira, a segunda, e a quarta (hachuradas abaixo); a terceira e a quinta sao
colunas nao-pivo.
0] -3 -6 4 9
Ao |t -1 3 1
1 B -1

1 4 5 =9 -7
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]

E importante entender que os conceitos de posicao-pivo e coluna-pivd séo
definidos para qualquer matriz, e nao apenas para matrizes em forma escalonada.
Apesar de ndo ser uma matriz escalonada, a matriz A do exemplo acima tem
posicoes-pivd bem definidas—sé que foi necessario escalonar para “desvenda-
las”. As posi¢oes-pivo de uma matriz escalonada, por outro lado, sdo evidentes:
sao as posigoes dos elementos lideres.

Observe, também, que nao é necessario obter a forma escalonada reduzida
de uma matriz para determinar suas posi¢oes-pivo: basta encontrar uma forma
escalonada qualquer. No exemplo acima, usamos a matriz escalonada C, que nao
é reduzida, para localizar as posi¢oes-pivo de A.

As posigoes e colunas-pivo tém papel central na analise de diversas questoes
de algebra linear, como veremos nas segoes a seguir e nos proximos capitulos.

1.7 Resolucao de sistemas lineares

Nesta secao, vamos voltar ao tema que motivou todo este capitulo: a resolugao
de sistemas lineares. Resolver um sistema significa obter uma descri¢ao de seu
conjunto-solucao, ou determinar que o sistema nao tem solucao alguma. Vamos
comecar com dois exemplos que vao nos auxiliar na abordagem de novos conceitos
e que servem, também, para recapitular os ja estudados.

Exemplo 1.7
Vamos resolver o seguinte sistema:

$1+21’2+21’3— I4:17
—X — 21’2 + xr3 — 85(34 4 (116)
201 + 4x9 + x3 + Txy = 13

Atacamos este problema usando o método de escalonamento desenvolvido neste
capitulo. Incialmente, escrevemos a matriz completa associada ao sistema:

1 2 2 —1|17
G=|-1 -2 1 =8| 4
2 41 7]13

Vamos, agora, escalonar a matriz completa G-

1] 2 2 -1 17
-1 -2 1 -8 4
2 41 7 13

l3—03—201

Lobth g 0 [3] -9 21| —
00 9

l3—l3+Lo
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Passamos a forma escalonada reduzida:

Esta ultima matriz, que chamamos de H, representa o sistema

T + 2%2 + 5$4 =3
x3 — 3wy =7 (1.17)
0 =0.

Por ser toda de zeros, a tultima linha de H representa a equacao 0 = 0, que
podemos descartar sem perder informacao alguma.

Como as matrizes G e H sdo linha-equivalentes (H foi obtida de G por
operagoes-linha), o sistema (1.16) € equivalente ao sistema (1.17), isto é, es-
ses dois sistemas tém o mesmo conjunto-solucao. Usamos, aqui, o teorema 1.4
da pagina 8.

Nosso problema se reduziu, portanto, a achar o conjunto-solugao de (1.17).
Mas este sistema é muito simples, visto que a matriz H que o representa esta na
forma escalonada reduzida.

Observe que as variaveis x; e x3 correspondem a colunas-pivo da matriz H,
ou da matriz G, enquanto z, e x4 correspondem a colunas nao-pivd. E facil
constatar estes fatos simplesmente olhando para a matriz H. E usual, neste caso,
estabelecer z1 e x3 como wvaridveis bdsicas (ou dependentes); e xg € T4, COMO
varidveis livres.* Escrevendo as varidveis dependentes z; e z3, em termos das
variaveis livres xo e x4, obtemos

T, = 3— 2332 - 5374,
xo € uma variavel livre,
T3 = 7+ 31‘4,

x4 € uma variavel livre.

(1.18)

Com um pouco de pratica, fica facil “ler” (1.18) diretamente da matriz H, sem a
necessidade de escrever o sistema (1.17).

Concluimos que (1.18) descreve o conjunto-solucao do sistema (1.16). Esse
sistema tem uma infinidade de solu¢des: uma para cada par de valores arbitrado
para as variaveis livres x5 e x3. Ja haviamos nos deparado com um caso se-
melhante: reveja o sistema (1.9), na pagina 9, e seu conjunto-solugao descrito
em (1.10).

4Esses conceitos serdo esclarecidos na subsecdo a seguir.
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1.7. Resolucao de sistemas lineares

Exemplo 1.8
Consideramos o sistema:

Ty — 2$3 = -3
201 + 329 — a3 = 1 (1.19)
6x1 + Tzxe + 23 = 11

Para resolver este sistema, seguindo a estratégia anterior, escalonamos a matriz
completa associada:

01 —2]-3 2] 3 —1] 1
2]3 —1| 1| 225 |0 1 —2|-3] —
6 7 1|11 6 7 1|11

2 3 —1 1 23 —1 5)
l3—F03—301 O _9 _3 l3—03+205 0 1 =92 _3
0

—2 4| 8 00 0 2]

Obtivemos uma forma escalonada, e, neste caso, nao é necessario chegar a forma
escalonada reduzida. Observe que a terceira linha da matriz escalonada representa
a equagdo 0 = 2 (0x1 +0xy + 0x3 = 2). Esta equagao jamais podera ser satisfeita,
nao interessa quais sejam os valores de x, x2 e x3. Portanto, o sistema (1.19) é
impossivel, isto é, nao tem solugdo. Em outras palavras, o seu conjunto-solugao
é vazio.

Resolvemos, portanto, os sistemas (1.16) e (1.19). No exemplo 1.7, obtivemos
uma descricao do conjunto-solu¢ao do primeiro, e, no exemplo 1.8, concluimos
que o segundo sistema nao tem solucao alguma.

Vamos, a seguir, estudar mais cuidadosamente descri¢oes tais como (1.18),
formalizando os conceitos de varidveis “basicas” e “livres”. Na subsecao 1.7.2,
abordaremos a questao fundamental de determinar se um dado sistema tem ou
nao solugao. Por ora, chamamos a atencao do leitor para a equagao “problema-
tica” 0 = 2, que encontramos no exemplo acima. Ela ¢é tipica de um sistema
impossivel. Aprofundaremos esta questao na secao 1.8.

1.7.1 Descricoes paramétricas de conjuntos-solucao, va-
riaveis basicas e livres

Descrigoes do tipo (1.18) ou (1.10), na pagina 9, em que “variaveis basicas”
sao dadas em termos de “variaveis livres”, sao chamadas de descrigoes paramé-
tricas de conjuntos-solucao, pois as variaveis livres também podem ser chamadas
de “parametros livres”.

Reveja a passagem de (1.17) para (1.18) no exemplo 1.7. Poderiamos refor-
mular (1.18) escolhendo, por exemplo, 1 e x5 como varidveis livres, e escrevendo
Ty e x4 em termos delas.” Poderfamos, também, escolher z; e x4 como varidveis

5Isso iria requerer mais algumas contas simples.
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livres, e escrever x5 e x3 em termos delas. No entanto, x3 e x4 nunca poderiam ser
simultaneamente livres, pois uma estd amarrada a outra pela relagao r3—3x, = 7.

Ha uma certa liberdade de escolha, portanto, ao classificarmos variaveis como
dependentes ou livres. A escolha que adotamos, por convencdo, é que as variaveis
basicas, ou dependentes, sejam aquelas que correspondam as colunas-pivo da
matriz de coeficientes de um dado sistema, e as demais sejam as variaveis livres.
Lembre que é necessario escalonar uma matriz para que se possa “desvendar”
quais sao as colunas-pivo!

Vejamos, novamente, o exemplo 1.7. As colunas-pivé da matriz completa G
sao a primeira e a terceira, como fica claro ao examinar a matriz H, que é uma
forma escalonada de G. Estabelecemos, portanto, que as variaveis z; e x3 sdo
basicas. As variaveis x5 e x4 correspondem a segunda e a quarta coluna de G,
respectivamente, que sao colunas nao-pivo. Estas varidveis, portanto, sao livres.

A quinta coluna de G é nao-pivo, mas ndao corresponde a uma varidvel livre.
De fato, a ultima coluna de G nao corresponde a variavel alguma: esta é a coluna
associada aos termos independentes do sistema (1.16) (ver segao 1.2).

A classificacao de varidveis em basicas ou livres s6 tem sentido no caso de siste-
mas possiveis. Portanto, nao faz sentido classificar as variaveis do sistema (1.19).
Isso porque o conjunto-solucao de um sistema impossivel é vazio, portanto, nao
tem descrigao paramétrica.

Vamos examinar mais dois exemplos para fixar essas ideias.

Exemplo 1.9
Classifique cada variavel do sistema abaixo como basica ou livre, e obtenha uma
descricao paramétrica de seu conjunto-solucao.

—3x9 — 63 + 44 = 9
—$1—2ZE2— JJ3+3I4: 1
—21’1 — 31’2 + 3ZE4 = —1
r1 + 4xy + bxs — 9xy = =7

(1.20)

Solucao: Usando a mesma estratégia do exemplo 1.7, comecamos escalonando a
matriz completa associada ao sistema. Observe que a matriz completa de (1.20)
é exatamente a matriz A de (1.13), na pagina 13. Ja aplicamos o algoritmo de
escalonamento a A na se¢do 1.5, e obtivemos a matriz B, dada em (1.15):

0 -3 -6 4 9 0 -30 5
_1 _2 _1 3 1 escalonamento 0 2 O _3
A — > B =
-2 =3 0 3 —1 (ver secao 1.5) 0 0 0 0
1 4 5 =9 =7 00 00 O
Assim, o sistema (1.20) é equivalente ao sistema associado a B:
T — 31‘3 = 5
Ty = 0

Acima, descartamos a equacao 0 = 0 representada pela tltima linha de B.

22 Jones Colombo e José Koiller (texto em preparacio)



1.7. Resolucao de sistemas lineares

As varidveis x1, xo e x4 correspondem as colunas-pivd da matriz A (ver se-
¢ao 1.6, em particular o exemplo 1.6), portanto, estabelecemos que estas sao as
variaveis bdsicas. A variavel x3 corresponde a uma coluna nao-pivé de A, por-
tanto, xsg é livre.

Escrevendo as variaveis basicas 1, z9 € x4 em termos da variavel livre xs,
obtemos uma descrigdo paramétrica do conjunto-solugao de (1.20):

T, = o+ 31’3,

Ty = —3 — 2x3,
y MRS (122)

xr3 € uma variavel livre,

x4:0.

O sistema (1.20), mais uma vez, tem uma infinidade de solugdes: uma para cada
valor arbitrado (“chute”) para variavel livre x3. O

Nem todo sistema linear, ainda que possivel, tem variaveis livres.

Exemplo 1.10
Vamos revisitar, brevemente, o “primeiro exemplo” da se¢ao 1.2 (pagina 4):

xr1 — 41’2 + T3 = 0
3y — 6x3 = —3 (1.23)
—3xr; + 1429 — 6253 = 2

Vimos que a matriz completa deste sistema e sua forma escalonada reduzida sao
dadas por

1 —4 1] 0 (1] 0 0|24

0 3 _6|_-3 escalona~mento N 0 0 7| (124>
3 14 —¢ 9 (ver secdo 1.2) 0 0 4

Todas as colunas da matriz de coeficientes do sistema sdo colunas-pivo, isto €,
as colunas associadas a 1, rs e x3 sdo colunas-pivo (a tltima coluna da matriz
completa ndo faz parte da matriz de coeficientes). Por esta razao, ndo hé variaveis
livres neste exemplo, e o sistema (1.23) possui uma dnica solugao, dada por

T = 24,
Ty =1, (1.25)
T3 = 4.

Podemos chamar (1.25) de descrigdo paramétrica do conjunto-solu¢ao do sis-
tema (1.23), apesar de a terminologia ser um tanto artificiosa neste caso. Como
o sistema (1.23) ndo tem varidveis livres, ndo hd “pardmetro” algum em (1.25).

1.7.2 Sistemas possiveis versus impossiveis

Nossa estratégia para resolver o sistema (1.16) do exemplo 1.7 foi a seguinte:
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(a) escrever a matriz completa G associada ao sistema;
(b) obter sua forma escalonada reduzida H;
(c) extrair de H uma descrigdo paramétrica do conjunto-solugao.

Usamos a mesma estratégia nos exemplos 1.9 e 1.10. Os sistemas destes trés
exemplos sao todos possiveis. Todos tém ao menos uma solucao. Note que o
sistema (1.23) tem exatamente uma solucao, e os sistemas (1.16) e (1.20) tém
uma infinidade.

Por outro lado, ao escalonar a matriz completa do sistema (1.19) do exem-
plo 1.8, obtivemos uma linha igual a [0 00 ‘ 2], que representa a equagao
“problematica” 0x1 + 0z + 0z3 = 2 (ou 0 = 2). Concluimos, imediatamente, que
o sistema em questao é impossivel: nao tem solucao alguma.

Isso motiva o seguinte critério para determinar se um dado sistema é ou nao
possivel.

Proposicao 1.11
Se uma forma escalonada da matriz completa de um sistema linear tem uma linha
do tipo

[O 0 --- 0 l} . com W diferente de zero, (1.26)

entdo o sistema € impossivel. Se, do contrario, uma forma escalonada da matriz
completa nao tem nenhuma linha deste tipo, entao o sistema é possivel.

Demonstracao: Se uma forma escalonada da matriz completa de um sistema tem
uma linha do tipo acima, podemos imediatamente concluir que tal sistema é
impossivel. Essa linha representa a equagao 0 = M, que jamais serd satisfeita (é
uma equacao do tipo 0 = 2).

Por outro lado, se uma forma escalonada da matriz completa de um sistema
nao tem uma linha do tipo acima, entao podemos, sem nenhum impedimento,
determinar o valor de cada varidavel béasica ou escrevé-la em termos das varia-
veis livres (se houver alguma). O resultado serd uma descrigdo paramétrica do

conjunto-solucao. O]

O método recomendado para obter uma descricao paramétrica do conjunto-
solucao, no caso de um sistema possivel, é aquele delineado no inicio desta sub-
secao: passar a forma escalonada reduzida da matriz completa, como fizemos nos
exemplos 1.7, 1.9 e 1.10. O procedimento geral é resumido na subsecao abaixo.

1.7.3 Procedimento para a resolugao de sistemas

Lembre que resolver um sistema linear significa obter uma descri¢do de seu
conjunto-solu¢do (uma descrigdo paramétrica, por exemplo), ou, entdo, concluir
que o sistema é impossivel. Abaixo, apresentamos um procedimento sistematico
(um algoritmo) para resolver um dado sistema. Para estudé-lo, use os exemplos
anteriores desta secao como guias.

Passo 1: Escreva a matriz completa do sistema.

Passo 2: Obtenha uma forma escalonada da matriz completa, usando o algoritmo
visto na subsecao 1.5.1. Nao é necessério, por ora, chegar a forma reduzida.
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Passo 3: Se houver uma linha do tipo (1.26) na matriz obtida, o sistema é
impossivel (conforme a proposi¢do 1.11). Neste caso, o procedimento termina
aqui. Caso contrario, siga para o proximo passo.

Passo 4: Obtenha a forma escalonada reduzida da matriz completa, usando o
algoritmo visto na subsecao 1.5.2.

Passo 5: Escreva o sistema de equacoes representado pela matriz obtida no passo
anterior. (Este passo é dispensdvel. Com um pouco de prética, é facil passar
diretamente ao passo 6, pulando o 5.)

Passo 6: Obtenha uma descricdo paramétrica do conjunto-solugao. Isso é feito
reescrevendo cada equagao nao-nula (que nao seja do tipo 0 = 0) do passo an-
terior, de forma que a variavel basica envolvida seja expressa em termos das
variaveis livres (se houver alguma).

1.8 Existéncia e unicidade de solucao

Nesta se¢ao, abordaremos o resultado anunciado na introducao do capitulo:
um sistema linear qualquer ou tem exatamente uma solugao, ou nao tem solugao
alguma, ou tem uma infinidade de solugoes. Isso ja foi praticamente demonstrado
na se¢ao anterior. SO falta sistematizar as ideias e enunciar os resultados.

Observagao

Queremos fazer um breve comentario sobre terminologia. Dada uma classe de proble-
mas matemaéticos (sistemas lineares, por exemplo), duas questdes naturais, frequente-
mente, se colocam: Sob quais condigbes um problema particular da classe terd alguma
solucao? Nos casos em que hé solugdo, sob quais condigdes adicionais (talvez, mais res-
tritas) havera uma tinica solucao, e sob quais condigoes haverd mais de uma? A primeira
questao é chamada de um problema de existéncia, ja que queremos saber quando é que
uma solucdo existe. A segunda chama-se um problema de unicidade, j4 que queremos
saber quando é que uma solucdo tem a qualidade de ser tnica. O mundo matematico é
cheio de “teoremas de existéncia e unicidade”, referentes aos mais variados problemas.
Ao final desta se¢do, veremos um exemplo referente ao caso de sistemas lineares.

1.8.1 Existéncia

Na proposicao 1.11 da segdo anterior, estabelecemos um critério para deter-
minar se um sistema possui solugao. Tal critério baseia-se na (ndo) ocorréncia
de uma “linha problemética” do tipo (1.26), em uma forma escalonada da matriz
completa do sistema.

Este ja é um critério satisfatorio para determinar a existéncia, ou nao, de
uma solugao para um sistema linear. Mas desejamos reformulé-lo em termos das
colunas-pivo da matriz completa do sistema.
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Y

Considere as matrizes escalonadas “genéricas’

0 B * % * % |x%
B ox *x|x% B o+ * x| 0O 0 B x * x|
O B x|x[, |00 B x|x[ e 00000 ||, (1.27)
0 0O m|x 00 0 m|=x 000 O0O0O0]|O0

000 O0O0O0]|O0

e interprete cada uma como a matriz completa de um sistema linear (ou linha~
equivalente a tal matriz). As matrizes acima representam sistemas possiveis, ja
que nenhuma tem uma linha do tipo (1.26). J4 as matrizes

0O B x % *x *|=x
B o« | * B o+ *x % |* 0 0 B x % *x|=x
O m|*x |, |00 ®x*x|x|[e|00O0O0O0 B|=x* (1.28)
0 O|nm 000 O0O'n 000 O0O0O|nm

000 O0O0O0|O0

correspondem a sistemas impossiveis, ja que elas possuem linhas do tipo (1.26),
representando equacoes do tipo 0 = B. Lembre que B representa um numero
diferente de zero. Em cada matriz, a “linha probleméatica” esta hachurada.

Examine as matrizes acima, dando atencao especial a ultima coluna de cada
uma. As matrizes de (1.27) nao possuem “linhas problematicas”, e, em cada uma
delas, a ultima coluna ¢é ndo-pivd. Em contrapartida, todas as matrizes de (1.28)
apresentam “linhas problematicas”, e, em cada uma, a ultima coluna ¢ pivo. O
exercicio P1.13 pede que vocé deduza o seguinte fato geral: A wltima coluna de
uma matriz qualquer (escalonada ou nao) é pivé se e somente se uma de suas
formas escalonadas tem uma linha do tipo (1.26).

A proposicao abaixo é completamente equivalente a proposicao 1.11, em vista
dessas observacoes.

Proposicao 1.12
Um sistema linear é possivel se e somente se a ultima coluna de sua matriz
completa (a dos termos independentes) nao é uma coluna-pivo.

Enfatizamos que, para determinar se um sistema é possivel, nao é necessario
obter a forma escalonada reduzida de sua matriz completa. Basta chegar a uma
forma escalonada qualquer para aplicar o critério da proposicao acima.

1.8.2 Unicidade

Vimos que o sistema do exemplo 1.9 tem uma infinidade de solugbes: cada
valor que for escolhido (ou “chutado”) para a variavel livre x3 leva a uma solugao
diferente. O exemplo 1.7 é semelhante, mas, neste caso, ha duas variaveis livres:
obtém-se uma solugao diferente do sistema (1.16) para cada escolha de valores
das variaveis x5 € x4.
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O sistema do exemplo 1.10, por outro lado, nao possui variaveis livres, e,
assim, o sistema tem uma unica solucao. Em outras palavras, o conjunto-solucao
tem apenas um elemento.

Tendo esses exemplos por base, nao ¢ dificil formular as seguintes ideias gerais.
Um sistema linear possivel ou tem pelo menos uma varidvel livre, ou entdo nao
tem varidavel livre alguma. Claramente, ndo hé outra alternativa. Se o sistema ti-
ver pelo menos uma variavel livre, entao ele tera uma infinidade de solugdes: uma
para cada “chute” da(s) varidvel(eis) livre(s). Se o sistema ndo tiver nenhuma
variavel livre, entao ele terd uma tnica solugao. Salientamos que esta discussao
refere-se, por hipdtese, a um sistema possivel.

Considere, por exemplo, as matrizes escalonadas

. (1.29)

S O .
S H ¥
W x X
EOE S
SO OO m
S O M ¥
O H *x ¥
S ¥ Xk X
oo O m
S O W o*x
S O ¥ ¥
[eviNeviNenly |
S O m X
S H X X
W X X X
EOE N

e, mais uma vez, interprete cada uma como a matriz completa de um sistema
linear. As matrizes acima representam sistemas possiveis que nao tém variaveis
livres: Em cada caso, todas as colunas da matriz de coeficientes contém uma
posi¢ao-pivd, portanto, todas as varidveis sio bdsicas (veja a subsegdo 1.7.1).
Acima, a ultima coluna de cada matriz completa é ndo-pivd, mas ndo faz parte
da matriz de coeficientes. Lembre-se de que a linha vertical destaca a matriz de
coeficientes da coluna dos termos independentes.
Em contrapartida, as matrizes

g« B« B x x| x 0O m|* 0O B * *x|=x
00 B« 0 00 00 B |+
8;;;’0000’ 00lol ¢ |o0oooo0lo 30
00 0|0 0 0l0 00000

representam sistemas possiveis que tém varidveis livres. As colunas associadas as
variaveis livres estao hachuradas. Elas sdo as colunas nao-pivo em cada matriz de
coeficientes (ver subsegao 1.7.1). No sistema representado pela primeira matriz
acima, por exemplo, a variavel xg é livre. No caso do sistema representado pela
ultima matriz, as variaveis livres sao z1 e x4. Note que, em cada uma dessas
matrizes, a ultima coluna nao estd hachurada. Apesar de serem nao-pivo, essas
colunas ndo correspondem a varidveis livres! Elas nao correspondem a variavel
alguma, ja que, repetimos, nao fazem parte da matriz de coeficientes.

Para determinar se um sistema possivel tem variaveis livres, portanto, basta
determinar se ha colunas nao-pivd em sua matriz de coeficientes.

Por fim, as matrizes

(1.31)

S O m
S m X
W X X%
S O .
S O ¥
S m X
S ¥ ¥
W % %
@
SO O m
S O M ox
SO ¥k *
S O ¥ *
S H x X
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representam sistemas impossiveis: as linhas hachuradas sao “problematicas”. Ob-
serve, também, que, em cada matriz, a tltima coluna é pivo. A classificagao das
variaveis em béasicas ou livres é irrelevante nestes casos.

Em resumo:

e As matrizes em (1.29) representam sistemas com soluc¢ao unica (sistemas
possiveis, sem varidveis livres). Em outras palavras, o conjunto-solugao de
cada um desses sistemas tem um tnico elemento.

e As matrizes em (1.30) representam sistemas com uma infinidade de solugoes
(sistemas possiveis, com varidveis livres). O conjunto-solugao de cada um
desses sistemas tem uma infinidade de elementos.

e As matrizes em (1.31) representam sistemas sem solugdo alguma (sistemas
impossiveis). O conjunto-solucao de cada um deles é vazio, ou seja, nao
tem elemento algum.

1.8.3 Teorema de existéncia e unicidade de solucao

Sintetizamos, abaixo, os resultados das duas tltimas subsecoes. Se vocé achar
confuso o enunciado do teorema abaixo, refira-se ao exercicio p1.14.

Teorema 1.13
Um sistema linear é possivel se e somente se a ultima coluna de sua matriz
completa nao € uma coluna-pivé (ver proposicio 1.12).

Um sistema possivel tem uma unica solugdo se e somente se todas as colunas
de sua matriz de coeficientes sdo colunas-pivé (neste caso, nao hd varidveis livres:
todas as varidveis do sistema sao bdsicas).

Se, do contrdrio, a matriz de coeficientes de um sistema possivel tem, pelo
menos, uma coluna nao-pivo, entao o sistema tem, pelo menos, uma varidvel
livre, e, portanto, uma infinidade de solugoes.

Um sistema linear, portanto, ou tem uma unica solu¢do, ou uma infinidade,
ou nenhuma. Para determinar em qual caso enquadra-se um dado sistema, basta
escalonar sua matriz completa e usar o teorema acima. O escalonamento é ne-
cessario para desvendar quais sdo as colunas-pivo da matriz completa. Observe,
mais uma vez, que basta obter uma forma escalonada qualquer: nao é necessario
chegar a forma reduzida. Ou seja, ndo é necessario aplicar todos os passos do
procedimento da subsecao 1.7.3, basta ir até o passo 2.

Observagdo

Talvez, vocé ainda nao tenha percebido todas as consequéncias do teorema acima, e sua
importancia na andlise de sistemas lineares. O teorema implica, por exemplo, que nao
hé sistemas lineares com ezatamente duas, trés ou, digamos, dezessete solugdes (um
sistema linear ou tem uma solu¢do, ou uma infinidade, ou nenhuma).

A situacdo é muito diferente no caso de sistemas nao-lineares. A equacao nao-linear

x? = 4, por exemplo, tem exatamente duas solucoes: z = 2 e x = —2. E a equacio

(x —1)(z —2)(x —3)--- (x — 17) = 0 tem dezessete solugdes (quais sao?).
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Exercicios propostos

P1.1. Verifique que o sistema (b) da introdugdo nao possui solugdes, e que o
sistema (c) possui uma infinidade delas.

P1.2. Verifique que as equagoes do sistema (c¢) da introdugdo representam a
mesma reta no plano (zq,xs).

P1.3. A primeira equagao do sistema (a) da introdugao corresponde a qual das
duas retas da figura 1.1(a)?

P1.4. Determine o ponto de intersecao entre as retas 2z;4+x, = 1 e 1 —2x9 = 13.

P1.5. Descreva a intersecao entre as retas 3r; — 2w = 4 e 6x1 — 4oy = 8. A
interse¢ao ¢é vazia? E um ponto? K uma reta?

P1.6. Determine quais das matrizes abaixo estdo em forma escalonada. Quais
estao na forma escalonada reduzida?

100 1 00 1000
(a) [0 2 0 () [0 1 0 (c)j0 100
0 0 3 0 0 1 0 0 0 1]
[0 0 O] [1 0 2 0] ]1‘(1)88
(d) [0 1 0 (e) [0 1 3 ()

00 1 0001 0 1 10
L . L . 0 0 1 1]
[0 1 0 0 [1 2 3 4] [1 0 1 1]
(g) [0 010 (h) [0 0 0 0 i) [0 0 2 2
0000 00 0 0 00 0 3
[1 0 0 [0 0 0 0] [1 2 3 4]
G) [0 0 1 k) [0 0 0 0 1) |0 56 7
010 00 0 0 0 0 0 8]

P1.7. Encontre uma forma escalonada de cada matriz abaixo. Indique as posic¢oes
e as colunas-pivo. Observacao: Nao é necessario obter a forma reduzida.

1 2 1 2
OF o[y 3
1 2 3 1 2 3
© |4 5 6 @ 4 5 6
7 8 9 9 12 15
2 1 4 4 17 [ 1 -2 -3 —7 —19
9 -3 12 —1 -2 0 0 2 4 16
| 5 3 o 1 _4 ® 14 s 2 0 _36
10 3 -2 —4 -1 2 0 1 -5
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P1.8. Obtenha, agora, a forma escalonada reduzida de cada matriz do exercicio
anterior. Aproveite o trabalho ja realizado.

P1.9. Em cada matriz abaixo, a posi¢ao destacada é uma posi¢ao-pivd? Justifi-
que cada resposta.

-3 -9 3 -9 3 5 —11
(a) | 4 12 [0] 20 (b) | -3 17
1 35 15 —6 —10 -2

P1.10. Determine quais dos sistemas abaixo sao possiveis. Para cada sistema
possivel, classifique as varidveis em basicas ou livres, e forne¢a uma descri¢ao
paramétrica do conjunto-solucao. Use o procedimento da subsegao 1.7.5.

$2—2$3: 7
(a) { o1 + @9 + 3x3 =11
ZL’1+3ZL’2— ZL‘3=25

4.251 — 31’2 -+ 26$3 = -5
(b) —r1 + To — 7%3 = 3
21’2 - 4%3 = 10

—41’1 + 4$2 + 31’3 — 22374 = 27
(¢) { =bxy + bry — dag — 1224 = 5
2:13’1 — 2372 + 85134 = 6

P1.11. Pense em cada matriz do exercicio P1.7 como a matriz completa de um
sistema. KEscreva cada um desses sistemas, e resolva-o. Dica: Aproveite o
trabalho ja realizado no exercicio P1.8.

P1.12. Considere o seguinte sistema de equagoes lineares:

1+ hres =2
3I1—2LU2:]€

Determine os valores de h e k tais que o sistema tenha (i) nenhuma solucao,
(i) uma tnica solugdo, e (iii) muitas solugoes. Dé respostas separadas para
cada parte, justificando cada uma.

P1.13. Mostre que a ultima coluna de uma matriz qualquer é uma coluna-pivo se
e somente se uma de suas formas escalonadas tem uma linha do tipo (1.26).

P1.14. Justifique as seguintes afirmativas, usando o teorema 1.13. (Este exercicio
é, simplesmente, uma reformulagdo desse teorema.)

(a) Um sistema linear nao terd solu¢ao alguma se e sé se houver uma
posicao-pivo na tultima coluna de sua matriz completa.

(b) Um sistema linear terd wma tnica solucio se e sé se houver uma
posicao-pivo em todas as colunas de sua matriz completa, exceto na
ultima coluna.

30 Jones Colombo e José Koiller (texto em preparacio)



Exercicios

(¢) Um sistema linear terd uma infinidade de solugoes se nao houver po-
sicao-pivo na ultima coluna de sua matriz completa e, além disso, nao
houver posicao-pivo em alguma outra coluna.

P1.15. Determine se cada afirmativa é verdadeira ou falsa. Justifique.

) Nem toda matriz possui uma forma escalonada.

) Nem toda matriz possui uma forma escalonada reduzida.

) Uma matriz pode ter muitas formas escalonadas reduzidas distintas.
)

)

2

(

(b
(
(d
(e

o

Uma matriz pode ter muitas formas escalonadas distintas.
Uma matriz pode ter uma tnica forma escalonada. Dica: Veja o exer-
cicio P1.6(k).

P1.16. Mostre que, se existe uma sequéncia de operagoes-linha que leva a matriz
A a matriz B, entdo existe uma sequéncia que leva B a A. Dica: Use a
proposicao 1.2.

P1.17. Se uma matriz A é linha-equivalente a B, e B é linha-equivalente a C,
entdo A e C' sdo linha-equivalentes. Justifique essa afirmativa.

P1.18. As matrizes dos itens (c) e (d) do exercicio P1.7 sdo linha-equivalentes?
Justifique. Dica: Use os dois exercicios anteriores, e aproveite o trabalho ja
realizado no exercicio P1.8.

P1.19. Justifique a seguinte afirmativa: O nimero de posi¢oes-pivo de uma ma-
triz ndo pode exceder o seu nimero de linhas, nem o de colunas.

Dicas: Reveja a definicao de posi¢do-pivd na secao 1.6, e também a defini-
¢ao 1.5, na pagina 10. Agora, reflita: Uma linha de uma matriz qualquer
pode ter mais do que um elemento lider? Uma matriz escalonada pode ter
dois elementos lideres na mesma coluna?

P1.20. Convenca-se de que as tnicas quatro formas escalonadas “genéricas” de
tamanho 2 x 2 sao
[ S
0 m’

0 0 B ox 0 m

0 o’ 0 o’ 0 0

P1.21. Existem exatamente 11 formas escalonadas “genéricas” de tamanho 2 x 4.
Escreva cada uma delas. Dica: Escreva aquela(s) com nenhuma posigao-

pivo, em seguida aquela(s) com uma, e finalmente aquela(s) com duas. Por
que é que o processo termina por ai?

P1.22. Mostre que um sistema linear com duas equagoes e trés variaveis ou nao
tem solucao alguma, ou tem uma infinidade de solugoes. Dica: Use o
exercicio anterior.
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Capitulo 2

Vetores e Combinacoes Lineares

2.0 Introducao

Neste capitulo, vamos estabelecer as “pedras fundamentais” da algebra linear.
Definiremos vetores, as operacoes de soma de vetores e produto por escalar e
o conceito importantissimo de combinacao linear. Em certo sentido, podemos
dizer que a teoria de algebra linear comeca aqui. Usaremos a teoria do capitulo
anterior ocasionalmente, mas, neste capitulo, sistemas lineares deixarao de ter
papel central.

A 1ltima secao deste capitulo contém uma discussao interessante, que sera
generalizada no capitulo 4. Dado um “espago ambiente”, caracterizamos os sub-
conjuntos de vetores que sao capazes de “gerar”, por combinacgoes lineares, todos
os outros vetores do espago. No decorrer do capitulo, o significado disso ficara
mais claro, e a importancia desses “conjuntos geradores” ficara evidente ao longo
do curso.

2.1 Vetores de R"

Um vetor de n coordenadas ¢ uma lista ordenada de n numeros, que,
usualmente, escrevemos em uma coluna. As listas

-3
/5],
V17

s
I
|
= Ot
[
@
<
I

por exemplo, sao vetores de duas e de trés coordenadas, respectivamente. Pode-se
pensar em um vetor como uma matriz de apenas uma coluna, com a ressalva de
que é mais usual chamar os nimeros em um vetor de componentes ou coordenadas
(a0 invés de entradas ou elementos, que é como chamamos os nimeros em uma
matriz, como vimos no capitulo 1).

Este texto tratarda quase exclusivamente de vetores cujas coordenadas sao
numeros reais, mas todos os conceitos e resultados se generalizam para vetores de
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coordenadas complexas.! Vetores e matrizes de niimeros complexos tém grande
importancia em algumas areas da fisica e da engenharia.

2.1.1 Notacao

Nimeros reais (ou complexos) em dlgebra linear sdo, usualmente, chamados de
escalares. O conjunto dos nimeros reais ¢ denotado por R, e o dos complexos
por C. Quando dizemos que “c é um escalar”, nossa intencao, geralmente, ¢é
enfatizar que ¢ é um numero, e ndo um vetor.

O conjunto de todos os vetores de n componentes reais é denotado por R". O
“R” indica que as componentes sao niimeros reais, e o “n”, o nimero de compo-
nentes. Em contrapartida, o conjunto dos vetores de n componentes complexas é
denotado por C".

O vetor u dado acima, por exemplo, ¢ um elemento de R?, enquanto v é um
elemento de R3. Em simbolos, escrevemos u € R? e v € R? (1é-se “u pertence a
erre-dois” e “v pertence a erre-trés”).

Neste texto, vetores serao denotados usando letras em negrito, como acima
com u e v. Escalares geralmente serdao representados por letras miniusculas em
tipo italico ou letras gregas. Matrizes serdo representadas por letras maiusculas
e, também, em tipo italico. Escreveremos, por exemplo,

B _ | |2 12
c=3, a = —9, X_LJ_[ 0] e A—{_g 0].

As componentes x; e x5 do vetor x sdo indicadas em italico, pois sdo escalares,
bem como os nimeros ¢ e a.

Chamamos o vetor de R" cujas componentes sao todas iguais a zero de vetor
zero, ou de vetor nulo, e denotamo-lo por 0,, (com o algarismo 0 em negrito).

Assim, 0y = [8} e 03 = [g], por exemplo. Quando nao houver ambiguidade,

podemos denotar o vetor zero de R™ por 0, simplesmente.?

A matriz de tamanho n x m cujas entradas sdo todas iguais a zero, chamada
de matriz zero ou de matriz nula, serd denotada por 0,x,, (com o algarismo
0 em itdlico), ou, simplesmente, por 0, quando nao houver ambiguidade quanto
ao seu tamanho.

2.1.2 Dimensao de R"

A nocao de “dimensao” é bastante usada fora do contexto matematico. Por
exemplo, diversos filmes hollywoodianos, atualmente, sdo filmados em “3D” (“trés
dimensdes”), e as diferengas entre exibigdes 2D e 3D sao evidentes. Outro exem-
plo sao as “imagens tridimensionais” do interior do corpo humano, obtidas via
tomografia computadorizada ou ressonancia magnética, que permitiram grandes

!Mas cuidado, porque, em alguns pontos da teoria, a generalizacio ao caso complexo requer
atencdo a certos detalhes. Alertaremos os leitores quando chegarmos a esses pontos.

2Mas cuidado para néo fazer confusdo, pois o vetor 0 de R™ ndo é a mesma coisa que o vetor
0 de R™, se n # m! O primeiro é uma lista de n zeros; o segundo, de m zeros.
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avancos em medicina diagndstica.® Em filmes de ficcio cientifica que envolvem
viagens no tempo, ja é cliché ouvir algum personagem (geralmente um estereé-
tipo de cientista) dizer que vivemos um em universo de “quatro dimensoes”: trés
dimensoes espaciais e uma dimensao temporal.

Gostariamos de definir precisamente o conceito de dimensdo, no contexto ma-
tematico. Isso, porém, s6 podera ser feito na se¢ao 4.3, pois ainda nao dispomos
da teoria necessaria. Por enquanto, convencionamos dizer que a dimensao de R™
é o numero inteiro ndo-negativo n. Assim, por exemplo, a dimensdo de R? ¢ 2, a
dimensdo de R® ¢ 5, e a dimensao de R'°17 ¢ 1017.

Veremos que esta convencao sera coerente com a definicdo de dimensao, mais
geral e rigorosa, da secao 4.3. Introduzimos a terminologia antecipadamente para
podermos usa-la e para nos habituarmos a ela.

A convencao acima também condiz com nossa percepcao intuitiva, coloquial,
de dimensdo. Como recordaremos na préxima subsecao, o conjunto R? pode ser
representado geometricamente por um plano, que é um objeto que consideramos
“bidimensional”. J4 o R? pode ser representado pelo espaco “tridimensional”.

Cuidado!

Enfatizamos que o conceito de dimensao é mais geral do que o apresentado acima,
e sera visto somente na se¢ao 4.3. Nao pense que, por ler meramente esta pequena
subsegao, vocé ja domina o conceito! (Esse aviso pode ser 1til para quem estiver
estudando de tltima hora para uma prova. . . )

2.1.3 Representacao geométrica

O leitor ja deve estar familiarizado com o sistema de coordenadas cartesianas
e com a representacao de vetores de R? ou de R? como “setas” no plano ou no es-
paco, respectivamente. Sendo assim, nao desenvolveremos essas ideias em detalhe
neste texto. Teceremos apenas alguns comentarios e apresentaremos exemplos, a
titulo de recapitulacao.

Na figura 2.1(a), o conjunto R? é representado geometricamente por um plano
coordenado. O sistema de coordenadas cartesianas nesse plano é determinado
pelos eixos x1 e x5 indicados. Cada vetor [55} de R? corresponde a um ponto de
coordenadas vy e vy com relagao aos eixos horizontal e vertical, respectivamente.
E mais intuitivo e usual, no entanto, representar vetores como setas no plano,
ao invés de pontos. Representamos, na figura 2.1(a), por exemplo, os vetores
u= [g}, v = [_g} ew = [_‘11]. Observe que os vetores sao sempre representados
por setas que partem da origem do sistema de coordenadas, ou seja, do ponto
cujas coordenadas sao iguais a zero. O vetor zero 0 é representado nessa figura
simplesmente como um ponto na origem (ja que nao é possivel desenhar uma seta
retilinea que comega e termina no mesmo ponto. .. ).

A representacao geométrica de R? ¢ feita de forma andloga, mas, nesse caso,
usa-se um sistema de coordenadas cartesianas em um espaco tridimensional. Na

3A construcdo de “imagens 3D” a partir de “fatias 2D” nesses exames, a propésito, envolve
métodos matematicos sofisticados. E, na base desses métodos, ha bastante dlgebra linear.

Jones Colombo e José Koiller (texto em preparacdo) 35



Capitulo 2. Vetores e CombinacGes Lineares

T3

Figura 2.1: Representacio geométrica de vetores em R? (a) e em R? (b).

figura 2.1(b), esse sistema é dado pelos trés eixos indicados, e representamos
geometricamente o vetor y = [?ﬂ :

Em resumo, um vetor pode ser pensado como uma “seta partindo da origem”
dentro de um “espago ambiente” (um plano, no caso de R?*; e um espaco tridi-
mensional, no caso de R3). A representagao é tdo natural que, as vezes, dizemos
coisas como “esta seta € o vetor x”, ao invés de “esta seta representa o vetor x”.

Observagao

Surpreendentemente, a ideia da representagao geométrica de vetores de R™ ¢ 1itil mesmo
quando estamos lidando com espacos de dimensao mais alta, isto é, quando n é maior
do que trés. Um vetor de R, por exemplo, pode ser pensado como uma seta partindo
da origem dentro de um “espaco ambiente de dimensao sete”. Ninguém é capaz de
visualizar diretamente um espago de dimensao sete, entdo, isso pode parecer muito
abstrato ou “viajante”. No entanto, a imagem de vetores como “setas” pode ser elu-
cidativa mesmo nesses casos. Logo adiante, na subsecdo 2.1.5, veremos um exemplo
disso. Podemos conceber que os vetores representados nas figuras 2.2 e 2.3 pertengam
a um espaco maior, e nao apenas ao plano da pagina.

2.1.4 Igualdade entre vetores

Dizemos que dois vetores sdo iguais quando suas componentes corresponden-
tes sdo todas iguais. Assim, se u e v sao dois vetores de R", entao

Uy = U1
Ug = V2
u=v ¢éuma forma sucinta de escrever (2.1)
Up = Un,
onde uq, Us, ..., U, € V1, Vg, ..., U, SA0 as componentes dos vetores u e v, res-

ectivamente. Os vetores [2] e [3]| de R? ndo sdo iguais (como dissemos, um
3 2 )

vetor é uma lista ordenada).
Para que dois vetores u e v sejam diferentes, basta que uma das componentes
de u seja diferente da componente correspondente de v. Em outras palavras,
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u # v é uma forma resumida de dizer que pelo menos uma das igualdades a
direita em (2.1) nao vale. Mas isso nao significa dizer que todas as componentes
de u e v sejam diferentes.

Observe que a igualdade a esquerda, em (2.1), é uma igualdade vetorial (entre
vetores), ao passo que as igualdades a direita sdo igualdades entre escalares (a
que ja estamos habituados).

2.1.5 Soma de vetores e produto de vetor por escalar

Dados dois vetores u e v de R", definimos a soma u -+ v como o vetor obtido
por meio da soma das componentes correspondentes de u e v, isto é,

(51 + U1
U9 + (%) n
u+v= . e R",
Uy, + Uy,
onde uqy, ug, ..., U, € V1, Vg, ..., VU, SA0, Mais uma vez, as componentes dos

vetores u e v, respectivamente. Enfatizamos que a soma u+ v é um elemento de

R™, ou seja, do mesmo conjunto onde residem u e v. Nao faz sentido somar um

vetor de R™ com um vetor de R™ quando n # m (esta operagao nao é definida).
Por exemplo, se

2 1 241 3
u=|-3| e v=| 3|, entdio u+v=|(-3)+3 =10
0 5 0+ (—5) o

Todos os vetores acima sdo elementos de R3.

A soma de dois vetores é representada, geometricamente, pela “regra do pa-
ralelogramo”, ilustrada na figura 2.2. Se u e v sao representados pelas setas indi-
cadas, que formam dois lados de um paralelogramo, entao o vetor-soma u + v é
representado pela seta que corre ao longo da diagonal do paralelogramo. Lembre-
se de que todos os vetores sao representados por setas que partem da origem O.

u+v

0
Figura 2.2: A “regra do paralelogramo” para a soma de dois vetores.

Dados um escalar o € R e um vetor v € R”, definimos o produto de v por
a, denotado por av, como o vetor obtido multiplicando cada componente de v
por «, ou seja,
vy

QU9 n
av = . e R".

vy,
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Assim, se
1 1 —4
a=-4 e v=| 3|, entdo av=(-4)| 3| =|-12
-9 -3 20

Geometricamente, o produto por « produz um “esticamento” de um vetor (se
|a| > 1) ou uma “contragao” (se |a| < 1). Se a é negativo, o produto av produz,
ainda, uma “inversao no sentido” do vetor v. A figura 2.3 ilustra um vetor v e
seus multiplos 3v, v e (—1)v. Podemos escrever —v ao invés de (—1)v.

3v

Figura 2.3: Representacao geométrica do produto de um vetor por escalares.

As operagoes de soma de vetores e multiplicacao por escalar podem ser com-
binadas de varias formas em uma expressao. Por exemplo, se x = [,%], y = [%}
ez=[}], entdo

om0 o ) o]
(3T B L -1 e

Dados dois vetores u e v, o vetor u + (—1)v é obtido, como indicado, multi-
plicando v pelo escalar —1 e somando o resultado a u. Chamamos esse vetor de
diferenga entre os vetores u e v, e escrevemos u — v ao invés de u + (—1)v para
simplificar a notacao.

As operagoes que definimos acima tém boas propriedades algébricas. Tradu-
zindo do “matematiqués”: é facil fazer e simplificar contas envolvendo as opera-
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goes que definimos acima, pois valem diversas propriedades “naturais” (ou “in-
tuitivas”).

Proposicao 2.1 (Propriedades algébricas das operagoes vetoriais)
Para quaisquer vetores u, v.e w de R" e quaisquer escalares o e [3, valem as
propriedades abaizo.

(a) u+v=v+u (f) (o + f)u=au+ fu
(b) (wtv)+w=u+(v+w) (g) a(fu) = (af)u

(c) u+0,=u (h) lu=u
(d)u—u=u+(-1l)u=0 (i) Ou=0

(e) a(u+v)=au+av (j) a0, =0,

E facil verificar as propriedades acima, e nao perderemos muito tempo pro-
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2.1. Vetores de R™

vando cada uma. Vejamos apenas a propriedade distributiva (e):

U1 + v1
U9 + Vo L
alu+v)=a . pela definicao de soma de vetores,
Uy, + Uy,
[ a(uy + v1)
a(ug + vy) o
= . pela definicao de produto por escalar,
a(u, + vy)
_ozul -+ avy
QUy + vy
= . pela propriedade distributiva dos ntimeros
: reais (aplicada em cada coordenada),
AU, + av,
-aul (6431
QU QU2 o
= o pela definicao de soma de vetores,
Uy, avy,
=au+ av pela definicao de produto por escalar.

Vocé pode verificar as outras propriedades por conta propria. A estratégia
é sempre a mesma: escrever os vetores coordenada por coordenada, e usar as
propriedades que vocé ja conhece para niimeros reais.

Em vista da propriedade (b), podemos escrever a soma (u + v) + w simples-
mente como u -+ v+ w, uma vez que a ordem em que somamos nao importa. Do
mesmo modo, uma soma da forma ((u + v) + w) + x pode ser reescrita como
u+v+w+x. Observacoes como essa simplificam muito os calculos e a notacao.
A expressao 2<3X -+ (—l)y) + 4z em (2.2), por exemplo, pode ser reescrita como
6x — 2y + 4z (usamos as propriedades (b), (e) e (g) para fazer esta simplificacao).

As operagoes de soma de vetores e produto por escalar sao as “pedras fun-
damentais” da algebra linear. Todos os demais conceitos serdao definidos, direta
ou indiretamente, em termos dessas operagoes. Um exemplo é o conceito de
combinacao linear, que sera o tema da préxima secao.

Observagdo

Por dispor das operacoes de soma, de produto por escalar, e das propriedades algébri-
cas listadas acima, o conjunto R™ é um exemplo de espago vetorial. Nao definiremos
esse conceito em toda sua generalidade, pois o nivel de abstracao exigido excederia os
limites propostos por este texto. Recomendamos o livro de Paul Halmos [1] aos leitores
interessados em um tratamento mais geral (e bem mais avangado!).
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2.2 Combinacoes lineares

Nesta secao, faremos uma breve introducao a um dos conceitos cruciais de
algebra linear. Esse assunto serd aprofundado na segao 2.5.

Definicao 2.2

Dados os vetores ay, as, ..., a,, de R" e os escalares ¢, co, ..., ¢, dizemos que
0 vetor

ciay + cag + - -+ + cpa, € R” (2.3)
¢ a combinacao linear de ay, ..., a, com pesos (ou coeficientes) ci, ... , ¢p.

Por exemplo, se a;, a, e az sdo vetores de R” (ndo interessa quais sejam suas
coordenadas), entao

6a; — 2as +4a3, a; —ap=1la; +(—1)ay+0a3 e 0a; + 0ay + 0az = 0y

sdo combinagoes lineares de aj, a; e ag (lembre que 07 é o vetor zero do R7). A
equacdo (2.2) da secdo anterior diz que o vetor [ _1§] ¢ a combinagao linear dos
vetores X, y e z com pesos 6, —2 e 4, respectivamente (verifique).

Dizer que um vetor b de R™ é uma combinacao linear de a;, ..., a,, é o
mesmo que dizer que b é gerado pelos vetores ay, ..., a,. Subentende-se que
seja gerado por uma combinacgdo linear desses vetores. Na secao 2.5, veremos
ainda outras maneiras de dizer isso,* e abordaremos o importante problema de
determinar quando é que um vetor é uma combinacao linear de outros vetores

dados.

Exemplo 2.3

Em uma sessao de gravagao musical profissional, os elementos de uma musica sao
gravados em “faixas” separadas (vocal, baixo, percussdo e piano, por exemplo).
A faixa musical completa é obtida pelo processo de “mixagem” (combinagao) das
faixas individuais. Essa “mixagem”, em sua modalidade mais simples, nada mais
¢ do que uma combinagao linear.

Vejamos um exemplo concreto. Na figura 2.4, exibimos quatro faixas de uma
gravacao da musica “Rock and Roll”, do conjunto Led Zeppelin: baixo elétrico,
bateria, guitarra e vocal.> Representamos em cada grafico, na realidade, um
segmento de apenas 40 milissegundos extraido da faixa correspondente.

Estes sinais de audio® podem ser representados por vetores de R™. De fato,
cada faixa da figura 2.4 foi gravada digitalmente a uma taxa de 44.100 amostras
por segundo (44,1 kHz). Cada trecho de 40 milissegundos contém, entao, 44.100 x
0,040 = 1.764 amostras. Os sinais ilustrados na figura, portanto, podem ser
representados por vetores de R'7%* que vamos denotar por b (baixo), p (bateria,
ou percussio), g (guitarra) e v (vocal).

4Essa, talvez, seja uma das principais causas de dificuldade na aprendizagem de &lgebra
linear: em varias insténcias, existem muitas formas diferentes de dizer a mesma coisa!

SInfelizmente, ndo conseguimos as faixas da gravacdo original. As gravacdes apresentadas
aqui foram feitas pela “banda-cover” Boot Led Zeppelin. (Um trocadilho com “bootleg”; que
descreve um artigo pirateado. .. )

60 significado de “sinal”, nesse contexto, serd dado logo a seguir.
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(a) baixo (b) bateria
T I T T 0.2 T T I T T
= 0.1 —
0.0 1‘[ ’ ~
|l
-0.1 -
1 I 1 I 1 70.2 1 I 1 I 1 I 1
20 30 40 0 10 20 30 40
(c) guitarra (d) vocal

Figura 2.4: Faixas de uma gravagao musical. Em cada grafico, o eixo horizontal
representa o tempo em milissegundos.
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Podemos obter uma faixa musical completa “mixando” os vetores b, p, g e
v por simples combinacao linear: ¢ib + cop + 38 + c4v. Os pesos ¢; a ¢y, neste
exemplo, representam os “volumes” de cada faixa. A arte de ajustar tais pesos,
de forma que os volumes relativos resultem em uma faixa musical harmoniosa,
pertence ao campo da engenharia de som.

Na figura 2.5, exibimos duas combinagoes lineares (duas “mixagens”) das fai-
xas individuais: (a) 3b+p+g+3v, e (b) b+ ip + 2g + ;v. Comparando,

0.5 T T T T 0.5 T T T T

0.0 — 0.0

_0‘5 1 I 1 I 1 I 1 _0.5 1 I 1 I 1 I 1
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40

(a) primeira mixagem (b) segunda mixagem
Figura 2.5: Duas “mixagens” das faixas da figura anterior.

atentamente, os graficos da figura 2.5 com aqueles da figura 2.4, é possivel ver que
0 “peso” (volume) relativo do baixo b é, realmente, maior na segunda mixagem do
que na primeira. Por outro lado, componentes de alta frequéncia, caracteristicas
da guitarra g e do vocal v, sao maiores na primeira mixagem.

Admitimos que as “musicas” representadas na figura 2.5 sao curtissimas: elas
tém duragao de apenas 40 milissegundos! Uma faixa de 4 minutos gravada a
taxa de 44,1 kHz teria 44.100 x 4 x 60 = 10.584.000 amostras, isto é, teria de ser
representada por um vetor de R10-584.000,

Observagdao

A algebra linear é utilizada intensivamente na area de processamento de sinais, que
lida com a representacdo e o tratamento mateméatico de dudio, de imagens, de video
e, genericamente, de “mensagens” ou medicoes de qualquer natureza. Na terminologia
dessa area, um “sinal” é uma representacao elétrica ou matematica de uma mensagem.
Os vetores b, p, g e v do exemplo anterior sdo, portanto, sinais de dudio, bem como
qualquer uma de suas combinagoes lineares.

2.3 O produto de matriz por vetor

Combinagoes lineares sao tao importantes, e serdao usadas com tanta frequén-
cia, que merecem uma notagao mais sucinta do que aquela empregada em (2.3).
O produto de uma matriz por um vetor, que definiremos abaixo, pode ser usado
para esse fim. Mais adiante, veremos outras interpreta¢oes importantes para o
produto matriz-vetor, e ficara claro que ele é mais do que uma mera conveni-
éncia de notacao. Por ora, no entanto, esta sera sua utilidade principal. Dessa
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maneira, a frase “uma notacdo compacta para combinacoes lineares” pode ser
pensada como o subtitulo desta secao.

E conveniente introduzir primeiro uma notacio para matrizes que destaque
suas colunas. Uma matriz n x m

aix Q2 - Aim
Q21 Q22 -+ A2,

A=| - , (2.4)
Ap1 Ap2 - Qpm

pode ser escrita “por colunas” como

A= [al as, --- am} , (2.5)
onde ay, ..., a,, sdo os vetores de R™ dados por
a1 a2 A1m
a a a
a; = :21 , Ay = :22 .., Ay, = Qm . (2.6)
an1 Qp2 Apm

E usual chamar os a; de “vetores-coluna da matriz A”. Compare (2.4) com (2.6)
e note que os a; sao, de fato, as colunas de A.

A matriz
1 2 —1
{—3 0 5} ’ (2.7)

por exemplo, pode ser escrita como [al a ag}, onde

sao seus vetores-coluna.
Agora podemos passar ao objetivo principal desta segao.

Definicao 2.4

Seja A uma matriz n X m com colunas dadas por a;, as, ..., a, e seja X um
vetor de R™ de coordenadas x1, x2, ..., Z,,. O produto de A por x, denotado
por Ax, é definido como a combinacao linear dos vetores ai, ..., a,, com pesos
L1, o vy Ty, iStO €,

Ty
Ax = [al ap, --- am} | = xa; +x0ag + - - - + xpa,. (2.9)
T

Note que o produto Ax é um vetor de R" (onde n é o nimero de linhas de A),
e que s6 esta definido quando o niimero m de componentes de x é igual ao niimero
de colunas de A. Verifique, também, que o produto Ax é nada mais do que uma
combinacao linear dos vetores-coluna de A (compare (2.3) com (2.9)).
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Exemplo 2.5
1 2 -1 2
Vamos calcular o produto da matriz {_3 0 5} de (2.7) pelo vetor | 3.
-1

Usando a definicdo acima, temos
1 2 -1 2 1 2 -1
S el el e [ -

_1 SENRERE|

E provével que vocé j4 tenha estudado o produto matriz-vetor no ensino médio.
A defini¢ao 2.4 talvez nao se parega muito com o produto que vocé ja conhece.
Mas nao fique confuso, pois a expressao (2.9) dada acima coincide com o produto
“habitual”. Vamos verificar isso, escrevendo Ax “por extenso”. Se A é a matriz
dada em (2.4), entao

11 Aiz2 - Qim x a1 a12 A1m

Q21 Qg2 -+ Q2m X2 21 a22 A2m
Ax = = + x5 + + X,

n1 Ap2 - Apm Tm an1 an2 Anm

a111 -+ 12T + -+ A1 Tm
A21T1 + Q229 + + - + A2y Ty,
— _ . (2.10)

Ap1T1 + Ap2T2 + -+ ApmTm

A primeira linha acima é simplesmente (2.9) reescrita (verifique!) e a tltima
igualdade segue diretamente da aplicagdo das operagdes vetoriais (veja a subse-
¢ao 2.1.5). Verifique, agora, que o vetor a direita, em (2.10), é precisamente o
produto Ax “habitual”.

Proposicao 2.6 (Propriedades algébricas do produto matriz-vetor)
Se A € uma matriz n X m qualquer, u e v sdo vetores de R™, e o € um escalar,
entdo valem as propriedades abaizo.

(a) A(lu+v)=Au+ Av (b) A(au) = cAu

E f4cil deduzir essas propriedades. Vamos verificar apenas (a), e deixamos
a verificacdo de (b) para o leitor (veja o exercicio P2.8). Se ay, ..., a, sao
as colunas da matriz A, e uq, ..., Uy, € vy, ..., U, Sa0, respectivamente, as
coordenadas de u e v, entao

A(u+v) = (ug +vi)ag + (ug + va)ag + - -+ + (U + V) an
= (wa; + ugay + - - + Updy,) + (V121 + v2as + - -+ + Vpay)
= Au+ Av.
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A primeira igualdade acima decorre diretamente da definigdo 2.4 (as coordenadas
de u+ v sd80 uy + vy, ..., Uy + vy); a segunda, das propriedades algébricas das
operagOes vetoriais; e a terceira, novamente, da definicao 2.4.

Aplicagoes repetidas dessas propriedades permitem mostrar o seguinte resul-
tado. Se A é uma matriz n X m, vy, ..., v, sao vetores de R™ e ¢y, ..., ¢, s@o
escalares, entao

A(clvl + vy + - -+ cqvq) = 1AV, + Avy + - + AV, (2.11)

Note que a expressao dentro dos parénteses, a esquerda, é uma combinagao linear
dos vetores vy, ..., v,. A expressao a direita, por sua vez, ¢ uma combinacao
linear dos vetores Avy, ..., Av,. A “moral” da equacdo (2.11) é dizer que o
produto matriz-vetor exibe “bom comportamento” com respeito a combinacoes
lineares, no seguinte sentido: o produto por uma combinagao linear é a combina-
¢ao linear dos produtos, com os mesmos pesos.

As propriedades discutidas acima terao papel crucial no capitulo 5.

2.4 Notacgao vetorial para sistemas lineares

Os conceitos que vimos acima podem ser usados para escrever sistemas lineares
de forma mais simples e sucinta do que fizemos no capitulo 1. Desejamos chamar
a atencao da leitora, ou do leitor, para este fato. Pense nesta se¢do como um
aparte que, de certa maneira, nao pertence a este capitulo, pois nao traz nenhum
conceito novo sobre vetores. A notagdo que veremos aqui, no entanto, sera util
para as proximas segoes, por isso vamos introduzi-la agora.

Vamos comegar com um exemplo. O sistema de equacoes lineares

{ xr, + QZEQ — X3 = 9 (2 12)

—3$1 + 5$3 = —11

pode ser escrito, de acordo com (2.1) (pagina 36), na forma vetorial

x| + 21‘2 - T3| 9

Usando as operagoes definidas na segao 2.1.5, podemos reescrever (2.13) nova-

mente como
T {_;] + 9 m + 23 {_é] = [—1?] : (2.14)

Representando a lista das varidveis x;, o e 23 como um vetor x de R3, e usando
a definicao do produto matriz-vetor, esta equagao pode ser reescrita ainda como

L)

A equagao acima nada mais é do que um sistema linear. Enfatizamos que (2.13),
(2.14) e (2.15) sao, de fato, formas diferentes de escrever o sistema (2.12). Observe
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que é facil “ler”, diretamente de (2.15), a matriz completa desse sistema, que é
1 2 -1 9
-3 0 5]—-11|"
Agora tratemos do caso geral. Um sistema qualquer de n equagoes lineares

envolvendo m variaveis

a11Z1 + Q19T2 + *++ + ATy = bl
A21T1 + A29T2 + *++ + Aoy Ty = b2

(2.16)
Ap1T1 + Ap2To + + - + QT = bn
pode ser reescrito na forma vetorial
a1 12 Aim by
Q21 22 QAom by
x| |tz |+ L =L (2.17)
anl Ap2 Apm bn
A equacao acima é igual a
Tria; + Tgag + -+ Tpdy, = b, (2].8)
onde os vetores a, as, ..., a,, € b sdo dados por
an ai2 A1m by
a1 a22 QAom ba
aa=1| .|, a=|_.1, ..., a,= _ e b=
an1 An2 Qpm bn

Observe que esses sao vetores de R", e n é o nimero de equagoes do sistema (2.16).
Representando a lista das variaveis x1, xs, ..., x,, por um vetor x de R™, e
usando o produto matriz-vetor, a equagao (2.18) pode ser reescrita na forma

[al as --- am} x =b. (2.19)
Chamando a matriz [a; --- a,] de 4, como em (2.5), (2.19) torna-se
Ax = b. (2.20)

Repare que A é precisamente a matriz de coeficientes do sistema (2.16) (com-
pare (2.16) com (2.4) da péagina 43). O vetor b é o vetor dos termos independen-
tes do sistema. A matriz completa do sistema é escrita, usando a notagdo “por
colunas”, como

[al a -+ a, ‘ b].

Podemos escrever essa matriz de forma ainda mais compacta como [A ‘ b}.
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Enfatizamos, novamente, que (2.16), (2.17), (2.18), (2.19) e (2.20) sao formas
diferentes (ordenadas da mais prolixa para a mais sucinta) de escrever o mesmo
sistema linear. Vocé deve se habituar com cada uma destas notacoes, pois elas
serdo muito usadas. Ao deparar-se com algo como (2.18) ou (2.20), vocé deve
perceber a correspondéncia com (2.16) imediatamente, sem precisar pensar muito!

A notagao compacta Ax = b de (2.20) sera particularmente 1til. Lembre-se
de que, no contexto de sistemas lineares, a matriz de coeficientes A e o vetor b
tipicamente sao dados, e X é o vetor cujas coordenadas sao as variaveis ou “in-
cognitas” xq, ..., T,. Vocé pode pensar em X como a “incognita vetorial” da
equagao Ax = b.

Podemos, entao, reformular o conceito de solucao de um sistema: um vetor u
é dito uma solugao do sistema linear Ax = b se Au = b, ou seja, se a igualdade
vetorial torna-se verdadeira quando substituimos x por u. O conjunto-solugcao
de Ax = b é o conjunto de todos os vetores u de R tais que Au = b.

A notacdo vetorial é conveniente, também, para descrever tais conjuntos-
solugao. Revisitemos alguns exemplos do capitulo 1, para ver como isso é feito.

Exemplo 2.7
Considere o sistema (1.20) do exemplo 1.9, na pagina 22. Uma descri¢do para-
métrica de seu conjunto-solugao é dada por (1.22):

1 =5+ 3373,
To = -3 - 2.2133,
xr3 € uma variavel livre,

SL’4:O.

Usando a notagao vetorial, podemos reescrever essa descrigdo como

T 5 + 31‘3

x— [Pl = | TP T2 , . (2.21)
x3 x3 (x3 é uma variavel livre).
Ty 0

Note que x é um vetor de R*, pois hd quatro varidveis no sistema (1.20). Perceba,
também, que a descrigdo (2.21) ndo impoe nenhuma restri¢do genuina sobre 3,
j& que essa é uma variavel livre. As igualdades entre as terceiras coordenadas
em (2.21) dizem, simplesmente, “z3 = x3”.

Podemos reescrever (2.21) em uma forma que serd ainda mais conveniente.
Para isso, colocamos “em evidéncia” a variavel livre xs:

1 5+ 31[’3 5) 3

| T2 -3 - 2512'3 . -3 —2
Sl s = ol T | | (2.22)

T4 0 0 0

Repare que a ultima igualdade acima ¢é valida para qualquer valor de x3. Basta
verifica-la coordenada por coordenada.
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Dizemos que (2.22) é uma descrigdo vetorial paramétrica do conjunto-
solugao do sistema (1.20). Vejamos mais um exemplo.

Exemplo 2.8
Considere, agora, o sistema (1.16) do exemplo 1.7, na pagina 19. Obtivemos uma
descrigao paramétrica (nao-vetorial) de seu conjunto-solugdo em (1.18):

T1 =3 — 229 — D1y,
To € uma variavel livre,
r3 =T+ 31y,
x4 ¢ uma variavel livre.
Para obter essa descricao na forma vetorial, procedemos como no exemplo an-

terior. Escrevemos as varidveis x; como coordenadas de um vetor x, usamos as
igualdades acima, e, depois, colocamos “em evidéncia” as variaveis livres:

T 3 — 21‘2 - 51’4 3 —2 -5
X = 2| 2 = 0 +x 1 +x 0
3 7+ 314 7 10 Y103
Ty T4 0 0 1

Perceba, novamente, que, com relacao as variaveis livres, a descricdo acima diz
apenas “ro = x5 e “@x4 = x4

Exemplo 2.9
Por fim, consideramos o sistema (1.23) do exemplo 1.10, na pagina 23. A descri¢ao
paramétrica de seu conjunto-solugao é (1.25):

T = 24,
Ty = 77
T3 = 4,

A descricao vetorial paramétrica, entao, é

il 24
X=|xa2| = | 7
T3 4

Como observamos no exemplo 1.10, a terminologia, nesse caso, ¢ artificiosa, pois
nao ha “pardmetro” algum nas descrigoes acima. Isso é porque o sistema (1.23)
nao possui variaveis livres.

Daqui para diante, resolver um sistema linear significara obter uma descri¢ao
vetorial de seu conjunto-solucao, ou determinar que ele é impossivel. Reveja o
procedimento descrito na subsecao 1.7.3 e acrescente um sétimo passo: “obtenha
uma descricdo wetorial paramétrica do conjunto-solucao”. Com pratica, vocé
serd capaz de ir diretamente do passo 4 a esse sétimo passo, pulando o 5 e o 6.
Recomendamos os exercicios P2.9 e P2.10.
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2.5 O espacgo gerado por vetores (o span)

Nesta se¢ao, voltamos a colocar o conceito de combinagao linear em primeiro
plano. Uma rapida revisao da definigao 2.2 é aconselhével (ver pagina 40).

Dado um conjunto de vetores de R™, podemos considerar o conjunto de todas
as suas combinagoes lineares (conforme a definigdo a seguir). O resultado é um
tipo especial de subconjunto de R", chamado subespaco, que tem grande impor-
tancia em algebra linear. Estudaremos subespacos de R™ no capitulo 4, mas,
até 1a, vamos usar essa terminologia sem muita justificativa. Por ora, considere
que um subespago é meramente um subconjunto de R™, com certas propriedades
especiais que serao discutidas mais adiante.

Definicao 2.10

Dados os vetores ay, as, ..., a,, de R", o conjunto de todas as suas combinagoes
lineares é chamado de subespago gerado por aj, a, ..., a,,, e é denotado
por Span{aj, ay, ..., a,}. Em outras palavras, Span{a,...,a,} é o conjunto de

todos os vetores de R™ que podem ser escritos na forma
Tiap + Taag + -+ Tp@p,,
onde x1, xa, ..., T, sdo escalares (pesos) quaisquer.

Enfatizamos que Span{ay,...,a,} é um subconjunto de R", onde n é o ni-
mero de coordenadas dos vetores ay, ..., a,,. Nao confunda n com m/!

Observagao

A expressdo “o subespago gerado por ai, ..., a,” traduz-se para o inglés como “the
span of ai, ..., a,” (dai a notacdo Span{ai,...,a,}). O substantivo span, em inglés
corrente, significa algo como “regido (ou periodo) de abrangéncia”, “alcance” ou “al-
cada”. Assim, dizer que b estd no span de ay, ..., a,, é dizer que b estd ao alcance
(via combinagoes lineares) dos vetores ay, ..., a,,. Dizer que b ndo pertence ao span
de ai, ..., a,, é como dizer que b esta “fora da alcada” desses vetores. Continuare-
mos a cometer esses anglicismos ocasionalmente, e faremo-lo sem remorso, porque o
significado corrente de span nos ajuda a ilustrar o conceito matematico.

E f4cil descrever geometricamente subespacos gerados por vetores de R? ou
de R?, como mostra o exemplo a seguir. Os exercicios P2.16, P2.17, P2.21 e P2.22
contém mais exemplos dessa natureza (especialmente o tltimo).

Exemplo 2.11

Considere os vetores u e v de R? ilustrados na figura 2.6(a). O span de u e v é
precisamente o plano que contém ambos os vetores. Em outras palavras, qualquer
vetor desse plano pode ser escrito como uma combinagao linear de u e v, mas
vetores que nao se encontram nesse plano estao “fora do alcance” de u e v, isto
¢, nao sao combinacoes lineares desses dois vetores.

Os vetores u’ e v/ de R?, ilustrados na figura 2.6(b), por outro lado, sdo co-
lineares (ou seja, estdo ambos contidos em uma mesma reta) e nao-nulos. Isso
implica que qualquer combinacao linear de tais vetores é simplesmente um miil-
tiplo de u’ (ou de v’), conforme o exercicio P2.20. O span de u’' e v', portanto, é
justamente a reta que contém esses vetores.
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Figura 2.6: Span{u,v} é o plano hachurado em (a). Ja Span{u’,v'} é a reta
ilustrada em (b).

Determinar se um vetor b € R™ pertence a Span{ay,...,a,,} é o mesmo que
determinar se b é uma combinacdo linear dos vetores ai, ..., any,.’
Vejamos como se faz essa determinacao “na pratica”.

Exemplo 2.12
Considere os vetores de R? dados por

1 1 2
aa=1| 2|, a=|3] e b=| 3 (2.23)
—1 2 -5

Determine se b pertence a Span{a;,as}.

Solugdo: Temos que determinar se b é uma combinacao linear de a; e ay, ou seja,
se existem escalares (pesos) z7 e zy tais que x1a; + 2982 = b. Escrevendo essa
equacao vetorial “por extenso”, obtemos

1 1 2
—1 2 -5

Portanto, b é uma combinagdo linear de a; e ay se e somente se a equagio (2.24)
tem solugdo. Como foi discutido na secdo anterior, essa equacao corresponde
exatamente ao sistema linear

T+ T9= 2
21’1+3Z’2: 3

—x1 + 21‘2 = —5.
"Esta afirmativa é trivial, pois Span{ay,...,a,,} ¢ definido como o conjunto das combina-
¢oes lineares de ay, ..., a,, (definigdo 2.10). Seria como dizer: “Determinar se o ornitorrinco

pertence ao conjunto dos mamiferos é o mesmo que determinar se o ornitorrinco é um mamifero.”
O ornitorrinco, a propésito, é um mamifero.
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2.5. O espaco gerado por vetores (o span)

Determinar se um sistema é possivel é um problema que ja conhecemos (ver
as subsegoes 1.7.2 e 1.8.1, em particular as proposi¢oes 1.11 e 1.12). Escalonando
a matriz completa do sistema (2.24), obtemos

1]1 2 11 2 11 2
2 3 3| 22y g [1] -1 B2 Lo 1) -1 (2.25)
—1 2 —5| ®7% 1o 3 -3 00 0

Como nao h4 linhas do tipo (1.26) na matriz escalonada obtida (ndo ha equagoes
do tipo 0 = B no sistema associado), o sistema (2.24) é possivel. Portanto, b
¢ uma combinagao linear dos vetores a; e a;. Com isso, chegamos ao fim do
exercicio e a seguinte conclusdo: o vetor b pertence a Span{a;,as}. O

Observe que nao foi necessario resolver o sistema (2.24) completamente para
responder a questao proposta. Em particular, nao foi necessario obter a forma
escalonada reduzida em (2.25). No entanto, se quisermos escrever b explicita-
mente como combinacao linear de a; e as, entao, ai sim, serd necessario resolver
o sistema (2.24). Verifique que a (tnica) solugdo do sistema (2.24) é z; = 3,
r9 = —1, e, portanto, vale b = 3a; — a,.

Exemplo 2.13
Determine se o vetor d = [é] pertence a Span{a;,as}, onde a; e ay sdo os

vetores de R? do exemplo anterior.

Solugdo: Procedemos como no caso anterior. Queremos determinar se o sistema
r1a; + x0as = d é possivel. Para isso, escalonamos a sua matriz completa:

[1]1 2 2 2

11 11
2 3 2 lo—lo—201 O _2 l3—3—30o O 1 _ 2
0 3 0 0

1 92 _5 l3—l3+41 -3

O sistema x1a; + z9ay = d é impossivel, pois é equivalente a um sistema que tem
a equacao 0 = 3, como se pode ver acima. Portanto, d ndo ¢ uma combinagao
linear de a; e ag, isto é, d nao pertence a Span{a;,as}. O]

Observacao 2.14
O vetor zero de R™ sempre pertence a Span{ay, ..., a,,}, quaisquer que sejam os
vetores ap, ..., a,, de R", pois

0, =0a; + 0as + --- + Oa,,.
Ou seja, o vetor zero é sempre uma combinacao linear de ay, ... , a,,.

Observacao 2.15

Cada um dos vetores ay, ..., a,, também sempre pertence a Span{ay,...,a,}.
Para verificar que a; € Span{ay,...,a,}, por exemplo, basta observar que a; =
la; + 0ay + - - - + Oa,,. A verificagdo para os outros vetores ¢ analoga.
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Existem diversas maneiras de se dizer que um vetor b de R™ pertence ao sub-
espago gerado por ay, ..., a,. Para a sua conveniéncia, reunimos as mais usuais
na proposicao a seguir.®

Proposicao 2.16
As sequintes afirmativas sao equivalentes (isto €, ou sao todas verdadeiras, ou
entao sdao todas falsas):

(a) b € Span{aj,ay,...,a,}.’
(b
(c
(
(

) 10
)

d) FEziste ao menos uma lista de pesos 1, ... , Ty, tal que b = xia;+- - -+ Ta,.
)

b é gerado por ay, ..., a,,.

b é uma combinagdo linear dos vetores ay, as, ... , ap,.

e) O sistema linear x1a; + x2a9 + - - - + x,a,, = b € possivel.

Esperamos que a equivaléncia entre as afirmativas esteja clara, a luz das defi-
nigdes e dos exemplos acima. Geralmente, a afirmativa (e) é usada “na pratica”

para determinar se as outras valem ou nao (como foi feito nos exemplos 2.12
e 2.13).

2.6 O espaco-coluna de uma matriz

A defini¢ao a seguir esta intimamente relacionada a definicao 2.10.

Definicao 2.17

Seja A = [al ag - am} uma matriz n X m. O espago das colunas de A é o
subespaco gerado pelos vetores aj, as, ..., a,, de R™. Denotamos o espago das
colunas de A por Col A.

Em simbolos, a definigdo diz que Col A = Span{ay,...,a,}, onde a;, ..., a,
sdo os vetores-coluna de A. O espago das colunas também é chamado de espago
gerado pelas colunas ou, simplesmente, de espago-coluna de A.

Note que o espacgo-coluna de A é um subconjunto de R™, onde n é o nimero
de linhas da matriz A. O conjunto Col A é, de fato, um subespago de R™, como
veremos no capitulo 4.

Exemplo 2.18

Sejam
11 2 2
A= 2 3|, b= 3 e d=| 2
-1 2 -5 -5

Determine se b e d pertencem a Col A.

8 Admitimos que ha muita redundéancia no enunciado da proposicdo. Nossa intencdo é ajudar
o leitor a assimilar os conceitos e abordar os exercicios. Pecamos pela prolixidade, mas nao
pela falta de clareza (ou assim esperamos).

9Lembre que o simbolo “€” significa “pertence a”.

0Tntroduzimos essa terminologia na pagina 40.
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Solucao: Isso é uma mera repeticado dos exemplos 2.12 e 2.13. De fato, por de-
finicao Col A = Span{aj,ay}, onde a; e as sdo os vetores-coluna de A, dados
em (2.23), na pagina 50. J4 sabemos que b € Span{a;,as} (exemplo 2.12) e que
d ¢ Span{a;,as} (exemplo 2.13), portanto, b € Col A e d ¢ Col A. ]

A questao estd solucionada, mas vamos explorar esse exemplo um pouco mais.
Vimos, no exemplo 2.12, que b € Span{a;,as}, jd que o sistema x1a; + 28, = b é
possivel. Esse sistema pode ser escrito na forma compacta Ax = b (ver segao 2.4).
Similarmente, o sistema xi;a; + z2a3 = d pode ser escrito como Ax = d. No
exemplo 2.13, vimos que esse sistema é impossivel, logo d ¢ Span{a;,as}.

Em sintese, b € Col A = Span{aj,ay}, pois o sistema Ax = b é possivel.
Ja d & Col A, pois o sistema Ax = d é impossivel.

Generalizando o exemplo acima, temos o resultado a seguir.

Proposicao 2.19
Seja A uma matriz n X m qualquer. Um vetor b de R™ pertence a Col A se e
somente se o sistema linear Ax = b € possivel.

De fato, se A = [al am], entdo Col A = Span{a,...,a,,}. Dizer que
b € Span{ay,...,a,} equivale a dizer que o sistema zia; + -+ + r,a, = b é
possivel (ver afirmativas (a) e (e) na proposigao 2.16). Esse sistema, por sua vez,
é exatamente o sistema Ax = b.

Podemos, assim, estender a proposicao 2.16, acrescentando mais algumas afir-
mativas equivalentes. Quando A = [al a, --- am], estas sao “formas compac-
tas” de escrever as afirmativas (a), (b), (c) e (e), respectivamente:

(a') b € Col A.

b’) b é gerado pelas colunas de A.

/

(b)
(¢/) b é uma combinacao linear das colunas de A.
()

O sistema linear Ax = b é possivel.

2.7 Conjuntos que geram R"

Dados os vetores ay, as, ..., a,, ey de R", ja sabemos abordar o problema:
“o vetor y é gerado por ay, ..., a,?" A chave estd na afirmativa (e) da propo-
sicao 2.16: basta determinar se o sistema

riay + x99 + - + T, = Yy (226)

é possivel. Uma questao mais interessante é determinar se os vetores aj, ..., a,,
sao capazes de gerar qualquer vetor de R™.

Definicao 2.20

Se o sistema (2.26) tem solugao, qualquer que seja o vetor y de R"™, dizemos
que o conjunto {aj,as,...,a,} gera o R". Podemos também dizer, mais
informalmente, que os vetores ay, ..., a,, geram o R".
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Caracterizar os conjuntos que geram R”™ é uma questao importante em algebra
linear. Antes de abordar essa questao no contexto geral, vamos considerar dois
exemplos.

Exemplo 2.21

Sejam
1 1 —1
a; = 2 s Ay — 3 e ag = 1
—1 2 10

Vamos investigar se o conjunto {a;, as, a3z} gera o R3.
Comecamos reformulando essa questao. O que queremos é saber se qualquer
vetor y de R? pode ser gerado por a;, a, e ag, isto é, se o sistema

r1a1 + Todg + Tzasg = Yy (227)

¢é possivel para qualquer escolha de'y.

Vamos denotar as coordenadas de y por yi, y2 e ys3, e abordar essa questao
exatamente como nos exemplos 2.12 e 2.13. Assim, vamos escalonar a matriz
completa do sistema (2.27):

1 —1|n 11 1] wn
2 3 1 Y2 M) 0 3 y2—2y1 —
12 10|y| “7 Lo 3 9| ytwm
11 -1 n
L2673 10 1 3] 2y + e (2.28)
00 0| Ty — 3y2 + y3

A posicao hachurada é a chave de nossa investigacdo. Perceba que essa pode ou
nao ser uma posicao-pivo da matriz completa, dependendo do valor de 7y; —3ys +
y3. Se esse valor for ¢gual a zero, entao a ultima coluna da matriz completa sera
nao-pivo, e o sistema (2.27) serd possivel. Por outro lado, se o valor for diferente
de zero, entao a terceira linha da matriz escalonada obtida acima representard
uma equacao do tipo 0 = B. Em outras palavras, a tltima coluna da matriz
completa serd uma coluna-pivd, e, nesse caso, o sistema (2.27) serd impossivel.
O conjunto {ay, as, a3}, portanto, ndo gera o R3, pois, como acabamos de ver,
ndo é para qualquer vetor y que o sistema (2.27) é possivel. Ou seja, existem

vetores de R? que ndo sdo gerados por a;, a; e az. O vetor y’ = [é] é um exemplo
(h& muitos outros), pois, nesse caso, Ty; — 3y + y3 = 7 # 0. Por outro lado, o
vetor y” = [z] ¢ gerado por aj, as e ag (verifique!). A descrigao do conjunto dos
vetores que sao gerados por a;, as e ag ¢ o objetivo do exercicio P2.21.

Cuidado!

Frisamos que a chave na discussao acima ¢é o valor de 7y; — 3ys + y3, que ocupa a
posicao “talvez pivd, talvez nao” na matriz escalonada em (2.28). O valor de ys,
que ocupa esta posicao na matriz completa original, tem pouca relevancia nesta
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discussao. Ou seja, o valor de ys, por si s6, nao determina se o sistema (2.27) é
ou nao possivel. O fato de que y3 ocupa a “posi¢do indecisa” na matriz completa
original é irrelevante. Até porque poderiamos permutar a linha 3 por outra, e,
entdo, y; ou Yy, passaria a ocupar tal posicao. O y3 nao é “especial”.

Exemplo 2.22

Sejam
1 1 -1 1
a; = 2 , dg = 3 , Az = 1 e a4 = 0
-1 2 10 0

Vamos, agora, investigar se o conjunto {a;,as, az,as} gera o R3.
Para isso, procedemos como no exemplo anterior, escalonando a matriz com-
pleta do sistema
T1a1 + Toag + x3a3 + T4y =Y, (2.29)

onde y é, mais uma vez, um vetor qualquer de R3, de coordenadas 1, 12 € ys.

1 -1 1wy 11 -1 1 m
2 3 1 0|y 2222510 [1] 3—2y2—2y1—>
12 10 0 botsth g 3 s + U1
11 -1 1 n
SRl e N —2| 2y 4 (2.30)
00 7| Ty — 3y2 + y3

A situacao agora é bastante diferente daquela do exemplo anterior. A tltima
coluna da matriz completa do sistema (2.29) nunca serd pivo, ndo importa quais
forem os valores de 1, y2 e y3.'! O sistema (2.29), portanto, é sempre possivel,
para qualquer vetor y de R®. Assim, o conjunto {a;, as, as,as} gera o R3.

Queremos caracterizar os conjuntos que geram R”, e usaremos os exemplos
acima para nos guiarmos. Qual é a disting¢ao essencial entre esses dois exemplos,
no contexto desta questao?

Observe que a matriz de coeficientes [al as 83} do sistema (2.27) possui
uma linha sem posi¢ao-pivo: a terceira (ver (2.28)). Isso d4 margem para que
a ultima coluna da matriz completa [al a, ag y] seja, para alguns valores
de y, uma coluna-pivo, como vimos no exemplo 2.21. Para tais valores de y, o
sistema (2.27) serd impossivel.

A matriz de coeficientes [al a, aj a4} do sistema (2.29), por outro lado,
possui uma posicao-pivd em cada uma de suas trés linhas (ver (2.30)). Isso “fecha
o cerco” de tal forma que a tultima coluna da matriz completa [al a, as au y}
nunca podera ser uma coluna-pivo. De fato, cada linha da forma escalonada
em (2.30) j& possui um elemento lider em uma coluna anterior a tltima, portanto,
nao hé como “encaixar” mais um elemento lider nesta tltima coluna (verifique!).
Dessa forma, a sistema (2.29) serd sempre possivel.

Isso motiva o resultado principal desta secao.

HVerifique esta afirmativa, examinando a forma escalonada em (2.30)!
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Teorema 2.23

Sejam ay, ag, ..., a, vetores de R". O conjunto {a;,as,...,a,} gera o R" se
e somente se a matriz A = [al as - am} POSSUL wma posicao-pivd em cada
uma de suas n linhas.

Demonstragao: Por definigao, o conjunto {ay, ay, ..., a,} gera R" se e somente se
o sistema Ax =y é sempre possivel, qualquer que seja o vetor y de R™ (lembre-se
de que esse sistema é o mesmo que (2.26)). Vamos mostrar que o sistema Ax =y
é sempre possivel se e s6 se A possui uma posi¢ao-pivo em cada linha.

Seja F' uma forma escalonada da matriz A. Dado um y € R" qualquer,
podemos escalonar a matriz completa do sistema Ax =y:

|:A ‘ yi| (escalonamento [F ‘ z] ) (231)

operagdes-linha)

O vetor z é o vetor obtido aplicando-se sobre y as mesmas operagoes-linha que
levam A até F'. Observe que os sistemas Ax =y e ['x = z sdo equivalentes.

Se a matriz A possuir uma posi¢do-pivd em cada linha, a matriz escalonada
F terd um elemento lider em cada linha. A 1ltima coluna da matriz completa
[F z}, portanto, nunca serd uma coluna-pivo, nao importa qual seja o valor de
z (ou de y).'? Sendo assim, o sistema Fx = z serd sempre possivel, e 0 mesmo
valerd para o sistema equivalente Ax =y.

Se, por outro lado, a matriz A nado tiver uma posicao-pivé em cada linha, entao
a tltima linha da matriz escalonada F serd, necessariamente, toda de zeros.!?
Considere, entao, um vetor z’' de R" cuja ultima coordenada 2/, seja diferente de
zero (zl, = 1, por exemplo). O sistema Fx = z’ serd, evidentemente, impossivel,
pois sua tultima equacao serda do tipo 0 = 1. Agora considere o vetor y’ de R"
obtido ao se aplicar sobre z’ as operagoes-linha que revertem o processo (2.31)
acima, isto é,

[F ‘ Z/] “des-escalonamento” [A ‘ y,} .

(operagdes-linha reversas)

O sistema Ax = y’ é equivalente ao sistema impossivel F'’x = z', portanto sera,
ele préprio, impossivel. Assim, nao é para qualquer escolha de y que o sistema
Ax =y sera possivel. O

Observe que, no caso em que a matriz A ndo tem uma posicao-pivd em cada
linha, a prova do teorema d4 uma “receita” para a construc¢ao de um vetor y’
de modo que o sistema Ax =y’ seja impossivel (essa dica podera ajudé-los na
resolucao do exercicio P2.31).

Mais uma vez, ha muitas formas de se afirmar que um conjunto {ay,...,a,}
gera R™. Para a conveniéncia do leitor, enumeramos varias delas a seguir.

Teorema 2.24
Sejam aq, as, ..., a,, vetores de R", e seja A a matriz de tamanho n x m dada
por [al a --- am]. As sequintes afirmativas sdo equivalentes:

12 A situacio, nesse caso, é como a do exemplo 2.22: o “cerco estd fechado”, e ndo hé maneira
de “encaixar” mais um elemento lider na tltima coluna de [F z].

BDo contrario, A teria uma posicdo-pivé em cada linha, ndo é mesmo? A situacdo aqui é
como a do exemplo 2.21.
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(a) Span{ay,...,a,} =R".

(b) O conjunto {ai,as,...,a,} gera o R".

(c) Os vetores ay, ag, ..., &, geram o R™.

(d) Qualquer y € R™ é uma combinagao linear dos vetores ay, ag, ..., an.

(e) Para qualquer'y € R", existe ao menos uma lista de pesos xy, ..., xp tal

quey = xi1a) + - + Ty, .-

Para qualquer y € R", o sistema linear x1a; + - - + rpa,, =y € possivel.

)
(g) Para qualquer'y € R", o sistema linear Ax =y € possivel.
) ColA =R"

)

(i) A matriz A possui uma posicao-pivo em cada uma de suas n linhas.

A equivaléncia entre (b) e (i) é precisamente o teorema 2.23, e a equivaléncia
entre as afirmativas (a) a (h) decorre, diretamente, das defini¢oes deste capitulo.
Encorajamos que vocé faca a verificagao de tais fatos. Essa tarefa serd um bom
exercicio de fixacdo dos conceitos. As seguintes consideragoes podem ajudar.

A equivaléncia entre (a) e (d) é uma mera questdo de linguagem: escrever
Span{ai,...,a,} = R" se traduz, em palavras, para “o conjunto das combina¢oes
lineares (o span) de ay, ... , a,, éigual ao R™ todo”, ou seja, qualquer vetor de R™
¢ uma combinagcao linear de ay, ..., a,,. Sob a hipotese A = [al e am}, vale
Col A = Span{ay, ..., a,,}, portanto, a equivaléncia entre (a) e (h) é imediata.

Em geral, é a afirmativa (i) que é usada “na pratica” para testar se todas as
outras valem ou nao. Ela é também a chave para demonstrar o seguinte resultado.

Proposicao 2.25
Se os vetores ay, ag, ..., a,, geram o R", entdo, necessariamente, vale m > n.

Demonstragao: A matriz nxm dada por A = [al a, --- am] tem uma posigao-
pivo em cada uma de suas n linhas, uma vez que a afirmativa (i) do teorema 2.24
é equivalente a hipotese desta proposicao. Isto implica que A tem exatamente
n posigdes-pivo, pois uma matriz (qualquer que seja) nao pode ter mais do que
uma posi¢ao-pivo por linha.

O ntmero m de colunas de A, portanto, ndo pode ser menor do que n. Do
contrario, a matriz A ndo poderia ter n posi¢oes-pivod. Ela permitiria, no maximo,
m posi¢oes-pivo, pois uma matriz qualquer também nao pode ter mais do que
uma posi¢ao-pivo por coluna. Veja o exercicio P1.19 do capitulo 1. O

A proposicao 2.25 é simples, mas é importante. Uma outra forma de enuncia-
la (a “contrapositiva”) é dizer que se m < n, entdo os vetores aj, as, ... , a, Nao
podem gerar R"™ (e, portanto, ndo podem satisfazer nenhuma das afirmativas do
teorema 2.24).

Isso é bastante intuitivo. Dois vetores de R*, por exemplo, nunca poderao
gerar o R3 todo. Eles poderao gerar, no maximo, um plano dentro de R*, como
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no caso dos vetores u e v do exemplo 2.11 (ver também o exercicio P2.22). Ana-
logamente, dezesseis vetores, ou menos, em R!7 jamais poderdo gerar o R7 todo.

Cuidado!

As reciproca da proposicao 2.25 ndo é verdadeira, ou seja, a condigao m = n
nao garante que valham as afirmativas do teorema 2.24. Em particular, trés ou
mais vetores de R® ndo geram, necessariamente, o R® (ver o exemplo 2.21). Si-
milarmente, dezessete (ou mais) vetores em R'7 ndo geram, necessariamente, o
R todo. Para determinar se um dado conjunto de vetores gera R™, é neces-
sario verificar diretamente uma das afirmativas do teorema 2.24 (geralmente a
afirmativa (i), como mencionamos).

Exercicios propostos

P2.1. Sejam x = [_%], y = [ ] ez= [2}. Calcule o vetor 2x — 6y + 3z.

N =

P2.2. Represente um sistema de coordenadas cartesianas em uma folha de papel
quadriculado. Posicione a origem bem no centro da folha, para que vocé
tenha bastante espaco. Complete os itens abaixo, cuidadosamente, usando
um par de esquadros.

(a) Represente os vetores x, y e z do exercicio anterior no sistema de
coordenadas.

(b) Agora represente os vetores 2x, —6y e 3z.

(c) Obtenha, graficamente, o vetor 2x + (—6y), usando a “regra do para-
lelogramo”.

(d) Obtenha agora, graficamente, o vetor (2X + (—6y)) + 3z, usando, no-
vamente, a regra do paralelogramo.

(e) Verifique que o vetor resultante, obtido graficamente, coincide com
aquele obtido no exercicio anterior.

2 5 -3 1 i
P2.3. Calcule o produto (0 1 4 -2 1 de duas maneiras distintas:
3 -4 0 2 3

(a) usando a defini¢ao 2.4, como no exemplo 2.5;
(b) usando o método “usual” empregado no ensino médio.

Perceba que os resultados sao idénticos.

P2.4. Determine quais dos produtos abaixo estdo definidos (alguns deles nao
fazem sentido). Calcule aqueles que estiverem.
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i ~1
2 11 3 31 —6
(a) B 1} {_1] (b) {2 0 3} _3
[ 4 1] [2 1 -6
3
(c) | 2 0] |4 @ lo 9
-1 2]1 4 1{01
(1 0 0] [a
(e) {0 10 H () [-3 5 7] H
0 0 1 c
x 1 2 3] [o
() [-3 5 7] |y (h) |4 5 6/ |0
2 7 8 9| |0

P2.5. Escreva a combinacao linear 2x — 6y + 3z do exercicio P2.1 como o produto
de uma matriz 2 x 3 por um vetor de R3. Observe que as coordenadas de
tal vetor correspondem aos pesos na combinacao linear.

P2.6. Seja A uma matriz n X m qualquer. Mostre que A0,, = 0,. (Lembre-se
de que 0,, é o vetor-zero de R™ e 0,, é o vetor-zero de R".) Dica: Use a
definicdo do produto matriz-vetor, e verifique que A0, é uma combinagao
linear com pesos todos iguais a zero.

P2.7. Seja x um vetor de R™ qualquer. Mostre que 0x = 0,,, onde 0 ¢ a matriz
n X m com entradas todas iguais a zero.

P2.8. Verifique a propriedade (b) do produto de matriz por vetor (proposigao 2.6,
na pagina 44). Sugestio: Escreva A coluna por coluna e u coordenada por
coordenada.

P2.9. Use o método de escalonamento para resolver o sistema linear (2.15) (pa-
gina 45). Obtenha uma descrig¢ao vetorial paramétrica do conjunto-solucao,
como nos exemplos 2.7, 2.8 e 2.9.

P2.10. Considere os sistemas dos exercicios P1.10 e P1.11 do capitulo 1. Fornega
uma descri¢ao vetorial paramétrica do conjunto-solugao de cada um que for
possivel. Sugestao: Aproveite o trabalho ja realizado.

4 -1 3
1 20
tamente como um sistema de equagoes lineares. Esse sistema tem quantas
variaveis? E quantas equagoes? Compare esses niimeros com o tamanho da
matriz A. Escreva a matriz completa do sistema explicitamente, e perceba
que faz sentido denotéa-la por [A ‘ b}.

P2.11. Sejam A = [ } eb= E} Escreva a equagao Ax = b explici-

P2.12. Escreva o sistema (1.16) (pagina 19) na forma Ax = b. Em outras
palavras, determine A e b tais que o sistema (1.16) seja escrito nessa forma.
Qual é o tamanho da matriz A? E do vetor b? Compare com o ntimero de
varidveis e de equagoes do sistema (1.16).
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P2.13. Em cada item a seguir, determine se o vetor b é uma combinacao linear
dos vetores aj, as, ..., a,,. Inspire-se nos exemplos 2.12 e 2.13.

3 1 [ 0
(a) a; = |1|,ay= |—2[ eb= | 14].
9] | 2] | —2
3] [ 1] 1
(b)a1: 1,&2— -2l eb=1|2].
9] | 2] B
3] [ 1] [ 0 1]
(c)a;= [1],aa=|—2|,a3=| 14| eb= |2].
9] | 2] | —2 3]
1] [ 2] 7 —3]
0 3 6 —6
(d) a; = =] &= eb= ok
2] | 0] |6 2]

P2.14. Um vetor de R® pode ser uma combinacao linear de vetores de R®? E um
vetor de R® pode pertencer ao span de vetores de R°? Justifique.

P2.15. Sejam a; = [_ﬂ eay = [ﬂ E verdade que Span{a;,as} é um subcon-

junto de R?? E um subconjunto de R*? Justifique.

P2.16. Seja u = [%} O conjunto Span{u} contém os vetores de R? que podem
ser escritos na forma au, ou seja, Span{u} é o conjunto de todos os miltiplos
escalares de u, certo?

(a) Verifique que um vetor v = [ 1] pertence a Span{u} se e somente se
suas coordenadas satisfazem a relacao 3v; — 4v, = 0. Lembre-se de
que esta é a equacao de uma reta no plano R%. Essa reta, portanto, é
a representacao geométrica de Span{u}.

Represente u, geometricamente, por uma seta em uma folha de papel
quadriculado. Trace a reta Span{u} no mesmo esbogo. Observe que
ela é a reta que “contém a seta” u.

(b)

P2.17. Sejam u= [4] e v=[9].

Verifique que u e v geram R2. Dica: Use o teorema 2.23.

Relembre que o ftem anterior equivale a dizer Span{u, v} = R? (teo-
rema 2.24).

Conclua que Span{u, v} é representado geometricamente pelo plano
R? todo.

Represente os vetores u e v em uma folha de papel quadriculado, e
observe que esses vetores nao sao colineares.

P2.18. Verifique que o subespacgo gerado pelo vetor zero de R™ é o subconjunto
de R™ que contém apenas o proprio vetor zero, isto é, Span{0} = {0}. Dica:
Quais sao os multiplos do vetor zero?
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P2.19. Dizemos que dois vetores u e v de R"” sao colineares quando u é um
multiplo escalar de v ou vice-versa. A figura 2.6(b) ilustra um exemplo em
R3: os vetores u’ e v’ sdo colineares.

(a) Suponha que u e v sejam nao-nulos. Mostre que u é um multiplo
escalar de v se e somente se v é um miltiplo escalar de u. Dica: Es-
creva u = kv para algum escalar k, e argumente, usando as hipoteses,
que k # 0.

(b) Agora, suponha que u seja nao-nulo, mas que z = 0. Mostre que esses
vetores sao “automaticamente” colineares. (Dica: Verifique que z é
um multiplo de u.) Mostre, no entanto, que u ndo é um mdltiplo de z.

P2.20. (a) Suponha que u’ e v’ sejam vetores colineares e nao-nulos em R"
(como na figura 2.6(b)). Mostre que qualquer combinagcao linear z;u’+
2oV’ pode ser escrita na forma au’ e na forma Sv’. Em outras palavras,
qualquer combinacao linear de u’ e v’ é, simplesmente, um multiplo es-
calar de u’ (ou de v’). Isso equivale a dizer Span{u’, v'} = Span{u'} =
Span{v’}, certo?

(b) Agora, suponha que u’ seja nao-nulo, mas que v/ = 0. Mostre que
Span{u’, v’} = Span{u’}, mas que Span{v’} ndo coincide com esse
conjunto. De fato, neste caso Span{v’} = {0}, conforme o exerci-
cio P2.18.

P2.21. Considere os vetores aj, a; e ag do exemplo 2.21 (pagina 54). Neste
exercicio, vamos descrever geometricamente o conjunto Span{a;, ag, as}.

(a) Mostre que um vetor y € R3 é gerado por aj, ay e ag se e somente se
suas coordenadas satisfazem a relagao

Dica: Aproveite o trabalho ja desenvolvido no exemplo 2.21.

(b) Recorde-se (do ensino médio, ou de um curso de geometria analitica)
de que (2.32) ¢ a equacao de um plano em R? passando pela origem.

(¢) Convenga-se (usando as defini¢oes deste capitulo) que o item (a) deste
exercicio pode ser reformulado da seguinte maneira: O span de a;, a,
e az ¢ o conjunto dos vetores de R? que estao no plano dado por (2.32).
Ou, mais sucintamente: Span{a;,as, a3} é o plano dado por (2.32).

(d) Verifique que cada um dos vetores a;, as € as pertence ao plano (2.32)
(e ndo poderia ser de outra maneira, em vista da observacao 2.15).
Esses vetores, portanto, sao coplanares: os trés estao contidos num
mesmo plano. Observe, no entanto, que eles ndo sao colineares.

A figura 2.7 ilustra essa situacdo, em que os trés vetores a;, as e az de R3
geram um plano passando pela origem.'* Denotamos o plano por W.

A caixa pontilhada estd na figura para realcar sua “tridimensionalidade”, mas note que os
eixos x1 e 2 ndo atravessam as faces laterais perpendicularmente (isto é, a caixa é “torta” com
relagdo aos eixos).
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Figura 2.7: O plano W gerado por aj, a; e ag (veja o exercicio P2.21).

P2.22. Convenca-se dos fatos abaixo. Demonstracoes rigorosas nao sao necessa-
rias aqui, pois o objetivo é apenas o de desenvolver a intuicdo geométrica.
Faca esbocos, imagens mentais, ou graficos auxiliados por computador.

(a) Se u € R? é um vetor niao-nulo, entdo Span{u} ¢ uma reta contendo
a origem no plano R? (ver o exercicio P2.16).

(b) Se u e v sdao vetores nao-colineares em R? entdo Span{u,v} é o
plano R? todo (ver o exercicio P2.17).

(c) Se u e v sdo vetores colineares em R? entdo Span{u,v} é uma reta
contendo a origem no plano R2.

(d) Se u € R?® é um vetor nao-nulo, entao Span{u} é uma reta contendo
a origem no espago R3.

(e) Se u e v sdo vetores nao-colineares em R3) entdo Span{u,v} é um
plano contendo a origem no espago R? (ver a figura 2.6(a)).

(f) Se u’ e v’ sdo vetores colineares em R?, entdao Span{u’, v’} ¢ uma reta
contendo a origem no espaco R? (ver a figura 2.6(b)).

(g) Se u, v e w sdo vetores nao-coplanares em R?, entdao Span{u, v,w} é
o espaco R? todo.

(h) Se u, v e w sdo vetores coplanares, porém nao-colineares em R?, entao
Span{u,v,w} é um plano contendo a origem no espaco R? (ver o
exercicio P2.21).

(i) Se u, v e w sdo vetores colineares em R? entdo Span{u,v,w} ¢ uma
reta contendo a origem no espago R?.

3 2
P2.23. Seja A= |2 —1|. Em cada item, determine se o vetor dado pertence
7T 4

a Col A. Inspire-se no exemplo 2.18 e na proposicao 2.19.
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-3 2
(a) u=| 5|. (b) v=|2].
) 9)

P2.24. E possivel resolver, simultaneamente, ambos os itens da questao anterior,
via o escalonamento da matriz [A u v]. Explique como isso é possivel.
Sugestao: Primeiro, faga o escalonamento proposto.

P2.25. Seja B uma matriz 6 x 4. Col B é um subconjunto de qual “espaco
ambiente”? De R® ou de R*?

P2.26. Nas afirmativas abaixo, A representa uma matriz n X m. Determine se
cada uma ¢ verdadeira ou falsa. Justifique.

(a) Sempre vale Col A = R".

) Col A é sempre um subconjunto de R™.
(¢) Col A é sempre um subconjunto de R™.

) Cada coluna de A pertence ao seu espago-coluna Col A. Dica: Veja a
observagao 2.15.
O espago-coluna de A é o conjunto que contém apenas as colunas de A.
O espago-coluna de A é o conjunto gerado por seus vetores-coluna.

—~~
— @
— — —

(g) Sey € ColA, entdao y é um vetor de R™ que pode ser escrito como
uma combinacao linear dos vetores-coluna de A.
P2.27. Seja C' a matriz [cl Cy - cp}, onde c; sao vetores de R?, e seja z um

vetor qualquer de R?. Qual é o tamanho da matriz C?7 Escreva uma lista
com diversas maneiras distintas de dizer “z € Col C”.

3 2 -3 2
P2.28. Sejam a; = [2|,a, = |—1|, a3 = 5| eay = |2|. Determine quais
7 4 -5 5

dos conjuntos abaixo geram R3. Dica: Tente reaproveitar o trabalho ja
realizado no exercicio P2.23.

(a) {31,32,33}7 (b) {31,32734}7 (C) {31733734}-
5 4 -3 5 4 -3 1
P2.29. Sejam A=|0 -3 6| eB=|(0 -3 6 1
2 1 0 2 1 01

(a) Determine se vale Col A = R3. O que isso diz a respeito dos vetores-
coluna de A?
(b) Determine se vale Col B = R3. Vale Col B = R*?

P2.30. Sejam x = [é] ey = [zﬂ Nos itens abaixo, justifique suas respostas

sem fazer conta alguma.

(a) O conjunto {x,y} gera o R3?
(b) O conjunto {x,y} gera o R*?
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2 6 1
P2.31. Considere a matriz A = 3 9 1].
-1 -3 4

(a) Verifique que as colunas de A ndo geram o R3.
(b) Dé exemplos de vetores de R® que ndo pertencam a Col A, isto &,
vetores que nao sejam gerados pelas colunas de A.

Dica: Inspire-se no exemplo 2.21 (ou na prova do teorema 2.23).

P2.32. As colunas de uma matriz 100 x 99 podem gerar o conjunto R'%? Jus-
tifique.

P2.33. Determine se cada afirmativa é verdadeira ou falsa. Justifique.

(a) Quatro vetores de R® nunca geram o R®.
(b) Cinco vetores de R5 sempre geram o R>.
(¢) Cinco vetores de R® nunca geram o R5.
m conjunto contendo ezatamente cinco vetores pode gerar o R®.
d) U junt tend t te ci t de g R?
e) Um conjunto com mais de cinco vetores pode gerar o R®.
Um conjunt s de ci tores pode g RS
(f) Quatro vetores de R® nunca geram o R®, mas podem gerar o R%.
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Capitulo 3

Sistemas Homogéneos, o Nicleo
de uma Matriz e Independéncia
Linear

3.0 Introducao

Neste capitulo, introduziremos trés conceitos importantes, que estao intima-
mente relacionados.

Na primeira secao, estudaremos sistemas lineares cujos termos independentes
sao todos iguais a zero. Tais sistemas, ditos homogéneos, tém certo papel especial
em algebra linear. Na segunda secao, estudaremos mais a fundo os conjuntos-
solugao desses sistemas, abordando, também, seus aspectos geométricos.

Finalmente, abordaremos o conceito fundamental de independéncia linear, na
ultima se¢ao. Essencialmente, um conjunto de vetores é linearmente independente
quando nenhum de seus elementos pode ser escrito como uma combinagao linear
dos demais. O conceito serd “oficialmente” definido de uma outra maneira, mais
conveniente. Veremos, no entanto, que a definicao formal sera equivalente a essa
caracterizacao intuitiva (conforme a proposi¢ao 3.18).

3.1 Sistemas lineares homogéneos

Lembre-se de que qualquer sistema de n equagoes lineares com m variaveis
pode ser escrito na “forma compacta” Ax = b, onde A é uma matriz n X m
(a matriz de coeficientes do sistema), e b é um vetor de R" (o vetor dos termos
independentes). A definigdo abaixo ird distinguir o caso especial em que os termos
independentes sao todos iguais a zero, isto €, o caso em que b é o vetor zero 0,,.

Definicao 3.1
Um sistema linear é dito homogéneo se puder ser escrito na forma Ax = 0,
onde A é uma matriz n x m.

O sistema Ax = b é dito nao-homogéneo se b nao for o vetor zero.
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Os sistemas (a), (b) e (c¢) da pagina 1 sao todos nao-homogéneos, bem como
quase todos os outros exemplos que vimos até aqui. Ja os sistemas

.251—31'24-2333:0 $1—1+2$3:3l’2—1

e (3.1)
21’1—|—1‘2—£L'3:O $2+2—ZE3:2—2$1

-

sao homogéneos. O segundo “parece” nao-homogéneo, mas isso é enganoso. E
facil ver que esses sistemas sao equivalentes e podem ser escritos na forma

S P a

onde x € R? é o vetor das varidveis x1, T e x3 (exercicio P3.1). A matriz completa

desse sistema é
1 -3 210
2 1 —-1]0|"°

A matriz completa do sistema homogéneo “geral” Ax = 0, é dada por
[A ‘ On] Perceba que esta notacgao faz sentido.

Sistemas homogéneos sdo sempre possiveis. De fato, qualquer que seja a
matriz A (n X m), o vetor zero 0,, de R™ serd sempre uma solu¢ao do sistema
Ax = 0, pois A0,, = 0,, (ver o exercicio P2.6). Chamamos x = 0,, de solugao
trivial do sistema Ax = 0,,. A seguir iremos sintetizar essas observagcoes.

Observagao 3.2
Seja A uma matriz n X m qualquer. O sistema homogéneo Ax = 0,, sempre possui
a solugao trivial x = 0,,. Em particular, todo sistema homogéneo ¢ possivel.

Um sistema homogéneo Ax = 0 pode ou nao ter solugdes ndo-triviais, isto é,
solucoes diferentes do vetor zero.! A proposicdo a seguir caracteriza esta questao
em termos das posi¢oes-pivo da matriz A, e serd fundamental na segao 3.3.

Proposicao 3.3
Um sistema linear homogéneo Ax = 0 ou possui unicamente a solugao trivial,
ou entdo possui uma infinidade de solugoes (a trivial e mais uma infinidade de
solugoes nao-triviais).

O sistema Ax = 0 possui unicamente a solugdo trivial x = 0 se e somente se
todas as colunas de sua matriz de coeficientes A sdo colunas-pivo.

Demonstragao: Esta é uma consequéncia direta do teorema de existéncia e unici-
dade 1.13. Ja sabemos que o sistema Ax = 0 é possivel, isto é, possui ao menos
uma solucdo. Se todas as colunas da matriz A forem colunas-pivo, entdo o sis-
tema Ax = 0 nao tera variaveis livres, e, portanto, ird possuir uma unica solucao.
Como x = 0 é uma solugao, ela sera, exata e necessariamente, esta tnica solucao!

Se, por outro lado, a matriz A tiver pelo menos uma coluna nao-pivo, entao o
sistema Ax = 0 terd pelo menos uma variavel livre, e, portanto, ird possuir uma
infinidade de solugoes. Sendo assim, o sistema Ax = 0 necessariamente terd uma
infinidade de solugoes, além da solucdo-trivial x = 0. O

!Para simplificar a notacio, iremos usar “0” para indicar os vetores 0,, e 0,,. O contexto
deverd ser suficiente para que vocé faca a distingao.
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Exemplo 3.4
Vamos determinar se o sistema homogéneo Bx = 0 possui solu¢des nao-triviais,
onde

1 0 1
B=13 4 —5|. (3.3)
0 -1 2

Escalonemos a matriz de coeficientes B a fim de localizar suas posi¢oes-pivo:

0 1 (10 1], .., [[1o 1
B=|3 4 —5| 22820 10 [4] 8| =225 1 0 4 =8
0 -1 2 0 -1 2 00 0

Nao é necessario obter a forma escalonada reduzida. Observe que B possui uma
coluna nao-pivo (a terceira). Pela proposi¢ao 3.3, o sistema Bx = 0 possui uma
infinidade de solu¢oes nao-triviais, além da solugao trivial.

Isso responde a questao proposta nesse exemplo, mas desejamos explora-lo um
pouco mais, a fim de elucidar a proposicao 3.3. Vamos, entao, resolver o sistema
Bx = 0, e obter explicitamente todas as suas solugoes. Verifique que a forma
escalonada reduzida de sua matriz completa [B ‘ 0] é

10 1]0
01 —2]|0], (3.4)
00 00

Observe que x3 é uma variavel livre do sistema Bx = 0, e que uma descri¢ao
vetorial paramétrica de seu conjunto-solucao (ver secao 2.4) é dada por

T —T3 —1
X = |T2| = 2%3 = T3 21 . (35)
T3 XT3 1

Agora é evidente que o sistema possui uma infinidade de solugbes: todos os
multiplos do vetor [_ﬂ Para cada escolha de x3 # 0 em (3.5), obtemos uma
solucao nao-trivial distinta. Fazendo x3 = 0, obtemos a solugao trivial x = 0.

Exemplo 3.5
Agora vamos determinar se o sistema homogéneo Cx = 0 possui solu¢oes nao-

triviais, onde
1 2
o {3 4]

Basta uma operacao-linha para escalonar a matriz C":

o [ 2} la—sla—30; [ 1 2 } ‘

3 4 0 -2

Pela proposicao 3.3, o sistema C'x = 0 possui somente a solugao trivial x = 0, ja
que ambas as colunas de C' sdo colunas-pivo. Como exercicio, sugerimos que vocé
resolva o sistema C'x = 0 usando o método de escalonamento, e, assim, obtenha
uma verificagao direta de que x = [8} é a unica solucao. Ao fazer esse exercicio,

repare, em particular, que o sistema nao tem variaveis livres.
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Um sistema linear homogéneo com mais varidveis do que equagoes tem, neces-
sariamente, varidveis livres, e, portanto, uma infinidade de solucoes. Enunciamos
esse resultado, formalmente, a seguir. Lembre que se A é uma matriz n X m, entao
m é o nimero de variaveis do sistema Ax = 0 e n o de equacoes.

Proposicao 3.6
Seja A uma matrizn x m. Sem > n, entao o sistema homogéneo Ax = 0 possui
uma infinidade de solugoes (em particular, de solugoes nao-triviais).

Demonstragcio: Como A tem n linhas, essa matriz tem no mdzrimo n posi¢oes-
pivd. Ja que A tem m colunas, e m > n, entdo, necessariamente, ha colunas
sem posicao-pivo. Assim sendo, pela proposicio 3.3, o sistema Ax = 0 tem uma
infinidade de solugoes. O]

Exemplo 3.7
Consideremos o seguinte “sistema” homogéneo de uma s6 equagao:

21‘1 + 51’2 — 613 =0. (36)

Usando a notacao vetorial, essa equacdo se escreve na forma Dx = 0, onde
D = [2 5 —6} (verifique).? Pela proposicao 3.6, o “sistema” (3.6) possui uma
infinidade de solugoes, ja que D é uma matriz 1 x 3 e 3 > 1 (ou, em termos
mais simples, ja que (3.6) é um sistema homogéneo com mais variaveis do que
equagoes). Neste exemplo, é facil verificar isso diretamente, pois as solugoes
de (3.6) sao dadas por

Al —gl‘g + 31‘3 —g 3
To| = i) = T2 1] + I3 0 (37)
Z3 T3 0 1

Obtemos uma solucao distinta para cada escolha das variaveis livres z5 e x3.

3.2 O ntcleo de uma matriz

O conjunto-solucao de um sistema homogéneo é um “objeto matemaético”
importante, pois aparece naturalmente em muitos problemas de algebra linear
e aplicagoes. Veremos exemplos disso em alguns capitulos mais adiante. Em
virtude de sua importancia, hd4 um nome especial para esse “objeto”, conforme a
defini¢do a seguir.

Definicao 3.8
Seja A uma matriz de tamanho n x m. O conjunto-solu¢do do sistema linear
homogéneo Ax = 0,, ¢ um subconjunto de R™ que chamamos de ntcleo ou
espago nulo da matriz A. Denotamos o niicleo de A por Nuc A.

Ou seja, um vetor u de R™ pertence ao niicleo de A se e somente se Au = 0,

2Repare que escrevemos o zero escalar em Dx = 0. O vetor zero 0 de R! corresponde
simplesmente ao escalar 0, quando pensamos no conjunto R! como o conjunto R dos escalares.
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Alguns autores denotam o niucleo de A como Nul A ou Ker A, ao invés de
Nuc A. A notacao Ker A é padrao em textos em inglés e alemao, pois, nessas
linguas, as palavras usadas para nicleo sao kernel e Kern, respectivamente.

Cuidado!

Nao confunda o niicleo de uma matriz com seu espago-coluna. Ambos sdo sub-
conjuntos definidos em termos de uma matriz dada, mas veja que suas defini¢oes
sdo bastante diferentes! Observe, em particular, que se a matriz A é n x m, entao
Col A é um subconjunto de R"™ e Nuc A é um subconjunto de R™.

Exemplo 3.9
. 1 -3 . 1 1 0
Seja A = . Determine se os vetores u = [1}, v = [5} e 03 = [o]
2 1 -1 1 7 0

pertencem ao nucleo de A.

Solucao: Verifique que Au = [g] Como este nao é o vetor zero, u ndo pertence
a Nuc A. Por outro lado, vale Av = [8} = 05, logo v € Nuc A. Finalmente, é
facil ver que AO3 = 05, logo o vetor zero 03 também pertence ao nucleo de A. [

Observacao 3.10
Seja A uma matriz n x m qualquer. O nicleo de A sempre contém o vetor zero 0,,
de R™. Em particular, Nuc A nunca é o conjunto vazio.

Essa observacao ¢ uma mera reformulacao, em termos do conceito de ntcleo,
da observagao 3.2. Podemos reformular também a importante proposigao 3.3.

Proposicao 3.11
Seja A wuma matriz qualquer. O nicleo de A contém unicamente o vetor zero (em
simbolos, Nuc A = {0}) se e somente se todas as colunas de A sio colunas-pivé.

O exemplo 3.9 mostra que verificar se um dado vetor pertence ao nicleo de
uma matriz é uma tarefa muito simples. O nticleo de A é descrito, implicitamente,
pela relacio Ax = 0.® Assim, para determinar se um dado vetor pertence a Nuc A,
basta “testar” se ele satisfaz ou nao essa equacao.

Dada uma matriz A, no entanto, como podemos encontrar uma descri¢ao
explicita de seu nucleo? Ora, isso também ¢é simples. Basta resolver o sistema
Ax = 0, e obter uma descricdo paramétrica de seu conjunto-solucao, que, por
definicao, é Nuc A.

Exemplo 3.12
Obtenha uma descricao explicita do nicleo da matriz B do exemplo 3.4.

Solucao: Teriamos que resolver o sistema Bx = 0, mas ja fizemos isso no exem-
plo 3.4. Obtivemos, em (3.5), uma descrigao explicita de Nuc B, em forma vetorial
paramétrica.

Queremos apresentar esse resultado de uma maneira mais formal. A descri-

¢ao (3.5) diz que Nuc B é o conjunto dos multiplos do vetor u = [_ﬂ Isso

3Dizemos isso porque a condicdo Ax = 0 néo fornece uma “lista” ou descricdo explicita dos
elementos de Nuc A.
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se traduz, em simbolos, para Nuc B = Span{u} (faca uma répida revisao da
seqao 2.5, se necessario).

Span{u} é a descricao explicita do nicleo de B que procurdvamos. Vale a
pena, no entanto, fazer mais alguns comentarios de natureza geométrica acerca
deste exemplo. O conjunto Nuc B = Span{u} ¢ representado pela reta no R? que
passa pela origem e que contém o vetor u.

Reveja a matriz B em (3.3) e verifique que Bx = 0 equivale ao sistema

T + x3 = 0
311 +4x9 — S13 =0 (3.8)
— T2 + 25133 = 0

Cada uma das trés equagbes acima representa (implicitamente) um plano pas-
sando pela origem em R3. A intersecao desses trés planos é justamente o conjunto-
solugao do sistema (3.8), ou seja, é Nuc B. Como acabamos de discutir, essa in-
tersecao Nuc B é uma reta. Tente visualizar esta situacao: trés planos no espago
cuja intersecao seja uma reta.

Enfatizamos que Span{u} é uma descri¢ao ezplicita da reta Nuc B, enquan-
to (3.8) (ou, equivalentemente, Bx = 0) é uma descrigao implicita da mesma. [J

Exemplo 3.13
Obtenha uma descricao explicita do nicleo da matriz D = [2 5 —6}.

Solugao: Ja fizemos isso no exemplo 3.7. Obtivemos, em (3.7), uma descrigdo
explicita do conjunto-solucao de Dx = 0, isto é, de Nuc D.
Novamente, desejamos escrever o resultado de maneira mais formal. A des-

crigdo (3.7) mostra que Nuc D é o conjunto das combinagoes lineares dos vetores
—5/2
= [ 1/ } e vy = E’)} Em simbolos, temos Nuc D = Span{vy, va}.
0

Geometricamente, Nuc D é representado pelo plano do R? gerado pelos vetores
vy e va. Observamos, como no exemplo anterior, que 2z, + 5xs — 623 = 0 (ou,
equivalentemente, Dx = 0) é uma descrigdo implicita do plano Nuc D. O mesmo
plano é descrito explicitamente por Span{vy, vy}. ]

Dada uma matriz A, é sempre possivel escrever Nuc A, explicitamente, como o
span de certos vetores?, como fizemos nos exemplos acima. Esse procedimento serd
muito usado em outras secoes, problemas e aplicacoes, e, por isso, recomendamos
fortemente o exercicio P3.10.

E facil interpretar, geometricamente, o nicleo de uma matriz quando este é
um subconjunto de R? ou R3, pois, nesses casos, uma concepcao visual direta é
possivel.

3.3 Dependéncia e independéncia linear

Considere os vetores u = [ﬂ ev = [g} de R2. Note que u e v sdo colineares:

v é um multiplo de u, a saber, v = 3u. O vetor u também é um muiltiplo de

4Isso ird valer mesmo quando Nuc A = {0}, pois {0} = Span{0} (veja o exercicio P2.18).
Nesse caso, no entanto, escrever Nuc A dessa maneira é uma bobagem.
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v, pois u = 3v (veja o exercicio P2.19(a)). Nesse sentido, os vetores u e v sdo
“dependentes” entre si: podemos escrever um deles como uma combinacdo linear
do outro.?

Por outro lado, os vetores u = [?] e w = [{] sdo “independentes”: u nao ¢
multiplo de w, nem w é multiplo de u. E quanto aos vetores u e 0y = [8]? Sao
“dependentes” ou “independentes”? Bom, u ndo é um multiplo de 0y, mas 0y €
um multiplo de u, pois 02 = Ou (veja o exercicio P2.19(b)). Assim, entendemos
que os vetores u e 0y sao dependentes (afinal, é possivel escrever 0 como a
combinacao linear Ou do vetor u, nao é7).

A definicdo a seguir generaliza esses conceitos de “dependéncia” e “indepen-

déncia” para conjuntos contendo mais do que dois vetores.

Definicao 3.14
O conjunto {ay, ay, ..., a,} de vetores de R" é dito linearmente independente
se o sistema linear homogéneo

141 +T2a9 + -+ + Tpay,, = On (39)
tem apenas a solucao trivial x = 0,, (isto é, xt1 =0, 22 =0, ..., z,, = 0).

Em contrapartida, o conjunto {aj,as,...,a,} é dito linearmente depen-
dente se o sistema (3.9) tem alguma solucao nao-trivial, ou seja, se existem
escalares ¢y, ¢o, ..., Cm, nao todos iguais a zero, tais que

c1a1 + ceag + -+ - + cpa, = On (310)

Por simplicidade, podemos escrever “os vetores ai, ..., a,, sao linearmente

independentes” (ou dependentes), ao invés de “o conjunto {ay,...,a,} é line-

armente independente” (ou dependente). As vezes, as expressoes “linearmente
independente” e “linearmente dependente” sao abreviadas por “LI” e “LD”.

Uma equagao do tipo (3.10), quando os escalares ¢; nao sio todos iguais a zero,
é chamada de uma relagao de dependéncia linear entre os vetores ay, ... , a,,.
E claro que s6 existem relacdes de dependéncia linear entre vetores linearmente
dependentes. Assim, 3u—v = 05 e Ou+ 17(02) = 05 sao relagoes de dependéncia
linear entre os vetores considerados no inicio dessa segao (verifique!).”

Em uma primeira leitura, a definicao 3.14 e o seu propdsito podem nao estar
muito claros. O conceito de independéncia linear, no entanto, é importantissimo, e
recomendamos uma leitura atenciosa do restante dessa se¢do. As proposicoes 3.18
e 3.20, em particular, sao elucidativas quanto a natureza de conjuntos linearmente
dependentes e independentes. Mas vamos comegar com exemplos simples, apenas
para fixar ideias.

50bserve que uma combinacido linear de um sé vetor é simplesmente um miltiplo desse
vetor. Assim, v = 3u é uma combinagéo linear do vetor u.

6H4 um pequeno “deslize técnico” nessa definicdo. Veja a observacdo no final da secio.

"Obterfamos outras relacoes de dependéncia linear entre u e 0y substituindo o escalar 17
por qualquer outro escalar ndo nulo em Ou + 17(03) = 0a.
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Exemplo 3.15

Sejam
1 1 —1
a; = 2 s Ay — 3 e ag = 1
—1 2 10

Observe que estes sao os mesmos vetores do exemplo 2.21. Vamos investigar se o
conjunto {aj, as, ag} é linearmente independente ou nao.

Temos que determinar se o sistema homogéneo xia; + xoas + rzag = 0 possui
unicamente a solugdo trivial, ou se possui uma infinidade de solugdes (veja a
segao 3.1). Primeiro, obtemos uma forma escalonada da matriz [al a ag}:

1 -1 11 -1 111 -1
2 3 1 224)2272;1 0 3 534)@373€2 0 1 3
—1 2 10| ®7%™ o 3 9 00 0

Agora, basta aplicar a proposicao 3.3: como a matriz [al as ag] tem uma
coluna nao-pivo, o sistema xja; + x2as + rzag = 0 possui solugoes nao-triviais, e,
portanto, os vetores a;, as e az sao linearmente dependentes.

Exemplo 3.16
Sejam agora

1 1 1
a; = 21, ay= |3 e a;= |0
-1 2 0

Vejamos se o conjunto {aj, as, a4} é linearmente independente.
Vamos escalonar a matriz [al as a4}:

11 11 1 11 1
2 3 O lo—>lo—201 0 _2 l3—€3—30o O 1 _2
—1 2 0| &5 o3 1 00 |7

Como todas as colunas da matriz [al as a4} sao colunas-pivo, o sistema zia; +
. ~ . 1 .
Toas + wzay, = 0 possui apenas a solugao trivial [gz] = 0, logo o conjunto
3

{aj,ay,a4} é, de fato, linearmente independente.
Esses exemplos motivam e ilustram o resultado a seguir.

Teorema 3.17

Seja {ay,ay, ..., a,} um conjunto de vetores de R". Este conjunto € linearmente
independente se e somente se todas as colunas da matriz A = [a1 ag - am}
sao colunas-pivo.

O teorema ¢ uma consequéncia imediata da proposicao 3.3 e da definicao 3.14.
De fato, ele é uma mera reformulagao das proposicoes 3.3 e 3.11 em termos do
conceito de independéncia linear.

A seguinte proposi¢do fornece uma caracterizacao de conjuntos linearmente
dependentes e, também, uma boa justificativa para o uso dessa terminologia.
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Proposicao 3.18

Um conjunto {ay, ag, ..., a,} de dois ou mais vetores de R"™ € linearmente de-
pendente se e somente se (pelo menos) um dos ay € uma combinagdio linear dos
demais vetores do conjunto.

Demonstragio: Suponha que o conjunto {aj,...,a,} seja linearmente depen-
dente. Entao existe alguma relacao de dependéncia linear cia; + - - - +c¢pa,, = 0,,
em que os escalares ¢; nao sao todos nulos. Assim, podemos escolher algum c;, # 0
(pode haver vérias escolhas admissiveis) e reescrever essa relacao como

Ckap = —Cia1 — C2Ay — - — Cp—1Ak—1 — Cp41Qk41 — *** — Cp@yy,

ou ainda como

! Co Ck—1 Ck+1 Cm
ap=——a — —Ay— - — ——Ap | — ——App] — - — A,
Ck Ck Ck Ck Ck
A hipdtese ¢ # 0 foi usada nesse ultimo passo. Se ¢, fosse zero, a divisdo nao
estaria definida! Concluimos da tltima equagao acima que a; é uma combinagao
linear dos demais vetores do conjunto dado.
Reciprocamente, se a, é uma combinacao linear dos demais vetores, entao
existem escalares «; tais que

ar = qra; + @ag + -+ + Q181 + Q1841 T 0 T A,
A equacao acima é equivalente a

ara) + aag + -+ ap1ag_1 + (—1)ag, + app1ape1 + -0+ apay, = 0,.

Essa é uma relagao de dependéncia linear entre os vetores a;, as, ..., a,,, pois os
pesos na combinacgao linear a esquerda nao sao todos iguais a zero: o coeficiente
de ai, ao menos, é —1 # 0. O]

O corolario a seguir é, meramente, um caso particular da proposicao 3.18.

Corolario 3.19
Um conjunto de dois wvetores é linearmente dependente se e somente se um dos
vetores € um multiplo do outro.

Isso mostra que a definicao 3.14 generaliza a nogao intuitiva de dependéncia
entre dois vetores que discutimos no inicio da se¢do, como haviamos anunciado.
Recomendamos que vocé reveja aquela discussao. Mas cuidado: o corolario acima
se aplica apenas a conjuntos de dois vetores! Veja os exercicios P3.14 e P3.15.

A proxima proposi¢do comeca a revelar por que conjuntos linearmente inde-
pendentes sao de interesse.

Na secao 2.5, vimos que um vetor b é uma combinacao linear de ay, ... , a,,
(isto é, b € Span{ay,...,a,}) se e somente se o sistema z1a; + -+ + T, =b
é possivel (ver proposicao 2.16, na pagina 52). Nao discutimos, no entanto, a
questao da unicidade de solugao desse sistema. A proposicao a seguir mostra que
essa questao diz respeito a independéncia linear do conjunto {aj, ..., a;}.
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Proposicao 3.20

Seja {ay, as, ..., a,} um conjunto de vetores de R™. Esse conjunto € linearmente
independente se e somente se cada vetor b € Span{ay,...,a,} pode ser escrito
de uma tnica maneira como combinacao linear de ay, ... , a,,.
Demonstrag¢io: Suponha, primeiro, que o conjunto {ay, ..., a,,} seja linearmente
independente, e seja b um vetor qualquer de Span{ay, ..., a,,}. Ora, se b pertence
a Span{ay, ..., a,}, entdo existem escalares ¢y, ... , ¢, tais que

b = cia; + cas + - - - + cpan,. (3.11)

Agora considere “outra” representagao
b = d1a1 + d2a2 + 4 dmam. (312)

Vamos mostrar que d; = ¢1, do = ¢o, ..., d, = ¢,. Dessa forma, a repre-
sentagao (3.11) é, na realidade, tinica. Subtraindo a equagao (3.12) da (3.11),
obtemos

On = (61 — dl)al + (CQ — dg)&g + -+ (Cm — dm)am

Como o conjunto {aj,...,a,,} é linearmente independente, a equagdo acima im-
plica que ¢y —dy =0, co —dy =0, ..., ¢, — d,, = 0, pois nao ha relagoes de
dependéncia entre ay, ..., a,. Portanto, vale d; = ¢; para j =1, 2, ..., m.

Agora, provaremos a reciproca. Suponha que cada vetor de Span{ay, ..., a,,}
tenha uma unica representagdo como combinacao linear dos vetores ay, ... , a,,.
O vetor zero 0,, em particular, pertence ao span de ay, ..., a,, (conforme a
observagao 2.14, na pagina 51). Dessa maneira,

On:0a1+0a2+~-+0am

¢ a unica forma de representar 0,, como combinagao dos vetores a;. Em outras
palavras, o sistema homogéneo (3.9) possui apenas a solugdo trivial, e, portanto,
o conjunto {ay,...,a,} é linearmente independente. ]

A proposicao 3.20 sera crucial na secao 4.4.

Reunimos, no teorema abaixo, diversas formas de se dizer que um conjunto é
linearmente independente. Esta lista pode auxiliar o leitor, ou a leitora, em seus
estudos e na resolucao de exercicios.

Teorema 3.21
Sejam aq, as, ..., a,, vetores de R", e seja A a matriz de tamanho n x m dada
por [al a - am]. As sequintes afirmativas sdo equivalentes:

(a) O conjunto {ay,as,...,a,} € linearmente independente.
(b) Os vetores ay, ag, ..., a, sao linearmente independentes.

(¢) O sistema homogéneo x1a; + -+« + xpa, = 0, tem unicamente a solugao
trivial x1 =0, zo =0, ..., x,, = 0.
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(d) Se xia; + - - + zpa, = 0,, entdo todos os x; tém que ser iguais a zero.

(e) Nao existem relagoes de dependéncia linear entre os vetores ay, ..., &,.
(f) Cada vetor de Span{ay, ..., a,} pode ser escrito de uma tunica maneira como
combinacao linear de ay, ..., a,,.

(g) O sistema homogéneo Ax = 0,, tem unicamente a solugdo trivial x = 0,,.
)

(h) Nuc A = {0,,}.

O sistema Ax = 0,, ndo possui “varidveis livres”.

(i)
(j) A matriz A possui uma posi¢ao-pivd em cada uma de suas m colunas.

A equivaléncia entre as afirmativas deve estar clara, tendo em vista as defini-
goes e resultados deste capitulo. Observe, em particular, que as afirmativas (f),
(h) e (j) sdo consideradas nas proposigoes 3.20, 3.11 e no teorema 3.17, respectiva-
mente. A afirmativa (d) é apenas uma outra forma de dizer (¢). A afirmativa (g)
também ¢é meramente (c) escrita em forma “compacta’.

Muitas vezes, a afirmativa (j) é usada, “na pratica”, para testar se as outras
valem ou nao, como fizemos nos exemplos 3.15 e 3.16.

O resultado a seguir é, essencialmente, uma reformulacao da proposicao 3.6.

Proposicao 3.22
Se os vetores ay, ag, ..., a,, de R" sao linearmente independentes, entao, neces-
sariamente, vale m < n.

Demonstragio: Se m > n, pela proposicao 3.6, o sistema zia; + - - -+ z,,a,, =0,
teria uma infinidade de solu¢des. Em particular, esse sistema teria solugoes ndo-
triviais. Assim, os vetores aj, ..., a,, nao seriam independentes. O

A proposicao 3.22 diz que um conjunto linearmente independente de vetores
em R" pode ter, no mazrimo, n elementos. Em outras palavras, um subconjunto
de R™ que contém mais do que n vetores é, necessariamente, linearmente depen-
dente. Um conjunto de seis vetores em R®, por exemplo, é “automaticamente”
linearmente dependente. O mesmo vale para um conjunto de 117 vetores em R,

A proposicao 3.22 é andloga a proposicao 2.25 da secao 2.7. Note, no entanto,
que as dire¢oes das desigualdades sdo trocadas. Cuidado para nao confundir esses
resultados!

Observagao

Rigorosamente falando, os enunciados da definicdo 3.14 e de diversos resultados seguin-
tes contém um erro. Deixamo-lo estar até aqui, a fim de néo tirar o foco das ideias
principais. Mas vamos, agora, remediar esse problema técnico.

Para explicar a questdo, precisamos, primeiro, considerar uma sutileza da notacao
usual de teoria dos conjuntos. Em uma “listagem” explicita dos elementos de um con-
junto, convenciona-se que elementos repetidos sao irrelevantes (e podem ser ignorados).
Assim, por exemplo, os conjuntos {a, b, a} e {a, b} sdo iguais: ambos representam o con-
junto que contém os elementos a e b (seja 14 o que forem a e b...). Em particular, se a e
b forem iguais, esse conjunto na realidade conterd um sé elemento: {a,b} = {a} = {b}.
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Para corrigir (ou arrematar) a defini¢ao 3.14, precisamos esclarecer que ela nao res-
peita essa convencao. O conjunto {[%], [?2’} }, por exemplo, é linearmente dependente,
pois [%] - [%] = 0 é uma relacdo de dependéncia entre seus elementos (hd muitas
outras). De acordo com a convencao de teoria dos conjuntos, no entanto, esse conjunto
seria igual a {[;’] }, que, por sua vez, é linearmente independente (verifique). Mas nao
ha dilema algum aqui: repetimos que a defini¢do 3.14 ndo seque a convencao de ignorar
elementos repetidos em uma listagem.

Para enfatizar esse ponto, alguns autores apresentam o conjunto {aj,as,...,am}
da definicdo 3.14 como um conjunto indexado, ou seja, um conjunto em que sejam
relevantes a ordem e as repeticdes dos elementos. Inclusive, alguns preferem usar a

notagao (al, as, ... ,am) para conjuntos indexados.

Exercicios resolvidos

R3.1. Mostre que se um conjunto {aj,as,...,a,} contém o vetor zero, entao
esse conjunto ¢, automaticamente, linearmente dependente.

Solugao: Se a; =0 (onde j é um dos indices entre 1 e m), entao vale
0a1+0a2+-~-+0aj,1—i—laj—i—OajH—l—---—i—Oam:0.

Essa é uma relacao de dependéncia linear entre os elementos de {ay, ..., a,,}
(observe que o coeficiente do vetor a; nao é zero), portanto, esse conjunto
é linearmente dependente.

Outra forma de resolver a questao é a seguinte:

Se a; = 0, entdo a j-ésima coluna da matriz [al e am} é toda de zeros,
portanto nao pode ser coluna-pivo (justifique, pensando no efeito do pro-
cesso de escalonamento sobre esta coluna). Pelo teorema 3.17, o conjunto
é linearmente dependente. Esta solucdo é valida, mas a primeira é mais
elegante. O]

R3.2. Sejam aj, a; e v vetores de R”. Mostre que se v pertence a Span{aj,as},
entdo o conjunto {aj, as, v} é linearmente dependente.

Solugdo: A hipétese v € Span{a;, as} equivale a dizer que v é uma combi-
nacao linear de a; e ay (veja a proposigao 2.16 da se¢ao 2.5). Entdo, pela
proposigao 3.18; o conjunto {a;, as, v} é linearmente dependente.

E instrutivo obter esse resultado diretamente, sem usar a proposicao 3.18
(repetindo, essencialmente, a sua prova, para esse caso mais simples). Se
v € Span{aj,ay}, existem escalares ¢; e ¢y tais que v = cja; + cpas. Isso
equivale a cia; + ccas — v = 0. Observe que esta é uma relagdo de de-
pendéncia linear entre a;, a; e v (justifique!), portanto esses vetores sao
linearmente dependentes. O
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Exercicios

R3.3. Sejam aj, ..., a, e v vetores de R", e suponha que Z = {ay,...,a,}
seja um conjunto linearmente independente. Mostre que se v nao pertence
a Span{ay,...,a,}, entdo o conjunto {aj, ..., a,, v}, obtido pela inclusdo

de v em Z, é, ainda, linearmente independente.

Solugdo: Vamos considerar a relagao
r1a) + Teag + -+ + Tp@y, + Ty v =0, (3.13)

e mostrar que todos os escalares z; tém que ser iguais a zero (veja a afir-
mativa (d) do teorema 3.21). Primeiro, argumentamos que x,,,; ¢ necessa-
riamente igual a zero. De fato, se z,,11 # 0, poderiamos reescrever (3.13)

como
T T2 Tm
V = — a; — g — * — Ay
Tm+1 Tm+1 Tm+1
Mas isto contradiz a hipdtese de que v ¢ Span{ay,...,a,}, portanto tem

que valer x,,,1 = 0. Assim, podemos simplificar a relagdo (3.13) para
ria1 + Toa9 + - + Tpay, = 0.

Como, por hipétese, os vetores ay, ..., a,, sao linearmente independentes,
os escalares xy, ..., T, também sdo necessariamente iguais a zero. ]

Exercicios propostos

P3.1. Verifique que os sistemas em (3.1), na pagina 66, sdo equivalentes e podem
ser escritos na forma (3.2).

P3.2. Determine se os sistemas homogéneos abaixo possuem apenas a solugao
trivial, ou uma infinidade de solugdes. Nao é necessario resolver os sistemas
completamente. Use a proposicao 3.3 ou a 3.6.

(a) T — 31’2 =0
21’1 + 31’2 =0

1 3 1
(b) @y [2| 4+ 22 [2] + 23 |1]| =0
3 1 1
1 2 4
(¢c) |1 3 9|x=0
1 4 16

o 378 e

P3.3. Considere o sistema Bx = 0 do exemplo 3.4. Faga o processo de esca-
lonamento da matriz completa [B ‘ O]. Verifique, assim, que a sua forma
escalonada reduzida é aquela dada em (3.4). Observe que cada matriz ob-
tida durante o processo tem apenas zeros na ultima coluna.
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P3.4. Mostre que se a matriz [A ‘ O] é linha-equivalente a [G ‘ b], entdo b = 0.

P3.5. (a) Mostre que se B ¢ uma matriz escalonada (ou escalonada reduzida),

(b)
(c)

entao [B

0] também ¢ (verifique os critérios da defini¢do 1.5).
Convenga-se de que se A e B sao linha-equivalentes, entao [A ‘ O} e
[B ‘ O} também sao.

Explique a seguinte afirmativa a luz do itens anteriores: “Para resolver

o sistema Ax = 0, basta escalonar a matriz de coeficientes A.”

P3.6. Verifique uma espécie de reciproca da observacao 3.2: Se x = 0 é uma
solugdo do sistema Ax = b, entao esse sistema ¢ homogéneo (isto é, b = 0).

P3.7. Suponha que Ax = b e Bx = d sejam sistemas equivalentes, ou seja, que
tenham o mesmo conjunto-solugao. Mostre que Ax = b é homogéneo se e
somente se Bx = d é homogéneo. Dica: Use o exercicio anterior.

P3.8. Determine se cada afirmativa é verdadeira ou falsa. Justifique.

(a)

Se a é um escalar diferente de zero e ax = 0, entao pode-se inferir que
xz = 0.

Se A é uma matriz diferente da matriz zero e Ax = 0, entao pode-se
inferir que x = 0. Observagdo: Lembre que a “matriz zero” tem todas
as entradas iguais a zero.

Um sistema linear com cinco variaveis e trés equagoes necessariamente
tem uma infinidade de solugoes.

Um sistema linear homogéneo com cinco variaveis e trés equacoes ne-
cessariamente tem uma infinidade de solugoes.

Um sistema linear homogéneo com trés variaveis e cinco equagoes ne-
cessariamente tem somente a solugao trivial.

Um sistema linear homogéneo com trés variaveis e cinco equagoes pode
ter solugoes nao-triviais.

Se um sistema homogéneo possui uma solugao nao-trivial, entao, ne-
cessariamente, possui uma infinidade de solucoes.

14 -2 7
P3.9. SejaG=| 3 0 6 9].
-1 2 —4 -1

Determine os vetores abaixo que pertencem a Nuc G:

1 1 -1 —2 0
—2 0
2 2 3 1 0
1 ) O Y 2 ) 1 Y 1 I 0 Y 8 * (314)
-1 -1 -1 0 0

P3.10. Descreva, explicitamente, o ntcleo de cada matriz dada abaixo como o
span de certos vetores. Inspire-se nos exemplos 3.12 e 3.13.
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2 0 4
(a) 1 3 —1].

-1 -2 0
1 21 -1
) |-2 —4 0 4.
3 6 4 —2

(c) A matriz A de (1.13), pagina 13. Dica: Sua forma escalonada reduzida
ja foi obtida em (1.15).
(d) A matriz G do exercicio anterior.
(e) [0 0 0].
(f) [0 1 0]
)

( 0100
& 10 0 0 1
P3.11. Considere a matriz C' do exemplo 3.5, na pagina 67. Faga o exercicio

sugerido ao final do exemplo. Observe que {0} é uma descri¢ao explicita do
niicleo de C. Escrever Nuc C' = Span{0} também é correto, mas é bobagem.

P3.12. Considere o sistema abaixo:

31’1—1‘220
[I§'1+2$2:O

(a) Cada equacdo do sistema representa uma reta em R?. Esboce-as.

(b) Explique por que a intersecao das duas retas representa o ntcleo da
matriz A = H _%]

(c) Olhe para o seu esbogo, e conclua que Nuc A contém apenas a origem
de R2,

(d) Usando a proposicao 3.11, verifique diretamente que Nuc A = {0}.

P3.13. Em cada item, determine se os vetores dados sao linearmente indepen-
dentes ou dependentes.

0 2 3
@) |-2], [-2|, |-2].
-1 | 7] [ 11
o] [ 1] [ 3]
®) |-2|, [-2], |-2]|.
—1] [ 0] [11]
o] [ 1] [ 3] [2
(¢) |—-2{, |—2|, |—2|, |0|. Dica: Use a proposigao 3.22.
—1] [ 0] [11] 1
11 [ o] [3
2 —1 4
(d) 0]’ 17 |11]°
-1 [ 0] [1
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(e) {3} : {8} . Dica: Veja o exercicio resolvido R3.1.

P3.14. Verifique, “por inspe¢do”, que os seguintes vetores sdao linearmente de-
pendentes. Dica: Use o corolario 3.19.

2 —6
1 e -3
-1 3

P3.15. (a) Verifique que os seguintes vetores sao linearmente dependentes:

2 0 4
1], 3, |-1
—1 —2 0

(b) Observe que, dentre os vetores dados, nenhum ¢é multiplo do outro.
Por que isso nao contradiz o corolario 3.197

P3.16. Prove o corolario 3.19 novamente, fazendo uso direto da defini¢ao 3.14.
Dica: Reproduza, nesse caso mais simples, a prova da proposicao 3.18.

P3.17. Seja G a matriz dada no exercicio P3.9, e sejam uj, Uy, U3 € Uy Seus
vetores-coluna. Verifique que vale a relagdo de dependéncia linear u; +
2us+uz—uy = 0. Sugestao: Aproveite o trabalho ja feito no exercicio p3.9.
Repare, em particular, no primeiro vetor dado em (3.14).

P3.18. Cada solugao nao-trivial de Ax = 0 (caso exista) corresponde a uma
relacdo de dependéncia linear entre as colunas de A. Explique.

P3.19. Se houver uma relagdo de dependéncia linear entre os vetores a, as, ...
a,,, entao haverd uma infinidade delas. Justifique.

P3.20. Em cada item, determine os valores de h tais que (i) u € Span{vy, vy},
e tais que (ii) o conjunto {vy, vy, u} seja linearmente dependente.

1 [0 2
(a) vi=| 3|,ve=[2|,u=|1
| —1] 4 h
[ 1] [—2] 2]
(b)y vi=| 3|, ve=|—6|,u=|1].
| —1] | 2] I
[ 1 [—2] 3]
(c) vi=| 3|, vo=|-6]|,u= [9].
| —1] | 2] I
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P3.21. Sejam ai, as, ..., a,, e v vetores de R™. Mostre que, se v pertence a
Span{aj,...,a,}, entdo o conjunto {ai,...,a,,v} é linearmente depen-
dente. Equivalentemente, se o conjunto {ay,...,a,,, v} é linearmente inde-
pendente, entdo v ndo pertence a Span{ai,...,a,}. Observac¢io: Essa é

uma generalizagao do exercicio resolvido R3.2.

P3.22. Sejam ay, ..., a,, e v vetores de R", e suponha que ay, ..., a,, sejam
linearmente independentes. Mostre que v pertence a Span{ai,...,a,} se
e somente se o conjunto {ay,...,a,, v} é linearmente dependente. Equiva-
lentemente, v nao pertence a Span{ay,...,a,,} se e somente se o conjunto
{ai,...,a,, v} élinearmente independente.

Dica: Na realidade, o trabalho todo ja foi feito nos exercicios R3.3 e P3.21.
Basta juntar as pegas. Note que o exercicio resolvido R3.3 diz que, sob a
hipdtese adicional da independéncia linear dos vetores ay, ... , a,,, vale a
reciproca do exercicio P3.21.

. 1 -2 2
P3.23. Considere os vetores a; = [_:ﬂ, a, = [—g] ev = [(1)] Mostre que
o conjunto {a;,as, v} é linearmente dependente, mas que v ndo pertence

a Span{a;,as}. Explique por que isso nao contradiz o exercicio P3.22.
Conclua que, em geral, ndo vale a reciproca do exercicio P3.21.

P3.24. Sejam a;, a e v vetores de R3, com a; e a, linearmente independentes.

(a) Convenga-se de que Span{aj, as} é um plano passando pela origem em
R3. Dicas: Os vetores a; e a, podem ser colineares? Algum deles pode
ser nulo? Agora, relembre o exemplo 2.11.

(b) Faca dois esbogos representando aj, as, v e o plano Span{a;, as}: um
para o caso v € Span{aj,as}, e outro para o caso v ¢ Span{a;,as}.
Isso dara uma interpretacao geométrica, em R3, para o exercicio P3.22.

P3.25. Interprete, geometricamente, cada item do exercicio P3.20. Em cada caso,
determine se Span{vy,vs} é uma reta ou um plano em R3. Depois, reflita
sobre o significado geométrico de u € Span{vy, vs} e sobre o significado
geométrico da dependéncia linear entre vy, vy e u.

P3.26. Determine se cada afirmativa é verdadeira ou falsa. Justifique.

(a) Se o conjunto {w,x,y,z} é linearmente dependente, entdao z pode ser
escrito como uma combinagao linear dos demais vetores.

(b) Se o conjunto {w,x,y,z} é linearmente dependente, entdao algum de
seus elementos pode ser escrito como combinacao linear dos demais.

(¢) Para determinar se o conjunto {w,x,y,z} é linearmente dependente,
¢ uma boa ideia verificar se x é uma combinacao linear dos demais
elementos.

(d) Para determinar se o conjunto {w,x,y,z} ¢ linearmente dependente,
é uma boa ideia verificar se z é uma combinacao linear dos demais
elementos.
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(e) Se o conjunto {w,x,y,z} é linearmente dependente, entao algum de

seus elementos esta no subespago gerado pelos demais.

P3.27. Sejam aj, as, ..., a,, e u vetores de R".
(a) Mostre que, se {ay,...,a,} for um conjunto linearmente dependente,
entdo {ai,...,an,,u} também serd. Ou seja, se acrescentarmos veto-

res a um conjunto linearmente dependente, o resultado permanecera
dependente. Dica: Comece com uma relacdo de dependéncia linear
entre ay, ..., a,,. Como escrever, agora, uma relacao de dependéncia
linear entre os vetores ay, ..., a,, e u?

Mostre que, se {ai,...,am,,u} for um conjunto linearmente indepen-
dente, entdo {aj, ..., a,} também serd. Ou seja, se removermos veto-
res de um conjunto linearmente independente, o resultado permanecera
independente. Dica: Use o item anterior.
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Capitulo 4

Subespacos, Bases e Dimensao

4.0 Introducao

Em diversos exemplos e exercicios dos capitulos anteriores, buscamos repre-
sentacoes geométricas de certos subconjuntos de R? e de R3. O exemplo 2.11 e os
exercicios P2.16, P2.17, P2.21 e P2.22 tratam da interpretacao geométrica do span
de determinados conjuntos de vetores. Nos exemplos 3.12 e 3.13, interpretamos
o nucleo de certas matrizes.

Talvez vocé tenha reparado que alguns tipos de subconjuntos sao recorrentes
nesses exemplos. Referimo-nos, em particular, a retas passando pela origem em
R? e R? e a planos passando pela origem em R3. A recorréncia desses tipos de
subconjuntos nao é um acaso: eles sao exemplos de subespagcos. Um subespaco é
um tipo especial de subconjunto de R", que tem papel central em algebra linear.
Veremos que o span, o espaco-coluna e o nucleo de uma matriz sao subespagos.
O conceito sera definido precisamente na se¢ao a seguir, e o restante do capitulo
sera dedicado a estudar suas propriedades.

Boa parte do material deste capitulo sera de natureza mais abstrata do que o
dos capitulos anteriores. Um pouco de abstracao é inevitavel nesta etapa, pois o
objetivo, essencialmente, é descrever as propriedades de certos subconjuntos de
R™ onde n pode ser qualquer inteiro positivo. Como podemos descrever um sub-
conjunto de R®, de R'” ou de R®2! sem usar conceitos abstratos? Uma visualizacdo
geométrica, direta e concreta desses espagos é evidentemente impossivel.

4.1 Subespacos de R"

Comecemos fazendo uma breve recordagao sobre subconjuntos. Dizer que
Y é um subconjunto de X é o mesmo que dizer que todo elemento de Y é
um elemento de X. Nesse caso, dizemos também que Y estd contido em X, e
denotamos Y C X.! Quando dizemos, entao, que S é um subconjunto de R",

I!Quando z é um elemento do conjunto X, geralmente dizemos que x pertence a X, e de-
notamos z € X. Mas podemos também dizer que z estd contido em X. Cuidado com essa
ambiguidade da terminologia.
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queremos dizer que S é um conjunto de vetores, cada um de n coordenadas reais.
Observe que, por defini¢ao, o proprio R™ é um subconjunto de R™. Por outro lado,
o R? ndo é um subconjunto de R?, pois um elemento de R? (uma lista ordenada
de dois ntimeros) ndo pertence a R* (cujos elementos sao listas de trés niimeros).

Definicao 4.1
Seja V' um subconjunto de R™. Dizemos que V' é um subespago de R” se as
seguintes condigoes forem satisfeitas:

1. O vetor zero 0,, de R"™ pertence a V.
2. Para quaisquer vetores u e v de V, a soma u + v também pertence a V.

3. Para qualquer u de V e qualquer escalar o € R, o produto au pertence

aV.

O conjunto R™ é um subespaco dele préprio. De fato, R™ é um subconjunto
dele préprio que contém o vetor zero. Além disto, se u e v sdo vetores de R"” e o é
um escalar, entao a soma u+v e o produto au sao vetores de R". O conjunto R",
portanto, satisfaz as condi¢oes da defini¢ao 4.1.

O subconjunto {0,,} do R™ que contém apenas o vetor zero ¢ também um
subespago (verifique que este conjunto satisfaz as condigoes da definigdo). Por
nao ter muita gracga, este ¢ chamado de subespacgo trivial do R".

Cuidado!

Atencao para a premissa da definicao 4.1: Para que V seja um subespago de R,
V' tem que ser um subconjunto de R™ (além de satisfazer as condigoes 1 a 3). O
R? ndo é um subespaco de R3, por exemplo, pois ndo € sequer um subconjunto
de R? (ver o paragrafo que antecede a defini¢do 4.1). Pela mesma razao, R™ ndo
é um subespacgo de R™ quando n # m.

Observacao 4.2
O exercicio P4.2 pede que voceé verifique o seguinte fato, que segue da defini¢ao 4.1.
Se V' é um subespaco e os vetores ay, ..., a,, pertencem a V', entao qualquer
combinagao linear

cia] + Ccas + -+ + Cpay,

também pertence a V. Ou seja, se cada a; pertence a V', entao o conjunto gerado
por aj, ..., a, estd contido em V' (em simbolos, Span{a;,...,a,,} C V).

Na realidade, vale também a reciproca. Com efeito, cada a; pertence a
Span{ai,...,a,}, em vista da observagao 2.15. Assim, se Span{a,...,a,,,} CV,
entao a; € V. Temos, portanto, o resultado a seguir.

Proposicao 4.3

Seja V' um subespaco de R™, e sejam ay, ..., a,, vetores de R™. O conjunto
gerado por ay, ..., a, estd contido em V (Span{ay,...,a,} C V) se e somente
se cada um dos vetores a; pertence a V.
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A hipoétese de que V' seja um subespago é muito importante na observagao 4.2
e na proposigao 4.3 (veja o exercicio P4.3).

Os proximos resultados mostram que o subespago gerado por vetores, o espaco
das colunas e o nicleo de uma matriz sao subespacos.? As provas sao simples e
elucidativas, pois consistem na verificagao direta das condigoes da defini¢ao 4.1.

Proposicao 4.4
Sejam ay, ag, ..., a,, vetores de R™. O subespago gerado por ai, ..., a, (ou
seja, Span{ay, ..., a,}) € de fato, um subespaco de R™.

Demonstragcdo: Em primeiro lugar, verificamos a premissa da definicao 4.1: Como
ai, ..., a, sao vetores de R", é claro que suas combinagoes lineares também
o sdo, logo Span{ay,...,a,} é um subconjunto de R™. Agora, a condigao 1:
O vetor zero 0,, pertence a Span{ai,...,a,}, pela observacao 2.14 (pagina 51).
Condigao 2: Se u e v pertencem a Span{ay, ..., a,,}, entdo existem pesos ¢y, ... ,
Cm €dy, ..., dp, tais que

u=ca; + -+ cna, e v=da + -+ dy,a,. (4.1)
Assim,
u+v=_(c+d)a + (ca+do)ag+ -+ (¢ + dp)am,

isto é, u + v é uma combinagao linear dos vetores ajy, ..., a,,. Isso é o mesmo
que dizer u + v € Span{aj,...,a,,}. Finalmente, verificamos a condigdo 3: Se
u € Span{ay,...,a,}, mais uma vez podemos escrever u como em (4.1). E, se
« é um escalar qualquer, entao

au = a(c1a; + cag + -+ - + cpay,) = (ac)a; + (acy)ag + - - - + (acy)an,,

logo au € Span{ay,...,a;}. O

Como o espago-coluna de uma matriz é, por definicdo, o espaco gerado por
seus vetores-coluna, obtemos a seguinte consequéncia direta dessa proposicao.

Corolario 4.5
Seja A uma matrizn x m. O espago-coluna de A (Col A) é um subespago de R™.

Exemplo 4.6

Sejam a; = [é} , Ay = [%} eag = [_1(%)] os vetores do exemplo 2.21, na pagina 54,
e seja W = Span{aj, as, az}. Pela proposigao 4.4, o conjunto W é um subespago
de R®. Mais concretamente, W é um plano passando pela origem de R3, conforme
o exercicio P2.21. Recapitulando esse exercicio, vimos que os vetores a;, as e as
sao coplanares. E facil ver, no entanto, que esses vetores ndo sdo colineares.
A conclusao de que o conjunto W gerado por eles seja um plano, portanto, é
intuitiva (veja também o exercicio P2.22). Uma regido do plano W contendo os
vetores aj, as e ag, é ilustrada na figura 2.7 (pagina 62).

2 Assim, a terminologia “subespaco gerado”, que introduzimos no capitulo 2, estd finalmente
justificada.
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No exemplo acima, usamos fortemente os resultados do exercicio P2.21. Nos
exemplos 4.28 e 4.29 da secao 4.3, veremos uma forma mais sistematica de fornecer
descricoes geométricas de subespacos de R? e de R3.

Proposicao 4.7
Seja A uma matrizn x m. O nicleo de A (Nuc A) é um subespago de R™.

Demonstracdo: Primeiramente, observamos que Nuc A é um subconjunto de R™
(recorde a definigdo 3.8). Condigdo 1: Em vista da observagao 3.10, o vetor
zero de R™ pertence a Nuc A (0,, é sempre uma solugdo do sistema Ax = 0,,).
Condicao 2: Se u e v pertencem a Nuc A, entdo, por definicdo, Au = 0, e
Av = 0,. Usando as propriedades algébricas do produto matriz-vetor, temos
A(lu+v) = Au+ Av = 0, + 0,, = 0,, logo o vetor u + v pertence a Nuc A.
Verificamos a condi¢do 3 similarmente: Se u € Nuc A e a é um escalar, entao
A(au) = aAu = a0,, = 0,, logo au € Nuc A. O

Cuidado!

Mais uma vez, alertamos o leitor para nao confundir Col A e Nuc A. Em particu-
lar, se A é uma matriz n X m, entdo Col A é um subespaco de R", ao passo que
Nuc A é um subespaco de R™.

4.2 Conjuntos geradores e bases de subespacos

Considere os seguintes n vetores de R™:

1 0 0
0 1 0

e; = 0 s €y = 0 s e, e =] (42)
0] 0] 1]

Qualquer vetor de R™ pode ser escrito como uma combinagao linear desses vetores,
ou seja, eles geram R™ (recorde a defini¢ao 2.20 e o teorema 2.24). De fato, se v

¢ um vetor de coordenadas vy, vo, ..., v,, entao
v 1] 0] 0]
' 0 1 0
Vg
vV = : =11 0 + U2 0 +--- 4, = v1€e1 + v9ey + - - -+ v,€e,. (43)
U’ : : 0

Ademais, esta é a unica forma de representar v como combinacao linear de
ey, ..., e,. Esse fato esta associado a independéncia linear dos vetores eq, ... ,
e, (conforme a proposigao 3.20), mas o exercicio P4.6 pede que vocé verifique-o
diretamente.

Em sintese, o conjunto {ey,...,e,} tem a seguinte propriedade interessante:
qualquer vetor de R™ pode ser escrito de uma tnica maneira como combinacao
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linear de seus elementos. Dizemos que este conjunto é uma base de R™. Nesta
secao vamos definir esse conceito precisamente. De fato, introduziremos o conceito
de base de um subespaco, que nao precisa ser o R” inteiro.

Primeiro, precisamos generalizar a definicao 2.20.

Definicao 4.8
Seja G = {aj,ay,...,a,} um conjunto de vetores de R" e seja V' um subespago
de R™. Se o subespago gerado por ay, ... , a,, coincide com V| isto é, se

V = Span{aj,as,...,an,}, (4.4)

dizemos que G = {ay,...,a,,} é um conjunto gerador do subespago V. Pode-
mos dizer também, mais informalmente, que os vetores a;, as, ... , a,, geram V,
ou ainda que o conjunto G gera V.

E claro que a condicio (4.4) seré vélida se e somente se forem vélidas as se-
guintes duas condigoes:® (i) Span{ay,...,a,} CV, e (ii) V C Span{ay,...,a,}.
Em vista da proposi¢ao 4.3, a condigao (i) equivale a dizer que cada vetor a; per-
tence a V. A condigdo (ii), por sua vez, equivale a dizer que qualquer vetor de V'
pode ser gerado pelos vetores ay, ..., a,,. As vezes, é mais conveniente conside-
rar separadamente estas duas “sub-condigoes” (como no exemplo 4.16, adiante).
Sintetizamos essas consideragdes na seguinte observacao.

Observacao 4.9
O conjunto G = {ay, ..., a,} gera V se e somente se valem as seguintes condigoes:
(i) cada a; estda em V; e (ii) qualquer vetor de V' é gerado por ay, ..., a,.

Agora estamos prontos para enunciar a principal definicao desta secao.

Definicao 4.10
Seja V' um subespago de R". Um conjunto B = {a;,as, ...,a,} de vetores de R”
¢ dito uma base do subespacgo V' se as seguintes condicoes estiverem satisfeitas:

1. B é um conjunto gerador para V, isto ¢, Span{ai,...,a,} = V. Conforme
a observacao 4.9, esta condicao se desdobra em duas:

(i) Cada vetor a; pertence a V.
ii) Qualquer vetor v de V pode ser gerado por ay, ..., a,.
g P

2. O conjunto B ={ay,...,a,} ¢ linearmente independente.

Repetindo, uma base de V' é um conjunto gerador de V que é também linearmente
independente.

Enfatizamos a “sub-condi¢ao” 1(i): Se {ai,...,a,} é uma base de V, entdo
cada um dos vetores a; tem que pertencer a V. Na observagao abaixo, destacamos
outra condigido necessdria (mas nao suficiente) para que um conjunto seja uma
base de um subespago de R™.

3E necessdrio que ambas sejam verdadeiras para que valha V = Span{ay,...,a,,}.
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Observacgao 4.11

Se B = {aj,...,a,} ¢ uma base de um subespaco V de R", entdo B tem, no
mdzimo, n elementos. Ou seja, a condicdo p < n é necessaria. Isso segue da
proposicao 3.22, ja que os elementos da base B sao, afinal, vetores linearmente
independentes de R™. Neste ponto, a hipdtese V' C R" é importante.

Observacao 4.12

Dizemos, por convengio, que a base do subespago trivial {0} de R™ é o con-
junto vazio @ = {}. Coerentemente, dizemos também que o conjunto vazio é
linearmente independente, e que é um conjunto gerador para o subespaco trivial.

Exemplo 4.13

O conjunto {ey,...,e,}, onde os e; sdo dados em (4.2), é uma base de R". Como
vimos, esse conjunto gera R" e, conforme o exercicio P4.7, é também linearmente
independente. Esse conjunto é chamado de base canodnica de R". A base

canonica do R?, por exemplo, é {[{],[{]}, eadoR® ¢ {[é] , [g} , [ﬂ }

Cuidado!

Estamos usando os mesmos simbolos (e;) para escrever vetores da base canonica
de R?, de R3 ou de R", para n qualquer! Denotamos, por exemplo, a base candnica
de R? por {e1,ex}, e a de R? por {e;, ez, e3}. Mas os e; do primeiro conjunto sao
vetores de R?, e os e; do segundo sdo vetores de R*. J4 os e; de (4.2) sao vetores
de R™. Cabe a vocé atentar ao contexto para sanar essa ambiguidade.

Observagio

“Base canodnica” significa base padrdo ou standard. Problemas e aplicacGes sdo muitas
vezes formulados em termos da base canbnica, mas as vezes esta ndo é a base mais
conveniente para se usar no desenvolvimento e resolucdo de tais problemas. Veremos
exemplos disso no capitulo 8.

Exemplo 4.14

Sejam u = [*:1))] ev= [%] Verifique que {u, v} é uma base de R.

Solucao: Esse exercicio é muito simples. Para verificar as condigoes da defini-
¢ao 4.10, escalonamos a matriz [u V}:

o e (]

3 5 0 11

Pelo teorema 2.23, como a matriz [u V} tem uma posicao-pivo em cada linha, o
conjunto {u, v} gera R? (é evidente que u e v pertencem a R?, logo a condicao 1(i)
é satisfeita). E, pelo teorema 3.17, como a matriz tem uma posi¢ao-pivé em cada
coluna também, esse conjunto é linearmente independente. O

Exemplo 4.15
1 2

Sejam u = [_3}, v = [5] ew = [S}. Determine se {u, v, w} é uma base de R
Solugdo: O conjunto {u,v,w} gera R? (verifique!), mas ndo é linearmente in-
dependente (um conjunto de trés vetores em R? nunca o é, conforme a proposi-
¢do 3.22). Assim, esse conjunto ndo é uma base de R2. O]
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Exemplo 4.16
Sejam a; = [_%], a, = [é] e ag = [_lﬂ os vetores do exemplo 4.6, e seja

novamente W = Span{a;, as,az}. Como vimos, W é um plano passando pela
origem de R3. Evidentemente, {a;,as,a3} ¢ um conjunto gerador de W, pela
propria definicao de W. No entanto, esse conjunto ndo é uma base de W, pois
nao é linearmente independente (conforme o exemplo 3.15). Vamos verificar, em
contrapartida, que B = {a;,as} é uma base de W.

A condigao 1(i) da definigdo 4.10 é claramente satisfeita: a; e ap pertencem
a W, em vista da observagao 2.15. Para abordar a condicao 1(ii), observamos
primeiro que o vetor ag é gerado por a; e ag. De fato, ag = —4a; +3ay (verifique!).
Agora, seja w = cja; + csa; + czaz um vetor de W isto é, um vetor qualquer
gerado por aj, as e ag. Ora, w pode ser escrito como combinacgao linear de a; e ag
apenas, ja que

W = Cia + Cody -+ Czag =
= cja; + cpas + 03(—4a1 + 332) = (Cl — 463)31 + (CQ + 303)&2.

Assim, qualquer vetor de W é gerado por a; e a,. Finalmente, temos que verificar
que {a;,az} é um conjunto linearmente independente (condigao 2). Deixamos isso
como um exercicio para o leitor.

Na secao 4.5, veremos um método para encontrar, no caso geral, uma base
para o subespago gerado por um dado conjunto de vetores. Abordaremos também
a construcgao, “na pratica”, de bases para o niicleo e o espago-coluna de uma dada
matriz.

No momento, vamos discutir alguns resultados tedricos, considerando um sub-
espaco qualquer de R™. Veremos, em particular, que todo subespaco de R", de
fato, possui uma base (veja o teorema 4.20, abaixo). As demonstragdes sao
relegadas a secao 4.7, cuja leitura é opcional. No entanto, recomendamos que
voceé leia os enunciados dos resultados com atencao, e procure entendé-los de
uma maneira geométrica e intuitiva. Para que a discussao nao fique demasiado
abstrata, a construcao de imagens mentais ¢ ttil. Para isso, vocé pode pensar em
um subespaco V' “abstrato” como sendo R?, R?, ou, digamos, um plano passando
pela origem de R3.

Dito esse preAmbulo, passemos aos resultados. Vimos no exemplo 4.16, acima,
que o vetor agz é, em certo sentido, um elemento “redundante” do conjunto gerador
{ay,ay,a3} de W. Quando retiramos esse vetor, o conjunto {a;,as} resultante
permanece, ainda, um conjunto gerador de W. Isso se deve ao fato de que a3 é,
ele proprio, gerado por a; e as. O lema a seguir generaliza esse resultado.

Lema 4.17

Seja V' um subespago de R™, e seja G = {ay,as,...,a,,} um conjunto gerador
de V. Se um dos vetores de G — digamos, a, — é uma combinacao linear dos
demais, entdo o conjunto G' = {ay,...,ak_1,8541,...,an}, obtido pela remogao

do vetor a; de G, ainda é um conjunto gerador de V.
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Observagdo

J& poderfamos ter enunciado e provado a esséncia desse lema no capitulo 2 (veja o
exercicio P4.8). Postergamo-lo até aqui para que pudéssemos usar a linguagem da
definicdo 4.8 e para que estivéssemos mais habituados aos conceitos envolvidos.

Teorema 4.18

Se G ={aj,ay,...,a,} é um conjunto gerador do subespago V, entao algum sub-
conjunto de G (possivelmente o proprio G) € uma base de V. Em outras palavras,
ou G € uma base de V, ou entdo podemos obter uma base de V' pelo processo de
remover de G um ou mais elementos.

O teorema acima diz que qualquer conjunto gerador de V, se ja nao for uma
base de V, pode ser “reduzido” a uma base, mediante a exclusao de vetores
“redundantes”. Um caso particular simples foi ilustrado no exemplo 4.16. Veja
também o exercicio P4.9.

O teorema a seguir é analogo ao anterior. Ele diz que qualquer conjunto li-
nearmente independente de vetores de V', se ja nao for uma base de V', pode ser
“complementado” para formar uma base. O ingrediente principal da demonstra-
¢ao é o exercicio resolvido R3.3 (pagina 77).

Teorema 4.19

Seja V' um subespagco de R™. Se T é um conjunto linearmente independente de
vetores de V, entao existe uma base de V' que contém o conjunto . Em outras
palavras, ou I é uma base de V, ou entdo podemos obter uma base pelo processo
de acrescentar a L, apropriadamente, um ou mais vetores de V.

O teorema acima tem a importante consequéncia a seguir.

Teorema 4.20
Todo subespaco de R"™ possui uma base finita.

Demonstragio: Seja V' um subespaco qualquer de R”. O conjunto vazio @ ¢
linearmente independente (pela observacio 4.12) e est4 contido em V.* Assim,
podemos aplicar o teorema 4.19 e acrescentar vetores ao conjunto vazio @ de
maneira a obter uma base de V. O

Perceba que a defini¢ao 4.10 requer, tacitamente, que uma base de um subes-
paco de R™ seja composta por um nimero finito de vetores.® Assim, no contexto
de subespacos de R”, a expressdo base finita é redundante. As vezes, no entanto,
¢ importante enfatizar a finitude, como fizemos no enunciado do teorema 4.20.

40u seja, todo elemento de @ é um elemento de V. Por estranha que pareca, essa afirmativa
vale por vacuidade. Afinal, ndo existem elementos de @ que ndo pertencam a V' (pois, simples-
mente, ndo existem elementos de @!). De fato, o conjunto vazio é um subconjunto de qualquer
conjunto, como vocé talvez ja saiba.

5Se vocé nao estiver convencido de que esse argumento seja valido, verifique que a prova
do teorema 4.19, na secao 4.7, funciona mesmo no caso em que o conjunto I ¢ vazio. Basta
substituir as referéncias a {ay,...,a,,} por referéncias a & = {}, o que corresponde ao caso
m = 0. Vocé terd que adaptar, também, o exercicio R3.3.

6Mesmo que a finitude néo fosse imposta por definicdo, ela ainda estaria garantida pela
observacgao 4.11.
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Esse teorema ¢ valido mesmo no caso do subespago trivial {0} de R™. Com
efeito, o subespaco trivial tem uma base finita: o conjunto vazio, que tem zero
elementos (veja a observagao 4.12).

O teorema 4.20 garante a existéncia de uma base para qualquer subespaco
de R™, mas nada afirma sobre a unicidade. A base canonica {e1,e3} e o conjunto
{u,v} do exemplo 4.14 sdo ambos bases de R%. Isso mostra que um subespago
pode ter mais de uma base. Na realidade, um subespago que nao seja o trivial
sempre possui uma infinidade de bases, cada uma das quais composta por um
nimero finito de vetores (veja o exercicio P4.12). Em contrapartida, o conjunto
vazio ¢ a Unica base do subespaco trivial.

Observagao

A proposicao 4.4 diz que o span de um dado conjunto de vetores é um subespaco.
Segue do teorema 4.20 que todo subespago V' de R™ pode ser descrito como o span
de certos vetores. Com efeito, se B = {aj,...,a,} é uma base de V, entdo V =
Span{ay,...,a,} = Col [al e am]. Isso significa que o span e o espaco-coluna nao
sdo “tipos especiais” de subespacos. E mais correto pensar no span e no espago-coluna
como formas de descrever subespacos. Também é verdade que qualquer subespago de
R™ pode ser descrito como o nicleo de certa matriz (assim, o nicleo também nao é um
“exemplo especial” de subespago), mas isso nao sera provado aqui.

4.3 Dimensao de um subespaco

Discutimos o conceito de dimensdo, informalmente, no capitulo 2 (subse-
¢ao 2.1.2). Nesta se¢ao, finalmente, estudaremos o conceito precisamente. Uma
boa internalizacao da ideia de dimensao, em nivel “intuitivo”, é valiosa. Ela au-
xilia muito na compreensao da natureza dos subespacos. Assim, recomendamos
uma leitura cuidadosa desta secao, ainda que vocé decida omitir as demonstra-
coes.

O lema a seguir é a peca fundamental desta secao, da qual decorrem na-
turalmente os demais resultados. Sua demonstracao, no entanto, é relegada a
secao 4.7.

Lema 4.21

Seja V' um subespaco de R™, e suponha que V tenha um conjunto gerador com
m elementos. Entdo qualquer conjunto contendo mais do que m vetores de V' €,
necessariamente, linearmente dependente.

A parte (a) da proposicao abaixo generaliza a proposi¢ao 3.22 (pagina 75). A
parte (b) generaliza a proposigao 2.25 (pagina 57).

Proposicao 4.22
Seja V' um subespaco de R™, e suponha que V tenha uma base contendo p ele-
mentos. Entdao valem as sequintes afirmativas.

(a) Um conjunto contendo mais do que p vetores de V' € linearmente dependente.

(b) Um conjunto contendo menos do que p vetores de V' nao gera V.
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Demonstracao: Seja B uma base de V' contendo p vetores. Por ser uma base, B
¢ um conjunto gerador de V. Assim, a afirmativa (a) segue da aplicagao direta
do lema 4.21 (com p no papel de m). Agora, se existisse um conjunto gerador
de V' com menos do que p elementos, o conjunto B teria que ser linearmente
dependente, em razao, novamente, do lema. Mas B ¢ linearmente independente,
por ser uma base. Ou seja, a negagdo da afirmativa (b) leva a uma contradicao
com as hipdteses da proposi¢ao. Conclui-se que (b) tem que ser verdadeira. [

O teorema 4.20 garante a existéncia de uma base para qualquer subespaco de
R™ mas, além da finitude, nada diz a respeito da quantidade de elementos em
uma base. O teorema a seguir, que é crucial, aborda essa questao.

Teorema 4.23

Seja V' um subespago de R™. Se V' possuir uma base composta por p vetores,
entdo qualquer base de V' conterd exatamente p vetores. FEm outras palavras,
dado um subespaco de R™, qualquer uma de suas bases contém o mesmo nimero
de elementos.

Demonstragcao: Suponha que V' tenha uma base contendo p elementos. Se um
conjunto S de vetores de V' contiver mais do que p vetores, entao ele sera linear-
mente dependente, pela afirmativa (a) da proposi¢ao 4.22. Se S contiver menos
do que p vetores, ele ndao poderd gerar V', pela afirmativa (b). Em qualquer um
dos casos, § nao sera uma base de V. Portanto, para ser uma base de V', um
conjunto devera conter exatamente p elementos. O

Agora, estamos prontos para definir o conceito de dimensao.

Definicao 4.24
Seja V um subespaco de R". A dimensao de V, denotada por dim V, é o niimero
de vetores contidos em qualquer base de V.

Essa definicao tem sentido gragas aos teoremas 4.20 e 4.23. Se um subespaco
de R™ nao tivesse base alguma, qual seria sua dimensao? E se, digamos, um
subespaco tivesse uma base com quatro vetores e outra com cinco? Sua dimensao
seria quatro ou seria cinco? Ou seria outro nimero? Os teoremas citados garan-
tem que estes dilemas nunca ocorrem. Dado um subespaco, bases existem e todas
elas tém igual niimero de vetores. Este niimero, que chamamos de dimensao, esté,
portanto, bem definido.

Exemplo 4.25 (A dimensao de R")

A base canoénica de R"” tem n vetores (veja o exemplo 4.13). De acordo com o
teorema 4.23, qualquer base de R™ tera precisamente n vetores. Assim, a dimensao
de R™ é igual a n, conforme a definicao 4.24. Observe que essa conclusao condiz
com a convencao que adotamos na subsecao 2.1.2.

A dimensao do subespago trivial {0} é igual a zero. Isso decorre da convengao
de que o conjunto vazio &, que contém zero vetores, ¢ uma base de {0}.

Lembre que um conjunto S de vetores serd uma base de V' se for linearmen-
te independente e gerar V. O teorema abaixo diz que, caso saibamos que S
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tem a quantidade “certa” de vetores, s6 precisamos verificar uma dessas duas
)
propriedades. Para isso, no entanto, é preciso conhecer a priori a dimensao de V.

Teorema 4.26
Seja V' um subespaco de R™ de dimensdo igual a p.

(a) Se S é um conjunto linearmente independente contendo exatamente p vetores
de V', entdo S “automaticamente” gera V, e, portanto, ¢ uma base de V.

(b) Se S é um conjunto gerador de V' contendo exatamente p vetores, entio S é
“automaticamente” linearmente independente, e, portanto, é uma base de V.

Esse teorema é uma consequéncia direta dos resultados desta se¢ao e da an-
terior. A demonstragao detalhada esta na secao 4.7.

Observacao 4.27

O teorema 4.26 é muito tutil. Ele implica, em particular, no seguinte fato: um
conjunto linearmente independente contendo n vetores de R™ é, automaticamente,
uma base de R™. Basta lembrar que a dimensao de R" é n, e aplicar a parte (a)
do teorema. Similarmente, um conjunto gerador de R™ com n elementos é uma
base de R™ (basta aplicar a parte (b)).

Podemos usar a dimensao para classificar os subespacgos de R™. Nos exemplos
a seguir, consideramos os subespacos de R? e de R?, cujas classificacdes possuem
interpretacoes geométricas simples.”

Exemplo 4.28 (Classificagdo dos subespagos de R?)

Um subespaco de R? tem dimensdo, no maximo, igual a 2. Isso ¢ uma consequén-
cia da observacao 4.11: uma base de um subespaco de R? tem, no maximo, dois
elementos. Assim, um subespaco de R? tem dimensdo igual a 0, 1 ou 2. Consi-
deremos cada caso:

o Subespacos de dimensdo zero: O tinico subespaco de dimensao zero de R? é
o subespaco trivial {0s}. Geometricamente, esse subespago é representado
por um ponto: a origem de R2.

e Subespacos unidimensionais: Sao os subespacos gerados por um unico ve-
tor ndo-nulo. Geometricamente, esses subespacos sao as retas em R? que
passam pela origem.

o Subespacos bidimensionais: O tnico subespaco de R? de dimensdo igual a
dois é o préoprio R%. De fato, um subespaco de dimensao dois é gerado por
dois vetores linearmente independentes (pois tem uma base contendo dois
elementos). Mas dois vetores linearmente independentes em R? geram o R?
todo, pela observacao 4.27. Geometricamente, o R? é representado por um
plano, como ja sabemos.

"Os exemplos mostrardo que o conceito de dimensdo ajuda na “classificacdo geométrica”
dos subespacos de R™. Essa interpretacdo geométrica, por sua vez, ajuda muito na assimilacao
do conceito de dimensao. Do ponto de vista estritamente l6gico, isso pode parecer um circulo
vicioso. Didaticamente, no entanto, é um circulo virtuoso. Tire proveito disso!
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Exemplo 4.29 (Classificagdo dos subespagos de R?)
Um subespago de R? tem dimenséo igual a 0, 1, 2 ou 3 (justifique!). Consideremos
cada caso:

e Subespacos de dimensao zero: Somente o subespago trivial {03}. Geome-
tricamente, esse subespaco é representado por um ponto: a origem de R3.

o Subespacos unidimensionais: Sao os subespacos gerados por um unico ve-
tor ndo-nulo. Geometricamente, esses subespacos sdo as retas em R? que
passam pela origem.

e Subespagos bidimensionais: Sao os subespacos gerados por dois vetores line-
armente independentes. Geometricamente, esses subespagos sao os planos
em R3 que passam pela origem.

o Subespacos tridimensionais: O tinico subespaco de R?® de dimensdo igual a
trés é o proprio R3. O argumento ¢ andlogo ao do exemplo anterior, e usa o
fato de que trés vetores linearmente independentes em R? geram o R3 todo.

Podemos generalizar esses exemplos (veja o exercicio P4.13), e concluir que
existem exatamente n+ 1 tipos de subespagos de R™: o de dimenséo zero (apenas
o subespago trivial {0,}), os de dimensdo um, os de dimenséao dois, e assim por
diante, até o de dimensao igual a n (apenas o préprio R™).

4.4 Coordenadas com respeito a uma base

No inicio da secao 4.2, vimos que qualquer vetor de R"™ pode ser represen-
tado de uma tnica maneira como combinag¢ao linear dos vetores da base cand-
nica {ej,...,e,}. O teorema a seguir mostra que essa é uma propriedade de
qualquer base, em qualquer subespaco.

Teorema 4.30

Seja B ={ay,aq,...,a,} uma base para um subespago V' de R"™. Para cada vetor
v de V', existe uma unica lista de escalares ¢y, ..., ¢, tal que
vV =ca; +cas+ -+ ca,. (4.5)

Ou seja, existe uma unica maneira de expressar v.e V. como combinagdo linear
dos elementos de B.

Demonstracao: O conjunto B gera V', porque é, por hipdtese, uma base de V.

Assim, para cada v € V, existem escalares ¢y, ... , ¢, satisfazendo (4.5). Como o
conjunto B é também linearmente independente, essa representacao (4.5) é tnica,
em vista da proposicao 3.20. ]

Exemplo 4.31
Sejam aj, ag e az os vetores do exemplo 4.16. J4 estabelecemos que B = {a;,as} é
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. 3
uma base de W = Span{a;, as,a3}. Considere agora o vetor v = [_g} . Observe

que v é uma combinagao linear de a;, ay e a3 (isto é, v.€ W), pois

1 1 -1 3
mra == ]+ (1] =[] =[] -

No entanto, existem muitas maneiras de escrever v como combinagao linear de
aj, ay e ag, ja que estes vetores sao linearmente dependentes (veja o exemplo 3.15
e a proposigao 3.20). Vale também, por exemplo,

1 1 —1 3

o= 4] 5[ ()= [ =+

Para se obter todas as maneiras de escrever v como combinacgao linear de a;, as
e ag, € necessario resolver o sistema xja; + rqas + r3az3 = v.

Em contrapartida, pelo teorema 4.30, v = ba; — 2as é a tunica forma de
representar v como combinagdo linear de a; e ay, j4 que B = {aj,as} é uma
base de W. Vocé pode verificar, usando a teoria do capitulo 1 diretamente, que
[ﬁ;] = [,g] é a unica solugao do sistema x1a; + xoa; = v.

Neste exemplo, usamos o vetor v em particular, mas resultados similares valem
para qualquer vetor de W.

Vamos tecer algumas conclusoes a respeito do exemplo acima. Vimos, no
exemplo 4.16, que os conjuntos {aj,as, a3} e {a;,a;} ambos geram W (em sim-
bolos, W = Span{a;,ay,az} = Span{a;,ay}).® Assim, podemos representar
vetores de W usando combinagoes lineares de a;, as e ag, ou de a; e ay apenas.
Mas as representacoes usando apenas a; e ap sdo claramente mais econdomicas,
pois envolvem apenas dois vetores (compare a representacao v = ba; — 2a; com
v = aj; +ay —ag ou com v =9a; —ba, +a3). Além disso, tais representacoes sao
Unicas, inambiguas, visto que {a;,as} é uma base de W. Em sintese, é vantajoso
representar os vetores de W usando uma base. Isso motiva a definicao abaixo.

Definicao 4.32
Seja V um subespago de R", seja B = {ai,...,a,} uma base de V, e seja v um
vetor de V. Pelo teorema 4.30, existe uma tunica representagao

V =oca; + cag + -+ ¢a, (4.6)

de v como combinagao linear de a;, ..., a,. Nestas condicoes, os escalares
ci, ..., ¢ sao chamados de coordenadas do vetor v com relacao a base B.
O vetor de RP cujas coordenadas sao c, ..., ¢, ¢ chamado de vetor de coor-
denadas de v com relacao a B, que denotamos por

8Lembre-se de que W foi definido como Span{aj,az,a3} no exemplo 4.16.
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Atente para as premissas da defini¢do acima. Enfatizamos que sé faz sentido
falar de “coordenadas de v com respeito a B” se B for uma base de um subespaco,
e se v for um vetor pertencente a esse mesmo subespaco.

Um vetor de V' fica completamente determinado (ou “especificado”) por meio
de suas coordenadas com relacao a uma dada base de V. De fato, se ¢1, ..., ¢,
sdo as coordenadas de v com respeito a base {ai,...,a,}, entdo o vetor v fica
determinado pela relagao (4.6) (veja o exercicio resolvido R4.1).

Observacao 4.33

Na definicao 4.32, o vetor v pertence a R", pois v é um vetor do subespaco V, e,
por hipdtese, V' C R"™. Repare, no entanto, que [v]z é um vetor de RP! Perceba
também que p é a dimensao de V' (ja que é o nimero de elementos na base B).
Veja o exemplo 4.37, adiante.

Encontrar as coordenadas de um vetor v € V com relacao a uma base
{ai,...,a,} de V é simples. Basta resolver o sistema zia; + -+ + zpa, = v.

Exemplo 4.34

Sejam u = [ 7], v = [2] e w = [§] os vetores dos exemplos 4.14 e 4.15. J4
vimos que {u,v} é uma base de R%. Determine as coordenadas de w € R? com
respeito a essa base.

Solugio: Temos que resolver o sistema zju + x9v = w, para obter a (dnica)
representacao de w como combinagao linear de u e v. Escalonando a matriz
completa desse sistema, obtemos:

- 218 lo—la+347 - 2 8
[“Vﬂ_{359 | o133

l1——11 ]. _2 _8 01 —01+205 ]. 0 _2

ot |0 [1]] 3 "o 1| 3
A tnica solugao do sistema é x1 = —2, x5 = 3 e temos, portanto, w = —2u + 3v.
Isso significa que as coordenadas de w com respeito a base {u,v} sdo —2 e 3, e
o vetor de coordenadas de w com respeito a essa base é [W]iuvy = [_g] ]

Exemplo 4.35
Sejam agora y = [%], zZ = [3} Verifique que {y,z} ¢ uma base de R?, e calcule

as coordenadas do vetor w = [S] com relacao a essa base.

Solugio: Deixamos a verificagao de que {y, z} é uma base como um exercicio para
o leitor. Para calcular as coordenadas de w com respeito a essa base, procedemos
como no exemplo anterior, resolvendo o sistema x1y + 192 = W:

2 2|8 aaoe/2 |1 114
@2*)@2/3

[yzﬂzkog 1] o3
G5l { 0 3] losla—ty {1 0 3] .

|-

1 1]4 0 1|1

Assim, temos w = 3y + z e, portanto, o vetor de coordenadas de w com respeito
a base {y,z} é [Wlyay = [$]. O
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Observe que o vetor w é o mesmo nos dois exemplos anteriores (a saber, é
o vetor [§] € R?). No entanto, seus vetores de coordenadas [W](uv} € [W](y.2}
com relacio a bases distintas sdo também distintos. E comum dizermos que uma
base de um subespago fornece um sistema de coordenadas nesse subespaco. Bases
distintas fornecem sistemas de coordenadas distintos. Isso ¢ ilustrado, usando os

exemplos acima, pela figura 4.1.

L2y L2y
W W
v
u Y
3‘1 Z 3&‘1

(a) (b)
Figura 4.1: Dois sistemas de coordenadas em R2.

O reticulado na figura 4.1(a) é uma representacao grafica do sistema de coor-
denadas em R? induzido pela base {u, v}. Os pontos onde as linhas se encontram
representam as combinagoes lineares de u e v com pesos inteiros. Verifique geo-
metricamente, aplicando a regra do paralelogramo diretamente sobre a figura,
que w = —2u + 3v, conforme o exemplo 4.34.

J& o reticulado na figura 4.1(b) representa o sistema de coordenadas associado
a base {y,z}. Usando a regra do paralelogramo, mais uma vez, verifique que
w = 3y + z, conforme o exemplo 4.35. Observe, novamente, que o vetor w é
o mesmo nas duas figuras (as setas que o representam sdo, de fato, idénticas).
O que mudou da figura (a) para a (b) foi somente o sistema de coordenadas
considerado.

A base canoénica também fornece um sistema de coordenadas, que é simples-
mente o sistema “usual” de coordenadas cartesianas. A figura 2.1(a) (pagina 36)
ilustra o sistema de coordenadas cartesianas em R?. Nas figuras 4.1(a) e (b), os
eixos o1 e o sao apenas uma “lembranga” do sistema cartesiano (esses eixos nao
sao adequados aos sistemas de coordenadas considerados nas figuras).

Exemplo 4.36

Seja C = {e1, ey} a base canonica do R?, e seja novamente w = [8}. E evidente
que w = 8[(1)} + 9[(” = 8e; + 9e,. Assim, as coordenadas de w com relacdo a
base canonica sao 8 e 9.

Mais geralmente, se v é um vetor de R™ de coordenadas vy, vs, ... , v,, entao
a equacao (4.3) (pagina 86) mostra que vy, ... , v, sdo as coordenadas de v com

Jones Colombo e José Koiller (texto em preparacdo) 97



Capitulo 4. Subespacos, Bases e Dimensio

respeito da base canonica de R™. Ou seja, quando nos referimos simplesmente as
“coordenadas” de um vetor de R™, sem referéncia a uma base (como vinhamos
fazendo até esta secdo), a qualificagdo adicional “com respeito a base canonica”
fica subentendida.

O préoximo exemplo é mais interessante do que os anteriores, pois descreve um
sistema de coordenadas em um subespago préprio de R? (isto é, em um subespaco
que nao é o R? inteiro).

Exemplo 4.37

Sejam aj, as e az os vetores dos exemplos 4.6 e 4.16. Ja verificamos, no segundo
desses exemplos, que B = {a;,as} é uma base do plano W = Span{a;, as,asz}. A
base B, portanto, fornece um sistema de coordenadas em W, conforme ilustra a
figura 4.2 (compare com a figura 2.7 da pégina 62).

Figura 4.2: O sistema de coordenadas no plano W dado pela base B = {a;,as}.

O vetor v = [_zl} do exemplo 4.31 também estd ilustrado na figura 4.2.

Vimos, naquele exemplo, que v = ba; — 2a, (verifique, caso nao o tenha feito
ainda). Isso quer dizer que as coordenadas de v com relagdo a base B sdo 5

e —2, isto ¢, [v]zg = [_3]. E interessante verificar a igualdade v = 5a; — 2a,
geometricamente, aplicando a regra do paralelogramo sobre figura 4.2.
Similarmente, no exemplo 4.16, vimos que ag = —4a; + 3a,. (Verifique isso

geometricamente, usando, mais uma vez, a figura 4.2 e a regra do paralelogramo.)
Assim, o vetor de coordenadas de az com relacao a base B é [as]z = | 73 ].
) 3 318 3

Observe, no exemplo acima, que v é um vetor de R? (assim como a3z), mas que
[V]p é um vetor de apenas duas coordenadas (assim como [az]z). Por estranha
que essa situagao possa parecer, ela é consistente com a definicao 4.32, ja que a
base B do plano W possui apenas dois elementos, isto ¢, W tem dimensao igual
a 2 (veja também a observagao 4.33). Intuitivamente, o que ocorre é que, ja que
o vetor v esta contido no plano W, podemos especifica-lo usando um sistema de
coordenadas sobre esse plano. Nao é necessario usar um sistema de coordenadas
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no espaco R? inteiro para especificar vetores contidos em W. Por outro lado, um
sistema de coordenadas sobre o plano W nao é suficiente para especificar vetores
quaisquer de R3.

A situacao descrita acima tem uma analogia com um exemplo mais concreto.
Vivemos num universo de trés dimensoes espaciais (semelhante ao R?). No en-
tanto, para especificar um ponto sobre a superficie do planeta Terra, bastam duas
coordenadas: sua latitude e sua longitude. Os paralelos e meridianos definem um
sistema de coordenadas sobre a superficie da Terra, assim como a base {a;,as}
define um sistema de coordenadas sobre o plano W. Essa analogia, no entanto,
nao é perfeita. De fato, ela tem uma falha gravissima: A superficie da Terra
ndo ¢ um subespaco, e o sistema de coordenadas geograficas nao é dado por uma
“base”, no sentido estrito da defini¢ao 4.10.

Observagao

E interessante notar que definicio 4.32 s6 faz sentido gracas ao teorema 4.30. De fato,
esse teorema garante a existéncia e a unicidade do vetor de coordenadas [v]g, para
qualquer v € V| quando B é uma base de V. Repare, em particular, que se existisem
duas (ou mais) maneiras de escrever v como uma combinagdo linear dos elementos
de B, a definigdo de [v]p seria ambigua. O teorema 4.30 garante que isso nunca ocorre.

4.5 Bases para Nuc A, Col A e Span{aj,...,a,}

Os resultados das segoes 4.3 e 4.4 atestam a importancia do conceito de base.
Na secao 4.2, vimos que qualquer subespago de R", de fato, possui uma base
(teorema 4.20). Nao estudamos, no entanto, como construir, “na pratica”, uma
base para um dado subespaco. Esse é o objetivo desta secao. Ilustraremos,
por meio de exemplos, como determinar bases para subespacos especificados de
diversas formas. Discutiremos também a dimensao desses subespagos.

4.5.1 Uma base para Nuc A

Recorde os exemplos 3.12 e 3.13 da secao 3.2, bem como o exercicio P3.10.
Vimos que, dada uma matriz A, podemos escrever Nuc A explicitamente como o
span de certos vetores. Esses vetores formarao, portanto, um conjunto gerador
de Nuc A. O método proposto nesses exemplos sempre produzira, de fato, uma
base do nicleo, como argumentaremos nesta subsecao.

Exemplo 4.38
Vamos obter um conjunto gerador do ntcleo da matriz A de (1.13) (pagina 13):

0 -3 -6 4 9
-1 -2 -1 3 1
-2 -3 0 3 -1

1 4 5 -9 -7

A:

Temos que resolver o sistema Ax = 0, a fim de achar uma descri¢cao explicita
de Nuc A, seguindo o procedimento da secao 3.2. Felizmente, ja obtivemos a forma
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escalonada reduzida de A: é a matriz B dada em (1.15) (pagina 18). Assim, o
sistema Ax = 0 é equivalente a Bx = 0°, cuja matriz completa é

110 =30 5]/0
01 20 =30
[B‘O]:oo 01l olo
00 00 00

s variaveis bésicas sdo 1, T2 € x4, € as livres sdo z3 € Ts. escricao vetoria
A b , , 1 3 5. Ad torial
paramétrica do conjunto-solucao de Ax = 0 é, entao, dada por

T 3.1'3 — 5.]75 3 -5
XTo —2%3 + 3135 —2 3
X = |z3| = T3 =x3 | 1| +a5| 0| =x3u; + z5U5. (4.7)
Ty 0 0 0
Ty Iy 0 1
~—— ~——
u s

Isso mostra que {uj,us} é um conjunto gerador de Nuc A, onde u; e uy sao os
vetores de R® indicados acima. Em simbolos, Nuc A = Span{uy, uy}.

Observacao 4.39
Os vetores u; e uy obtidos no exemplo acima sao linearmente independentes, pois
teremos x3u; + r5uy = 0 somente se os pesos x3 e x5 forem ambos iguais a zero.
A forma mais facil de perceber isso é examinar as componentes 3 e 5 do vetor
X = x3U; + T5Uo, que sao T3 € Ts, respectivamente. Evidentemente, para que x
seja o vetor zero, é necessario que essas componentes sejam nulas.

Assim, o conjunto gerador {u;, us} é linearmente independente e é, portanto,
uma base de Nuc A.

O método utilizado no exemplo acima para determinar um conjunto gerador
do ntcleo de uma matriz sempre produzira uma base, pois um argumento analogo
ao da observacao 4.39 sera valido em todos os exemplos dessa natureza.

Exemplo 4.40
Determine uma base para o nicleo da matriz

2 6 2 -4 4
C = 1 3 =3 14 -10
-1 -3 0 =2 1

Solugdo: Mais uma vez, temos que resolver o sistema homogéneo C'x = 0. Veri-
fique que a forma escalonada reduzida da matriz completa [C ‘ 0] é dada por

130 2 —-11]0
001 -4 3|0
000 0 00

9Caso tenha dividas quanto a isso, veja o exercicio P3.5(b).
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Assim, o conjunto-solucao do sistema Cx = 0 é descrito, em termos das variaveis
livres xo, x4 € x5, por

Ty —3[E2 - 21’4 + x5 -3 —2 1

T2 T 1 0 0

X = |T3| = 4%4 — 3.2135 = T2 0 +a4 4 +xs5 -3

Ty Ty 0 1 0

T Ts 0 0 1
N—— S—— N——

Vi Vo V3

= X9V] + T4V + T5V3. (48)

Sejam vy, vy e vz os vetores de R® indicados acima. O conjunto {vy,vs,vs}
¢ uma base de Nuc (" esse conjunto nao apenas gera NucC, como também ¢
linearmente independente. Como mencionamos, um argumento analogo ao da
observacao 4.39 justifica a independéncia linear. Os detalhes sao deixados para o
exercicio P4.21. O]

Vamos, agora, discutir a dimensao do nicleo de uma matriz. Primeiro, con-
sideramos os dois exemplos anteriores. A dimensao do ntcleo da matriz A do
exemplo 4.38 ¢é igual a 2, pois a base {u;,us} de Nuc A tem dois elementos
(assim, pelo teorema 4.23, qualquer base tera dois elementos). Observe que o
sistema Ax = 0 tem duas variaveis livres, x3 e x5, que sdo os coeficientes dos
vetores u; e uy na descrigdo paramétrica (4.7).

O ntcleo da matriz C' do exemplo 4.40, por sua vez, tem dimensao igual a 3,
pois a base {v1, vy, v3} tem #rés elementos. Observe, mais uma vez, que o sistema
Cx = 0 tem trés variaveis livres, xo, 4 € 5, que sao os coeficientes dos vetores
Vi, Vo e v3 na descrigao (4.8).

Perceba que, para qualquer matriz A, sempre havera uma correspondéncia
biunivoca entre as variaveis livres do sistema Ax = 0 e os vetores da base de Nuc A
construida pelo método dos exemplos acima. Com efeito, cada variavel livre sera
o coeficiente de um dos vetores da base, na descricao vetorial paramétrica do
conjunto-solucao de Ax = 0. Assim, a dimensdo de Nuc A serd igual ao niumero
de varidveis livres do sistema Ax = 0.

Lembre-se de que as varidveis livres do sistema Ax = 0 sdao aquelas que
correspondem as colunas nao-pivé da matriz de coeficientes A. Assim, vale o
seguinte resultado.

Proposicao 4.41
Seja A uma matriz qualquer. A dimensao do nicleo de A € igual ao niumero de
colunas nao-pivo de A.

A dimensao do ntcleo de A, que denotamos por dim Nuc A, é as vezes chamada
de nulidade da matriz A.

4.5.2 Uma base para Col A

Veremos, nesta subsecao, como obter uma base para o espaco das colunas de
uma matriz. Comecemos com um exemplo simples.
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Exemplo 4.42
Vamos encontrar uma base para Col B, onde B é a matriz de (1.15) (pagina 18):

1 0 =3 0 5
0 1 2 0 -3
B = 00 01 0
00 00 0
Denotamos as colunas de B por by, by, ..., bs. A matriz B esta na forma

escalonada reduzida, entao é facil ver que as colunas nao-pivé bs e bs sao com-
binagoes lineares das demais. De fato, podemos “ler”, diretamente da matriz B,
as relagoes by = —3b; + 2by e by = 5b; — 3bs.

Por definigao, {by,...,bs} é um conjunto gerador do espago-coluna de B,
isto é, Col B = Span{by,...,bs}. Em vista do lema 4.17, podemos remover os
vetores “redundantes” bs e bs, e o conjunto resultante {by, bo, by} ainda ird gerar
Col B. Se quiser, verifique esse fato diretamente, usando um argumento similar
ao do exemplo 4.16. Verifique, também, que o conjunto {b;, bs, bs} é linearmente

independente (veja o exercicio P4.23). Isso mostra que esse conjunto é uma base
de Col B.

O exemplo acima ¢é particularmente simples porque a matriz B esta na forma
escalonada reduzida. Antes de passar a um exemplo mais interessante, precisamos
do resultado a seguir.

Proposicao 4.43
Sejam A e B matrizes linha-equivalentes. Entao os vetores-coluna de A e os
vetores-coluna de B possuem as mesmas relacoes de dependéncia linear.

Demonstragio: Se A e B sdo linha-equivalentes, entdo as matrizes [A | 0] e [B | 0]
também sdo linha-equivalentes (veja o exercicio P3.5(b)). Assim, os sistemas
Ax = 0 e Bx = 0 tém o mesmo conjunto-solucao. Para terminar a demonstracao,
basta lembrar que as soluges nao-triviais de um sistema Ax = 0 correspondem
precisamente as relagbes de dependéncia linear entre as colunas de A (veja o
exercicio P3.18). O

O significado dessa proposi¢ao ficara mais claro no exemplo abaixo.

Exemplo 4.44
Vamos achar uma base para Col A, onde A ¢é a matriz de (1.13) (pagina 13):

0 -3 -6 4 9
-1 -2 -1 3 1
-2 -3 0 3 -1

1 4 5 -9 -7

A:

Denotamos as colunas de A por aj, as, ..., as. Observe que a matriz A é
linha-equivalente & matriz B do exemplo anterior (de fato, B foi obtida de A por
operagoes-linha, na segdo 1.5). Pela proposicao 4.43, as colunas ay, ..., a5 da
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matriz A tém as mesmas relagoes de dependéncia linear que as colunas by, ... , by
da matriz B. J4 haviamos observado que by = —3b; + 2bs e que b; = 5b; — 3bs.
Assim, valem também as relagoes ag = —3a; + 2ay e a5 = ba; — 3ay (verifique-as

diretamente!).

Dessa maneira, podemos remover os vetores “redundantes” az e a; do con-
junto {ai,...,as}, e o conjunto resultante {a;, as, a,} ainda ird gerar Col A. Esse
conjunto é também linearmente independente, pelo seguinte argumento. Se hou-
vesse uma relacao de dependéncia linear entre os vetores a;, as e a4, essa mesma
relacao valeria para os vetores by, by e by, pela proposicao 4.43, novamente. Mas
ja constatamos que by, by e by sdo linearmente independentes.

Assim, mostramos que o conjunto {a;, as,as} é uma base de Col A. Observe
que esse é o conjunto formado pelas colunas-pivo da matriz A.

Os exercicios P4.22 e P4.24 contém um roteiro para generalizar os exemplos
acima, de forma a demonstrar o resultado a seguir.

Proposicao 4.45
As colunas-pivd de uma matriz constituem uma base de seu espaco-coluna.

Para achar uma base para o espago-coluna de uma matriz, portanto, basta
“desvendar”, via escalonamento, quais sao suas colunas-pivo.

Exemplo 4.46
Encontre uma base para o espaco das colunas da matriz

1 -2 8
c=10 2 -4
3 2 8

Solucao: Vamos escalonar a matriz C':

(1] —2 8 1 -2 8 1
0 2 —4f 82823010 [2] —af B2 g (2 —4]. (4.9)
3 2 8 0 8 —16 0

Observe que nao é necessario obter a forma escalonada reduzida. Constatamos
que as colunas-pivd da matriz C' s@o a primeira e a segunda. Assim, pela propo-
sicao 4.45, uma base de Col C' é dada pelo conjunto

17 [—2
of,| 2| 3. (4.10)
3 2

Verifique que, de fato, a terceira coluna de C' é gerada pelas duas primeiras. [

Cuidado!

Na busca de uma base para o espago-coluna de uma dada matriz, o escalonamento
serve apenas para determinar quais sdo as suas colunas-pivd. Ao escrever a base,
tenha o cuidado de usar as colunas da propria matriz dada, e ndo as da forma
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escalonada obtida. Observe, no exemplo 4.46, que a base (4.10) de ColC é

A . . . .1 -2
composta pelas colunas-pivo da matriz C', e nao pelas colunas-pivo [8] e [ (2)]

da matriz escalonada em (4.9). Estes dois vetores, de fato, ndo geram o espago-
coluna de C'. Note, em particular, que eles tém zero como ultimo elemento, e,
portanto, ndo podem gerar nenhum dos vetores-coluna de C'. Similarmente, a
base de Col A obtida no exemplo 4.44 contém as colunas a;, as e ay da propria
matriz A, e nao as colunas by, by e by da forma escalonada B.

Definicao 4.47
Seja A uma matriz qualquer. A dimensao do espaco das colunas de A é chamado
de posto de A, e é denotado por posto A. Ou seja, definimos posto A = dim Col A.

Exemplo 4.48

O posto da matriz A do exemplo 4.44 ¢é igual a 3, visto que Col A tem uma base
com trés vetores. Observe que A tem trés colunas-pivo, que formam, justamente,
a base de Col A obtida no exemplo 4.44. Ja o posto da matriz C' do exemplo 4.46
é igual a 2, visto que Col C' tem uma base com dois vetores (as colunas-pivo de C).
Em simbolos, posto A = 3 e posto C' = 2.

Como vimos, as colunas-pivd de qualquer matriz A formam uma base para
seu espago-coluna. Assim, a dimensao de Col A é sempre igual ao nimero de
colunas-pivo de A. Em outras palavras, temos o resultado abaixo.

Proposicao 4.49
O posto de uma matriz A € igual nimero de colunas-pivo de A.

Alguns autores denotam o posto de A por rank A, pois, em inglés, a palavra
usada para posto é rank.

4.5.3 Uma base para Span{aj,...,a}

No exemplo 4.16 (pagina 89), verificamos que o conjunto B = {aj,a} é uma
base do subespaco W C R? gerado pelos vetores a;, a; e ag dados. No entanto,
nao discutimos ainda o caso geral. Dada uma lista a;, as, ..., a,, de vetores de
R™ como podemos obter, de maneira sistematica, uma base para o subespaco
Span{ay,...,a,} por eles gerado?

E facil abordar essa questdo usando os resultados da subsecdo anterior. Pri-
meiro, consideramos a matriz A = [a1 S am], cujas colunas sao os vetores a;
dados. Dessa maneira, teremos Col A = Span{ai,...,a,}, pela definicao de
espaco-coluna. Agora, basta aplicar a proposicao 4.45: as colunas-pivd de A for-
marao uma base de Col A e, portanto, também de Span{ay, ..., a,}, j4 que esses
subespacos sao iguais.

Exemplo 4.50
Encontre uma base para o subespaco de R* gerado pelos vetores

—1 1 —2 1

3 —4 5 2

Vi = 2| Vo = 3| V3 = 9 € Vg = )
4 3 15 -1
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Em seguida, determine a dimensao desse subespaco.

Solugcao: Seja A = [vl Vo V3 V4}7 de forma que Span{vy,...,v,4} = Col A.
Vamos escalonar a matriz A para revelar suas colunas-pivo:

-1 1 -2 1 -1 1 -2 1
| 3 -4 5 2 0[-1] -1 5
A=1 9 3 9 of 7| 0 5 54|

4 3 15 -1 0o 7 73

-1 1 -2 1 -1 1 -2 1

N R U O T I IR U B

0 0 0/[29] 0 0 029

0 0 0 38 0 0 0 0

Nao é necessario chegar a forma reduzida. As colunas-pivd de A sao a primeira, a
segunda e a quarta. Dessa forma, o conjunto {vy, vo, v4} é uma base do subespago
Span{vy,...,v4}. Como a base encontrada tem trés vetores, a dimensao desse
subespaco é igual a 3. O

4.6 O teorema do posto

Como vimos na proposi¢ao 4.49, o posto de uma matriz A (a dimensao de
seu espago-coluna) é igual ao nimero de colunas-pivd de A. Por outro lado, a
proposicao 4.41 diz que a dimensao do niicleo de A é dada pelo niimero de colunas
nao-pivo de A, ou seja, pelo nimero de variaveis livres do sistema Ax = 0. Em
resumo:

posto A = numero de colunas-pivo de A,

dim Nuc A = ntimero de colunas nao-pivo de A.

Ora, a soma do nimero de colunas-pivd e nao-pivo de A resulta no niimero total
de colunas de A! Esta observagao trivial leva ao resultado abaixo.

Teorema 4.51 (Teorema do Posto, versao 1)
Se A € uma matriz com m colunas, entdo

posto A + dim Nuc A = m. (4.11)

Enfatizamos que (4.11) é nada mais do que uma reformulagao do fato trivial

< numero de ) (m’lmero de colunas) - (m’lmero total de)

colunas-pivo de A nao-pivo de A colunas de A

Esse fato, no entanto, tem aplicacoes interessantes, e é conveniente ter a forma
sintética (4.11) de exprimi-lo. O teorema do posto sera revisitado em um contexto
um pouco diferente na subsecao 5.3.3, por isso usamos aqui o rétulo “versao 17
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4.7 Demonstracoes dos resultados sobre bases e
dimensao (leitura opcional)

A seguir, fornecemos as demonstracoes que omitimos nas se¢oes 4.2 e 4.3.

Demonstracio do lema 4.17: Evidentemente, os elementos de G’ pertencem a V/,
visto que G’ estd contido em G, e este é um conjunto gerador de V (portanto
estd, ele proprio, contido em V). Assim, a condigdo (i) da observagao 4.9 esta
satisfeita. Basta mostrar, entao, que qualquer vetor v de V' é gerado pelos vetores
de G’. O vetor v pode ser escrito na forma

V =cia; + Coag + -+ + Cp_185_1 + kA + Ch1@p11 + -+ CnAm, (4.12)

jAque v € Ve G gera V. Agora, por hipdtese, a; é uma combinagao linear dos
demais vetores de G. Assim, o vetor a; pode ser escrito como

a = dia; +dyas + - +dp1a_1 + dppr@p1 + -+ dpay,. (4.13)

Substituindo a expressao (4.13) para a, em (4.12) e simplificando, obtemos

v = (c1 + cpdr)ag + (co + cpda)ag + - - + (cp1 + cpdy—_1)ap_1+
+ (Chp1 + Culigr)Apg1 + - - + (Cm + Crl) A,

Mostramos, entao, que v é gerado pelos vetores de G'. O

Demonstracio do teorema 4.18: Se G é um conjunto linearmente independente,
entao ele ja ¢ uma base de V', pois, por hipdtese, ele é também um conjunto
gerador. Nao ha mais o que considerar nesse caso.

Se, do contrario, G é linearmente dependente, entao, pela proposicao 3.18, um
dos vetores de G é uma combinacao linear dos demais. Pelo lema 4.17, podemos
retirar esse vetor “redundante” do conjunto G, e o conjunto G’ obtido ainda
ird gerar V. Se G for linearmente independente, ele serd uma base de V, e o
processo terminara. Se, por outro lado, G’ for linearmente dependente, poderemos
mais uma vez retirar um vetor de G’, de forma que o conjunto resultante ainda
gere V. O processo continuard até que obtenhamos um conjunto linearmente
independente. Como temos conjuntos geradores em cada etapa, o conjunto obtido
ird também gerar V', ou seja, serd uma base de V.

Para terminar a prova de forma honesta, no entanto, precisamos justificar por
que esse processo, de fato, termina. Por que o processo nao poderia continuar
para sempre, sem sucesso? Como podemos garantir que, em algum estagio, vamos
necessariamente obter um conjunto linearmente independente? Ora, o conjunto
G dado no enunciado tem um ntmero finito m de elementos. Assim, o processo
descrito acima podera ter, no maximo, m etapas de remocao de vetores. Se todos
os m vetores de G forem realmente removidos pelo processo, terminaremos com
o conjunto vazio, que é linearmente independente, conforme a observacao 4.12.
(Este caso extremo s ocorre quando V' é o subespaco trivial.) ]
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Demonstragio do teorema 4.19: Vamos fazer algumas consideragdes prelimina-
res. O conjunto Z é linearmente independente, e seus elementos sao vetores de
R™ ja que Z C V C R"™. Pela proposicao 3.22, Z contém no maximo n vetores.
Assim, Z pode ser escrito como {ay,...,a,}, com m < n, ou entdo como {}, no
caso em que Z é o conjunto vazio. Por hipdtese, os vetores de Z pertencem a V',
como ja indicamos. Pela observacao 4.2, portanto, vale

SpanZ C 'V, (4.14)

onde Span Z representa o conjunto gerado pelos vetores de Z. Agora vamos passar
ao cerne da prova do teorema.

Se Z é um conjunto gerador de V', entao ele ja é uma base de V' (pois é tam-
bém linearmente independente). Neste caso, a relagao (4.14) vale com igualdade
(SpanZ = V), e nao hé mais trabalho algum a fazer.

Vamos considerar, entdo, o caso em que Z = {ay,...,a,,} ndo é um conjunto
gerador de V', ou seja, o caso em que a inclusao (4.14) é estrita (SpanZ G V).1°
Nesse caso, podemos escolher um vetor v de V' que nao pertenga a SpanZ. Pelo
exercicio resolvido R3.3, o conjunto Z' = {aj,...,a,, v}, obtido pela inclusao
do vetor v em Z, ainda sera linearmente independente. Observe que SpanZ’ C
V', pois todos os vetores de Z' pertencem a V. Se o conjunto Z' gerar V, isto
é, se tivermos a igualdade SpanZ’ = V, esse conjunto serd uma base de V', e
processo terminara. Caso contrario, poderemos acrescentar a Z’' mais um vetor
de V, de forma que o conjunto resultante ainda seja linearmente independente.
O processo continuard até que obtenhamos um conjunto gerador de V. Como
temos conjuntos linearmente independentes em cada etapa, o conjunto gerador
obtido serda uma base de V.

Mais uma vez, é preciso justificar por que o processo necessariamente termina.
Como é que podemos garantir que, em alguma etapa, um conjunto gerador para
V sera obtido? Ora, se um conjunto gerador nunca fosse obtido, poderiamos
continuar acrescentando a Z um ntmero arbitrario de vetores, um por um, sempre
mantendo a propriedade de independéncia linear dos conjuntos resultantes. Mas

isso é impossivel, em razao da proposicao 3.22. n
Demonstrag¢io do lema 4.21: Suponha que G = {ay,...,a,} seja um conjunto
gerador de V. Seja S = {vi,...,v,} qualquer conjunto de vetores de V, com

q > m. Vamos provar que S tem que ser linearmente dependente.
Como G gera V', cada vetor v; de § pode ser escrito como uma combinagao
linear dos vetores a; de G.'' Sendo assim, existem escalares u;; tais que

Vi = U181 + U282 + + - + U@,

Vo = U211 + U282 + - -+ + U2y,

(4.15)

Em outras palavras, SpanZ estd propriamente contido em V (ndo vale a igualdade).
A hipétese de que os vetores de S pertencam a V é essencial nesse passo!
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Vamos agora definir os seguintes ¢ vetores de R™:

Ui U1 Uq1
U2 U2 Ug2
u; = , Uz = . ) L
Uim Uom, Ugm,
Nao h& nenhum mistério aqui. Apenas atribuimos os nomes u;, uy, ..., u, aos
vetores indicados acima. Vamos também chamar de A a matriz cujas colunas
sao os vetores aj;, isto ¢, A = [al am}. Com esta notacao, as ¢ equagoes

de (4.15) podem ser reescritas como
V] = Aul, Vo = AUQ, ey Vg = Auq. (416)

Para verificar a equivaléncia entre (4.15) e (4.16), basta usar a defini¢do 2.4 do
produto matriz-vetor (pagina 43).

Observe que {uy, ug, ..., u,} é um conjunto de g vetores de R™ e que, por
hipétese, ¢ > m. Pela proposicao 3.22, esse conjunto ¢ linearmente dependente.
Dessa forma, existem escalares cy, ... , ¢4, ndo todos iguais a zero, tais que cyu; +
-+ cquqy = 0,,. Essa relacao de dependéncia linear se traduz para os vetores v;,
por meio das equagdes (4.16). Com efeito, temos

vy +cava + - 4 vy = clAug + cAuy + - -+ cAu, =
=A(cqquy +coug + -+ - + cquq) = A0,, =0,,.

Isso mostra que o conjunto & = {vy,...,v,} ¢ linearmente dependente. O

Demonstracio do teorema 4.26: Suponha que S seja linearmente independente.
Se S nao gerasse V, entao, pelo teorema 4.19, poderiamos acrescentar vetores de
V a § de forma a obter uma base. Essa base, no entanto, conteria mais do que
p vetores, pois seria obtida acrescentando vetores a S, que ja tem p elementos.
Isso contradiria a hipétese de que p seja a dimensao de V. Assim, S tem que ser
um conjunto gerador de V. Isso termina a prova de (a).

Agora, suponha que S gere V. Se S nao fosse linearmente independente,
entao, pelo teorema 4.18, poderiamos remover elementos de S de forma a obter
uma base de V. Essa base, no entanto, conteria menos do que p vetores. Mais uma
vez, isso contradiria a hipdtese dim V' = p. Portanto, S tem que ser linearmente
independente. Isso prova (b). O

Exercicios resolvidos

R4.1. Sejam by = [ 3] e by = [ 5], e considere a base B = {by, by} de R
Determine o vetor x € R? tal que [x]z = [4].

Solugio: Basta aplicar a defini¢do 4.32. Dizer que [x]z = [4] ¢ o mesmo

que dizer x = 4b; +2b,, ou seja, x =4[ 2] +2[ 3] = [2]. Note que 2 ¢ 0
sdo as coordenadas de x com respeito & base canonica de R2. O
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R4.2. Mostre que se V e W sado subespacos de R”, entao a intersecao V NW é
também um subespago de R”.

Solugdo: Vamos verificar que o subconjunto V NW satisfaz as condi¢oes da
definicdo 4.1. E claro que V N W é um subconjunto de R™, ja que V e W
o sao. O vetor zero de R" pertence a V e a W (justifique), portanto ele
pertence a intersecao VNW. Sejam agora u e v quaisquer vetores de VNW.
Isso significa que cada um desses vetores pertence a V e a W. Assim, a
soma u + v pertence a V' e a W (justifique novamente), portanto pertence
a VNW. A verificagdo da tltima condi¢ao é deixada para o leitor. m

R4.3. Seja V um subespago de R"™. Verifique as seguintes afirmativas:

(a) Se V contiver m vetores linearmente independentes, entdo dim V' > m.
(b) Se V for gerado por um conjunto contendo ¢ vetores, entdo dim V' < q.

Solugdo: Este exercicio é uma mera reformulacao da proposigao 4.22. Veri-
fique, lembrando que, se V' tem uma base contendo p elementos, entao, por
definicao, dim V = p. O]

Observagdao: Na proposicao 4.22, nao empregamos explicitamente o termo
“dimensao”. De fato, essa proposicao foi essencial para definir o termo, de
modo que emprega-lo seria incoerente do ponto de vista 16gico. No entanto,
uma vez que o conceito de dimensao esteja adequadamente definido, te-
mos a liberdade de reformular a proposicao. O objetivo deste exercicio foi
exatamente esse.

Exercicios propostos

P4.1. Em cada item abaixo, temos um subconjunto do R?. Suponha que cada
um deles contenha a sua respectiva fronteira (representada pela linha mais
grossa). Esses subconjuntos ndo sao subespacos de R%. Determine qual(is)
propriedade(s) da definigao 4.1 é(sao) violada(s) em cada caso. Justifique
suas respostas graficamente, esbogcando algumas figuras.
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(a) O primeiro quadrante de R (b) A unido do primeiro quadrante

com o terceiro quadrante.

A A

\J
\]

(¢) Um disco com centro na origem. (d) A unido de duas retas distintas

passando pela origem.

A A

P4.2. Mostre que se V' é um subespaco de R” e os vetores ay, ... , a,, pertencem
a V, entdo qualquer combinacdo linear cia; + --- + ¢,a,, desses vetores
também pertence a V', conforme a observagao 4.2.

Dicas: Primeiro, observe que os vetores ciay, ..., ¢pa,, pertencem a V,
pela condicdo 3 da definicdo 4.1. Em seguida, aplique repetidamente a
condicao 2.

P4.3. Seja Q = {x € R* x; > 0, 75 > 0} o primeiro quadrante de R?, incluindo
os semi-eixos positivos (ou seja, ) é o subconjunto dado no item (a) do
exercicio P4.1). Sejam também e; = [(ﬂ e ey = [ﬂ Mostre que e; e ey
pertencem a @, mas Span{e;,e;} = R? € Q. Explique por que isso ndo

contradiz a observacgao 4.2.

P4.4. Em cada item, determine se os vetores dados formam uma base de R2.

Justifique.
@i 17 )

wfb e el [

P4.5. Em cada item, determine se os vetores dados formam uma base de R3.
Justifique.
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-1 4 3 2 1 0 2 1
(a) | 3], 1, {3 (b) | 21, [-3], |8 (e | 2, |-
2 —4 1 —1 2 ) —1 2
P4.6. Sejam ey, ..., e, os vetores dados em (4.2) (pagina 86). Verifique, sem
utilizar a independéncia linear dos vetores e;, que (4.3) é a unica forma de
representar um vetor v de R" como combinagao linear de ey, ... , e,.

Dica: Escreva duas combinacoes lineares dos vetores e; e mostre, direta-
mente, que elas serdo iguais somente se os pesos correspondentes forem
todos iguais. Para isso, use a prépria equagao (4.3).

P4.7. Mostre que os vetores ey, ... , €, de (4.2) sdo linearmente independentes.

Dica: Use a equacao (4.3) e a definicao 3.14 de independéncia linear.

P4.8. Verifique que o lema 4.17 pode ser reformulado da seguinte maneira “com-
pacta”: Se a, € Span{ay,...,ap 1,8,4:1,.-.,an}, entdo vale a igualdade
Span{ai,...,a,_1,4+1,...,an} = Span{aj,...,a,}. (Repare que essa
formulagdo nao faz referéncia alguma a subespagos “abstratos”.)

P4.9. O teorema 4.18 diz que uma base de um subespaco pode ser obtida medi-
ante a remoc¢ao de elementos “redundantes” de um conjunto gerador (releia
o enunciado preciso, na pagina 90). Este exercicio mostra que, em geral,
hé& uma certa liberdade na escolha do(s) elemento(s) a ser(em) removido(s),
mas isso nao é verdade em todos os casos. Considere, primeiro, os vetores

a; =[], ay=[_{] eas=[75] de R® e o conjunto G = {a;, as, a3}.

(a) Verifique que G é um conjunto gerador de R?, mas nio é uma base.

(b) Mostre que uma base de R? pode ser obtida de G mediante a remogao
de qualquer um dos vetores a;. Em outras palavras, verifique que os
conjuntos {a;,as}, {a;,as} e {as, a3} sdo bases de R2.

(¢) Conclua que nenhum dos vetores aj, ag, ag é “intrinsecamente redun-
dante” no conjunto gerador G, ou seja, nenhum deles é “mais redun-
dante” do que os outros.

Agora, considere o vetor a; = [ﬂ e o conjunto G’ = {ay,as, as}.

(d) Verifique que G' gera R?, mas nao é uma base.
(e) Mostre que uma base de R? pode ser obtida de G’ mediante a remogao
de a; ou de a4, mas ndo de as.

Finalmente, considere o vetor a; = 0y e o conjunto G” = {ay, ay, as}.

(f) Verifique que G” gera R? mas nao é uma base.
(g) Mostre que uma base de R? pode ser obtida de G” mediante a remogao
de a5, mas nao de a; ou de a,.

Represente, geometricamente (usando setas), os vetores aj, as, ... , a5 NO
plano R2, e interprete intuitivamente os resultados acima. Ao considerar o
item (e), em particular, observe que a; e a4 sdo colineares.
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P4.10. Sejam u = [911} ev = [ﬂ . Verifique que o conjunto {u, v} é linearmente

independente, mas nao é uma base de R3. Encontre um vetor w € R3 de
forma que {u,v,w} seja uma base de R3. Observagio: Ha uma infinidade
de respostas admissiveis.

P4.11. E possivel acrescentar vetores ao conjunto { [é} , [g)} } de forma a obter
uma base de R3? Justifique.

Dica: Veja o exercicio P3.27. O teorema 4.19 se aplica nesse caso?

P4.12. Seja B = {ay,...,a,} uma base do subespaco V' de R™. Suponha que V'
nao seja o subespago trivial (ou, equivalentemente, que p > 1). Mostre que,
para qualquer escalar o # 0, B = {aay, ay, . . . ,a,} é também uma base de
V. Em particular, V' possui uma infinidade de bases distintas.

P4.13. Mostre que R™ nao pode conter um subespaco de dimensao maior do
que n, e que o unico subespaco de R" de dimensao igual a n é o préprio R™.

Dica: Inspire-se no exemplo 4.28.

P4.14. Verifique que B = { [ﬂ , [*é] } ¢ uma base de R?. Em seguida, determine
o vetor de coordenadas de cada vetor abaixo com respeito a base B.

(2) [_ﬂ (b) m (© [—a @) [8}

P4.15. Seja V = Span{[é} , [—%}} Verifique que B = {[ %] , [—é]} ¢ uma

-1
base de V. Em seguida, determine se cada vetor abaixo pertence a V. Nos

casos afirmativos, calcule o vetor de coordenadas com relagdo a base B.

4 0 | 0
(a) | 12 (b) |8 (¢) |1 (d) |0
—7 5 1 0

P4.16. Seja W o plano em R3 considerado no exemplo 4.37. J4 sabemos que
1

B = {a;,a} = {[_ﬂ , [é]} ¢ uma base de W. Seja u o vetor de W tal
que [u]s = [~1]. Esboce o vetor u diretamente sobre a figura 4.2. Em
seguida, determine as coordenadas de u com relacio a base candnica de R3.

P4.17. Seja V um subespaco de R™, e seja B = {ay,...,a,} uma base de V.

(a) Seu eV, entdo o sistema c;a; + - - - + ¢,a, = u é possivel e tem uma
Unica solucao. Justifique essa afirmativa.

(b) Se u € R", mas u ¢ V, faz sentido falar das coordenadas de u com
relacao a B? Explique. Neste caso, o sistema cja; +--- +cpa, =u é
possivel?

P4.18. Em cada item abaixo, a primeira matriz é linha-equivalente a segunda
(neste contexto, o simbolo ~ denota equivaléncia por operagdes sobre as
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linhas). Em cada caso, determine bases para Col A e Nuc A. Determine
também a dimensao desses subespacos.

2 6 8 4 1 -3 4 2
(a) A=|-3 10 —9 —11| ~ |0 1 3 =5
0 2 6 —10 0 00 O
[0 0 3 6 1 2 —1 4
by A=|-1 =2 1 -4/~ |00 36
| 3 6 6 30 00 00
[ 1 4 8 —3 —7 1 480 5
127 3 4 0250 —1
©A=1959 5 5/~l00o01 4
36 9 -5 —2 0000 0
-1 8 3 3 -1 1 =61 0 3
0 4 8 4 0 0 24 20
DA=117 5 g3 1/~lo 001 2
2 6 14 7 8 0 0000

P4.19. Em cada item a seguir, determine uma base para o subespago gerado
pelos vetores dados.

—21 [o] [-6 1
1| 2] |-7 3
@1 ol folo | o] |-2|
o] (3] |6 1
11 [-1] [-6 7
9 ol =8| |-2
O Y RN Y R Y R e
2] |-3 7 6

P4.20. Seja A a matriz do exercicio P4.18(c). Denote as suas colunas por aj,
ag, ..., as.

(a) Verifique que B = {aj,as, a4} é uma base de Col A. (Essa é, provavel-
mente, a base que vocé encontrou no exercicio pP4.18(c).)

(b) Determine as coordenadas do vetor a; com relagdo a base B.
Dica: Aproveite o trabalho ja realizado no exercicio P4.18(c), e utilize
a proposicao 4.43.

P4.21. Reveja o exemplo 4.40 (pagina 100). Mostre que o vetor x = xovy +
x4Ve + x5vy de (4.8) serd igual ao vetor zero somente se 0s pesos Tg, T4
e x5 forem todos iguais a zero. (Dica: Examine as componentes 2, 4 e 5
dos vetores envolvidos em (4.8).) Conclua que o conjunto {vy,vg,vs} é
linearmente independente.

P4.22. (a) Convenca-se de que cada coluna nao-pivd de uma matriz escalonada
reduzida é gerada pelas colunas-pivo que estao a esquerda.
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Sugestdo: Pense em termos de formas escalonadas reduzidas “gerais”,
como aquelas indicadas em (1.12) (pagina 12).

(b) Mostre que cada coluna nao-pivd de uma matriz qualquer é gerada
pelas colunas-pivd que estao a esquerda.
Dica: Use o item anterior e a proposicao 4.43.

(c¢) Use o lema 4.17 para concluir que o espago-coluna de qualquer matriz
¢é gerado por suas colunas-pivo.

P4.23. Observe que os vetores by, by e by do exemplo 4.42 sdo iguais, respec-
tivamente, aos vetores e, e, e e3 da base candnica de R*. Use o exercicio
P3.27(b) para concluir que esses vetores sdo linearmente independentes.

P4.24. (a) Seja R uma matriz n X m, na forma escalonada reduzida. Convenga-
se de que as colunas-pivo de R sdo iguais a certos elementos da base
canonica de R™. De fato, se R tem p colunas-pivo, entao essas colunas
sao iguais aos vetores ey, ..., e, de R".

(b) Conclua, do item anterior, que as colunas-pivd de uma matriz escalo-
nada reduzida sao sempre linearmente independentes.

(c) Mostre que as colunas-pivo de uma matriz qualquer sdo linearmente
independentes.
Dica: Use novamente a proposicao 4.43.

P4.25. Verifique que o vetor vy do exemplo 4.50 pode ser escrito como uma
combinacao linear de v; e vo. Conclua que {vy, vy, v4} é um conjunto ge-
rador para Span{vy,...,v4}. (Dica: Use o lema 4.17 ou o exercicio P4.8.)
Verifique também que o conjunto {vy, vy, v4} é linearmente independente.
Conclua que esse conjunto é uma base de Span{vy,...,v,}, conforme afir-
mamos no exemplo 4.50.

P4.26. Sejam A e B matrizes linha-equivalentes. Mostre que Nuc A = Nuc B.
Perceba, no entanto, que, em geral, nao vale Col A = Col B.
Sugestao: Para a segunda parte, considere os exemplos da subsecao 4.5.2.

P4.27. Se o nucleo de uma matriz 6 x 8 é tridimensional, qual é a dimensao do
espaco das colunas?

P4.28. Se o posto de uma matriz 6 x 8 é igual a dois, qual é a dimensao de seu
nucleo?

P4.29. Seja A uma matriz 5 x 8. A dimensao de Nuc A pode ser igual a zero?
Qual é o menor valor possivel para a dimensao de Nuc A? Justifique suas
respostas.

P4.30. Determine se cada afirmativa é verdadeira ou falsa. Justifique.

(a) O conjunto vazio é um subespago.
(b) O subespaco trivial ndo contém vetor algum.
(c¢) O subespago trivial contém exatamente um vetor, portanto nao é vazio.
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(d) Se B é uma base de R" e V' é um subespago de R", entdao qualquer
vetor de V' pode ser gerado pelos vetores de B.

(e) Se B é uma base de R", entdo B é também uma base de qualquer
subespaco de R".

(f) Se A e B sao matrizes linha-equivalentes, entdao uma base de Nuc A é
também uma base de Nuc B.

(g) Se A e B sao matrizes linha-equivalentes, entdo uma base de Col A é
também uma base de Col B.

(h) A dimensdo do espago-coluna de uma matriz A é igual ao nimero de
linhas de A.

(i) A dimensao do espago-coluna de uma matriz A é igual ao ntimero de
colunas de A.

(j) Para se obter uma base do espago-coluna de uma matriz, é recomen-
davel determinar sua forma escalonada reduzida.

(k) Para se obter uma base do nucleo de uma matriz, é recomendavel
determinar sua forma escalonada reduzida.
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Capitulo 5

Transformacoes Lineares

5.1 Introducao

Ao considerar a equagao matricial Ax = b, podemos mudar o nosso ponto de
vista e comegar a pensar que o vetor b foi obtido pela agdo da matriz A sobre
o vetor x. Sob esse novo ponto de vista, resolver a equagio Ax = b significa
encontrar todos os vetores x € R" que sao transformados no vetor b € R™ sob a
“acao” da multiplicacao por A.

Antes de darmos a defini¢ao precisa do que significa uma transformacao linear,
vamos chamar a atencao para duas propriedades que a multiplicagao de uma
matriz A por um vetor u goza. Suponha que:

a= |- d| [ ev=[ ]

1 _9 2 1
Entao,

—6 1 3 ) -1
21 = |-3 4 [_3} =A(u+v)=Au)+A(v)= |-11| + |10
9 1 =2 D 4

—10 1 3 9 -5

22| =|-3 4 {_4} = A(2u) =2A(u)=2 |11},
10 1 -2 10

isto é, A(u+v) = Au+Av e A(au) = aAu. E sdo exatamente essas propriedades
que caracterizam a linearidade da fungao.

Definicao 5.1

Uma Aplicagdo Linear (ou Transformagio Linear) 7" de R” em R™ ¢ uma
funcao que associa um vetor v € R™ a um vetor T'v € R™, tal que para quaisquer
u,v € R” e o € R tenhamos

(a) T(u+v)=T(u)+T(v);
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Capitulo 5. Transformacdes Lineares

(b) T(au) = aT'(u).

Escrevemos T : R — R™ e para definir 7" denotamos v — T'v.

27N

Tv

Representa o R"”

Representa o R™

Assim, T : R™ — R™ ¢ linear se ela “preserva” a soma de vetores e a multi-
plicacao de vetores por escalares, as duas operagoes basicas do R".

Quando tratamos de fungoes, os termos dominio, contradominio e imagem
aparecem naturalmente. No caso de transformagoes lineares 7' : R" — R™ o
dominio é R", o contradominio ¢ R™ e a imagem é:

IM(T)={w € R": seexisteve R" tal que T'(v) =w} ={T(v):veR"}.

Exemplo 5.2

Da motivacao inicial é claro que se A é uma matriz m x n. Entao, A determina
uma transformacao linear 7' : R™ — R™, definida por u — T'(u) = Au. Sendo
mais especificos, digamos que

entao,

1 —4 31| v —4y+ 3z
a 2 — 3y|

T
Assim, dizemos que T : R?* — R?, definida por |y| — F B ;lz i g;

} provem da
z

matriz A.
Antes de continuarmos veja a seguinte definicao.

Definicao 5.3
Seja T : R™ — R™ uma transformacao linear, no caso em que m = n chamamos
a transformagdo linear (ou aplicagao linear) de operador linear.
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5.1. Introducdo

Vamos dar alguns exemplos de aplicagoes lineares que apresentam os fatos
mais marcantes a respeito dessas aplica¢oes. Comegando com o seguinte exemplo:

Exemplo 5.4
Seja T : R? — R? dada por

bl =1

Para entendermos o que este operador linear faz, observe que ele toma uma reta e
leva em uma reta (alids, esta propriedade é compartilhada por todas as transfor-
magoes lineares). Agora considere o quadrado de coordenadas [8}, [(1’}, H], [(ﬂ
e veja que esses pontos sao levados em [8}, H’], [ﬂ, [(ﬂ, respectivamente. Por-
tanto, este operador linear leva o quadrado em um paralelogramo, esse tipo de
transformacao linear é conhecido por cisalhamento.

y T y
1 \/\\1\\ I
[ " T
! 3 @ — 1 3

Figura 5.1: Cisalhamento

Exemplo 5.5

Dado um escalar r > 0, defina T : R> — R? dada por v — rv. Entdo, chamamos
T de contracao quando 0 < r < 1 e de dilatagcao quando r > 1. Observe que
se u,v do R? e escalares «, /3, entao

T(au+ pv) = r(au+ pv)
=roau+rpfv
= a(ru) + B(rv)
= aT'(u) + BT(v).

(5.1)

Portanto, T" é um operador linear, pois se tomarmos o = § = 1 na equacao
anterior temos a primeira condi¢ao para T  ser uma aplicacao linear e se fizermos
B = 0 temos a segunda condigao.

Exemplo 5.6
Considere a aplicacdo T : R? — R? dada por Lﬂ > Lj’;} . Vamos mostrar que T’

nao ¢ um operador linear. Para isso considere os vetores: [3],[§]. Portanto:

*([e] <ol = (B]) - s
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7 (l]) 7 (b]) = B+ ] = 4

Se T fosse um operador linear deveria ocorrer a igualdade, isto é,

(1 bl) = () ()
5.2 Propriedades de uma Transformacao Linear
e sua Matriz

Se T : R™ — R™ é uma transformagao linear, entao 7'(0) = 0. De fato, seja
u € R” entao 7(0) = T'(0u) = 07'(u) = 0.

Considere novamente a transformacao linear 7' : R® — R™ e suponha que
up, Uy, ..., u, sao vetores de R" e seja u = aju; + aguy + - - - + a,u, uma combi-
nacao linear destes vetores logo:

T(ll) = T(ozlul + aoug + - - - + apup)
=T(onuy) + T(agug) + - - - + T(a,uy) (5.2)
=oT(uy) + aT(ug) + -+ + a,T(u,).
Isso nos sugere duas consequéncias importantes: A primeira consequéncia é a
de que se soubermos como uma aplicacao linear age sobre uma base de R", pode-

mos determinar a a¢ao da transformacao linear no restante dos vetores por aplicar
a féormula anterior; a segunda consequéncia é a de que podemos associar uma ma-

triz a uma transformacao linear, da seguinte forma: suponha que ej,es, ... e, é
x
a base candnica do R". Entdao dado qualquer vetor u= | : | =" z;e; e dai,
Tn
T1 n
T, i=1

e T'(e;) sao vetores de R™, isto é, T'(u) é uma combinagao linear T'(e;) € R™.
Escrevendo isto em termos da multiplicacao de matrizes temos:

[T(e1) T(ex) -+ T(en)]

Portanto, a transformacao linear 7T fica completamente determinada pela matriz
[T(e1) T(es) --- T(ey)], .  echamamos esta matriz de matriz da aplicagao
linear na base candnica. Mais para frente esse nome fard mais sentido. No
momento vamos dar alguns exemplos.
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5.2. Propriedades de uma Transformacdo Linear e sua Matriz

Exemplo 5.7

Vamos retornar ao exemplo 5.5, em que 7' : R? = R?, que toma u € R? — 3u €
R?, que tal como haviamos comentado ¢ uma dilatacdo e é um operador linear.
Vamos determinar qual seria a matriz desse operador linear com respeito a base
candnica. Seja e; = [§],e2 = [{] a base candnica de R?, logo, T'(e1) = [}] e
T(es) = [g] e, portanto, a matriz fica:

3 0
A= {O 3}.
Exemplo 5.8

Considere a transformacao linear R : R? — R2, que para cada vetor v retorna um
vetor R(v), obtido por fazer uma rotacao de 6 radianos em torno da origem no
sentido anti-horario. A préxima figura nos fornece uma demonstracao geométrica
de que R(u+v) = R(u) + R(v).

Figura 5.2: Rotacao de vetores

Com um desenho similar se prova que R(av) = aR(v). Portanto, esta aplica-
¢ao ¢ linear. Vamos determinar a sua matriz na base candnica. Para isto, vamos

investigar onde os vetores e; = [}],e2 = [?] sdo levados. Na figura abaixo ve-

0 —send A
mos que: R(e;) = [SC;)E 6] , R(eg) = [ iirsl 0] e a matriz na base canonica desta

transformacao é:

sen 0 cos 0

A [cos@ —sen@]
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(—send,cosf)

(cos,sen @)

sen d

0
J\1 ! 1 cos i

Figura 5.3: Rotacao de um angulo 6

O préximo exemplo trata da projecdo ortogonal sobre o eixo x e o outro da
reflexdao em torno desse eixo. Estes sao exemplos de duas importantes familias de
aplicagoes lineares as projegoes e as reflexoes.

Exemplo 5.9

Considere a aplicacdo P : R? — R? definida por [ﬂ — [6"}. E possivel essa
verificagdo porque a mesma faz um grafico em que essa aplicagao ¢ linear, uma
vez que ela pega um vetor u qualquer e projeta perpendicularmente sobre o eixo
x. Essa aplicacao ¢ conhecida como projecao ortogonal sobre o eixo do z.

Agora a reflexdo em torno do eixo z.

Exemplo 5.10

A reflexao S : R? — R? do vetor u sobre o eixo x toma o vetor u e retorna o vetor
Su do lado oposto desse eixo, de tal maneira que o segmento de reta determinado
por u e Su é perpendicular ao eixo x e o0 eixo corta este segmento no ponto médio.

Observe que o vetor u + Su estd sobre o eixo x, uma vez que o eixo é exa-

tamente a diagonal do paralelogramo determinado pelos vetores u e Su. Além
disso, o vetor u+Su é igual a duas vezes a projecao de u sobre o eixo x. Portanto:

2Pu=u+ Su< Su=2Pu-—u.

s(B) - (ED-L1-151-6

5.2.1 Composicao e Aplicacao Invertivel

Logo,

_ M .

Considere duas fungoes (ou aplicagoes) f: A — Beg: B — C. A compo-
sicao, denotada por f o g, é a aplicagdo fog: A — C, definida por:

(fog)(a) = f(g(a)),

isto é, primeiro aplicamos f em a € A e depois aplicamos g em f(a) para obter

9(f(a)) € C.
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Figura 5.4: Reflexdo em torno do eixo x

Exemplo 5.11
Considere f : R — R definida por f(z) = 22> — 3z e g : R — R definida por
g(z) = 2% entdo

(fog)(x) = flyg(x)) = f(2®) = 2(2*)* — 3(2®) = 22" — 3a?.

Se A é um conjunto nao-vazio, a aplicagdo f : A — A definida por f(a) =
a para todo a € A é chamada de aplicagao identidade sendo, geralmente,
denotada por I4 ou simplesmente por I. Assim, I(a) = a para todo a € A.

Seja f : A — B uma aplicacdo. Dizemos que g : B — A é a aplicagao

inversa de f, denotada por g = f~1, se

feg=1Ip e gof=Ia
Exemplo 5.12

Considere o operador linear T': R? — R? definida por [ﬂ — Fx + 5y

3 7y] . Verifi-

—7r 4 dy

. x
que se S definida por [y} — [ S0 — 2

} é a inversa de T.

Observe que
s(r[5]) - s et - sty s ] - [

(o) e[z - s - )

Portanto, S = T~
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5.2.2 Aplicagcao Linear Injetora e Sobrejetora

As aplicagoes lineares formam uma classe bastante especial de fungoes na
qual é facil decidir se uma certa aplicacdo é invertivel ou nao. Inicialmente,
vamos lembrar que uma aplicacao f : A — B tem inversa se, e somente se, f for
uma aplicacao injetora e sobrejetora. Por isso, para saber se uma certa aplicacao
¢é invertivel, precisamos estudar a fim de constatar se a aplicagdo é injetora e
sobrejetora.

Dizemos que a transformagao linear f : A — B é injetora se para cada a # b
em A tivermos que f(a) # f(b) em B. Apesar dessa definicao ser mais natural, é
comum utilizarmos a seguinte forma equivalente: f: A — B é injetora se sempre
que f(a) = f(b), quando pudermos mostrar que a = b.

No caso da aplicagao ser uma aplicacao linear, digamos 7' : R® — R, pode-
mos substituir este critério pelo seguinte: se T'(u) = 0 em R™, entao u = 0.

De fato, vamos admitir que T' : R™ — R é uma aplicacao linear e injetora
e como sabemos que o vetor nulo de R™ é sempre levado no vetor nulo de R™,
entao se

T(u)=0=T7(0) =u=0eR"

e, reciprocamente se admitir que sempre ocorre T'(u) = 0 = u = 0, entdo se
Tw)=T(v)eT(u)-T(v)=0&T(u-v) =0,

logo u — v = 0. Portanto, u = v. Dai que T ¢ injetora.

Por isso, no estudo da injetividade de uma aplicacao linear é muito util a
introducao do seguinte conceito:

Seja T' : R® — R™ uma transformagcao linear o subconjunto dos vetores de
R™ que sao levados por T no vetor nulo de R™ é chamado de nicleo de T e é
denotado por:

N(T) = {ueR": T(u) = 0}

Segue do que foi discutido anteriormente que N (T') = {0} se, e somente se, T é
injetora.

Exemplo 5.13

Seja T : R? — R definida por [j] — = —y. Ao calcularmos N(T) obtemos
N(T) = {[ﬂ ER?:z—y= 0}, que coincide com a reta y = x, ou ainda,
N(T) =Span{[1]}.

Dizemos que f : A — B é sobrejetora se, para todo b € B, existe a € A tal
que f(a) =b.

Reescrevendo esse critério, para aplicagoes lineares, obtemos: uma aplicagao
linear 7' : R™ — R™, é sobrejetora se para cada vetor v € R™ ¢é imagem de
algum vetor u € R". Isso é equivalente a pedir que ZM(T) = R™.

Exemplo 5.14
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Seja T : R® — R? definida por Hﬂ . Entdo, a imagem de T'

-y 0 —1
IM(T) = x| ix,yeRYy=<z (3| +y| O] :xz,yeR
0 0 0
0 —1
=Spang 3|, O
0 0

O ntcleo de T é dado pelos vetores u = [é], tais que:

x — 0
T Y = |3z =10
z 0 0
Portanto, x =y = 0 e dai
0
N(T) = Spang |0
1

5.3 Algebra Matricial

Vamos introduzir operagoes sobre as matrizes e depois mostrar que essas ope-
racoes provém das operacoes sobre as transformacoes lineares. Para comecar, va-
mos definir o que significa dizer que a matriz A = [a;;] é igual & matriz B = [b;;],
isso significa que ambas as matrizes sao m X n e que as entradas correspondentes
sdo iguais a;; = b;;. Quando isso acontece denotamos por A = B.

Dado um escalar » € R e a matriz A = [a;;], definimos o produto de r por
A, por ser a matriz r - A = [ra;;], isto é, cada uma das entradas da matriz é
multiplicada pelo escalar r. E dado as matrizes A = [a;;] e B = [b;;] de ordem
m X n, definimos a soma das matrizes por ser uma outra matriz, também de
ordem m X n, dada por

A+ B = lai; + by,

isto é, entrada da matriz A+ B é a soma das entradas correspondentes de A e B.
Essas operagoes tém as seguintes propriedades:

a. A+ B=B+ A d. r(A+B)=rA+rB
b. (A+B)+C=A+(B+C) e (r+sA=rA+sB
c. (A+0)=A4 f. r(sA) = (rs)A

5.3.1 A Transposta de uma Matriz

Dada a matriz A de ordem m x n, a transposta de A é a matriz n x m,
denotada por A?, cujas colunas siao formadas pelas linhas correspondentes de A.
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Exemplo 5.15

0 21 c d|’
Entao,
-5 0 0 e
A= 14 2 e B'= [b d] .
2 1

Se A e B sao matrizes do mesmo tipo e r € R, logo valem as seguintes
propriedades:
(A" =
(

A+B) At + B,
(rA) = rA'
a

Denotaremos por M(m xn) ao conjunto de todas as matrizes de ordem m X n.

a.
b.
c.

5.3.2 Multiplicagcao de Matrizes

Vamos introduzir a multiplicacdo de matrizes que tem uma definicdo um tanto
complicada. Mais para frente veremos que definimos a multiplicacao para que a
mesma possa ser utilizada na composicao de transformacoes lineares.

Considere as matrizes A = [a;;] € M(m xn) e B = [b;j] € M(n x k) definimos
a matriz AB = [d;;] € M(m x k) por

n
dz] = E ailblj-
=1

Parafraseando, o elemento da i-ésima linha e j-ésima coluna da matriz AB é a
soma dos produtos dos elementos correspondentes da i-ésima linha de A e da
j-ésima coluna de B. Observe, em primeiro lugar que o tamanho das linhas de A
é igual ao tamanho das colunas de B e que a quantidade de linhas (colunas) da
matriz AB é igual a quantidade de linhas de A (colunas de B).

Exemplo 5.16
Considere A uma matriz 2 X 2 e B uma matriz 2 x 3 entao AB é uma matriz
2 x 3 e aentrada 12 é

o [0 4 [ - p e - T ).

Também podemos encarar a multiplicacdo da matriz como multiplicagdo de
vetores, veja exemplo abaixo

Exemplo 5.17
Considere as matrizes

ailr aiz a3 bi1 bio
A= |ag axp ag3| = [Vl Vo V:ﬂ e B= |by bxn| = [Wl W2] )
a31 32 a33 b31 b2
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onde vq, Vo, V3 € W1, Wy 880 08 vetores colunas de A e B, respectivamente. Entao,

bi1a11 + barara + bsrars  biaai; + bagaie + bsgass
AB = |bi1aa; + barage + bs1ass  b12agr + basags + bsaass
biias; + barass + bsiags  biaasy + bagase + bszass

= [511V1 + b21va + b31vy  biavi + baava + b32V3}
= [AWl AW2:| .

Como podemos ver o resultado do produto AB pode ser visto como vetores
colunas, onde cada coluna é uma combinacao linear dos vetores colunas da matriz
A, com os coeficientes da coluna correspondente da matriz B, e também, os
vetores colunas de AB podem ser visto como o produto de A pelos vetores colunas
correspondentes de B. Claramente isso se generaliza para matrizes de qualquer
ordem em que o produto faca sentido.

A matriz 0 = [0] € M(m x n) é chamada de matriz nula. A matriz nula
possui a seguinte propriedade: para quaisquer outras matrizes A € M (k x m) e
B € M(n x k) temos

A0=0€ M(kxn)e0OB=0€ M(m x k).

Outra matriz que desempenha um papel importante é a matriz quadrada

I = [0;;] onde
5“_{ 1set =17,
Y| Oseid # 5.
Esta matriz tem a seguinte propriedade: qualquer que seja a matriz A =
la;;] € M, temos
A-IT=Ael- A=A,
chamaremos tal matriz de matriz identidade.
Com respeito a operagao de multiplicacdo de matrizes ela possui as seguintes
propriedades: suponha que A € M(m x n), e sejam B e C matrizes do tipo
adequado para que as operagoes de soma e produto sejam possiveis

a. A(BC)= (AB)C Associatividade da multiplicacao;
b. A(B+C)=AB+ AC propriedade distributiva a esquerda;
b. (B4+C)A=BA+CA  propriedade distributiva a direita;
c. "(AB)=(rA)B = A(rB) r éum escalar;
d. I,A=A=AI, onde I, é a matriz identidade;
e. (AB)' = B'A".
Exemplo 5.18
Em geral a propriedade comutativa nao ¢ verdadeira para as matrizes. Para

perceber isso considere:
0 2 1 0
S KRR ]

AB = {_4 2] e BA = [ 0 _23} e, claramente, AB # BA.

logo,

-5 1 -3

Jones Colombo e José Koiller (texto em preparacdo) 127



Capitulo 5. Transformacdes Lineares

Diremos que uma matriz B € M(n x m) é o inverso a direita de A €
M(m x n) se AB = I,,, e diremos que a matriz C € M(n x m) ¢é o inverso a
esquerda de A se CA = 1I,.

No caso em que a matriz A € M(m x n) possua inverso a direita B e a
esquerda C' entao:

B=1,B=(CAB=C(AB) = Cl,, = C,

e isso significa que B = C, em particular m = n e a matriz A é quadrada. Logo,
se A possui inverso a esquerda e a direita ao mesmo tempo, eles sdo 0s mesmos,
além disso, pelo mesmo argumento usado anteriormente, se A possui inversa a
direita e a esquerda ao mesmo tempo, entao esta inversa é tinica e chamamos esta
matriz de matriz inversa de A e a denotamos por A~! e, nesse caso, diremos
simplesmente que A é invertivel.

Exemplo 5.19
Vamos comegar por considerar a matriz

2 1
A= {3 J .
Queremos determinar uma matriz B = B fﬂ , tal que AB = I,, mas isso implica

AB_ley_2x+z2y+w_10
3 1|z w| |3z+z 3y+w| |0 1

e dai, precisamos resolver o seguinte sistema:

no seguinte:

2x +z =1
2y +w = 0
3x +z =0
3y +w = 1
Nesse caso, resolvendo por escalonamento, obtemos © = —1,y = 1,2z = 3 e
-1 1
w = —2 e portanto, B = [ 3 _a| além disso, se fizermos BA também obtemos

a matriz identidade e, portanto, B = A7
Uma matriz A € M(m x n) pode admitir mais de uma inversa a direita.

Exemplo 5.20
Se

100
A:[Olo]

considere para quaisquer que sejam a,b € R a seguinte matriz:

0

Y

1
B=|0 1
a b
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dai,

Por outro lado, uma matriz A € M(m x n) pode admitir mais de uma inversa
a esquerda.

Exemplo 5.21
Counsidere a matriz:

2 1
A=13 1
0 0
. . 1 0 d
e considere quaisquer a,b € Re C = [O 1 b , logo,

2 1]

1 0 a 10

CA:[ } 31 :{ }

01 b 0 0 0 1

Vamos demonstrar o seguinte teorema que nos fornece algumas propriedades
uteis a respeito da inversa de uma matriz A.

Teorema 5.22
a) Se A € M,, é invertivel, entdo a sua inversa A~ € inica;
b) Se A é uma matriz invertivel, entio A~" também o é e (A7!)7! = A;
c) Se A, B € M,, sio matrizes invertiveis, entao AB também é invertivel e

(AB)™' =B tA™h

Demonstragio: Como a) ja foi estabelecida, vamos demonstrar b). Dizer que A~
é invertivel significa dizer que existe uma matriz C, tal que

CA'=Te A 'C =1

Mas, A satisfaz estas equagoes e como a inversa é tnica pela letra a), segue que
(A~1)~1 = A. J4 na letra c) observe que como A e B sido invertiveis existem
tinicas A~ e B™! e veja que:

(B'AY)AB)=B YA 'A)B=B"'IB=B'B=1e

(AB)(B™'A™Y) = A(BBHA = ATA™ = AA ™' = ], (5.3)

portanto, AB ¢ invertivel e a sua inversa é B~ AL, O
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5.4 Matrizes Elementares

O objetivo dessa secao é introduzir as matrizes elementares e com elas des-
crever um processo que permite obter a matriz inversa, isso é claro, nos casos em
que a matriz admite uma inversa. Gostaria de chamar a atencao que as matrizes
elementares também podem ser usadas na criacao de algoritmos que permitem
manipular matrizes, dito isso, vamos ao que nos interessa. Iniciamos lembrando
que existem apenas trés operagoes elementares que podemos usar no processo de
escalonamento, que sao:

(a) gl — gl + Oégj;
(C) El < gj-

Diremos que F é uma matriz elementar se £ pode ser obtido da matriz
identidade I por aplicar apenas umas das trés operacoes elementares.

Exemplo 5.23

0] , ) ) )
9 1 ¢ uma matriz elementar pois pode ser obtida por
aplicar 5 — {5 — 2¢; na matriz identidade.

Veja que a matriz £ =

As matrizes elementares tém iniimeras aplica¢oes, em particular, nés podemos
substituir as operagoes elementares sobre as linhas (as colunas), por multiplicar
a matrizes elementares a esquerda (a direita) da matriz que queremos que sofra
a operacao elementar. Veja o préximo exemplo.

Exemplo 5.24
Digamos que gostariamos de aplicar a operagao elementar ¢, — {5 —2¢; na matriz

A= [1 3 2] , mas ao invés de fazer isso faca:

2 41
1 0](1 3 2 1 3 2
e

E fcil de ver que o resultado é o mesmo. Isso nos diz que podemos substituir o
procedimento de aplicar uma operacao elementar em uma matriz por multiplicar
a mesma, a esquerda, pela matriz elementar obtida da matriz identidade por
aplicar mesma operacao elementar.

Olhando o resultado, vemos que o préximo passo, para escalonar a matriz
seria aplicar o — —%EQ na matriz obtida acima. Entao vamos multiplicar por

E' = [1 ?] e teremos
0 —3

E’EA:E’(EA):F 0“1 3 2}:[132}

0 —3] 0 =2 =3 01 3
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5.4. Matrizes Elementares

Para demonstrar o resultado principal enunciado no teorema a seguir vamos
necessitar do seguinte lema:

Lema 5.25
Se E € uma matriz elementar, entao E € invertivel.

Demonstragao: De fato se £ é uma matriz elementar, entao podemos determinar
uma matriz elementar E’ obtida por fazer a operacao inversa que a efetuada para
obter E. Logo, F'FE = 1. m

O resultado principal fica.

Teorema 5.26
Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Entdo, A é invertivel se, e somente se,
a sua forma escalonada reduzida for a matriz identidade.

Demonstracio. Suponha que A é invertivel, isto é, existe uma matriz B n X n, tal
que AB = I = BA. Vamos comecar analisando o sistema Ax = 0 para mostrar
que a unica solucao possivel é x = 0. De fato, multiplicando a equagao Ax = 0
por B temos que 0 = B -0 = B(Ax) = (BA)x = Ix = x. Por outro lado, se
resolvermos o sistema Ax = 0 através de um escalonamento de linhas, obtemos
a matriz R, que esta escalonada de forma reduzida e é linha equivalente A, ou
seja, R = Ey--- F1A, onde Fy,..., E} sdo matrizes elementares. Mas o sistema
Rx = 0 é claramente equivalente ao sistema, Ax = 0, portanto tem a mesma
e Unica solu¢ao x = 0, e como R estd na forma escalonada reduzida, a tnica
possibilidade é de R = I. Logo, se A é invertivel entdo ela é linha equivalente a
matriz identidade. Reciprocamente, se A é linha equivalente a matriz identidade,
isto é, I = Ej,---E1A, e multiplicando por E,;l,E,;_ll, ..., B, obtemos que
A=E'E; - Ek_l, ou seja, A é um produto de matrizes elementares e portanto
invertivel. O

Analisando a demonstracao do teorema 5.26 podemos vislumbrar um método
para obtermos a inversa de uma matriz. Suponha que A é uma matriz invertivel,
isto é, existe um numero finito de matrizes elementares E, ..., E}, tais que:

I - EkEkfl s EQElA = (EkEkfl e E2E1[)A

Isso mostra que EEj_; -+ - EoFE1 ] = AL Isto é, se aplicarmos as mesmas opera-
¢oes, e na mesma ordem, necessarias para levar a matriz A a sua forma escalonada
reduzida, na matriz identidade, obtemos a matriz inversa de A. Isso nos motiva
a definir um algoritmo para obtermos a inversa de uma matriz. Para isso basta
considerar uma nova matriz B = [A: [], por acrescentar a matriz identidade
a direita de A entdo, se escalonarmos a matriz A, para que se torne a matriz
identidade, segue que B se torna [I : C] e entdo, C' serd a matriz inversa de A.

Exemplo 5.27
Vamos usar esse processo para obter a inversa da matriz

1 -1 2
A=1-1 1 0
2 =31
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Para isso considere a matriz:

1 -1 2] 100
All=|-1 10 ] 010
2 -3 1|00 1

Vamos escalona-la. Comece por fazer o — lo + 1 e {3 — {3 — 2(; e obtemos

1 -1 2] 1 0 0] 1 -1 2] 100

0 0 2| 110220 -1 3] —20 1|22

0 -1 -3 | =2 0 1] 0 0 2] 110
1 0 5| 30 —1] nseze |E0 012 =5/2 —1
0 -1 =3 ] 20 1| —/2=%10 —-10] —1/2 3/2 1
0 0 2| 11 of =6 0 02| 1 1 0

100 | 1/2 —5/2 —1

L2boig 10 | 12 —3/2 -1

o3t g0 1 | 1/2 1/2 0
1/2 —5/2 —1

e, portanto, A™' = |1/2 —3/2 -1
/2 1/2 0

5.5 Nucleo e Imagem

Nesta secao vamos conectar os conceitos da dimensao da imagem de uma
transformacao linear com a dimensao do seu ntucleo, os quais nos darao um in-
variante importante para as aplicacoes lineares. Vamos comecar com o seguinte
teorema:

Teorema 5.28
Seja T : R™ — R™ uma transformacao linear. Entdo o nicleo de T € um subes-
pago vetorial de R™ e a imagem de T" é um subespago vetorial de R™.

Com o objetivo de estabelecer a segunda versao do Teorema do Posto, veja o
seguinte exemplo.

Exemplo 5.29
Suponha que 7" : R? — R* é a uma aplicacdo linear definida por

a11x + apy + a132
(217 + Q22Y + Q932
a31T + Q32Y + G332
A1 + g2y + Q432

IS IENSEIIR N
I

Entao se e; = [1 0 O]t,eg = [O 1 O}t ee3 = [O 0 1}t ¢ a base canodnica de
R3, portanto a matriz associada a T é

11 aiz2 A3

a a a
A= [T(el) T(eg) T(63):| = aji aiz aji

Q41 Q42 Q43
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A imagem de T é exatamente o espaco gerado pela coluna da matriz A e,
portanto, a dimensao da imagem de 7' ¢ igual a dimensao do espago-coluna e
esse, por sua vez, é dado pelo nimero de colunas-pivd da matriz A. Por outro
lado, o nticleo de T consiste em todos os vetores u € R? para os quais T'(u) = 0 e,
em termos da matriz A, é exatamente a solu¢ao do sistema homogéneo Ax = 0,
que é a dimensao do nicleo A, a qual é dada pelo nimero de variaveis livres do
sistema Ax = 0.

E podemos sintetizar isso por dizer que
N(T) = Nuc(A),
IM(T) = Col(A).
Dai temos que:

Teorema 5.30 (Teorema do Posto, versao 2)
Seja T : R™ — R™ uma aplicacao linear, entdo:
dimN(T) + dimZM(T) = dimR" = n. (5.4)

Exemplo 5.31
Seja T : R* — R? a transformacdao linear definida por

rT—y+z+t
— |20 — 2y + 32+ 4t
3r — 3y + 4z + 5t

SRS SN

(a) Encontre uma base e a dimensao do N (7).

t .
Queremos encontrar os vetores u = [z y oz t} , tais que T'(u) = 0. Mas
isso é equivalente a resolver ao sistema:

r—y+z+t=0
20 =2y +32+4=0.
3r—3y+4z+5t=0

Escalonando a matriz:

1 -1 110 1 -1 110
2 -2 340/ =10 0120
3 =3 4 5 0] 0 0120
1 —1 1 1 0] (1 -1 0 -1 0

—-]0 0120/ —=1]0 01 20
0 00 0 0] 0 00 00

As varidveis livres sao y e t. Portanto, dim N (T) = 2. E fazendoy =1,t =0
obtemos [1 10 O]t e fazendo y = 0, t = 1 obtemos [1 0 -2 1]t. Assim,

1 1
1 0
N(T) = Span ol 19
0 1
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(b) Encontre uma base e a dimensdo da imagem de T

Observe que no sistema escalonado anteriormente somente a primeira e a ter-
ceira coluna sao colunas-pivo. Portanto, o vetor obtido da primeira e da terceira
coluna da matriz inicial geram a imagem, isto é,

1 1
IM(T)=Span< (2], |3
3 4

Vamos exibir outra maneira de obter uma base para a ZM(T). Inicialmente,
calcule a imagem dos vetores da base canonica do R%:

~1
= |2
—3

T T

=l2|, T , =3, T
0 ; 0 1 |
0 0 0

Sabemos que estes vetores geram a ZM(T). Como ZM(T) é um subespago
vetorial de R3, segue que qualquer combinacao linear desses vetores ainda sao
vetores da ZM(T'), em particular, se aplicarmos as 3 operagoes elementares.

Para isso, monte uma matriz com estes vetores nas linhas e escalone a matriz
segundo linhas,

1 2 3 1 2 3 1 2 3
-1 -2 -3 . 0 00 . 011
1 3 4 011 000
1 4 5 0 2 2 0 0 0

Os vetores [1 2 B}t , [0 1 1}t sao claramente LI e, também, geram a imagem.
Portanto, formam uma base da ZM(T") e novamente temos que a dimZM(T') =
2.

Assim, podemos confirmar o teorema 5.30 pois temos que

dim N(T) + dimZM(T) = 2 + 2 = 4 = dimR*%.

Exercicios resolvidos

R5.1. Seja T : R? — R? a aplicacdo definida por [ﬂ > {x Z y] . Mostre que T'

é linear.

Solugdo: Precisamos mostrar que 7' é uma aplicagao linear, isto é, que T'(u+
v) =T(u) + T(v) para todo u,v € R? e T(au) = oT'(u) para todo a € R?
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2!
’
Yy

rsv) =7 (o] [5]) =7 ([ 1))

_ [x+x’+y+y’} _ {m%—,y} n [wlﬂty'} — T(u) + T(v),

e u € R2. Suponha que u = [5] ev = [ }, entao:

y+y y Y
T(ow) =T ([WD - {W ; yﬂ —a [f” ; y} — aT(u)
ay ay (Y
E isso demonstra que 71" é uma aplicacao linear. O

: .3 2 o :
R5.2. Seja T : R® — R* a aplicacao definida por |y | — 2 — 3y + 42

z
{ r+yt+z
z

} . Mostre

que T é linear.

Solucao: Considere a matriz:

T T
1 1 1 ) 1 1 1
A= [2 3 4} e veja que T’ g = [2 3 4} 3:

E como vale A(u+ v) = Au + Av ¢ A(au) = aA(u), para quaisquer
u,v € R3 e acR, segue que T é uma aplicacao linear. O

R5.3. Mostre que as aplicagoes abaixo nao sao lineares.

. 2 2 o . z Y .
(a) T :R* — R* a aplicagao definida por [y} — [2$ - By} :

Solugao: Observe que se tomarmos u = [ﬂ ev= [(2)}, entao:

rwroy=o({)- [ ervmo- 1 [3-3

Isso mostra que T'(u + v) nao é sempre igual que T(u) + T(v) e,

portanto, 7" nao ¢ uma aplicagao linear. O]
. T+ 3
(b) T :R? — R? a aplicagao definida por [ } — | 2«
r+y

Solugao: Observe que

oo (§)-[]]]

Portanto, T' nao pode ser linear. O
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x
. 3 2 CanE : |z|
(c) T:R’> — R* a aplica¢ao definida por Z > {Zx 4 z} .

Solucdo: Para vermos que T nao pode ser uma transformacao linear,
-2 1 .
tome u = [ g] ev= [ﬂ, entao

Tu+v)=T -_3 = [_é} e
Ta)+T(v)= {_? + [ﬂ = [_2} :
Portanto, T'(u+ v) # T'(u) + T(v)i O

R5.4. Seja T : R? — R? a aplicacdo, tal que B} — E} e {ﬂ — Lﬂ Admita

que T é um operador linear e encontre a férmula para 7.

Solugdo: Vamos comegar analisando o que T' faz com os vetores da base
canodnica, para isto, vamos usar que 1" é linear:

((af) =7 (B -2 1])
=7 (b]) 2 () = B )= L)

Por outro lado, sabemos que qualquer Vetor z = (1)] + y[ﬂ e dai,
x 1 2x
r(B) = (B +or (B) == [ +o 3] - )
O]
T—y+z+t

R5.5. Seja F: R? — R? definida por [z y =z t]t > T +2z—t . En-

T +y+32— 3t
contre uma base e a dimensao de: (a) da imagem de F', (b) do nicleo de

F.

Solugdo: Vamos comegar obtendo o N'(F). Seja A matriz na base canonica
de F. Calcular o N(F) é equivalente a calcular os vetores que satisfazem
Ax = 0. Escalonando a matriz deste sistema homogéneo obtemos:

1 -11 10
A 0= |1 02 -1 0|—

1 13 -3 0
1 -1 1 10 1 02 —-10
o 11 -20{—=1011 =2 0},
0 22 —40 000 00
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as solugoes do sistema sdo x = 2z +t e y = —z + 2t, portanto, N'(F) =

2 1
Span _i : (2) . Para o célculo da ZM(A) se lembrarmos que a 1* e
0 1
2% coluna sao colunas pivo da matriz escalonada, entao a 1* e a 2* colunas de
1 -1
A geram a imagem de A. Segue que ZM(F) = Span< |1|,| 0| p. O
1 1

R5.6. Ache a transformagao linear a qual é uma rotagao anti-horaria de 45°.

Solucao: Lembre-se de que a matriz associada a uma rotacao anti-horéria

é dada por:
A [COSH —sen@] .

sen 6 cosf

Como o dngulo é de 45° segue que 6 = 7/4, entao

w([) =13l ~walal B = el

Y V2/2 V22 [y [ V2(e +y)/2
O
R5.7. Sejam:
10 -2 -3 1 -1
A=1]2 -1 -1 eB=| 0 -1 1
0 -1 1 0 -2 0

Sejam T" e S as transformacoes lineares dadas por A, B, respectivamente.
Encontre Ry =T oSe Ry =S0T.

Solucao: Como T e S sao as transformagoes lineares definidas pelas matrizes
A e B, respectivamente, segue que

T T — 2z x —3r+y—=z
T |yl | =|(22—y—=z2| eS| |y| ]| = —y+z
z —y+z z —2y
e dai
x x —3r+5y—=z2
Ry Yy =TS Y = |—6x+ 5y — 32
z z —y—z
e
T T —x+4z
Ry Y =S| T Y = —2x+ 2z
z z —4dx 4 2y + 22
Observe ainda que Ry # Rs. O
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Exercicios propostos

P5.1. Seja T : R®" — R™ uma transformagao linear. Mostre que N (T') é um
subespago vetorial de R™ e que ZM(T') é um subespago vetorial de R™.

P5.2. Mostre que sdo lineares as seguintes aplicacoes: (a) T : R?* — R? a apli-

x
cacao definida por |y| — [ 49;t2§y:t362z

}; (b) T : R? — R?, a aplicacio
ar + by

. x
definida por [y} — [cm+ dy

} , com a, b, c, e d escalares.

P5.3. Seja F': R? — R3 uma transformacdo linear. Se soubermos que:

1 2 0 5 0 -2
F110 = 3|, F 1 = |2 eF | |0 =10
0 1 0 7 1 7
Determine F (u), sendo u um vetor genérico do R3.
o 2z
P5.4. Sejam F : R? — R? e G : R? — R? definidas por F' [ |y| | = [y N z} e
z
G ([ﬂ) = [y} . Calcule (se possivel):
Yy x
a) F'+ 2G,
b) G o F e, por fim,
c) FoG.

P5.5. Admita que os operadores a seguir possuem inversas e encontre a férmula
para 7! quando:

ool wlslm)

P5.6. Para cada uma das matrizes abaixo, determine a aplicagao linear associada.
Depois encontre uma base e a dimensao do nticleo e da imagem de cada uma

delas.
1 20 2 1 0 2 =2
(a) 2 -1 2 -1/, (b) 2 3 2 —1
1 -3 2 =2 -2 -3 0 -3

P5.7. Encontre todas as possiveis inversas a direita da matriz:

DN~ DN
— ot W
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P5.8. Suponha que T : R? — R? definido pela matriz A = [1 0

0 1}. Encontre (se

existirem) vetores u, v, tais que:

a) T(u) =ueb)T(v)=—v.
P5.9. Ache a transformagao linear que é uma rotagao anti-horaria de 60°.

P5.10. Seja T : R? — R3 definida por

z x —2y
Y| — z
Z Tr+y

Mostre que T' é uma aplicagao linear, injetora e sobrejetora, portanto, in-
vertivel. Encontre 7.

P5.11. Sejam 7' : R" — R™ uma aplicagao linear injetora e se {uy,ug, ..., u}
um conjunto LI. Mostre que:

{T'(01),T(uy),...,T(u;)} também é LI

P5.12. Seja T : R® — R™ uma transformacao linear com a seguinte propriedade:
Se {u,uy,...,u,} é uma base do R", entao {T'(u1),7T(uz),...,T(ux)} é
linearmente independente em R™. Prove entao que 7' é injetora.
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Capitulo 6

Determinantes

J& em 1683, o japonés Seki Takakazu inventou o conceito de determinante,
provavelmente reinventado em 1693 pelo alemao Gottfried Liebniz, pois nao ha-
via comunicacao entre eles. Na época, o determinante estava relacionado com
as formulas para exprimir a solugdo de um sistema linear de n equacoes e n
variaveis, uma vez que a teoria de matrizes so6 seria desenvolvida muito mais
tarde. Posteriormente, em 1812, Augustin-Louis Cauchy identificou que o deter-
minante poderia ser usado para calcular a area do paralelogramo ou o volume
do paralelepipedo. Somente depois o determinante seria associado com as formas
multilineares alternadas.

O determinante associa um ntimero para cada matriz quadrada.

O principal uso do determinante esta no fato de que o determinante de um
operador linear é nao-nulo se, e somente se, o operador é invertivel.

Neste capitulo iremos deduzir formulas e procedimentos para calcular o de-
terminante de uma matriz, além de apresentar dois métodos para obter a inversa
de uma matriz e um critério para decidir se um sistema admite solugao tnica.

6.1 Determinantes de ordens 1,2 e 3

O determinante é uma funcdo que toma uma matriz quadrada A e retorna
com um nimero.
Os determinantes de ordens 1,2 e 3 sao definidos por:

aix Q12
det [an] = ayi, det = a11Q929 — A210G12 €
21 @G22

11 Qa2 Q13
det |ag1 a9 ags| = ai1a92a33 + a13a21a32 + a23a31a12
a31 a3z (33

— (31022013 — 32023411 — A33021012.
Observe que o determinante da matriz 3 x 3 possui seis produtos, cada um

consiste de trés elementos da matriz original. Trés destes produtos recebem si-
nal positivo e trés deles recebem sinal negativo. O diagrama a seguir ajuda a
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memorizar a férmula envolvida no cédlculo do determinante, o esquema é obtido
por repetir a 1* e 2* coluna no final da matriz. O determinante é obtido através
da soma dos produtos, ao longo das trés setas assinaladas com o sinal 4, mais a
soma dos negativos dos produtos dos elementos que estao nas setas assinaladas
com o sinal —.

+
AN ~N N
11 Q12 Az Aaix a2
N X 7 11022033 + A31023012 + 413021032
AN

X

Ao91 G99 Q93 Q91 QA
21/ 22 23>< 2t T2 —@31022013 — A110A23032 — A330214A12

a31 a3z Aaz3z Aazp a32

N
_l’_

X

N

N

Exemplo 6.1
2 1 1 3 2 0

Sejam A= |0 5 —2| eB=|—4 0 —1|. Encontre det(A) e det(B).
2 -3 4 1 -3 2

det(A) = 2(5)4 + 1(—2)2 + 1(0)(—3) — 2(5)1 — (—3)(—2)2 — 4(0)1
=40 —4—10 — 12 = 14,

det(B) =0+ (—-2)+0—-0—9—(—16)
= 5.

6.2 Determinante em Geral

Observe que o determinante de uma matriz A = [a;;] de ordem 3 pode ser
reescrito da seguinte forma:
det(A) = (11022033 + A13021032 + A23G31G12 — (31022013 — (32023011 — A33021012
= (11022033 — (11032023 — Q12033021 + A12023031 + A13021032 — A13031022

= &11(a22a33 - Cl32a23) - alz(azlas3 - Cl316l23) + als(a21a32 - &31a22)

Q22 A23 ag1 A3 Q21 A31
= qq; det — ajp det + a3 det .
32 Aas3 @13 ass Q22 A32

Algo parecido pode ser feito com a matriz A de ordem 2:

det(A) = a1 det [CLQQ] — a12 det [a21] .
Para facilitar a expressao do determinante introduzimos a notacao a seguir.
Definicao 6.2
Sejam n > 1 e A uma matriz quadrada de ordem n, indicaremos por A;; a matriz

de ordem n — 1, obtida de A por apagar a i-ésima linha e a j-ésima coluna e por
A;; = (—1)" det(A;;). Chamamos A;; de cofator de A, na linha i e coluna j.
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Exemplo 6.3
1 -1 2
Considere A= |—1 1 0] . Entao,
2 =31

1 0 1 -1 -1 2
Ay = {_3 11, Aoz = [2 _3} e Ay = {_3 1]~

E os cofatores correspondentes sao:
Ay = (—1)"det(Ay) = 1, Agg = (—1)**3det(Ags) = —(—=3+2) =1 e
A21 = (—1)2+1 det<A21) = —(—1 -+ 6) = —b5.

Com essa notagdo podemos reescrever o determinante no caso de A ser de
ordem 2

det(A) = a11A0 + a12s.
e no caso de A ser uma matriz de ordem 3, o determinante fica:
det(A) = a11 A1 + a12A1p + a13Ag3.
Recursivamente definimos para a matriz 4 X 4 o seu determinante, por ser
det(A) = a11A11 + a12A12 + a13813 + a14A14.
E assim, sucessivamente, isto é,

Definicao 6.4
Seja n > 1 e A uma matriz quadrada de ordem n, definimos o determinante de
A como sendo:

det(A) = a11Aq11 + @122 + -+ - + a1, Aqy,.

Exemplo 6.5
0 1 1 -1

Considere a matriz A = 500 10 , calcule det(A).
1 -1 0 -2
2 -1 -1 1

det(A) = 0A1; + 1A + 1A 3+ (—1)Ayy
=0(3) + 1(11) + 1(=9) + (—1)(—4) = 6.

Apesar de termos definido o determinante para qualquer matriz quadrada de
ordem n, sempre que precisamos calcular o determinante de uma matriz de ordem
n precisamos calcular n determinantes de matrizes de ordem n — 1. Quando
n cresce, a quantidade de operagoes necessarias para calcular o determinante
cresce muito depressa, o que inviabiliza a operacao, para perceber isso tente ver
quantas operacoes vocé necessitaria se tivesse que calcular o determinante de
uma matriz de ordem n = 7. Mesmo empregando um computador para fazer esta
tarefa, se utilizarmos essa férmula, mesmo para matrizes relativamente pequenas,
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por exemplo n = 15, qualquer computador tera dificuldades em retornar uma
resposta.

Na atualidade os softwares empregados no calculo do determinante usam ou-
tros métodos. Para entendermos como esses métodos funcionam vamos observar
algumas propriedades do determinante. Para isto veja a definicdo do seguinte
conceito:

Definicao 6.6
Dizemos que uma funcao f : R x R — R é 2-linear, se ela for linear em cada uma
de suas entradas, isto ¢, para cada x,y,z e a € R valem:

flxty,2)=flz,2) + fly,2), [flz,y+2)=f(z,y)+ f(z,2)
flaz,y) = af(z,y) e f(z,ay) = af(z,y).

Exemplo 6.7
Considere f : R x R — R definida por f(x,y) = zy, entdo se f(x + 2/,y) =

(+a)y=ay+a'y = fz,y)+ f(@,y) ese flz,y+y) =z(y+y) =2y +ay =
f(z,y) + f(z,y). Além disso, se multiplicarmos = ou y por um nimero « temos:

flax,y) = (ax)y = a(ry) = af (z,y) e f(z, ay) = z(ay) = alzy) = af(z,y).

Considere A uma matriz n x n. Podemos pensar tal matriz como n colunas
C1,Co,...,Cy,, onde cada uma destas colunas é um vetor R", e podemos escrever
A= [cl cy - cn}. Vamos definir a funcao D que toma n vetores do R" e
retorna um nimero por

D(cl,cg,...,cn):det[cl Cy - cn}.

Observe que a fung¢ao determinante é uma funcao que toma uma matriz qua-
drada e retorna um numero.

Exemplo 6.8
Calcule D ({ 1] , [ 2] ) Pela definicao da funcao D temos:

(B RN

Proposicao 6.9
A fungao D(cq,ca,...,Cp) satisfaz as sequintes propriedades:

(dy) D € alternada, isto €, se c; = c; para i # j entdo D(cy,co,...,c,) = 0.

(dy) D é n-linear, isto é, D é linear em cada uma de suas colunas. Mais preci-
samente, se todos os c; com j # 1 estiverem fizxos, entao

D(cy,...,ci+ A, ...,¢c,) =D(cy,...,Ci... Ch) +AD(Cy, ..., €. Cp).

(d3) Seleq,...,e,| € a matriz identidade entao D(eq,...,e,) = 1.
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A principal implicagdo das propriedades acima estd na préxima observagao.

Observacao 6.10
Considere a fungdo D, como a que satisfaz as condigoes (dy) — (ds). Entao, a
funcao ¢ antissimétrica, isto €, se trocarmos c; por c¢; o valor de D troca de sinal.
Mais precisamente,

D(cy,...,¢iy...,Cj,...,¢cy) = —D(cy,...,Cj,...,Ci...,Cp).

Vamos demonstrar esse fato. Para simplificar a notacao e, como s6 vamos tratar
dos vetores c; e ¢; e os outros vetores irdo permanecer fixos, considere D(c;, ¢;) =

D(cy,...,Ci...,Cj,...,cy). Temos:

0= D(Cl + Cj7Ci + Cj) = D(Ci, C; + Cj) + D(Cj, C; + Cj)
= D(c;,¢;) + D(c;,¢;) + D(cj, ¢;) + D(cj, c;)
= D(CZ‘, Cj) + D(C]’, Ci).
E dai D(c;,c;) = —D(cj, c;). Portanto, se estivermos calculando o determinante

de uma matriz e trocarmos duas colunas entre si, o determinante troca de sinal.

Com estas propriedades também conseguimos reobter a férmula para o deter-
minante. Veja o préximo exemplo.

Exemplo 6.11

Considere a matriz A = {i b logo a coluna ¢, = Cé € Cy = {2} . Observe que

d I

{CCL] =q {11 +c [[1)] , logo pela propriedade (d2) temos que:

o({]. 1) -2+ 0 )

S

Il
o
)

I
)
)
N TN TN

(] ) () )=

Observe que usamos a propriedade (d;) quando trocamos a primeira coluna com
a segunda e, por isso, trocamos o sinal e na dltima igualdade usamos (d3).
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6.3 Matriz de Permutacao e o Determinante da
Transposta

Definicao 6.12
Uma matriz de permutagao é uma matriz obtida da matriz identidade pela
permutacao de suas colunas.

Exemplo 6.13

A matriz
010
P=11 00
0 01
é obtida da matriz identidade por permutar a primeira e a segunda coluna. Além
disso, é claro que o det(P) = —1, pois o determinante é igual ao determinante da
matriz identidade multiplicado por (—1).
Se {ey,ey,...,e,} éabase canonica do R", denotamos a matriz de permutagao

por P ;,. i, isso significa que na primeira coluna temos o vetor e;,, na segunda
coluna esta o vetor e;, e na n-ésima coluna esté o vetor e;, assim, a matriz acima
é denotada por Ps3.

O determinante de uma matriz de permutagdo é sempre +1, uma vez que
podemos obter a matriz identidade depois de executarmos um ntmero finito de
permutacoes em suas colunas. Podemos ser mais precisos: se executamos um
nimero par de trocas, entao o determinante é 1; e se executamos um numero
impar de trocas, entao o determinante ¢ —1. Logo, definimos o sinal da matriz
de permutagao P como:

o(P) = det(P).
Agora vamos enunciar o resultado principal desta secao.

Teorema 6.14
Para todo n > 1 se A é uma matriz n X n, entdo det(A) = det(A").

Disso seguem duas observagoes importantes. Para entendermos bem as ob-
servagoes considere:

)
A =ay] = [C1 Cy - Cn:| = 6:2
y
escrita como n colunas ou n linhas.

Observacgao 6.15

Dada uma matriz A = [a;;] de ordem n podemos considerar B = A, logo o
det(B) = det(A) e D é n-linear e alternada sobre as colunas de B, mas isso quer
dizer que, com respeito a matriz A, D(A) é n-linear e alternada com respeito as
linhas de A.
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Observacgao 6.16
Sejam A e B = A'. Calculando o determinante por fazer a expansio em termos
da primeira linha de B, temos

det A =det B = b11A11 + b12A10 + -+ 4+ b1, A1
=a; (=) det AL + ag(—1)* T det AL, + -+ ani(—1)" T det AL
=ap(—1)"det Ay + agi(—1)*det Aoy + -+ + @ (= 1) det Ay,
isto é, podemos calcular o determinante por fazer a expansao segundo a primeira

coluna de A. Na verdade, podemos calcular o determinante por fazer a expansao

em qualquer linha e qualquer coluna. Para ver como isso é feito veja o exercicio
RG6.6.

6.4 Regra de Cramer

Sejam A = [a;;] uma matriz n X n e b € R” um vetor. Considere a equagao
Ax =b.

Seja Aj a matriz obtida de A por substituir a coluna k de A pelo vetor b. Entao,
vale o seguinte resultado:

Teorema 6.17
O sistema (quadrado) Ax = b possui uma unica solugao se, e sé se, det(A) # 0.
Nesse caso, a solucao é dada por
det(A;) det(As) det(A,)
! det(A)

det(A) 27 det(A)”
Veja o seguinte exemplo

Exemplo 6.18
Resolva o seguinte sistema de equacoes lineares

r+y+z=2>5
r—2y—3z=-—1-
2v +y—2=3
Para usarmos o teorema anterior, precisamos calcular o seguinte determinante:
1 1 1
det(A) =det |1 -2 —-3| =2—-6+1+44+3+1=5.
2 1 -1
Como det(A) # 0, o sistema tem apenas uma solugao, que é dada por
[ 5 1 1 1 5 1
1 20 1 —10
x:gdet -1 -2 -3 ZE,y:gdet 1 -1 -3 ==
| 3 1 -1 2 3 —1
1 1 5
1 1
2 1 3
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Seja A = [a;;] uma matriz n xn e, como ja explicamos, chamamos os elementos
A;j de cofatores da matriz A na posicao ij. A Adjunta Cléssica de A, denotada
por adj(A), é a transposta da matriz de cofatores de A, a saber:

A11 A21 o Anl
a,dJ (A) _ .12 '22 ‘ . 2
Aln AZn T Ann

Chamamos de “Adjunta Cléssica”, em vez de simplesmente “Adjunta”, por-
que, hoje em dia, o termo “adjunta” é reservado para outro conceito totalmente
diferente.

Teorema 6.19
Seja A uma matriz quadrada de ordem n qualquer. Entdo,

adj(A)A = det(A)]

sendo I a matriz identidade. Assim, se det(A) # 0,

At adj(A).

~ det(A)

Exemplo 6.20
Por utilizar a técnica sugerida no teorema acima vamos obter a inversa de

1 -1 2
A=1]-1 1 0
2 =31

Para isso, precisamos determinar os cofatores A;; da matriz A. Vamos construir
uma matriz intermedidria D e, por fim, obter a adj(A) que é D

Portanto,
1 -5 =2
adj(A)=D'= |1 -3 -2
1 1 0

Sabendo que det(A) = 2 segue que

1/2 —5/2 -1
adj(A) = [1/2 —3/2 -1
/2 1/2 0

o1
det A
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6.5 Determinante do Produto

Antes de obtermos este resultado vamos ver como se comporta o determinante,
quando o aplicamos em matrizes elementares:

(a) Se E; é a matriz obtida por executar ¢; — ¢; + k{; na matriz identidade,
entdo, det(F;) = 1;

(b) Se E5 é a matriz obtida por executar ¢; — kf; com k # 0 na matriz identi-
dade, entao, det(FEs) = k;

(c) Se Es é a matriz obtida por executar ¢; <> ¢; na matriz identidade, entao,
det(E3) = —1;

(d) Se A é uma matriz qualquer e £ é uma matriz elementar, entdo, det(FA) =
det(E) det(A).

Teorema 6.21
Se A e B sio matrizes n X n, entio det(AB) = det(A) det(B).

Demonstragao: (1* caso) Se A ou B nao sao invertiveis, logo pode acontecer: a) A
invertivel e B ndo é; b) B invertivel e A ndo é; ¢) A e B sdo ambas nao invertiveis.
Entao, nas trés situacgoes, podemos concluir que AB também nao é invertivel. De
fato, se a) ocorre entdo existe A™1 e admita que AB seja invertivel, nesse caso,
B = A7'(AB) também ¢ invertivel. Se ocorrer b) tratamos da mesma maneira.
Se ocorrer ¢) suponha, por absurdo, que AB é invertivel, nesse caso, existe C, tal
que C(AB) =1 = (CA)B e, portanto, B é invertivel, o que é um absurdo.

Logo, se A ou B nao é invertivel, entao AB também nao é invertivel e
det(AB) = 0 e como det(A) = 0 ou det(B) = 0 segue a igualdade.

(2* caso) Se A e B sao invertiveis, sabemos que existe uma sequéncia finita
de operagoes elementares (sobre as linhas) Ej, ..., E; que tornam A a matriz
identidade, isto é, I = Ek’1 -« BE;'A Dai temos:

det(AB) = det(E; - - - ExIB)

e aplicando um ntimero finito de vezes a propriedade (d) acima obtemos:

det(AB) = det(Ey)det(Ey - - - Ex_1B)
= det(E)) det(Ey) - - - det(Ey_1 Ey) det(B)
= det(FE7) det(FEy) - - - det(Ey_1) det(Ey) det(B)
= det(FEy) det(Ey) - - - det(Ey_1 Fy) det(B)
=det(E1Ey - E_1EI) det(B) = det(A) det(B).

]

Teorema 6.22
Seja A uma matriz n X n. A matriz A é invertivel se, e somente se, det(A) # 0,

e neste caso det(A™1) = detl(A).
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Demonstragio: (=) Se A é invertivel existe uma matriz B, tal que AB = I,
aplicando o determinante dos dois lados desta igualdade obtemos:

det(AB) = det(A) det(B) = det(/) = 1.

Isso implica que det(A) # 0 e também que det(A™!) = —detl(A),

(<) Se det(A) # 0 e seja B a adjunta classica de A, entdao sabemos que BA =
1

det(A)I, dai temos que mBA = I, isto é, ao multiplicarmos MB por A

obtemos I, e como a inversa de uma matriz ¢ nica, segue que A~! = mB . O

6.6 Matrizes em Blocos
O principal resultado dessa secao é o seguinte:
Teorema 6.23
Seja B uma matriz quadrada triangular inferior (superior) em blocos com os
blocos diagonais Ay, As, ..., A,. Entao,

det(B) = det(A;) det(Ay) - - - det(Ag).

Exemplo 6.24

3 2 7 -9 -4
5 -1 1 -1 =9

Calcule o determinante de B= [0 0 3 2 0. Observe que B ¢ uma
0O 0 -4 0 -1

o o 1 -3 2
matriz triangular superior em blocos. Pelo teorema basta calcularmos o determi-
nante de cada bloco diagonal:

3 2

det [5 1

}:—10—3:—13, det [-4 0 —1| =5.

Entao, det(B) = (—13)(5) = —65.

Corolario 6.25
Seja B = [b;;] wma matriz quadrada triangular inferior (superior). Entdo,

det(B) = bllbgg s bnn

Observacao 6.26
: _|A B
Seja N = c D}’
¢ valido que det(N) = det(A) det(D) — det(B) det(C'). (confira o exercicio P6.8).

em que A, B,C e D sao matrizes quadradas. Em geral, nao
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6.7 Area e Volume através do Determinante

Nesta se¢ao mostraremos que os determinantes podem ser usados para calcular
a area e o volume, tal como foi mencionado na introducao do capitulo. Faremos
apenas para o R? e R3. E generalizamos o conceito de volume, usando estes
métodos para espacgos de dimensao n maior que 3.

Teorema 6.27

Se A € uma matriz de ordem 2, a drea do paralelogramo determinado pelas co-
lunas de A é igual ao |det(A)|. Se A é de ordem 3, o volume do paralelepipedo
determinado pelas colunas de A € iqual ao |det(A)|.

Demonstragio: No caso de A ser de ordem 2, o resultado é verdadeiro se A for

diagonal, pois

‘det [8 2] ‘ = |ad| = {area do retdngulo de lados a e d} .

Figura 6.1: Area= |ad|

Suponha que A = [c;  ¢g] é uma matriz qualquer. Para provarmos o resultado
basta verificarmos que a matriz A pode ser transformada em uma matriz diagonal
sem que com isso altere o |det(A)| e nem a &rea do paralelogramo. J& sabemos
que trocar uma coluna com a outra nao altera o valor de |det(A)|, assim como
somar a uma coluna um multiplo da outra coluna (verifique que isso é o suficiente
para transformar qualquer matriz em uma matriz diagonal).

Claramente a area do paralelogramo com respeito aos vetores cq, ¢, € a mesma
que com respeito a ¢, ¢;. Além disso, se chamarmos a reta determinada por 0 e
ci de L, entao a reta ¢y + L é uma reta paralela a L, e ¢y + tc; pertence a reta
cy + L para todo t. Como a area de um paralelogramo é o comprimento da base
vezes a sua altura com respeito a esta base, segue que a area do paralelogramo
determinado por cy, ce é sempre igual a area do paralelogramo determinado por
c1,Co + tcy. Veja a proxima figura para entender melhor o que acontece.

No caso de A ter ordem 3, o raciocinio é semelhante. No caso em que A é
diagonal o resultado é claramente verdadeiro.

Se A=[c; ¢z c3]éuma matriz qualquer, podemos transforma-la em uma
matriz diagonal, por permutar as suas colunas e somar a uma coluna um multiplo
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Cz-f—L

Figura 6.2: Area= |ad — bc|

)
(4]
(81"
i

Figura 6.3: Volume do paralelepipedo é |abc|

de outra. Claramente estas operagoes nao alteram o |det(A)|. Vamos ver que
essas operacoes nao alteram o volume do paralelepipedo determinado pelos ve-
tores cq, ca, c3. Lembre-se de que o volume de um paralelepipedo é determinado
pela multiplicacao da area de uma de suas faces pela altura com respeito a essa
face. Vamos considerar a face determinada pelos vetores c1, c3. Observe que, pelo
mesmo argumento usado no R?, a 4rea dessa face ndo se altera se trocarmos os
vetores ¢y, cy por cq,cy + tc; qualquer que seja t € R.

Por simplicidade vamos supor que a face determinada por ¢y, c3 coincida com
o plano zz veja a proxima figura

Considere o plano P = Span {cy, c3}, entdo a face de cima do paralelepipedo
estd no plano P+cy obtido por transladar o plano P. O volume do paralelepipedo
é igual a area determinada por cy, c3, vezes a altura de cy com respeito ao plano
P. Todos vetores da forma cy + rcy e ¢y + tc, com r,t € R, tem a mesma
altura com respeito ao plano P, uma vez que se encontram no plano P + cs
que é paralelo a P. Portanto, o volume do paralelepipedo nao se altera quando
trocamos [c; €y c3] por [c; cp +7rc;  c3], uma vez que isso é equivalente a
deslizar a face superior do paralelepipedo no plano P + c,. Veja a figura abaixo

m
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Y
Co
Ci
C3 T
z
Figura 6.4: Paralelepipedo
Yy
2 T TCT T3 o
X
/ Q
o5
x
C3 Q

4

Figura 6.5: Deslizando a face do paralelepipedo

Exemplo 6.28

Calcule a area do paralelogramo determinado pelos pontos [:3] , [g} , [_41} e [g] :
Para comecar, translade o paralelogramo até que o vértice [:3 coincida com a

origem. Para isso, subtraia [:3} de todos os vértices. O novo paralelogramo tem

a mesma area e vértices [J], [2],[9] e [§]. Logo, o paralelogramo é determinado

pelas colunas de
2 6
=]

e daif, |det(A)| = | — 28| = 28 uni? é a 4rea do paralelogramo inicial.

Exercicios resolvidos

R6.1. Calcule o determinante de cada uma das matrizes seguintes.

R A R S

Solucao: Usando a féormula do determinante 2 X 2 temos:

a) det(A) = 6(3) — 5(2) = 18 — 10 = 8,
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b) det(B) = 14 + 12 = 26,
c) det(C) = (t = 5)(t+2) — 18 =t — 3t — 10 — 18 = ¢* — 10t — 28. O

R6.2. Calcule o determinante de cada uma das matrizes seguintes.

2 3 4 2 1 -5
a) A=|-1 2 3], b) B=|-2 3 2
—4 0 3 21 1

Solucao: Usando a féormula do determinante 3 X 3 e escalonando temos:
a) det(A) =12—-364+0—(—32) —0— (=9) = 17,
b) fazendo ly — (5 + {1 e {3 — {5 + {1 obtemos que

2 1 -5
det(B) =det [0 4 —3| =2(—16 — (—6)) = —20. 0
02 —4

R6.3. Calcule o determinante de cada uma das matrizes seguintes:

2 6 5 1 0

_; _g _‘;’ :g 11 3 2 =2

a) A= , b) B=| 1 2 1 1 =2
r2 =3 2 -1 -1 2 -3 4

-1 =6 -4 3 0 3 -1 2 3

Solugio: Em a), se fizermos €y — Uy + 201, by — U3 — 0y, {y — Ly + (4,
ly < {4 e, por fim, ¢35 — (3 + 4¢; ficamos com a matriz:

1 2 -3 =2
01 —4 =9
det |0 o _gn _an| = (~D)(1)(=28)(4) =92

0 0 0 4

Em b), se fizermos ¢; — 1 — 20y, U3 — U5 — ly e {4y — {4 + {5 e na matriz
resultante expandirmos com respeito a primeira coluna, teremos:

04 -1 -3 4

11 3 2 =2 11 :; :i) 3
det |0 1 —2 —1 0| =(—1)det
0 5 —1 2
00 5 -1 2 s 1 9 3
03 -1 2 3
Nessa matriz faga ¢ — (1 — 40y e {4 — €4 — 305 e obtemos
1 = -1 0 T
det(B) = (—1)det =(=1)(=1)det |5 —1 2
0 5 —1 2 £ 5 3
0 5 5 3
7 1 4
=det |5 —1 2| =24.
0 6 5

154 Jones Colombo e José Koiller (texto em preparacio)



Exercicios

O]
Transposta e Determinante
R6.4. Seja A = [a;;] uma matriz n x n. Mostre que:
det(A) = Z U(Pi1...in)ai11ai22 e ainn; (61)

7;17---7in

sendo P, ; uma matriz de permutagao e o(P;,
matriz de permutacao.

) = %1 o sinal desta

n

Solugdo: Seja A = [cl Cy - cn] = [a;;] uma matriz n x n. E podemos
escrever:

Ci = aj1€; + ag1€y + -+ ap1€e,

Co = @12€1 + A22€9 + - - - + Gy2€,

Cn = A1p€1 + A2,€2 + + -+ + App€y
sendo e, e, ..., e, a base candnica do R". E, assim,

det(A) = D(ape1 + -+ + amen, Cay . .., Cp)

= anD(el, Co, ... ,Cn) + -4 alnD(en, Co, ... ,Cn)

Se substituirmos cy por ajseq + - - - + a,2€, obteremos uma expressao seme-
lhante, s6 que com mais termos. Feitas todas as substituicoes de cs, ..., c,,
e considerando que nos termos cujos indices tém repeticoes D é igual a zero,
chegamos a expressao:

det(A) = D(Cl, Co, ... ,Cn) = Z Aj11Q492 ° * * ainnD(eil, €y, ... ,ein)
B15enesd

[RRRE}

n
= E @iy1Qiy2 -+ Qi det(Pryiy i)

U15eenyin

= E U(Blig...in)aillaiﬂ o Qgn-

U15eenyin

No somatério acima i; é diferente de todos os outros iy se | # k. O

R6.5. Prove o teorema 6.14. Para todo n > 1, se A é uma matriz n X n, entao

det(A) = det(A").
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Solugdo: Seja A = [a;] e B = [b;;] = A*, portanto, b;; = aj;. Usando as
equagao para o determinante, deduzida no exercicio R6.4, obtemos:

det(B) = Z (P in)biy1big2 = biyn

[RTZ0)

= E det [e;, -+ €] au a, - A,
U1yeensin

. d t

— E et [€j1 e 6]n] ajllaj22 e ajnn
jl""?jn

= E det [ejl ejn] Aj 102+ * o,
jl""?jn

= Z O'(lemjn>aj11aj22 cee ajnn = det(A)

j17"'7jn

Para entender melhor o que aconteceu na terceira igualdade veja a obser-
vagao a seguir.

Dado um termo a;,1a;,2 - - - a;,, do somatério do determinante que aparece
no exercicio R6.4. Observe que cada fator a;,; tem dois indices i; e k, por
exemplo: a;,2 tem o indice iy e o indice 2. Todos os valores do {1,2,...,n}
aparecem no primeiro indice 75. Entao podemos reordenar os termos, de tal
forma que o primeiro indice aparega com valores crescentes, desta forma po-
demos determinar ji, ..., jn, tais que a;,1Gi,2 - - @i, = @1j,Q2j, - * - Apj,. Por
exemplo, na expressao do determinante de ordem 3 x 3 aparece o seguinte
termo: asyajaass, que podemos reescrever da seguinte forma: ajsaszas;.

, . . , ) ;

Além disso, a matriz P _j, é obtida quando tomamos (F;, ;,)’, em que

¢ possivel verificar que o(P;, ;,) = o(P},. j,). Por exemplo, associado

ao termo agjaioaez temos a matriz de permutacao Psip, COMO agiai2a93 =

a12a930a31, € obtemos a matriz Pa3; associado ao lado direito da igualdade.
: _ t _ t

Agora verifique que Pag; = Pij, e que det(Pagy) = det(Piys). O

R6.6. Mostre que o determinante de qualquer matriz quadrada A = [a;;] pode ser

calculando fazendo a expansao em qualquer de suas linhas ou colunas. Cha-
mamos esta expansao de Expansao de Laplace do determinante. Assim, a
expansao na i-ésima linha e na j-ésima coluna pode ser assim representada:

n

det(A) = ainlAi + aplip + -+ + @Ay = Z aiplig €
k=1

det(A) = Cllelj + CLQjAQj + -4 anjAnj = Z alelj, respectivamente.
=1

Solucao: Faremos a demonstracdo somente para a expansao pela j-ésima
coluna. Considere a matriz escrita A = [Cl v+ Cj_1 Cj Cjyp - cn}
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como colunas, entao:

det(A) = det [Cl HR OF S R OV O N Cn}
=D (Cl, ce3Ci-1,C5,Cl4 1, - 7Cn)
=-D (C17 ce3C,C51,Ch41, - - 7Cn)
= (_1)j_1D (Cj7 Ciy- -5 Cj—1,Cj415 - - - 7Cn)
= (—1)‘771 det [Cj Cp -+ Cj—1 Cjy1 - Cn} .
Seja B = [cj Ci *++ Cj_1 Cjpp - cn] e vamos calcular o determi-

nante por fazer a expansao na primeira coluna de B

det(A) = (—1)"7! (Z ar; (—1)* det(Bm))

= Y (=) gy det(Ay)

k=1
n

= Z akj(—l)kﬂ det(Akj) = Z aijkj.
k=1

k=1

No caso, da expansao do determinante com respeito a uma linha é s6 lembrar
que o determinante também ¢é linear antissimétrico com respeito as linhas
da matriz. O

Determinantes e sistema de equacgoes lineares

R6.7. Prove o teorema 6.17. O sistema (quadrado) Ax = b possui uma tnica
solugdo se, e s6 se, det(A) # 0. Nesse caso, a solucao é dada por:

det(A) det(Asz) det(A,)
r = ——7= =, ... n=— T -
T odet(A) 7T det(A) det(A)
Solucao: Suponha que x = Z;”Zl x;e; seja uma solucao da equagao e e;
seja os vetores da base candnica. Além disso, se A = [ Ci Cy -+ Cp ],
logo Ax =77 x;Ae; = > " xjc; = b, isso se traduz por:
il b1
T2 bg n n
|:C1 Cy - Cn} : = : <~ ijll’jCj :bebizzjzlxjaij.
:L‘n bn

Assumindo que x é uma solugdo entao:

Ak:[cl vt Cp—1 b ocpgr - Cn}

— [Cl cer Cr_q Z;’L:I x]c] Ciy1 - cn}
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e dail

n
det(Ax) = D(cq, ..., Cp1, ijcj, Ckils---5Cn)
j=1

n
= E IjD (Cl, RN 7Ck71’cj’ck+17 RN ;Cn>
7j=1

=zrD(cy,...,Cr_1,Ck, Cht1,y---,Cp)

=detc; -+ cp1 Cr Cpp1 - €] =z det(A).

Logo, se det(A) # 0 segue que:

det(Ak)
Tp = ———.
det(A)
Como consequéncia se det(A) # 0 a solugao existe e é unica. O

Adjuntas classicas e inversas

R6.8. Prove o teorema 6.19. Seja A uma matriz quadrada de ordem n qualquer.

Entao:
adj(A)A = det(A)1,

sendo I a matriz identidade. Assim, se det(A) # 0,

A7l = adj(A).

dera) M)
Solucao: Se x = [xl R R xn}t € R™ é um vetor qualquer, e seja
A = [a;;] vista como n colunas, isto é, A = [C1 R A cn], digamos
que u = [ul R T un}t = Ax. Por fazer a expansao na k-ésima

coluna (veja o exercicio R6.6) de Ay, onde Ay é a matriz obtida por substituir
Ci por u, obtemos:
det(Ag) = Z(—l)”kui det(A;x), para todo k =1,2,... n.
i=1
E pelo exercicio R6.7 temos
xpdet(A) = Z(—l)”k det(A;r)u;, para todo k=1,2,... n.
i=1
Lembrando que Ay = (—1)* det(A;), podemos expressar estas n igual-
dades, usando a multiplicacao de matriz por vetor, como a igualdade entre

0s vetores
T Ay Ay -0 Apg Uy
det(4) | 7| = Af? Af“" A:”Q 21 = adi(Anu
) N PN NN N P
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Como u = Ax temos que
det(A)x = adj(A)u = adj(A)Ax, Vx e R",

ou seja,

adj(A)A = det(A)].
E, no caso de det(A) # 0, temos que m adj(A) = A~%. O

R6.9. Prove o teorema 6.23. Seja B uma matriz quadrada triangular inferior
(superior), em blocos, com os blocos diagonais Ay, As, ..., Ag, entao,

det(B) = det(A;) det(Ay) - - - det(Ag).

Solugdo: Vamos demonstrar o resultado para um caso em particular. Con-
sidere a matriz:

a3 A4 Q15

Q23 Q24 Q25

f

1
l

oy

Il
SO OO o L
O OO U
IS0
SRR

Observe que A; é a matriz 2 X 2 e Ay é a matriz 3 x 3. Vamos calcular o
determinante de B por fazer, duas vezes, a expansao de Laplace na primeira
linha, a seguir:

d ax ax a b a3 ay as
_ 0 e [f g _ 0 e f g
det(B) = adet 0 h i g cdet 0 h i
0 k I m 0 k [ m
e f g e f g
=addet |h ¢ j| —cbdet |h 1 j
kL m kL m
e [ g
= (ad —bc)det |h i j| = det(A;)det(As).
kL m
O caso geral segue por raciocinio semelhante. O]
1 1 0
R6.10. Seja B = |1 1 —1|. Encontre (a) adj(B), (b) det(B) e (¢) B™1,
0 -2 1

usando a adj(B).
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Solugdo: Vamos comegar por determinar adj(B). Para isto precisamos de-

terminar todos os A;; = (—

1)+ det(A;;), entao:

o [(=1)"det(Ayy)  (—1)"7det(Arp) (—1)'*° det(Ass)
B = ( 1)2+1 det( 21) ( )2+2 det(AQQ) (—1)2+3 det(Agg)
3+1 det( 31) 3+2 det(Agg) (—1>3+3 det(Agg)

—1 -1 =2

= |—1 1 2

-1 1 0

E como sabemos que adj(B)B = det(B)I, calculando apenas a posi¢ao 11
da matriz adj(B)B, obtemos o valor do determinante, entdo:

-1 -1 =171t 1 o0 —2
adj(B) B=B'B=|-1 1 1| |1 1 —-1|=
-2 2 0|0 -2 1
Portanto, det(B) = —2 e
/2 12 1/2
B1'=|1/2 —1/2 —1/2
1 —1 0

Exercicios propostos

P6.1. Use a regra de Cramer para calcular as solugoes dos sistemas:

S 4T 5 dor+Ty="7 2r+y+z2=4
T =
a) Y b) —3rx+z2=-8 ¢ —r+22=2
20 +4y =1
y+2z2=-3 3r+y+3z= -2

P6.2. Use a adjunta para calcular uma férmula para a matriz inversa de A =

-

P6.3. Calcule det A, sendo

2 3 1 -2 3 -1 50
5 3 1 4 0 2 01
(@ A=ty | o 4 By A=1ly o 13
3 -1 -2 4 1 1 20
3 0 0 00
19 18 0 0 0
(¢c) A=|-6 7 =5 00
4 /6 3 1/6 0
8 4 VT 5 4
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P6.4. Encontre A~!, sendo
4 -1 2

5 10 _g 10 z -2 -1 4

(a) A= 5 31 0 bA=1]1 1 22| (c)A=| 6 =3 -2
2

0 71 1 2 2 4 1 2

P6.5. Seja A uma matriz ortogonal, isto ¢, A’A = I. Mostre que det(A) = +1.

P6.6. Mostre que

1 a a?
det |1 b v*| =(b—a)lc—a)(c—0b).
1 ¢ ¢
P6.7. Seja V o espago vetorial das matrizes M = [Z 2] de ordem 2. Decida se

a aplicacdo D : V — R dada é bilinear (em relagao as linhas)

(a) D(M)=a+d, (b) D(M)=ac—bd
(¢) D(M)=ad, (d) D(M)=ab+ cd.

P6.8. Sejam A, B,C' e D matrizes quadradas de ordem n que comutam. Con-

sidere a matriz de ordem 2n em blocos N = é g), entdo det(N) =
det(A) det(D) — det(B) det(C). Mostre com um exemplo que a afirmagao

é falsa se as matrizes ndo comutarem.

P6.9. Determine uma férmula para a area do triangulo cujos vértices sao 0,v; e
v, no R2.

P6.10. Seja R o tridngulo com vértices (z1,v1), (x2,y2) € (23,y3). Mostre que

1 T 1
{érea do tridngulo} = 5 det |zo yo 1
r3 ys 1

P6.11. Encontre a area do paralelogramo cujos vértices sao dados por:
o) [0, 31181 (6 1 o [ ) B[] B o [ 181 3] 18]

P6.12. Determine o volume do paralelepipedo que tem um vértice na origem e

1 1 7
os vértices adjacentes nos pontos | 0 |, |2 e |1].
-2 4 0
P6.13. Para cada uma das matrizes a seguir calcule (a) adj(A), (b) det(A) e (c)

A~! usando a adj(A).

1 3 2 11 1
a) |2 —4 3 (b) |1 3 —4
5 -2 1 12 5
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Capitulo 7

Mudanca de Base

Este capitulo é mais técnico, nele pretendemos explicar como as coordenadas
de um vetor mudam, ao mudarmos de uma base para outra. Antes de comecar
é preciso fazer uma distin¢cdo sem a qual nao é possivel entender os conceitos
discutidos neste capitulo. A distin¢ao é a de que quando escrevemos w estamos
imaginando um vetor (como ente geométrico) e quando escrevemos [w], estamos
pensando nas coordenadas deste vetor com respeito a uma base.

7.1 Matriz Mudanca de Coordenadas

Vamos considerar uma base o = {uy, ug, ..., u,} do R", entao qualquer vetor
w € R" pode ser escrito de maneira inica como combinagao linear dos vetores
de «, isto é, existem x1, 29, ..., 2z, € R tais que:

W = 2U; + ToUg + -+ - + TpUy.

Se ordenarmos o conjunto a podemos associar para cada vetor w um unico
conjunto de nimeros que informam as coordenadas do vetor w, em relagao aos
vetores de «, e escrevemos [w], = [xl Tog - xn}t. Reciprocamente, se dermos
um conjunto de n nimeros 1, Zo, ..., T, existe um Unico vetor associado, que é
o vetor w = x1u; + xoUg + - - - + TpU,y,.

Agora se tivermos outra base, digamos § = {v1,va,...,V,}, entdo podemos
encontrar yi, ys, . . ., y, € R, tais que o mesmo vetor w se escreve

W = U1V] + YaVa + - - - + Y, Vp,

s ~ t
e as coordenadas desse vetor com respeito a base 3 sdo [w|z = [yl Yo v yn] :
Nesta secao vamos entender como relacionar as coordenadas de w, na base «,
com as coordenadas de w, com respeito a base f3.

7.1.1 Dimensao 2

Faremos as contas somente para o caso em que a dimensao do espago vetorial
é 2, isso porque o resultado obtido em dimensao 2 estende-se para espagcos de
dimensao maior sem nenhuma dificuldade.
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Sejam a = {uy,us} e 8 = {vy, vy} duas bases ordenadas de R?. Entao dado,
0 vetor
W = Z1U] + ToU2
= Y1V1 + Y2 Vo.

Como v; e vy sdo vetores, podemos determinar as coordenadas destes vetores
com respeito a base «, isto é,

Vi = a1;1uy + agius

Vo = Q12U + G22Uo.
Substituindo na igualdade acima obtemos:

W = Y1V1 + Y2Va
= y1(a g + aguz) + y2(apuy + azuy)

= (a11y1 + a12y2)uy + (a21y1 + azya)us.

E usando a unicidade da representacdo de um vetor em termos de uma base
ordenada e a multiplicacdo de matrizes obtemos que:

Ti| _ |G Q12| |¥1
X2 as; G| Y|

Observe que qualquer que seja o vetor w, se soubermos as coordenadas dele com
respeito a base 3, [w]g, podemos encontrar as coordenadas de w na base «, [W|,,
bastando para isso multiplicar [w]s pela matriz acima. Chamamos essa matriz de
matriz de mudanga de coordenadas da base [ para a base a e a denotamos
por [1]2.

«

Exemplo 7.1

Considere V = R? e a = {[(1)], [ﬂ} e a base = {[_J, [”} Entao, para
determinarmos a matriz mudanga da base a para a base 3, [I]?, precisamos
encontrar as coordenadas dos vetores da base 5 com respeito a base «, isto é,

I R A e R R

Essas equagoes vetoriais sao muito faceis de serem resolvidas e as solugoes sao
a1 = —1,a19 =1, asy =1 e ayy = 1. Portanto,

=7 ).

Vamos determinar também [/]§. Para isso precisamos escrever os vetores da base
«, em termos da base . Depois de fazermos as contas chegamos que:

R A H Y R B A
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Portanto,

M= " 1a 1)

Vamos fazer duas observacao: a primeira é a de que [[]§[I]5 = I, portanto, uma é
inversa da outra( este resultado ¢é geral!) A segunda é a de que a matriz [I]? tem
como colunas os vetores da base 3, esse fato sempre ocorre se a base de chegada
¢ a base candnica.

7.1.2 Caso Geral

mos tratar ral. Supon ue o = {uy, Uy, ..., u,} é um

Vamos tratar o caso geral. Suponha que uj, U, ..., u,} ¢ uma base de
V assim como 8 = {vy,vs,...,Vv,} e, que w seja um vetor qualquer de V', entdao
podemos determinar as coordenadas

1 a1

T2 Y2
(W]a = ewlg=|".

Tn Un

Escrevendo os vetores da base 3, em termos da base «, podemos determinar os
n? nimeros a;; a seguir:

Vi =anu; +aal + -+ apiy

Vo = 19Uy + aGg9oUs + - - - + anoUuy,

j = ajjug + Qo;U9 + -+ GnjUp

Vip = Q101 + Q2,02 + - -+ + AppUy,

aix Qa2 - Aip

Q21 Q22 -+ A2
[[]g = Hvl}a [VQ]a e [Vn]a] - . "

A1p A2n - Gpp

Essa matriz foi obtida ao pegar os coeficientes que aparecem na expressao do
vetor v; como combinacao linear dos vetores u;; e colocar na j-ésima coluna.
Essa matriz é chamada de matriz de mudancga da coordenadas de [ para
a base o ou simplesmente matriz de mudanca de coordenadas.

Observacao 7.2

Na literatura a matriz [I]? é muitas vezes chamada de matriz de mudanca da base
« para a base 3, ou, simplesmente, matriz de mudanca de base. Vocé poderia
pensar que cometemos um equivoco, mas, de fato, ndo cometemos. Mais para
frente justificaremos este nome.
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7.2 Aplicacoes lineares e Matrizes

Até o momento sabemos que dada uma aplicacao linear 7' : R" — R™ podemos
associar uma matriz A = [a;;], de ordem m X n e, reciprocamente, dada uma
matriz A = [a;;], de ordem m x n, podemos determinar uma aplicagdo linear
S : R* — R™ definida por x € R" — Ax € R™. Vamos estender esse conceito
para quando levarmos em conta as coordenadas de um vetor.

Vamos iniciar considerando a aplicacao linear 7' : R — R™, e sejam o =
{uj,uy,...,u,} uma base de R" e f = {vy,vy,..., v, } uma base de R™. Ob-
serve que em qualquer vetor u € R" o vetor T'(u) € R™ podemos determinar as
coordenadas do mesmo com respeito a base § em particular,

T(ul) = ay11Vy + a9 vo+ -+ a1V

T(uz) = 12V + A22Va + -+ + Gma Vi,

T(uj) = CL1jV1 + a2jv2 + -+ CLmJ’Vm

T(un) = A1y V1 + A2, V2 + - - + Ay Vi

Assim, podemos associar a matriz

@113 Q2 - Aip
a a ... a/
[T]a _ 21 22 2n
B
Am1 Am2 - Qmnp

que é chamada matriz da aplicacao linear 7' com respeito as bases a e [3.

Exemplo 7.3
Considere T : R?* — R? definida por

{2a:~l—y—z

S — 3y — 4z1 e as bases

o
Il
—_ = =
[
O = =
O O =
e}
@
I
—N
|
— =
_ 1
| — |
— =
| I
——

Encontre a matriz de T' com respeito a estas bases. Precisamos encontrar as
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coordenadas, na base 3, dos vetores da base a avaliados por T'.

([]) -1l
([])- ool
(o)< [ =0m [ - om ]

Portanto, a matriz de T', com respeito as bases a e 3 é

o [-3  3/2 1)2
[T]ﬁ:{q —3/2 5/21'

Teorema 7.4
Sejam T : R™ — R™ uma aplicacio linear, o uma base de R™, § uma base de
R™, entdo

[T'(w)ls = [T]5[W]a-

Demonstragdo: Esse teorema nos diz que se tomarmos o vetor w e calcularmos
as coordenadas de T'(w), com respeito a base [3, serd o mesmo que calcularmos
[w], vezes a matriz da aplicacao T, com respeito as bases a e f3.

Faremos a demonstragao somente para o caso n = 2 e m = 3, por acreditar
que isso ¢ bem mais instrutivo que a demonstracao no caso geral. Para comecar,
sejam o = {u;, uy} uma base do R? e 3 = {vy, Vs, v3} uma base do R?. Sabemos
que existem tnicos coeficientes a;; € R, tais que:

T(ul) = ai;1vVi +as1vae + as31Vs

T(uy) = a1avy + anvs + asvs,

e obtemos a matriz

ailz Az

o
[T)5 = |aa1 ax
azy as2

Seja w um vetor de R? e sejam [w], = [51] e [T(w)]5 = [gé] as suas coordenadas.

Logo, w = z1u; + zous e por fazer uso da linearidade da aplicacao 1" temos:

T(W) = T(.Tlul + 372112)
= xlT(ul) + ZL‘QT(UQ)
= z1(a11V1 + a1 va + az1vs) + x2(a1avi + axeva + azvs)

= (anl'l + a12x2)v1 -+ (a21£C1 + CLQQI’Q)VQ -+ (a31x1 + &32£L'2>V3.
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Mas T'(w) = y1 V1 + y2Va + y3v3 e como as coordenadas com respeito a uma base
sao Unicas segue que

Y1 = 1171 + Q1222 mn ay; Qs
Yo = A91%1 + Q29T , que é equivalente a, |yo| = |a91 a9 [il}
2

Y3 = a31T1 + 322 Y3 az1 a3z
Isto é, [T'(w)]s = [T]5[W]a- O
Exemplo 7.5
Considere o caso especial I : R” — R" o operador identidade, isto é, I(v) = v
para todo v € R™. Considere o = {vy,Vvs,...,Vv,} uma base do dominio de [
e uma base f = {uj,uy,...,u,} do contradominio de /. Vamos determinar a

matriz deste operador com respeito a estas bases. Para isso calcule:

I(vi) =vi =anu; +ans + -+ + ap1Uy;
[(Vg) = Vg = G12U1 + A9oUsy + - -+ + Ap2Uypy,
](Vj) =V; = (lljlll -+ CLlelQ + -+ anjun;

[(Vn) = Vp = G1,U1 + A2pU2 + - - - + AppUy.

Observe que a matriz de I com respeito as duas bases é obtida por pegar as
coordenadas do vetor v;, em termos da base § e colocar na j-ésima coluna da
matriz. Mas isso é exatamente a forma de calcular a matriz de mudanga de
coordenada. Portanto,

aix G2 - Q1
a a .. a
[I]a _ 21 22 2n
B .
Qp1 Ap2 - QApp

E por isso denotar a matriz de mudanca de coordenadas da base a para a base
g por [1 ]g nao ¢ nada de especial, é apenas a matriz do operador I com respeito
as bases a e 5.

Teorema 7.6

Sejam T : R* — R™ ¢ S : R™ — R¥ duas aplicacoes lineares e o, B e~y bases de

R™ R™ e R¥, respectivamente. Entio, a composta de SoT : R" — RF, é linear e
[S o TS = [S)2 - [T

o

A demonstracao desse resultado é facil, mas muito trabalhosa, veja o exercicio
RT7.2.

Observagao 7.7
Vocé ha de convir que seria muito mais natural definir a multiplicacao entre ma-
trizes como a simples multiplicacao entre as entradas correspondentes e somente
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para matrizes de mesmo tamanho, similarmente ao que ocorre com a operacao de
soma de matrizes. Definimos dessa forma para tornar o Teorema 7.6 verdadeiro.

O Teorema 7.6 nos diz que a multiplicacao entre matrizes é compativel com
a composicao de fungoes lineares.

Corolario 7.8

SeT : R"™ — R"™ é um operador linear invertivel e se o e 3 sdo bases do dominio e
do contradominio, respectivamente. Logo, T~! : R™ — R™ também é um operador
linear e

Demonstracio: Segue das seguintes duas observacoes. Em primeiro lugar, se
I :R"™ — R"” é o operador identidade, e v ¢ uma base de qualquer de R", entao,
a0 calcularmos [/ ]jy obtemos sempre a matriz identidade, qualquer que seja -y
escolhida. A segunda observacao ¢ a seguinte

Portanto, [T']5 = ([T]3)". O

Segue deste corolario que se [I]? é a matriz de mudanca de coordenadas da
base 3 para a base «, entdo [I]3 = ([I]5)~".

Se T : R" — R™ é uma aplicacao linear e, o e o/ sdo bases de R" e (§ e
B’ sao bases de R™, entdo podemos associar as seguintes matrizes [T]5 e [T]gf a
aplicacao linear 7'.

Como podemos relacionar estas matrizes? Como elas provém da mesma trans-
formacao linear, devem ter a mesma acgao sobre os vetores de R, o que deve sofrer
alteracao, sao as coordenadas desses vetores.

Observe que para avaliar o vetor w € R™ em 7', por usar a matriz [T,
precisamos obter as coordenadas de w na base «, digamos ainda que conhegamos
as coordenadas na base o/, isto é, [w],. Portanto, para obtermos as coordenadas
na base a precisamos da matriz [I]%" e, por um lado,

[T(w)]e = [T [w]a

e por outro,
[T'(w)]s = [T]5[1]5 [W]a-

«

Se ainda conhecermos a matriz [/ ]g/, entao temos a igualdade

105 [T]5 [Wlar = (115 [T(W)]sr = [T(W)]s = [TIU]S [Wa
Como isso vale para todo vetor w, logo essa igualdade é valida entre as matrizes,

isto é,

15 [T)3 = [T15112.
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Exemplo 7.9
Considere a mesma aplicacdo T : R3 — R? definida no exemplo 7.3 e o/ a base
candnica do R? e 3’ a base canonica do R?, entdo

mg=3 5 )

Vamos conectar com a matriz

o [-3  3/2 1)2
[T]ﬂz{q —3?2 5?2}’

calculada no exemplo 7.3 com essa matriz, para isso precisamos das matrizes [/ ]g/,
que foi calculada no exemplo 7.1, e também [I]%". Executando as contas obtemos:

0 0 1
;o T—1/2 1/2 N
1 =715 1) el - 0 1

Vale a seguinte igualdade (verifique):

{_uzlm]F ! 4]=m%ﬂ%

1/2 1/2]| 13 -3 —4
[1/2 -2 —3/2] — [

5/2 —1 —5/2

0 01
{—3 3/2 1/2} 0 1 1
1

~1 —3/2 5/2 R
Se na equagao [I]g/[T]gf = [T15[1]% tivermos m = ne a = e o = 3,
a igualdade aqui demonstrada se torna [[]%'[T])% = [T]2[I]¢" e, lembrando que

([11¢)~' = [1% se multiplicarmos a igualdade por ([I]%)~" obtemos:

Observagao 7.10

Continuando com a notacgao anterior, observe que ao fazemos [T]%[1]2" obteremos
[T)2". Portanto, a matriz [I]% toma a matriz de T', na base a, a e retorna a matriz
de T com respeito as bases o, o, podemos dizer que a matriz [I]% é a matriz de
mudanca da base « para a base o’. Isso justifica o nome dado anteriormente na

observagao 7.2.

Definicao 7.11
Sejam A e B duas matrizes quadradas. Dizemos que A e B sdo matrizes seme-
lhantes e denotamos por A = B se existe uma matriz P invertivel, tal que

B =P 'AP.

Disso temos que todas as matrizes associadas a um operador sao semelhantes.
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Exercicios resolvidos

R7.1. Sejam a = {uj,us} e § = {vy, vy} as bases de um espago vetorial V', e
suponha que vi = 6u; — 2us e vo = 9u; — 4u,.
a) Determine a matriz de mudanga de coordenadas [I]§;

b) Determine, usando o item a), [w|z para w = 3u; — 4us.

Solugio: a) Da expressao de v; e vy como combinagdo linear de uy, up

6 9 —
obtemos [I]? = {_2 _4]. Como ([1]8) t= [1]5 segue que

-2 )

b) Como sabemos que as coordenadas de w, com respeito a base «, para
encontrarmos as coordenadas de w, com respeito a base 3, basta calcular-

s - s =)
]

R7.2. Prove o teorema 7.6. Sejam T : R® — R™ e S : R™ — R* duas aplica-
coes lineares e «, B e v bases de R”,R™ e R*, respectivamente. Entdo, a
composta de SoT : R® — R* ¢ linear ¢

[SoT)% =[50 [T

Y Y

Solugdo: Suponha que o« = {uy,...,u,} C R", = {vy,...,v,,} CR™
ey = {wy,...,w,} C R¥ sejam bases de R", R™ e R¥, respectivamente.
Podemos determinar escalares a;; e bj;, satisfazendo:

g a;vjeSvj) = g byjw;,, comi=1,...,nej=1,....,m

E isto determina as matrizes [S]% = [bjlixm € [T]5 = [@ij]mxn. Agora,

observe o seguinte:

(SoT)(w) =5(T(w)) =5 (Z az’jVj>
iamS

Jj=1
m k k m

= E Q5 g lel = E g aijbjl A4
j=1 =1 =1 =
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O escalar Z;nzl a;jbj; ¢ a entrada il da matriz da transformacao linear SoT’
com respeito as bases a e . Por outro lado, a entrada na posigao il da
matriz obtida por multiplicar [bjj]kxm POr [@ij]mxn € O escalar Z;n:l a;;bji.
De onde obtemos a igualdade desejada.

R7.3. Considere o operador linear F' de R? definido por F ([§]) = [gg;g} e as
bases de R? a seguir:

a={[8].[81} eB={[1].[2]}.

a) Encontre a matriz P de mudanga de coordenada da base o para a base
B e a matriz () de mudanca de coordenada da base § para a base «.

b) Encontre a matriz A que representa F' na base «.

c¢) Encontre a matriz B que representa I na base (.

Solugdo: a) Vamos comegar determinando a matriz Q = [I]2, a qual é muito
facil de determinar, visto que precisamos escrever os vetores da base 5 como
combinagao linear dos vetores da base o que é a base candnica, além disso,
P = Q! entao:

12 v 7 =2 [T 2
Q—L'Jb@P_Q _Q—iIL4 J—[4 4}
b) A matriz A = [T| é facilmente obtida da expressao, basta fazer [gﬁ;g} =

z[3] +y[ 1] e daf
A:m%{54}

c¢) Como sabemos que [T]g = [1]5[T)4]1]5, logo:

e A | e 1 i g A PR S I

R7.4. Considere T : R® — R3 uma transformacao linear, tal que T' (HJD =
B () = [ e (1)) - [3)
0 -2 0 1 1
a) Mostre que 3 = {[(i)] , [_g] , [ﬂ} é uma base do R3.

b) Determine [v]g se v = []ﬂ'

c¢) Determine T <[—§D
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Solugdo: a) Vamos montar uma matriz A, por colocar os vetores da base (3
nas colunas e entao

1 01 1 01 1 01
det(A) =det |0 1 1| =det |0 1 1| =det|0 2 0| =2%#0,
1 -2 1 0 -2 0 011

E isso garante que estes vetores sao linearmente independentes, uma vez
que, se os vetores nao fossem LI, entao eles estariam em um plano, nesse
caso o volume do paralelepipedo determinado por esses vetores seria 0, o
que nao ocorre.

b) Se o é a base canonica do R* precisamos encontrar a matriz [1 13, mas
calcular a matriz [I]? = A obtida acima, usando a adjunta podemos obter

o inverso desta matriz que é
3/2 -1 —1/2

B=1g=| 1/2 0 —1/2
~1/2 1 1/)2

3/2 -1 —1/2] [ 2 4
Portanto, calcular [v]s = [I]§[v], = /2 0 —1/2| |-1| =] 1
—12 1 1/2]] o0 —2
c¢) Observe que
2 1 0] 1
T —1 =T[40+ 1| —-2]1
0 1] [-2 1
1 0 [0 4
=410+ [1] =2 (0] = 1
o] o] |1 |-2
[

Exercicios propostos

P7.1. Considere as bases o = {[(1)], [ﬂ}, B = {[H, [}1]} ey = {[H, [%}} do

R2. Encontre as matrizes de mudanca de coordenadas nos seguintes casos:
a) [1]5: b) [1]5; ) [1]3 e d) [1]5.
P7.2. Suponha que os eixos x e y do plano R? tenham sido girados 30° no sentido
anti-horario para formar novos eixos z’ e ¢y do plano. Encontre:
a) Os vetores unitarios na dire¢gdo dos novos eixos z’ e y/;
b) A matriz P de mudanga de coordenadas da base antiga para a base nova;
c) As novas coordenadas dos pontos [4] e [2];

d) Por fim, verifique que PP* = I.
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P7.3. a) Ache a expressao da transformacao linear 7' : R3 — R? tal que T'( [é} ) =
217t =[] e (8] = [3):
b) Encontre v € R? tal que T'(v) = [3].
PT7.4. Seja G um operador do R? e «r a base a seguir:
G([3]) = [E=] ea= {13, [ 3]}
a) Encontre a matriz [G]. de G, com respeito a a.

b) Verifique que [G]% [w], = [G(w)], para o vetor w = | _1].

« [}

P7.5. Para cada um dos operadores lineares T' do R? a seguir, encontre a matriz
A, que representa T (em relacio a base canonica do R?).

a) T definida por T ([§]) = [2] e T ([9]) = [2]-
b) T é a rotacao no sentido anti-horario em torno da origem de /2.

c) T é a reflexao de R? em torno da reta y = —z.

P7.6. Mostre que a relacao de semelhanca entre matrizes é uma relacao de equi-
valéncia, isto é, a relacdo é a seguinte: Dizemos que as matrizes A e B
sdo matrizes semelhantes (e escrevemos A = B) se existe uma matriz P
invertivel, tal que B = P~'AP. Mostre entdo que: a) A= A; b) Se A~ B
entdo B= Aec)Se A= Be B=( entao A=C.
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Capitulo 8

Autovalores, Autovetores e
Diagonalizacao de Operadores

8.0 Introducao

Ao invés de fazer uma introducao tradicional, vamos, sem rodeios, considerar
dois exemplos que irao motivar o assunto deste capitulo. Esses exemplos envolvem
o calculo de poténcias de matrizes. Se A é uma matriz quadrada e k é um niimero
natural, entdo A representa a matriz A-A-A--- A (k vezes). A matriz A* chama-
se a k-ésima poténcia da matriz A. Note que s6 faz sentido considerar poténcias
de matrizes que forem quadradas (veja o exercicio P8.1).

Exemplo 8.1

Calcule a k-ésima poténcia D* da matriz D = B _g} .

Solucdo: Vamos primeiro calcular D?:

O | R A TR s B e

Em seguida, calculamos D?3:

D*=D*. D= BQ (_;2] B _8} = [3263 (—2>20- (—2)} N BS (—g)?’} '

Nao ¢ dificil convencer-se de que, para qualquer k natural, vale a formula

o

3* 0

k _

D" = [O (_2)4 . (8.1)
Os leitores e leitoras céticos podem referir-se ao exercicio resolvido R8.1. O

A simplicidade do exemplo anterior deve-se ao fato de que D é uma matriz
diagonal, isto é, as entradas fora de sua diagonal principal sdo todas iguais a zero.
Em geral, as poténcias de uma matriz ndo sdo dadas por uma férmula tao simples
como (8.1). Em particular, as poténcias de uma matriz ndo podem ser calculadas

entrada por entrada, isto é, se A = [a;;], entdo, em geral, ndo vale A* = [afj]
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Exemplo 8.2

Calcule a k-ésima poténcia A* da matriz A = {_13 _ﬂ :

Solucao: Para que nao haja davidas quanto a isso, comegamos observando que a
gk 5k
(—10)% (=7)*
fazer (veja também o exercicio P8.2).
Para encontrar uma férmula para A*, vamos utilizar um artificio que, por ora,
pode parecer um passe de magica. Considere as matrizes

P= {_1 _ﬂ e D= B _(2)] . (8.2)

Essas matrizes sao os “coelhos na cartola”, que surgem de forma aparentemente
inexplicavel. Sua origem serd revelada no devido tempo. Por ora, repare que D
é exatamente a matriz do exemplo anterior, e verifique que

N [ [ R

Ou seja, vale A = PDP~!. Essa relacdo é a chave para se calcular AF:

matriz A¥ ndo é igual a [ } , conforme o comentario que acabamos de

AF=AA.. A= (PDP "\ (PDP™')..-(PDP™") =
N—— ~ ~

k vezes k vezes
=PDP'*PDP*PD...DP-'*PDP '=PDD.---DP ' = PDFP L,

J& calculamos D* no exemplo anterior. Aplicando o resultado 14 obtido, temos

e R AN E

232 (—2)F =342 (—2)F '
Para convencer-se de que a “magica” funcionou, veja o exercicio P8.3. O

De onde surgiu o “coelho na cartola”, ou melhor, o par de matrizes P e D
dado em (8.2)? O que estd por trds da relagio-chave A = PDP~!?

O “truque” sera revelado oportunamente, e essas perguntas serao plenamente
respondidas na segao 8.4. (Até 14, pedimos paciéncia ao respeitavel publico. .. )
Ja podemos, no entanto, adiantar algumas pistas.

Sejam v; e vy as colunas da matriz P, isto é, vi = [,H evy = [*ﬂ Observe
que a matriz A age sobre os vetores v; e vy de forma especial:

o[ Y- e

e[ [
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Ou seja, o vetor Avy; é um multiplo escalar de vy, e Avy é um multiplo de vy!
Nessas circunstancias, diremos que v e vy sdo autovetores da matriz A. Os fa-
tores de proporcionalidade 3 e —2 que aparecem nas equagodes acima sao seus
respectivos autovalores. Isso motiva o tema da préxima secao, onde esses con-
ceitos serao definidos mais precisamente. Observe que os autovalores 3 e —2 sao
justamente as entradas na diagonal da matriz D. Isso nao é mera coincidéncia!

Para concluir a introducao, observamos que o calculo de poténcias de matrizes
nao ¢ um exercicio frivolo. Essa e outras questoes correlatas sao importantes, por
exemplo, na resolucao de equacoes a diferencas lineares e sistemas de equagoes
diferenciais ordindrias lineares, que surgem em muitas aplicagoes.

8.1 Autovalores e autovetores

Vamos definir os conceitos de autovalor e autovetor mencionados acima.

Definicao 8.3
Sejam A uma matriz n X n, v um vetor ndo-nulo de R, e A um escalar. Se a
equacao vetorial

Av = v (com v # 0) (8.7)

for valida, diremos que v é um autovetor e que A é um autovalor da matriz A.
Diremos, mais precisamente, que v é um autovetor de A associado ao autovalor \.

Geometricamente, a equagao (8.7) diz que os vetores Av e v sdo colineares,
com v nao-nulo (recorde o exercicio P2.19).

Exemplo 8.4
Seja A a matriz 2 x 2 do exemplo 8.2. As equagoes (8.5) e (8.6) mostram que
vy = [_H é um autovetor de A associado ao autovalor A\; = 3 e que vy = [_H
¢ um autovetor de A associado ao autovalor Ay = —2.

O vetor u = [_%], por outro lado, ndo € um autovetor de A, pois a equagao

Au = Au nao é valida para valor algum do escalar \. De fato,

e[ L[

isto é, a equacao [H = A [ ,%] nao é satisfeita para valor algum de \.

USAR O EXEMPLO ANTERIOR PARA MOTIVAR A DISCUSSAO GEO-
METRICA DE AUTOVALORES E AUTOVETORES DE OPERADORES. !!!
ALGO ASSIM: Pensando em A como um operador linear em R?, o efeito de A
sobre v; é simplesmente uma “dilatacao” pelo fator 3. O efeito sobre vy é de
dilatagao pelo fator 2, seguida de uma reflexdo com respeito a origem (ou seja,
uma “reversao” no sentido do vetor, mas preservando sua diregao). Por outro
lado, o operador A ndo preserva a direcao do vetor u, isto é, o vetor Au ndo é
colinear a u.

COLOCAR UMA FIGURA mostrando as agoes de A sobre vi, vy e u.
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Exemplo 8.5
Seja A a matriz 2 x 2 do exemplo 8.2. Encontre todos os autovetores de A
associados ao autovalor A\; = 3.

Solugdo: Queremos achar todas as solugoes de Ax = 3x, com x # 0. A equacao
vetorial Ax = 3x é simplesmente um sistema linear. De fato, temos

Ax=3x & Ax—-3x=0 & Ax—-3Lx=0 < (A-3L)x=0, (8.38)

onde [ representa a matriz identidade 2 x 2, de forma que I,x = x para qualquer
vetor x € R?. Estamos buscando, portanto, as solucoes ndo-triviais do sistema
homogéneo (A — 315)x = 0, cuja matriz de coeficientes A — 315 é dada por

N NN

Para resolver o sistema, vamos escalonar sua matriz completa [A — 31 ‘ 0}:

5 5 O lo—la+207 5 5 O ‘61%%61 1 1 0
—10 =100 0 0]0 0 00"

Assim, o sistema (A —315)x = 0 é equivalente a z1 + x5 = 0. A descrigao vetorial
paramétrica de seu conjunto-solucao é

. T o —T9 o —1
x = H _ { x} — { J . (8.9)
Isso mostra que os autovetores de A associados a \; = 3 s@o os multiplos nao-

nulos do vetor u; = [*H, ou seja, sao os vetores da forma (8.9), com xy # 0.
Observe que o autovetor v; = [_H do exemplo 8.4 corresponde a x9 = —1. [

Observacgao 8.6

A equagao Av = Av da definigao 8.3 é equivalente a (A — AI,,)v =0, onde [, é
a matriz identidade n x n e 0,, é o vetor zero de R™. Para provar a equivaléncia,
basta generalizar o argumento feito em (8.8):

Av=Xv & Av—-Av=0, & Av-\,v=0, & (A—)\[,)v=0,.

Esse fato, apesar de simples, sera utilissimo. Note que, se fixarmos um escalar A\,
e pensarmos no vetor v como a “incégnita”; entdao (A — AI)v = 0 torna-se nada
mais do que um sistema linear homogéneo. Em particular, se A for um autovalor
de A, entao os autovetores de A associados a A serdo precisamente as solugoes
nao-triviais desse sistema.

Na definicao 8.3, introduzimos simultaneamente os conceitos de autovetor e
de autovalor. Essa abordagem é bastante clara (ou assim esperamos!), mas é
importante compreender a seguinte reformulacao, que é um pouco mais sutil.
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Defini¢ao 8.7 (Definigao 8.3 reformulada)

Seja A uma matriz nxn. Diremos que um vetor nao-nulo v.€ R™ é um autovetor
de A quando existir um escalar A tal que Av = Av. Similarmente, diremos que um
escalar A é um autovalor de A quando existir um vetor v # 0 tal que Av = A\v.

Exemplo 8.8
Determine se y = 2 é um autovalor da matriz A do exemplo 8.2.

Solugao: Conforme a definicao 8.7, p = 2 sera um autovalor de A se existir um
vetor ndo-nulo v tal que Av = 2v. Pela observacao 8.6, essa equagao é equivalente
a (A—2I)v =0. Assim, 2 serd um autovalor de A se, e somente se, esse sistema
tiver solugoes ndo-triviais. Sua matriz de coeficientes é dada por

A _ 8 5 |8 5 B 6 5
=10 =7 | =10 -7 =10 —9|°
Vocé deve verificar que ambas as colunas dessa matriz sao colunas-pivd. Pela

proposigao 3.3, o sistema (A — 2/)v = 0 possui unicamente a solugdo trivial
v = 0. Dessa maneira, y = 2 ndo é um autovalor de A. m

A proposicao a seguir generaliza esse exemplo e serd crucial na proxima secao.

Proposicao 8.9
Seja A uma matriz n X n. Um escalar \ serd um autovalor de A se, e somente
se, a matriz A — A\ nao for invertivel.

Demonstragdo: Por definicao, o escalar A sera um autovalor de A quando existir
um vetor ndo-nulo v tal que Av = Av. Pela observacao 8.6, essa equagao é
equivalente a (A — AI)v = 0. Assim, A serd um autovalor de A quando o sistema
homogéneo (A — Al )v = 0 tiver solucoes ndo-triviais. De acordo com a teoria do
capitulo 5, isso ocorrera se, e somente se, a matriz A — Al ndo for invertivel. [

O corolario a seguir é obtido ao considerar-se o caso A = 0 nesta proposicao.

Corolario 8.10
Seja A uma matriz n X n. O escalar zero serd um autovalor de A se, e somente
se, a matriz A for ndo-invertivel.

Enfatizamos que, por definicdo, um autovetor de A é necessariamente um
vetor nao-nulo (ver 777). O escalar zero, por outro lado, pode ser autovalor de
uma matriz, conforme o corolario acima.

Observacgao 8.11

Note que s6 faz sentido definir autovalores e autovetores de matrizes quadradas.
De fato, suponha que A seja uma matriz n X m, e considere a equagao Av = Av.
Para que o produto Av esteja definido, é necessario que o vetor v pertenca a R™.
Sendo assim, a equagao Av = \v representa a igualdade entre o vetor Av de R"
e o vetor A\v de R™, o que s6 faz sentido se n for igual a m.
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8.2 O polinémio caracteristico

Para cada escalar \ firo, a equagdo Av = A\v equivale ao sistema linear ho-
mogéneo (A — Al )v = 0, como verificamos na observagao 8.6 (recorde, também,
o exemplo 8.5). Assim, se os autovalores da matriz A forem conhecidos, podemos
facilmente encontrar seus autovetores.

Nao é tao facil, no entanto, determinar simultaneamente os autovalores e
autovetores de uma matriz (veja o exercicio P8.4). Como devemos proceder,
entdao, para determinar os autovalores de A, ou, ao menos, caracteriza-los de
forma simples?

Ja estamos equipados para responder essa questao. Aliando o teorema 6.25 a
proposicao 8.9, obtemos o resultado principal desta secao:

Teorema 8.12
Seja A uma matriz n X n. Um escalar A serd um autovalor de A se, e somente
se, satisfizer a equagao det(A — AI) = 0.

A equacgao det(A — xI) = 0, onde z é uma “incognita” escalar, é chamada a
equacao caracteristica da matriz A.! O teorema acima diz que os autovalores
de uma matriz sao exatamente as solugoes de sua equagao caracteristica.

Exemplo 8.13
8

5
10 _7} do exemplo 8.2.

Encontre todos os autovalores da matriz A = [

Solugdo: Vamos calcular det(A — x1):

det(A ):det([_lg _ﬂ )zdet [8_10 . }:

=8—2)-(-7T—2)—=5-(=10) =2> —2 — 6.

Pelo teorema 8.12, os autovalores de A sao as solucoes da equacdo 22 —x —6 = 0.
O polinémio x? — z — 6 ¢ fatorado na forma (z — 3)(z + 2), logo suas rafzes sdo
A1 =3 e Ay = —2 (pode-se também usar a “férmula de Baskara”). J4 sabiamos,
em vista das equagoes (8.5) e (8.6), que A\; = 3 e Ay = —2 eram autovalores de A.
Agora, sabemos nao ha outros: \; e Ay sdo os dnicos autovalores da matriz A. [

Observe, no exemplo acima, que det(A — xI) é um polinémio de grau 2 em z.
Pode-se demonstrar que, se A for uma matriz n x n, entdo det(A — z/) serd um
polinémio de grau n na variavel z. Este é chamado o polinédmio caracteristico
de A. Denota-se o polindmio caracteristico de A por pa(x).

Nessa terminologia, o teorema 8.12 diz que o0s autovalores de uma matriz A sdo
dados pelas raizes de seu polindomio caracteristico. A multiplicidade algébrica
de um autovalor A de A é definida como a multiplicidade de A como raiz do
polindémio caracteristico.

ILembre-se de que o determinante de uma matriz quadrada é um escalar. Dessa maneira, a
equacao caracteristica é uma equacao escalar, e nao vetorial ou matricial.
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8.2. O polindmio caracteristico

Exemplo 8.14
Obtenha o polindémio caracteristico da matriz

7 1 -4 0
0 -1 23
B= 0 0 01
0O 0 07

Em seguida, determine os autovalores de B e suas respectivas multiplicidades.

Solugdo: A matriz B — xI é dada por

71 -4 0 7 1 -4 0
0 -1 2 3 o -1 2 3
0 0 01 “l o 0 1
0 0 07 0 0 0 7

Como essa ¢ uma matriz triangular, seu determinante é simplesmente o produto
dos elementos na diagonal (isso é um caso particular do teorema 6.23). O polind-
mio caracteristico de B, portanto, é

pp(r) =det(B —al) = (7T—2)(~=1 — 2)(—2)(7T — 2) = —2(7 — 2)*(—1 — 7).

Os autovalores de B sdo dados pelas raizes de pg, ou seja, pelas solugoes da
equacao pp(r) = 0. Examinando a expressao de pg, acima, fica evidente que os
autovalores de B sao:

A =0, com multiplicidade igual a 1;
Ao =1, com multiplicidade igual a 2; e
A3 =—1, com multiplicidade igual a 1. O

Observe que os autovalores da matriz B do exemplo acima sao justamente as
entradas na diagonal de B. Isso se deve ao fato de que B ¢ uma matriz triangular.
E facil generalizar esse exemplo para demonstrar o seguinte resultado.

Proposicao 8.15
Se A é uma matriz nxn triangular (superior ou inferior), entdo seus autovalores
sao dados pelas entradas em sua diagonal principal.

Essa proposicao vale, em particular, se A é uma matriz diagonal (pois, nesse
caso, A é triangular superior e inferior, simultaneamente).
Nem toda matriz possui autovalores reais, como mostra o exemplo a seguir.

Exemplo 8.16

-2
Obtenha as raizes do polindmio caracteristico da matriz C' = B 3] .
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Solucao: O polinémio caracteristico de C' é dado por
polx) = det(C — +1) = det {3 , } —(3-2)3—a)+4=2a®—6x+13.

Para achar as raizes de pc(x), usamos a férmula de Béskara:

+62 41 +/—1 +4y/—1
S ¢6273:6 *;_6:6 2\/_:3:|:2\/—1.

Assim, as raizes de po(x) sdo os nimeros complexos conjugados Ay = 3 + 2i e
Ay = 3 — 2¢, onde ¢ representa a unidade imaginaria. Na se¢ao 77, estudaremos
mais a fundo matrizes com “autovalores complexos”. Por ora, basta constatar que
a matriz C' nao tem autovalores reais. A matriz C' tampouco possui autovetores
em R2. De fato, se C' possuisse um autovetor v € R? entdo teria que existir
algum autovalor (real) associado a v. O

A

Recorde que o polinémio caracteristico de uma matriz n X n € um polinémio
de grau n, e que suas raizes sao os autovalores da matriz em questao. Assim, uma
matriz de tamanho n X n terd exatamente n autovalores, se levarmos em conta
0s 0s autovalores complexos e as multiplicidades.? Entretanto, é claro que uma
matriz n X n pode ter menos do que n autovalores reais e distintos. A matriz
4 x 4 do exemplo 8.14 tem apenas trés autovalores reais distintos (um deles tem
multiplicidade igual a dois) e a matriz 2 x 2 do exemplo 8.16 nao possui autovalor
real algum.

Achar as raizes de um polindmio de grau n nao é uma tarefa facil, em geral.
O caso n = 1 é muito simples, e temos a formula de Baskara para o caso n = 2.
Existem ainda férmulas para os casos n = 3 e n = 4, mas elas nao sao tao
simples. Em contrapartida, nao existem férmulas gerais para determinar as raizes
de polindmios de grau maior que ou igual a cinco.?

Na pratica, os autovalores de matrizes grandes sao determinados aproxima-
damente, por meio de métodos computacionais.* Em certos casos especiais, no
entanto, é possivel determinar com exatidao os autovalores de uma matriz de
tamanho arbitrario. Um exemplo é o caso das matrizes triangulares, conforme a
proposicao 8.15.

O teorema a seguir sera importante na secao 8.4. Recorde a defini¢ao 7.11:
duas matrizes quadradas A e B sao ditas semelhantes se existe uma matriz in-
vertivel P tal que B = P71AP.

Teorema 8.17

Se A e B forem matrizes n X n semelhantes, entdo elas terao o mesmo polinémio
caracteristico. Consequentemente, matrizes semelhantes A e B terdo os mesmos
autovalores, com as mesmas multiplicidades.

2Isso decorre do teorema fundamental da dlgebra, que diz que todo polinémio de grau n tem
exatamente n raizes, se levarmos em conta as raizes complexas e as multiplicidades.

3Na&o se trata, meramente, de que essas férmulas sejam ainda desconhecidas. O matemaético
noruegués Niels Abel demonstrou, em 1824, que tais férmulas, de fato, ndo existem!

4Diversos bons métodos existem, muitos dos quais calculam os autovalores e os autovetores
simultaneamente. Esse assunto, no entanto, foge ao escopo deste texto.
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Demonstragio: Seja P uma matriz invertivel tal que B = P~'AP. Entao

B—xl=P''AP —xP'IP = P'(A—2I)P.
B 1

Dessa maneira, usando os teoremas 6.24 e 6.25, obtemos

pp(x) =det(B —zl) = det(P’l(A — ;U[)P) —
) - det(A — 1) - det(P) =
— iiet(Pfl) ~det(P)-det(A — xI) = det(A — xl) = pa(x). O

J/

8.3 Autoespacos

Na sec¢ao anterior, obtivemos uma caracterizacao dos autovalores de uma dada
matriz. Cada autovalor esta associado a um certo conjunto de autovetores. Nesta
se¢do, vamos estudar algumas propriedades de tais conjuntos. MUDAR?: ESSES
CONJUNTOS EM QUE OS AUTOVETORES “MORAM” TEM PROPRIEDA-
DES INTERESSANTES. O OBJETIVO DESTA SECAO E ESTUDA-LOS. 7?77

Como vimos na observacao 8.6, o conjunto dos autovetores de uma matriz
quadrada A associados a um autovalor A coincide com o conjunto das solucoes
ndo-triviais do sistema (A — AI)x = 0. O conjunto de todas as solugoes desse
sistema linear homogéneo é simplesmente o nicleo da matriz A — Al (veja a
defini¢ao 3.8). Isso motiva a defini¢do a seguir.

Definicao 8.18
Seja A um autovalor de uma matriz quadrada A. O niicleo da matriz A — A\ é
chamado de autoespago de A associado a A, e é denotado por E(A,\).

Podemos sintetizar essa discussao, em simbolos, da seguinte maneira:
E(A,X) = Nuc(A — AI) = {0} U {autovetores de A associados a \}.

O simbolo “U” representa a unidao de conjuntos. A equacao acima diz que o
autoespago F(A, \) consiste do conjunto de todos os autovetores de A associados
a A, acrescido do vetor zero (que, conforme a defini¢ao 8.3, ndo é um autovetor).

Pela proposicao 4.7, um autoespaco de uma matriz n X n é um subespaco de
R™.

MELHORAR A DISCUSSAO ACIMA. ENFATIZAR: AUTOESPACOS SAO
SUBESPACOS, E OS AUTOVETORES “MORAM” NESSES SUBESPACOS.
(NAO EXISTEM AUTOVETORES “PERDIDOS/ISOLADOS”.)

DIZER QUE UM OPERADOR A AGE DE FORMA “MUITO SIMPLES”
SOBRE SEUS AUTOESPACOS E COLOCAR UMA FIGURA. MENCIONAR
QUE AUTOESPACOS SAO INVARIANTES SOB A ACAO DE A.

Nos exemplos a seguir, consideramos questoes que serao importantes na se-
¢ao 8.4: encontrar uma base e determinar a dimensao de cada autoespago de uma
dada matriz.
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Exemplo 8.19
Encontre uma base de cada autoespago da matriz A = [_18 _ﬂ do exemplo 8.2.
Em seguida, determine a dimensao de cada um.

Solugdo: Os autovalores de A sdao Ay = 3 e Ay = —2, como vimos no exemplo 8.13.
Assim, a matriz A tem dois autoespagos: E(A, A1) e E(A, A2).

Vamos, primeiro, encontrar uma base de F(A, A1), ou seja, de Nuc(A—\ 1) =
Nuc(A — 3I). Para isso, usamos o procedimento sugerido na subsegio 4.5.1.°
Queremos resolver o sistema (A — 3I)x = 0. Essa tarefa ja foi realizada no
exemplo 8.5, em que obtivemos a descri¢do (8.9) do conjunto-solugdo. Assim,
o conjunto {u;} = {[71]} ¢ uma base de E(A, \;) = Nuc(4 — \I). De fato,
a descricao (8.9) mostra que o conjunto {u;} gera E(A, \;), e é claro que esse
conjunto ¢ linearmente independente.

Agora, vamos obter uma base de F(A, A\y) = Nuc(A — A\oI) = Nuc(A + 21).
Seguindo, mais uma vez, o procedimento da subse¢do 4.5.1, vamos resolver o
sistema (A + 2I)x = 0, por escalonamento de sua matriz completa:

8 5 |0 10 5[0
[4 0}_{—10 -7 0]_[—10 —50}_>
lo—Llo+01 10 5 O gl%%el 1 ]_/2 0
{0 00] 3[0 00]‘

Assim, o sistema (A4 21)x = 0 equivale a equagao x; + %:132 = 0, e seu conjunto-

solucao é descrito por
1
. T . —§ZE2 i —1/2
X—LJ—{ZEQ]—@[ BE (8.10)

Isso mostra que o conjunto {ux} = {[**]} ¢ uma base de E(A,\s). Observe
que o autovetor vy = [‘%] do exemplo 8.4 é igual a 2u,, ou seja, vy corresponde
a escolha xo = 2 na equagao (8.10).

Resta apenas determinar as dimensoes de E(A, A1) e de E(A, \2). Ora, cada
um desses subespacos possui uma base contendo apenas um vetor, portanto cada
um deles tem dimensao igual a 1. O

Exemplo 8.20

Seja

1 =2
5 0
1 3

A:

— O

Sabendo que A = 5 é um autovalor de A, encontre uma base do autoespago
E(A,\) e determine a sua dimensao.

5Sugerimos, neste momento, uma rapida revisio dessa subsecio.
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Solugao: Vamos resolver o sistema homogéneo (A — AI)x = 0, onde A = 5. Para
isso, escalonamos sua matriz completa:

4 — 0 —1 1 —210
[A \0}: 0 5 0 0|0 —
-1 0 —1 1 -2 |0
1 =1 210 1 —1 210
li——0 0 0 010 43_%3_&; 0 0 010
-1 1 =210 0 0 0|0

O sistema proposto equivale, portanto, a equagdo x; — x9 + 223 = 0 (as varidveis
livres sdo x9 e x3). O conjunto-solugao é descrito por

xy To — 21‘3 1 -2
X= |z = T =z (1| 425 | 0. (8.11)
x3 x3 0 1
~—~—
\'Al Vo

Pela teoria da subsecao 4.5.1, os vetores vy e vy indicados acima compoem uma
base de E(A,\) = Nuc(A — 5I). Como a base {vy, va} possui dois elementos, a
dimensao de F(A, \) é igual a 2. Em simbolos: dim E(A,\) = 2. O

Seja A um autovalor de uma matriz quadrada A. Recorde que a multiplicidade
algébrica de X é a sua multiplicidade enquanto raiz do polinémio caracteristico
de A. A multiplicidade geométrica de A é definida como a dimensao do
autoespaco de A associado a A. Em outras palavras, a multiplicidade geométrica
do autovalor A é o niimero dim E(A, \).

Teorema 8.21
Seja A uma matriz quadrada. Para cada autovalor A de A, a multiplicidade
geométrica de A é menor que ou iqual a sua multiplicidade algébrica.

A demonstracao desse teorema pode parecer um pouco abstrata, portanto é
relegada a secao 8.7.

A FAZER:

- Botar um exemplo em que vale a desigualdade estrita: Na matriz B do
exemplo 8.14, o autovalor Ay = 7 tem multiplicidade algébrica igual a 2, mas
multiplicidade geométrica igual a 1.

- Mencionar th que 1 < dim E(A, ). Sintetizar a discussdo numa observagao
que diz 1 < dim F(A, ) < ny.

- Dizer algo “to the effect” que, agora, estudaremos um pouco a relagao entre
autoespacos distintos. Eles sao, em certo sentido, independentes.

Teorema 8.22

Sejam vy, Va, ..., V,, autovetores de uma matriz A associados, respectivamente,
a autovalores distintos A1, Ag, ..., Ay. Nessas condigoes, o conjunto {vy,va, ...,
Vi } € linearmente independente.
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Resumidamente, o teorema acima diz que autovetores associados a autovalores
distintos sao linearmente independentes. O resultado a seguir é simultaneamente
uma consequéncia e uma generalizacao do teorema.

Corolario 8.23

Sejam A1, Ag, ..., A\ autovalores distintos de uma matriz A e sejam By, Bs, ...,
B, bases dos autoespacos E(A,\1), E(A, ), ..., E(A,\y), respectivamente.
Entao, o conjunto By UBs U ---U B, é linearmente independente.

As provas desses resultados também sao relegadas a secao 8.7. Vamos, no
entanto, pormenorizar o enunciado do coroléario, pois ele sera util na secao 8.4.

Para cada k =1, 2, ... , m, vamos denotar os vetores de By, por v¥, ..., Vl;k.
Por hipétese, By é uma base de E(A, \).% Assim, cada v¥ é um vetor nao-nulo
de E(A, ), ou seja, é um autovetor de A associado a A,. Além disso, cada um
dos conjuntos By, = {v¥, ... ,v’;k} é linearmente independente. O corolario 8.23

diz que a unido desses conjuntos,

BlLJBQU"‘UBm:

_ 1 1 1 2 2 2 m m m
= {vl,vz,...,w1717 VI, Voo Vs o, VI VY V) }, (8.12)
N TV 7 N TV 7 N TV -
vetores de Bi vetores de Ba vetores de B,

é, ainda, linearmente independente, desde que os autovalores )\, sejam distintos.
- A FAZER: Em um aparte, dizer que autoespacos distintos estao em soma
direta/sao independentes (terminologia do Elon/do Halmos 777 (conferir)).

8.4 Diagonalizacao de operadores

Nesta secao, iremos, finalmente, revelar o “truque” empregado no exemplo 8.2
da introducao. Recomendamos que o exemplo seja relido neste momento, pois
ele motiva a definicdo a seguir.

Definicao 8.24
Uma matriz quadrada A é dita diagonalizavel quando ela é semelhante” a uma
matriz diagonal, isto ¢, quando existem uma matriz invertivel P e uma matriz
diagonal D tais que A = PDP~! ou, equivalentemente, D = P~1AP.

Uma fatoracao de A na forma A = PDP~! onde P ¢ invertivel e D ¢ diagonal,
quando existe, chama-se diagonalizacao da matriz A.

Por abuso de linguagem, as vezes nos referimos, também, a “diagonalizagao
do operador A”, interpretando a matriz A como o operador linear x — Ax em R".

A equivaléncia entre as relacoes A = PDP~! e D = P~'AP, mencionada na
defini¢do acima, é/foi??? estabelecida no exercicio resolvido R8.2.

SRepare, entdo, que o nimero p; de vetores em Bj denota a dimensio do autoes-
paco E(A, A\;), ou seja, pi é a multiplicidade geométrica de Ag.

TA palavra “semelhante”, nesse contexto, tem um significado matemético preciso. Recorde
a definigao 7.11.
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A equagao (8.3) mostra que a matriz A do exemplo 8.2 é diagonalizavel. Note
que a matriz D dada em (8.2) é diagonal e P é invertivel. Nem toda matriz é
diagonalizavel, no entanto, como mostrarao os exemplos 77.

FALAR DA IMPORTANCIA DA DIAGONALIZACAO. COMENTAR QUE
OS OPERADORES DIAGONALIZAVEIS SAO, EM CERTO SENTIDO, OS
MAIS SIMPLES. 777

As metas desta secao sao caracterizar as matrizes diagonalizaveis e estudar o
processo de diagonalizacao. Os resultados fundamentais sao os seguintes:

Teorema 8.25
Uma matriz A de tamanho n X n serd diagonalizdvel se, e somente se, existir
uma base de R™ composta por autovetores de A.

Com efeito, pode-se dizer mais:

Teorema 8.25’
Seja A uma matriz n X n. As sequintes afirmativas sio equivalentes:

(a) Vale a relagio de semelhanca A = PDP™', onde
P = [Vl Vo - vn] (8.13)

€ uma matriz n X n invertivel e

A0 0
0 A -+ 0
D=1|. . o, (8.14)
0 0 An
¢ uma matriz n X n diagonal.
(b) O conjunto {vy,va,...,v,} € uma base de R™ composta por autovetores da
matriz A associados, respectivamente, aos autovalores A1, Xo, ..., Ay.

Os teoremas acima sao, efetivamente, duas formulagoes do mesmo resultado.
Perceba que a afirmativa (a) do teorema 8.25" diz que a matriz A é diagonalizavel,
conforme a definigdo 8.24. A afirmativa (b), por sua vez, diz que existe uma base
de R" (indicada, no teorema, por {vy,...,v,}) composta por autovetores de A.
Assim, o teorema 8.25 é, essencialmente, uma sintese do teorema 8.25, e segue
deste como consequéncia imediata. O exercicio 7?7 propoe uma reflexdo mais
detalhada sobre esse argumento.

Cuidado com a linguagem matemaéatica: o teorema 8.25" nao diz que as afir-
mativas (a) e (b) sdo verdadeiras para qualquer matriz A! Ele diz apenas que,
se (a) for verdadeira para uma determinada matriz A, entao (b) também o sera,
e vice-versa. Para matrizes que nao forem diagonalizaveis, ambas as afirmativas
serdo falsas (veja os exemplos 7777).

Observe, também, que os escalares A, A, ..., A, indicados no enunciado nao
sdo, necessariamente, todos distintos (veja a observagao 8.26, logo adiante).
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Demonstracio dos teoremas 8.25 e 8.25': Como indicamos acima, o teorema 8.25
¢ uma consequéncia imediata do teorema 8.25’. Basta demonstrar, portanto, este
segundo teorema.

Antes de abordar a equivaléncia entre as afirmativas (a) e (b), faremos algumas
observagoes preliminares. Se P for uma matriz n X n qualquer (ndo necessaria-
mente invertivel) com colunas dadas por vy, ..., v,, entao

AP = A [Vl Vo - Vn} = [AV1 Avy --- Avn} . (8.15)

Além disso, se D for qualquer matriz diagonal, com elementos na diagonal prin-
cipal dados por A, ..., A,, entao

0 X - 0
PD:[Vl Vo - Vn:| . :2 . . :|:/\1V1 /\QVQ )\nvn]
(8.16)

Vamos, agora, provar que a afirmativa (a) implica (b). Por hipdtese, vale
A = PDP~!. Multiplicando ambos os lados desta igualdade, a direita, por P,
obtemos AP = PD. Usando (8.15) e (8.16), esta relagao se escreve na forma

[Avl Avy .- Avn} = [Alvl AgVy - e- )\nvn] ) (8.17)
Esta igualdade matricial equivale as n igualdades entre as respectivas colunas:
AVl = )\1V1, AVQ = /\QVQ, N s Avn = )\nVn. (818)

Como, por hipétese, a matriz P ¢é invertivel, os seus vetores-coluna vy, ..., v,
compoem uma base de R"™. Em particular, esses vetores sao linearmente indepen-
dentes e, portanto, sdo todos nao-nulos (veja o exercicio resolvido R3.1). Sendo
assim, as relagoes em (8.18) mostram que vy, ... , v, sdo autovetores de A, asso-
ciados a A1, ..., A\, respectivamente. Isso termina a prova de que (a) implica (b).

Para mostrar que (b) implica (a), vamos, essencialmente, refazer esse argu-
mento, de tras para frente. Por hipdtese, agora, vy, ..., v, sdo autovetores da
matriz A associados a Aj, ..., A,. Sendo assim, desta vez, comegcamos com as
relagoes (8.18), que equivalem a equagao matricial (8.17). Em seguida, definimos,
ou “construimos”, as matrizes P e D de acordo com as equagoes (8.13) e (8.14).
Combinando, entdo, as equagoes (8.15), (8.16) e (8.17), obtemos AP = PD. Por

hipétese, os vetores vy, ..., v, compoem uma base de R", de forma que a matriz
P = [vl Vn] é invertivel. Multiplicando ambos os lados de AP = PD, a
direita, por P71, obtemos A = PDP~1. O

Como j4 foi dito, os teoremas 8.25 e 8.25' sdo, na verdade, formulacoes distin-
tas do mesmo resultado. O teorema 8.25 tem a vantagem de ser mais sucinto. O
teorema 8.25', por sua vez, fornece mais informacao. Ele nao apenas caracteriza
as matrizes diagonalizaveis, como também esboca uma “receita” para obter uma
fatoracao da forma A = PDP~!: basta determinar uma base {vy,...,v,} de R"
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composta por autovetores de A (se tal base existir) e, em seguida, “montar” as
matrizes P e D de acordo com as equagoes (8.13) e (8.14).

A seguir, descrevemos esse processo de forma mais detalhada. Consideramos
a diagonalizag¢ao da matriz

1
5 0 (8.19)
1

do exemplo 8.20. O roteiro dado abaixo, no entanto, é “geral”, isto é, pode ser
aplicado a uma matriz quadrada qualquer.

Passo 1: Determine os autovalores da matriz A.

O teorema 8.12 diz que os autovalores de A sdo as raizes de seu polindmio
caracteristico (reveja os exemplos 8.13 e 8.14). Nao é ficil, em geral, achar as
raizes de um polindmio de grau maior que 2, como mencionamos na se¢ao 8.2.
Nos exercicios deste texto, as matrizes de tamanho maior do que 2 x 2 serao
“especiais” (triangulares, por exemplo) ou, entdo, seus autovalores serdo dados.

No presente exemplo, o polindmio caracteristico de A é dado por

4—z 1 -2
pa(z) = det(A — xl) = det 0 h—x 0 =
—1 1 3—x
=0b-x)- [(4 —x)(3—1x) — (—2)(—1)] = —(z — 5)(2® — Tz + 10).

Utilizamos, acima, a expansao de Laplace do determinante® com respeito a se-
gunda linha de A — xI. Verifique que 22 — 7z +10 = (z —5)(z — 2), de modo que
o polinémio caracteristico de A pode ser escrito na forma

pa(r) = —(z = 5)*(z — 2).
Os autovalores da matriz A sdo as raizes desse polindmio, ou seja, sdo:
Al=5 e Ao = 2.
Observe que A\; = 5 tem multiplicidade algébrica igual a 2.

Passo 2: Obtenha uma base para cada autoespago de A.

A matriz A de (8.19) tem dois autoespagos, E(A, A1) e E(A, \q), associados,
respectivamente, aos autovalores Ay =5 e \y = 2.

Ja sabemos como obter uma base para cada subespago: reveja os exemplos
contidos na secao 8.3. No exemplo 8.20, em particular, obtivemos uma base do
autoespaco E(A, A1) dada pelo conjunto By = {v1, vy}, onde

8Veja o exercicio resolvido R6.6.
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Observe, a propésito, que o autoespago E(A, A1) tem dimensao igual a 2.
Para determinar uma base de E(A,A2) = Nuc(A — X\oI) = Nuc(A — 21),
resolvemos o sistema (A — 27)x = 0. A matriz completa desse sistema é

0 2 1 -2
[A 0j]=1] 0 5 0 |0of=]| 0 3
~1 13 0 -1 1

i)

0
0
0

Verifique, via escalonamento, que o conjunto-solucao do sistema (A —2I)x =0 ¢é
descrito por

1 T3 1

X = |T2| = 0 = T3 0
T3 XT3 1
V3

Assim, obtemos uma base de E(A, \2) dada por By = {v3}, onde v3 é o vetor
indicado acima. Observe que dim E(A, \y) = 1.

Passo 3: Determine se a matriz A é diagonalizavel.

Os conjuntos By e B, sdo bases dos autoespagos E(A, A1) e E(A, \y), respec-
tivamente, com A; # 9. Pelo corolario 8.23, o conjunto

B = Bl UBQ = {V17V2,V3}

é linearmente independente. Este conjunto é, de fato, uma base de R3, visto que
tem trés elementos (veja a observagdo 4.27). Em suma, B é uma base de R3
composta por autovetores de A. Pelo teorema 8.25, a matriz A é diagonalizavel.

O argumento acima pode parecer um pouco intrincado. E desejdvel estabelecer
critérios mais objetivos para determinar se uma dada matriz é diagonalizavel.
Grosso modo, podemos afirmar que A é diagonalizavel porque é uma matriz 3 x 3
e obtivemos trés autovetores linearmente independentes, no passo 2 deste roteiro.
Se A nao fosse diagonalizavel, terlamos obtido menos do que trés vetores. Esse
critério é comumente utilizado, na pratica. Vamos reformula-lo, de um modo
mais preciso, no teorema 8.28, logo adiante.

Atencao: se a matriz dada nao fosse diagonalizavel, o processo terminaria
aqui. O passo a seguir so faz sentido para matrizes diagonalizaveis!

Passo 4: Construa as matrizes P e D.

J& estabelecemos que a matriz A é diagonalizavel. Resta, agora, escrever
matrizes P e D na forma indicada pelas equagoes (8.13) e (8.14). O teorema 8.25
garantird, assim, a validade da relacio A = PDP~ .

Primeiro, escrevemos a matriz P, conforme a equacao (8.13), usando os ele-
mentos da base B, ou seja, usando os autovetores vq, vy e v3 obtidos no passo 2:

1 -2 1
P:[Vl Vo v3]: 1 0O O
0 1 1
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A ordem em que escrevemos os autovetores é, por enquanto, irrelevante. Note
que P é uma matriz invertivel, pois P é quadrada e suas colunas sao linearmente
independentes, como observamos no passo 3.

Em seguida, escrevemos a matriz diagonal D, conforme a equagao (8.14). E
fundamental, agora, que a ordem dos autovalores na diagonal de D seja condizente
com a ordem adotada para as colunas de P, como estabelece o teorema 8.25.
Lembre, do passo 2, que as duas primeiras colunas de P (v e vy) s@o autovetores
associados ao autovalor Ay = 5. A terceira coluna de P (v3) é um autovetor
associado a Ay = 2. Assim, temos

A 00 5 0 0
D=0 XN 0|=|(050
0 0 X 0 0 2

Convém salientar que o autovalor \; = 5 aparece duas vezes na diagonal de D.
Isso ocorre porque a dimensao do autoespago E(A, A1) é igual a 2, como indicamos
no passo 2.

Isso termina o processo de diagonalizacdo da matriz A. E recomendével con-
ferir o trabalho realizado: calcule a inversa P~! da matriz P e verifique, direta-
mente, que vale a relacio A = PDP~!. Veja também o exercicio 77.

Observacao 8.26

O exemplo acima mostra que os autovalores Ay, ..., A, indicados no enunciado
do teorema 8.25', que aparecem na diagonal da matriz D, ndo sdo necessariamente
distintos. As vezes, é conveniente escrever os autovalores de uma matriz repetidos
de acordo com as suas multiplicidades. Os autovalores da matriz A considerada
acima seriam escritos, dessa maneira, como A\; = 5, Ay = 5, Ay = 2.

Observagao 8.27

A diagonalizacao de uma matriz, quando existe, ndo € unica. Em outras palavras,
se uma matriz A é diagonalizavel, entao existe mais de uma maneira de fatora-la
na forma A = PDP~!. Veja os exercicios 77?7 e 777.

No passo 3 do roteiro acima, esbogamos um “critério pratico” para determinar
se uma dada matriz é diagonalizavel. O teorema a seguir formula esse critério
de uma maneira mais rigorosa. Esse resultado esta contido no teorema 8.32, que
iremos enunciar e demonstrar mais adiante.

Teorema 8.28
Uma matriz n X n serd diagonalizavel se, e somente se, a soma das dimensoes de
seus autoespacos for igual a n.

E facil aplicar o teorema 8.28 ao passo 3 do exemplo acima: os autoespacos
E(A,\1) e E(A,)\) da matriz A tém dimensoes 2 e 1, respectivamente, como
observamos no passo 2. A soma das dimensoes, assim, é 3. Como A é uma
matriz 3 x 3, o teorema 8.28 garante que A é diagonalizavel.

Vejamos mais um exemplo de diagonalizacao de uma matriz.

Jones Colombo e José Koiller (texto em preparacdo) 191



Capitulo 8. Autovalores, Autovetores e Diagonalizacio de Operadores

Exemplo 8.29
17 =30

9 _1 6] , se possivel.

Diagonalize a matriz B = [

Solugdo: Vamos seguir o roteiro dado acima.
Passo 1: achar os autovalores de B.
O polinémio caracteristico de B é

17— —30
pp(x) =det(B — xI) = det [ 9 —16—95] =

=(17—2)- (=16 —2)—(=30)-9=2 -2 —-2= (v —2)(x +1).
Os autovalores de B sao as raizes de pg(x), ou seja, sao:
Al =2 e Ay = —1.
Como pp(z) = * —  — 2 é um polindmio de grau 2, poderfamos, também, ter

aplicado a “formula de Baskara” para obter estas raizes.

Passo 2: obter uma base para cada autoespago de B.
Para achar uma base de E(B, A1) = Nuc(B—\;I) = Nuc(B—2I), resolvemos o
sistema (B —2I)x = 0. Complete os passos do escalonamento da matriz completa

desse sistema:
R 1 =210
0 00"

Dessa maneira, o conjunto-solugio de (B — 2I1)x = 0 é descrito por

[3_2[0}_{17—2 —-30 0}[15 —300]

9 —-16—2]0] |9 —-18]|0

e, portanto, {vi} = {[?]} ¢ uma base de E(B, \,).
Para obter uma base de E(B, \y) = Nuc(B — A\yI) = Nuc(B + I), resolvemos
o sistema (B + I)x = 0. Verifique, via escalonamento, que seu conjunto-solucao

é descrito por
5
o I . gZEQ o 5/3
<[ =[] =[]

Considerando zo = 3 (para evitar trabalhar com fragoes), obtemos uma base de
E(B, ;) dada por {vo2} = {[3]}.

Passo 3: determinar se a matriz B é diagonalizavel.

Pelo teorema 8.22, o conjunto {vy, vy} é linearmente independente, visto que
V] € Vy sao autovetores de B associados a autovalores distintos. Conforme a
observacao 4.27, este conjunto é, de fato, uma base de R?, j4 que contém dois
vetores. Aplicando o teorema 8.25, concluimos que a matriz B é diagonalizavel.

Alternativamente, podemos aplicar o “critério pratico” do teorema 8.28: os
autoespacos E(B, A1) e E(B,\y) tém, cada um, dimensao igual a 1 (explique!).
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A soma das dimensoes, portanto, é igual a 2. Visto que B é 2 X 2, o teorema 8.28
afirma que B é diagonalizavel. Simples, nao?

Passo 4: escrever matrizes P e D tais que B = PDP~!.

Mais uma vez, basta usar as equagoes (8.13) e (8.14). Escrevemos, primeiro,
a matriz P, usando os autovetores vi e vy obtidos no passo 2:

P=fv wl=|} 3

Em seguida, escrevemos a matriz diagonal D, usando os autovalores correspon-
dentes as colunas de P:
A0 2 0
p=lu )=l

Isso termina o processo de diagonalizacdo: o teorema 8.25" garante que vale a
relacao de semelhanca B = PDP~!. Verifique! O]

Vejamos, agora, exemplos de matrizes que nao sao diagonalizaveis.
Exemplo 8.30

Diagonalize a matriz G = {_411 ;] , se possivel.

Solugdo: O polindmio caracteristico de G é

4—x 1
pe(z) = det(G — z1) :det{ 1 Q—J =

=(4-2)-2—2)-1-(-1)=2>-6x+9=(z—3)>

Assim, a matriz G possui unicamente o autovalor A\ = 3, com multiplicidade 2.
Consequentemente, G possui apenas o autoespago E(G, \). Para encontrar uma
base desse autoespago, vamos resolver o sistema (G — 31)x = 0:

o=, [ 2= ol

-1 2-31]0 1 —-11]0
O conjunto-solucao do sistema (G — 3/)x = 0 ¢é descrito por

(2=

e, assim, {v} = {[7]]} ¢ uma base de E(G, ). Isso conclui os passos 1 e 2 do
processo de diagonalizacao.

Perceba que o autoespago E(G, ) tem dimensao igual a 1. Este é o tnico
autoespaco de GG, como mencionamos acima. A “soma” das dimensoes dos auto-
espacos, dessa forma, é igual a 1. Por outro lado, G é uma matriz 2x 2. Aplicando
o critério do teorema 8.28, concluimos que G nao é diagonalizavel.

E possivel chegar & mesma conclusdo argumentando, diretamente, que nao
existe uma base de R? composta por autovetores de G, e aplicando o teorema 8.25.
Veja o exercicio 77. O]
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Exemplo 8.31

9 3] do exemplo 8.16, se possivel.

Diagonalize a matriz C' = [
Solucao: Como vimos no exemplo 8.16, as raizes do polindmio caracteristico de C
sao os numeros complexos conjugados A\; = 3+ 2i e Ay = 3 — 2. A matriz C
nao possui autovalores reais e, portanto, nao possui autovetor algum em R?. Em
decorréncia do teorema 8.25, podemos concluir imediatamente que a matriz C
nao é diagonalizavel. O

O teorema a seguir contém o teorema 8.28, e aprofunda o nosso conhecimento
sobre a estrutura de operadores diagonalizaveis.

DIZER QUE, NO CONTEXTO DESSA SECAO, DIAGONALIZAR SIGNI-
FICA “DIAGONALIZAR SOBRE OS REAIS”. EXPLICAR O QUE SIGNIFICA
ISSO.

MELHORAR UM POUCO O ENUNCIADO ABAIX0??? E PROVA-LO!!!

Teorema 8.32

Seja A uma matriz n X n. As sequintes afirmativas sdo equivalentes:

(a) A é diagonalizdvel (sobre os reais).

(b) A soma das dimensdes dos autoespacos (reais) de A én.

(¢) O polinémio caracteristico de A tem apenas raizes reais e a multiplicidade
geométrica de cada autovalor de A € igual a sua multiplicidade algébrica.

A FAZER:

- Demonstragao do teorema (no final do capitulo?).

- Exemplo: A matriz B do exemplo 8.14 nao ¢é diagonalizavel: a dimensao de
E(A, Xs) é 1; a soma das dimensoes dos autoespagos é 3.

Recorde que, para cada autovalor A de uma matriz A, vale 1 < dim E(A, \) <
ny, onde n, representa a multiplicidade algébrica de A. Desta observacao e do
teorema acima, segue o seguinte resultado.

Corolario 8.33
Se uma matriz n X n tiver n autovalores reais e distintos, entdo ela serd diago-
nalizdvel.

A FAZER:

- Dar um exemplo 3 x 3777

- OBS: Cuidado: o corolario acima fornece uma condicao suficiente, porém nao
necessdaria para a “diagonalizabilidade” de uma matriz. Considere, por exemplo,
a matriz A dada em (8.19). Observe que A é uma matriz 3 X 3 com apenas 2
autovalores distintos (A\; = 5 e Ay = 2). No entanto, a matriz A é diagonalizavel,
€cOomo vimos.

8.5 Matrizes reais com autovalores complexos

BLAH BLAH 777
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8.6 Classificacao de matrizes 2 X 2

BLAH BLAH 777

8.7 Demonstracoes dos resultados sobre autoes-
pacos (leitura opcional)

Fornecemos, abaixo, as demonstragoes dos resultados da segao 8.3.

Demonstragao do teorema 8.21: Considere qualquer autovalor A da matriz A.
Vamos denotar sua multiplicidade algébrica por n, e sua multiplicidade geomé-
trica por p. Lembre que, de acordo com as respectivas defini¢oes, n, é a multipli-
cidade de A\ enquanto raiz do polinémio caracteristico de A, e p = dim E(A, \).
Queremos provar que p < n,y.

Seja T = {v1,Vva,...,V,} uma base de E(A,\). Observe que o nimero de
elementos de Z corresponde a dimensao p de F(A, ), conforme a defini¢ao 4.24.
Esse fato é crucial na demonstragao. Observe, também, que Z é um conjunto
linearmente independente de vetores de R™. Pelo teorema 4.19, é possivel ob-
ter uma base R™ por acrescentar a Z certos vetores Vpi1, Vpio, ..., V. Assim,
construimos uma base B = {vy,...,v,} de R™ cujos primeiros p elementos sao
autovetores de A associados ao autovalor A.

Vamos, agora, usar ideias da secao 7.2. Seja T : R™ — R"™ o operador linear
dado por x — Ax, e considere a matriz [T]z desse operador com respeito a
base B = {vy,...,v,}. Lembre que [T]z é a matriz n X n cuja j-ésima coluna é
dada pelo vetor de coordenadas de T'(v;) com respeito a base B (veja as equacgoes
(7?7) e (?7)). Visto que vy, ..., v, sdo autovetores de A associados a A, valem

T(vi) =Avi=Avy, T(vo) =Avo=Avy, ..., T(v,) =Av, = v,

As equagbes acima mostram que, para j = 1, ..., p, a j-ésima coordenada do
vetor T'(v;) com respeito a base B é A, e as demais coordenadas sao todas iguais
a zero.” Assim, a matriz do operador 7' com respeito a base B é da forma

A0 - 0 a1ppr1 Gipy2 0 Qg

0O x -0 a2.p+1 A2pt2 - Q2p )
. i p linhas

Tlg=10 0 -+ A| Gppr1 Gppya -+ Gpn (8:20)

0 0 -+ 0)apiipt1 Gprips2 = Apiin

: : : n — p linhas.
100 - 0] anptr Anpt+2 "0 Onp |
p colunas n — p colunas

9Recorde a definicdo 4.32: as coordenadas de um vetor u de R™ com respeito a base B sdo
0s pesos na expressao de u como combinacdo linear dos vetores vy, ..., v, de B.
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Perceba, a propoésito, que nada afirmamos sobre as ultimas n — p colunas da
matriz [T'|z. Meramente indicamos as suas entradas por a; j, na equagdo acima.
O valor dessas entradas, para j > p, € irrelevante na demonstracao.

Podemos reescrever a equagao (8.20), simplificadamente, como

[ﬂgz[g%gq, (8.21)

onde A é a matriz diagonal p X p contendo o autovalor A em cada entrada da
diagonal, 0 é a matriz zero de tamanho n — p X p, e G e H sdo submatrizes de
tamanho p X n —p e n — p X n — p, respectivamente. Como mencionamos acima,
o valor das entradas de G e de H é irrelevante na demonstracao.

A seguir, vamos calcular o polindmio caracteristico da matriz [T]z. Conforme
a observagao 777, as matrizes A e [T] sdo semelhantes, visto que sdo associadas
ao mesmo operador (lembre que A é a matriz candnica do operador T'). Pelo
teorema 8.17, A e [T]s tém o mesmo polindmio caracteristico.

Usando a notagao da equagao (8.21), temos

[Al@ L| 01 [A-zl| G
[T]B_M"_[o Hl_x[(]ln_p}—[ 0 |H-xl,,|’

onde I} representa a matriz identidade k x k, para k € N. Observe que [T'|g— I,
é uma matriz triangular superior em blocos. Pelo teorema 77,

det ([Tg — z1,) = det (A — xI,) - det (H — x1,,_) .

Em outras palavras, o polinémio caracteristico de [T]z é dado pelo produto dos
polindémios caracteristicos de A e de H:

pirs () = palx) - pu(z).

E facil ver que py(z) = (A—x)P. Deixamos a verificacio desse fato como exercicio
(note que A = Al,,). Lembrando que os polindmios caracteristicos de A e de [Tz
coincidem, concluimos que

pa(®) = pirys(x) = (A — ) - pr ().

A equacao acima mostra que a multiplicidade de A enquanto raiz do polinémio
pa(z) é, no minimo, igual a p. (Veja o exercicio 777.) Em outras palavras, a

multiplicidade n) é maior que ou igual a p, como queriamos provar. O
Demonstragio do teorema 8.22: Queremos mostrar que G = {vy,...,v,} é um
conjunto linearmente independente. E 1til lembrar que vy, ..., v,, sao todos

nao-nulos, ja que sao autovetores de A. Além disso, podemos admitir que m > 2,
ja que o resultado é evidente no caso m = 1.

19Como mencionamos, e conforme a teoria da se¢do ??, a entrada a; ; é dada pela i-ésima
coordenada do vetor T'(v;) com respeito & base B.
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A estratégia da demonstracao serd a seguinte: vamos supor, contrariamente
a0 que queremos provar, que G seja um conjunto linearmente dependente. Sob
as hipoteses do teorema, essa suposicao levara a uma contradicao, isto é, a uma
impossibilidade légica. Isso provard o resultado desejado.!!

Seja V = Span§. Pelo teorema 4.18, existe uma base B de V' dada por um
subconjunto de G. Mediante um possivel rearranjo dos indices em G, podemos
admitir, sem perda de generalidade, que B = {vy,...,v,}.'? Em principio, o caso
B = G seria possivel, de acordo com o teorema 4.18. No entanto, se o conjunto G
é linearmente dependente, como supusemos, entao G nao pode ser, ele mesmo,
uma base de V. Assim, a base B é, de fato, um subconjunto préprio de G, ou seja,
B esta estritamente contido em G. Em particular, o nimero p de elementos de B
é menor do que m. Observe, a propésito, que p representa a dimensao de V.

Como o vetor v, pertence a V' (veja a observagao 2.15), podemos escrevé-lo
como combinacao linear dos vetores da base B = {vy,...,v,}:

Vin = C1V1 + CoVa + -+ - + ¢V, (8.22)
Multiplicando ambos os lados desta equacao pela matriz A, obtemos
AV, = 1AV + cAvy + - - -+ Avy,.

Por hipdtese, vy, ..., v,, sdo autovetores de A associados, respectivamente, a
A1, ooy A, de modo que Av; = \;v, para cada j. Assim, a equacdo acima se
reescreve como

AmVm = LAV + C2AaVay + - -+ + Cp A,V (8.23)

Multiplicando, agora, ambos os lados da equagao (8.22) pelo escalar \,,, obtemos
AmVm = QAR V1L + A Vo + -+ + A V). (8.24)

Finalmente, subtraindo a equagao (8.24) da (8.23), obtemos
0=ci(M — An)vi+ 2 A2 — A)va + - - + (A — M) V. (8.25)

Os vetores vy, ..., v, sao linearmente independentes, pois compoem uma base
de V. Assim, todos os pesos ¢;(A; — A;,) na equacao (8.25) sdo necessariamente
iguais a zero. Por hipétese, os autovalores \; sao distintos, de modo que nenhum
dos fatores A\; — A, pode ser igual a zero. Isso mostra que os escalares ¢; tém que
ser todos nulos. Sendo assim, a equagao (8.22) diz que v,, é o vetor zero. Isso,
contudo, contradiz a hipétese de que v,, é um autovetor de A.

Recapitulando: a suposigao de que o conjunto G = {vy,...,Vv,,} é linearmente
dependente é logicamente incompativel com as hipéteses do teorema. Isso prova,
entdo, que o conjunto G tem que ser independente, como queriamos provar.  []

HEste tipo de argumento chama-se “prova por contradicio” ou “reducdo ao absurdo” e pode
parecer, a primeira vista, um pouco anti-intuitivo.

12Em outras palavras, podemos reordenar os vetores do conjunto G = {vi,...,v,,}, se ne-
cessario, de maneira que os primeiros p vetores componham uma base B para o subespago V'
gerado por todos os m vetores.
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Demonstracao do coroldario 8.23: Vamos usar a notacao introduzida logo apds o
enunciado do coroldrio, isto é, vamos denotar os vetores da base By de E(A, \;)

por v¥ ..., V’;k, de forma que
o 1 1 1 2 2 2 m m m
BiUByU---UBp =A{Vvy, Vg, .-,V , VI, Vo, oo, Vs o, VI Ve VL
conforme a equagao (8.12). Considere a relacao
ul u?
-\ N - N
1,1 1,1 11 2.2 2.2 2 2
TV + TV + X, VTV X5V e T, V) e
+a' vt Fayvy + -y vl =0, (8.26)
~ vV
um
Para mostrar que os vetores Vf sao linearmente independentes, vamos mostrar
que todos os pesos z§ na relagao acima sio, necessariamente, iguais a zero.'?
ke k k ok k _
Vamos denotar o vetor x{vy +---+z; v, por u”, para k=1, ..., m, como
indicado em (8.26). Assim, podemos reescrever essa equagao como
u' +ut -+ u” =0. (8.27)

Observe que cada u* pertence ao autoespaco E(A, ), pois é uma combinagio
linear de vetores da base Bj. Assim, ou u* = 0, ou, entdo, u* é um autovetor
associado a A;. Contudo, se algum dos vetores u* fosse nao-nulo, entdao (8.27)
representaria uma relacao de dependéncia linear entre autovetores associados a
autovalores distintos, contrariando o teorema 8.22.

Concluimos, assim, que u® = vk .. -+x’;kvzk =0,parak=1,...,m. Os
k k

vetores vi, ..., v sao linearmente independentes, ja que compoem a base By.

Pk
Assim, os escalares x’f ey x’;k sao necessariamente iguais a zero. Isso termina

a prova de que todos os pesos na relacao (8.26) sao iguais a zero. O]

Exercicios resolvidos

R8.1. MOSTRAR POR INDUCAO QUE VALE A FORMULA (8.1).

R8.2. Sejam A, B e P matrizes n X n, e suponha que P seja invertivel. Mostre
que a relacio A = PBP~! é equivalente a P~'AP = B.

Solugdo: Supondo que A = PBP™!, temos

A=PBP! — AP =Pp (PBP™)
— P 'AP=IB] = P 'AP=B.
Reciprocamente, supondo que P~'AP = B, temos
P7'AP=B = P(P'AP)/ '=IB
— JAI=PBP' — A=PBP' [

13Recorde a definicio 3.14 e o teorema 3.21. Veja, em particular, a afirmativa (d) do teorema.
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Exercicios

Observagao: Este exercicio esta ligado ao conceito de semelhanga de matri-
zes. Recorde a definigdo 7.11.

Exercicios propostos

P8.1. Seja A uma matriz de tamanho 2x3. A matriz A2 estd definida? Justifique.

P8.2. Seja A = [a;;] a matriz do exemplo 8.2. Verifique que A? ndo coincide com
a matriz [a7;] obtida tomando o quadrado de cada entrada de A.

P8.3. Seja A, novamente, a matriz do exemplo 8.2. Calcule A* diretamente,
multiplicando A por ela préopria repetidas vezes, para alguns valores de k.
Considere, por exemplo, os casos k = 1, 2, 3 e 4. Em seguida, aplique a
férmula (8.4) em cada caso, e verifique que os resultados coincidem.

P8.4. (a) Seja A a matriz do exemplo 8.2. Verifique que a equacdo Av = Av
equivale ao sistema
81}1 + 5U2 — )\’01 =0
—10v; — Tvg — Avg = 0,
nas varidveis \, v; e vy (onde vy e vy sdo as coordenadas de v). Note
que esse sistema é ndo-linear, em vista dos produtos Av; e Avs.
(b) Observe que, em geral, se A é uma matriz n X n, a equagdo Ax = Ax

representa um sistema nao-linear nas variaveis A, z, ..., x,, onde
x1, ..., Ty sao as coordenadas do vetor x.
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Capitulo 9

Produto Interno, Projecoes e
Operadores Ortogonais

9.1 Introducao

Até o momento tratamos de diversos conceitos do R", sem abordar os concei-
tos de norma de vetor e de angulo entre vetores e suas consequéncias diretas, as
quais sao a distancia entre pontos e a ideia de perpendicularidade. Para abordar
esses conceitos, precisamos definir o conceito de produto escalar. Aproveitando o
momento, vamos introduzir um conceito mais geral, que é o de produto interno.
O produto interno nos permitira estender as nogoes de distancia e perpendicula-
ridade a outros espacos vetoriais diferentes do R™.

Introduzindo o conceito de produto interno, podemos mostrar que o produto
escalar do R™ é um exemplo de produto interno. Por simplicidade, é bom imaginar
que, pelo menos no principio, quando falamos de produto interno, nos referimos
ao produto escalar do R".

9.2 Produto Interno

Iniciemos com a definicao do produto interno no R".

Definicao 9.1

Suponha que, para cada par de vetores u, v € R", existe uma fung¢ao que associa
um nimero real, denotado por (u, v). Essa funcdo é chamada produto interno
de V se satisfizer as seguintes propriedades:

I, (Linearidade) (au + v, w) = o (u, w) + § (v, w);
I, (Simetria) (u,v) = (v, u);

I3 (Positividade) (u,u) > 0, e (u,u) = 0 se, e somente se, u = 0,
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Capitulo 9. Produto Interno, Projeces e Operadores Ortogonais

para todou,vewemR" e a, 5 € R. OR"” com o produto interno é denominado
espaco vetorial com produto interno ou ainda espaco euclidiano'.

Vamos definir o exemplo mais importante de produto interno no R"™.

Exemplo 9.2
O produto escalar usual do R?, isto é, para u = [ﬁ;] ev= [Z;] definido por

<ll, V> =1l + T2Y2,

é um exemplo de produto interno. De fato, é claro que esta é uma funcao que
toma dois vetores e retorna um nimero. Vamos verificar que esta funcao satisfaz
as propriedades para que seja um produto interno. Para verificar a linearidade,
considere ainda o vetor w = [2 } Entao,

e o) = (a[2] 4[] [2])

- < {Zi; i ?Zﬂ ! [Z] > = (az1 + By1)z + (aws + By2) 2

= 04(1‘121 + ZL’QZQ) + B(ylzl + y222> =« (u, W> + 6 <V,W> .

A simetria é evidente e, para a positividade, basta observar que (u,u) =
2?2 + 22 > 0 ¢ zero, se e somente se, T, = x5 = 0, isto é, no caso em que u = 0.

Podemos generalizar o produto escalar usual para o R", com n > 2.

Exemplo 9.3
Considere os vetores u, v € R”. Digamos que

) 0
X2 Y2

u=| .|, v= || defina (u,v) =191 + Toyo + - + TpYn.
Ty, Un

Verifique que a funcao assim definida satisfaz as propriedades exigidas de um
produto interno, como fizemos para o caso do produto escalar no plano.

Gostaria de frisar que, para o melhor entendimento, no primeiro momento
é interessante quando ler que R™ é um espaco vetorial munido de um produto
interno, imaginar que o produto interno é o produto escalar.

Vamos deduzir algumas propriedades que devem valer para qualquer produto
interno. Para fazer isto s6 usaremos propriedades que constam na definicdo. Em
particular, devem valer para o produto escalar.

1O produto interno pode ser generalizado para vetores de C?, mas para fazer isso, precisamos
substituir a propriedade I por (u,v) = (v,u), onde a barra denota a conjugagdo complexa.
Nesse texto faremos apenas a teoria para espacos vetoriais reais.
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9.2. Produto Interno

1. O produto interno também é linear na sua segunda entrada. Veja:

(u,av + fw) = (av + fw, u)
=a(v,u)+g(w,u) =a(u,v)+ [ (u,w).

A primeira e terceira igualdades seguem pela simetria e a segunda igualdade
da linearidade.

2. O produto (0,u) = (00,u) = 0(0,u) = 0, e, pela observacdo 1, temos,
também, (u,0) = 0.

Vamos dar um exemplo de uma func¢ao diferente do produto escalar que tam-
bém satisfaz as propriedades do produto interno. E, mais adiante, vamos usar
o produto interno para introduzir as nogoes de distancia e angulo entre vetores.
Como podemos usar varias fungoes, vemos que existem varias maneiras (diferen-
tes) de medir distancia e angulo entre vetores. Entao, podemos fazer diversas
perguntas, tais como: o que é invariante entre uma forma de medir e outra? E,
sabendo as medidas de um objeto com respeito a um produto interno, como po-
demos determinar as suas medidas em relagdo a um outro produto interno? Com
respeito a primeira pergunta, existe um ramo na matematica chamado topologia
que responde a boa parte desta questao.

Exemplo 9.4

Sejam u = [71] e v = [} ] em R?, e considere

(u,v) = 221y1 — T1Y2 — Tol1 + T2Yo.

Vamos verificar que essa funcao é um produto interno no plano. Para isso, seja

w=[%].
z1

Vamos verificar a bilinearidade. Para isso, considere w = [Z}] e @« € R um
escalar. Entao,

(u+av,w) = ([oTam],[3])
=2(x1 + ayr)z1 — (1 + ayr)ze — (X2 + ayz) 2z + (T2 + ays) 2o
= 2121 — T122 — Ta21 + Tozg + 04<2y121 — Y122 — Y221 + y222>

= (=] [2)+a(i],[2]) = (uw) +alv,w),

e, portanto, a funcdo é linear na primeira entrada. Vamos verificar ainda a
simetria

(W, v) = 2x1y1 — T1Y2 — Toy1 + TalYo = 20171 — Y102 — Yoy + Yoo = (V, 1) .
E, por fim,
(w,u) = 227 — 1129 — Towy + 75 = T} + X5 — 31Ty — Tox + 15 = 23 + (11— 12)* > 0.

A expressao x% + (331 - :1:2)2 = 0 se, e somente se, r1 = xo = 0. Portanto,
essa funcao satisfaz a todas as propriedades requeridas para que seja um produto
interno.
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9.3 Normas

Lembramos que, no plano, para calcular o comprimento de um vetor u = [i; ] ,
basta calcular \/x3 + x3. Isso se d4 pela aplicagdo do teorema de Pitdgoras.
Para certificar-se de que entendeu isso, veja a figura 9.3. Falar no comprimento
(ou norma) de um vetor é equivalente a calcular a distancia da origem até as
coordenadas que definem o vetor.

Figura 9.1: Aplicagdo do Teorema de Pitagoras

Observe que, se considerarmos o produto interno no plano, como o sendo o
produto escalar, podemos expressar:

V7t + 23 = V/(u ).

E possivel fazer algo similar se estivermos no R? com o produto interno sendo
o produto escalar (repita o raciocinio acima).

Podemos generalizar o conceito de comprimento de vetor sempre que tivermos
um produto interno definido, uma vez que, pela condi¢ao I3, o produto interno
de um vetor por si mesmo é sempre nao negativo e, por isto, podemos definir:

Definicao 9.5
Sejam R"™ com um produto interno (,) e u € R™. Definimos a norma de um vetor

u por ser
[ul] = v/ (u,w).

Se |[u]| = 1 ou, de maneira equivalente, (u,u) = 1, dizemos que o vetor é
unitario e que o vetor estd normalizado. No caso em que u # 0, com |ju| # 1,
entao podemos definir o versor desse vetor por fazer

, 1

u =-—u.
uli

Observe que o versor u’ tem norma igual a 1 e a mesma direcao que o vetor u.
Esse processo também é conhecido por normalizacao do vetor u.
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9.4. Ortogonalidade

Observacgao 9.6
Esta observagao nos sera muito 1til no futuro. Sejam u e v dois vetores, entao:

lu4v|? = (u+v,u+v) = (uu) + (u,v) + (v,u) + (v, v)
= [Jul* + 2 {u, v) + [v]|*.

Exemplo 9.7

wr—

Considere u = [ } € R? e o produto interno, o produto escalar. Logo a norma

é

Jul| = /1422 + (=3)2 = V14.

Observacao 9.8
Se R™ esta munido de um produto interno, entdao a norma satisfara a seguinte
propriedade: para quaisquer u,v € V', temos

|lu+v| < |u] + ||v] (Desigualdade Triangular).

Essa propriedade nos diz que o comprimento de um dos lados de um triangulo
é sempre menor ou igual a soma dos comprimentos dos outros dois lados. Veja
figura 9.2.

Figura 9.2: Desigualdade Triangular
Definicao 9.9
Seja R™ com um produto interno (, ). A distancia entre u e v é definida por
dist(u,v) = |lu —v||.

Exemplo 9.10
Considerando R? e o produto interno é o usual, calcule a distancia entre u = [ _H
ev=/[3}]

dist(u,v) = || [_4] = [3]]| = /{[3]. [ 3]) = V13 unidades.

9.4 Ortogonalidade

Vamos justificar a ideia de u ser ortogonal ou perpendicular a v.
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Seja novamente R? com o produto interno o produto escalar. Considere dois
vetores nao nulos e nao multiplos um do outro, u = [ﬁ} ev = [Z; ] Entao,
podemos considerar os vetores u,v,u — v, sdo os lados de um tridngulo (veja
figura 9.3), e relacionar o comprimento de seus lados, usando a lei dos cossenos,
se 0 é o angulo formado entre os vetores u e v entao

2 2 2
[a = v = flul| + [|v[|" = 2 {[u][ }v]| cos 6.

Isso ¢é equivalente a dizer que

Figura 9.3: Lei dos Cossenos

1 2 2 2
hall vl cos & = 5 [lall” + v]" = lu—=v[7]
1
=5 [P+ ad ol + 03— (01— ) — (22— )]
= T1Y1 + T2l
= (u,v),

e temos a seguinte relagao:
(u,v) = [[u][ |v]| cos 6.

Logo, se 6 = m/2, isto é, u é ortogonal a v, temos, neste caso, (u,v) = 0.
Reciprocamente, se u e v sao dois vetores nao nulos e (u,v) = 0, entdo o dngulo
entre eles é de cosf = 0, portanto, § = 7/2.

Portanto, definimos para qualquer produto interno.

Definicao 9.11

Considerando o R™ com um produto interno, dizemos que dois vetores u e v em
R™ sao ortogonais (ou perpendiculares) se, e somente se, (u,v) = 0. Neste caso,
denotamos por u L v.

As seguintes propriedades seguem imediatamente a definicao de ortogonali-
dade.

1) Qualquer que seja o vetor u € R”, temos u L 0.

2) u L w se, e somente se, w L u.
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3) Se u L w, para todo w € V| entdo u = 0.
4) Seul wev L w, entdo (u+ Av) L w.

Dizemos que X = {uy, uy,...,u,} ¢ um conjunto ortogonal, se (u;,u;) =0,
para todo i # j. E, se além disso, (u;,u;) = 1, para todo i = 1,2,...,n, dizemos
que X é ortonormal.

Teorema 9.12
Considere o R™ munido de produto interno (, ). Se X é um conjunto ortogonal
formado por vetores nao nulos, entao X € LI.

Demonstracao: Veja o exercicio R9.1. O
Exemplo 9.13
1 -1

Considere R3 e o produto interno (, ) o produto escalar do R? e X = { [ﬂ , [ (1)} ,

-1 . . , . .
[f% ] } Vamos verificar que esse conjunto é ortogonal. Para isso, considere

([ =-re1=o (][] =-1-1ram0

<[_i] , [:i]> =1—1=0. Portanto, esse conjunto ¢ ortogonal.

Observagao 9.14
Teorema de Pitagoras: Sejam R" com um produto interno e u e v dois vetores.
Entao, sabemos que

2 2 2
[u+v[" = fJuf” + 2 (u,v) + [[v]".
Se u L v, temos que (u,v) =0 e dai
2 2 2
o+ v|" = fluf” + [Iv]~,

que ¢ o Teorema de Pitagoras para o caso vetorial.

9.4.1 Complemento Ortogonal

Seja F' um subconjunto do R™, o qual estd munido de um produto interno
(,). O complemento ortogonal de F, denotado por F*, consiste nos vetores de
R™ que sao ortogonais a cada vetor v € F', ou seja,

Ft={uecR":(u,v) =0, paratodov & F}.
No caso em que F' = {v}, temos que

vt ={ueR": (u,v) =0}

1

E facil perceber que nesta situagao v— ¢ um subespaco vetorial.
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Exemplo 9.15
Considere F' = {u = [ %} V= [_é] } um subconjunto de R?. Encontre F'*.
y

Queremos determinar w = }, tais que (w,u) = 0 e, também, (w,v) = 0.

Fazendo as contas, obtemos
r4+2y—z=0 = 3/2
y—=z o Jy=3/2e
—2x+2=0 z = 2x.
Portanto, F+ = {[3/2}] 1T € ]R} = Span{[:&/ﬂ }

Teorema 9.16
Seja F' um subconjunto do R™, o qual esta munido de um produto interno, entdo
F+ ¢é um subespaco vetorial de R™.

Demonstracao: Veja o exercicio R9.4. [

9.5 Projecoes Ortogonais

O objetivo é discutir como definir operadores lineares que projetam ortogo-
nalmente um vetor sobre um subespago vetorial W do R".

Inicialmente, considere o vetor unitario v e outro vetor u qualquer do R".
Chamamos o vetor (u, v) v de projegao ortogonal de u sobre v. Veja a figura 9.4.

Figura 9.4: Projecao ortogonal sobre o v

Vamos justificar esse nome, verificando que w = u — (u, v) v é perpendicular
ao vetor v.

(v,w) = (v,u— (u,v)v) = (v,u) — (u,v) (v,v) =0,

pois (v,v) = 1. E, no caso geral, se v é um vetor nao nulo qualquer, consideremos

o seu versor, v/ = i-v. Entdo, novamente (u,v’) v/ é a projecio ortogonal de u

vl

sobre v’ e, substituindo v’ por v, temos:

(u,v)v' = <u, ||\1/||v> Lo <u’V>v = Mv

vV =
VI vt (v )
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9.5. Projecdes Ortogonais

f A d ; _ (wv)

Denotamos a projegao ortogonal de u sobre v por proj, (u) = vy Ve
Observe ainda que a norma do vetor v é indiferente para o resultado. Por
isso, é mais interessante considerarmos o subespaco vetorial gerado por v, isto é,

W = Span {v}, e definirmos

projy (u) = %v, onde 0 #v e W.

Antes de continuarmos, vamos dar um exemplo da forma que esse operador
assume no plano.

Exemplo 9.17

Estamos interessados em determinar as féormulas de uma transformacao linear
que projeta um dado vetor u € R? sobre uma reta, passando pela origem, e que,
portanto, tem equagdo y = ax para algum a € R fixo.

Logo, a reta é gerada pelo vetor v = [}l] , isto é, qualquer ponto da reta é um
multiplo deste vetor. Considere u = [:ﬂ Queremos encontrar \ € R, tal que Av
seja a projecao ortogonal de u sobre a reta y = ax. Como vimos anteriormente,
outra maneira de expressar essa relacao, ¢ pedir que os vetores v e u — Av sejam
perpendiculares, isto é,

(viu—Av) = (v,u) — A(v,v) =0.
Isolando A, temos que

v (LD _atay
v (L) T Tre

Portanto, se definirmos P : R? — R? por u ~ proj, (u) = \v, este operador
terd a seguinte expressao:

v% o¥

Figura 9.5: Projecao
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No exemplo 9.18, veremos que a reflexdo de um vetor, em torno de uma reta
que passa pela origem, estd intimamente ligada com a projecao do vetor sobre
esta mesma reta.

Exemplo 9.18

A reflexdo de um vetor u sobre uma reta y = azr nos d4 um vetor Su do lado
oposto da reta, de tal maneira que o segmento de reta determinado por u e Su é
perpendicular a reta y = ax que corta este segmento no ponto médio, conforme

figura 9.6.

2 proj,u =u+ Su

!

Figura 9.6: Reflexao

Observe na figura 9.6 que o vetor u-+5u esta sobre a reta y = ax, uma vez que
esta reta é exatamente a diagonal do paralelogramo determinado pelos vetores u
e Su. Além disso, o vetor u + Su é igual a duas vezes a projecao ortogonal de u
sobre o vetor v = [}J que determina a reta. E, portanto,

2proj,u=u+ Su & Su=2proj, u—u.

Em termos de férmulas, obtemos:

g tesmed R i

9.5.1 Desigualdade de Cauchy-Schwarz

Vamos retornar a situacdo z = proj, (u) e definir w = u — z, isso implica
que u = w4z, com w L z. Pelo teorema de Pitdgoras, temos que: |[ul|® =
|wl|]> + ||z]|>. Em particular, ||z|| < [lu|, isto é, o comprimento da projecao
proj,(u) é sempre menor ou igual ao comprimento de u.

Mas a norma de proj, (u) € [[{w,v)[| /|[v][. Segue que [[{u,v)[| /{[v]] < [Jul]
ou seja,

|(u, v)| < |lu] ||v]] (Desigualdade de Cauchy-Schwarz).
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9.5.2 Processo de Ortonormalizacao de Gram-Schmidt

O processo de Gram-Schmidt é um procedimento que inicia com um con-

junto LI {vy,va,...,vs} de vetores de R™ e retorna um conjunto ortonormal
{uy,uy, ..., u,}, com a seguinte propriedade: para cada k, com 1 < k < s, 0s
vetores uj,us,. .., u, pertencem ao subespago vetorial Span {vy,va, ..., vg}.

Para entender o processo de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt, vamos voltar
a nossa discussao de como obter a projecao ortogonal de um vetor u sobre um
subespaco vetorial W, de dimensao dois, do R”. Como estamos interessados
em encontrar uma férmula para a projecao ortogonal de um vetor u sobre W,
considere v,w € W, tal que W = Span{v,w}. Lembrando que ja sabemos
calcular proj, u e proj,, u. Entdo, certamente existem o e f € R, tais que o
vetor U = a proj, u-+ (3 proj,, u é a projegao ortogonal de u sobre WW. Precisamos
determinar o e 8. Como sabemos que (u —u) L v deve acontecer, temos:

(u—1),v) = (u— (aproj, u+ Sproj,u),v)

= (u,v) — a(proj, u,v) — B (proj, u, v)

—11V—04M V,V) — va
_<’ > <V,V><’ > B<W7W>< ) >
:(u,v>—a<u,v)—BM:O.

(w, w)

E, como também (u — u) L w deve acontecer, obtemos que:

(u—1u),w) = (u— (aproj, u+ pproj, u),w)

= (u,w}—aw—ﬁm,w} = 0.

{v,v)

Encontrar a e § é equivalente a encontrar a solu¢ao de um sistema linear com
duas equacoes nas variaveis « e . Mas este sistema possui uma solu¢ao muito
simples se v | w: nesta circunstancia a solu¢ao é a = 1 = . Além disso, se v
e w nao sao perpendiculares, sem nenhuma perda, podemos escolher os vetores
V,W = W — proj, w, e teremos que v L w, uma vez que ainda W = Span {v, w}.

Juntando tudo isso, podemos definir o operador projecao ortogonal de u sobre
W por ser

projy, U = proj, u + projg u.
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Essa situagao se generaliza para espacos em qualquer dimensao, e é a base do
processo de ortonormalizacao de Gram-Schmidt que descrevemos abaixo. O pro-

cesso inicia com um conjunto LI X = {vy,vy,...,v4} de vetores de R" e retorna
um conjunto ortonormal Y = {u;, uy,...,us}, com a seguinte propriedade: para
cada k, com 1 < k < s, os vetores uy, Us, ..., U, pertencem ao subespaco vetorial
Span {vq, vy, ..., Vg}.

Vamos descrever o procedimento, fazendo

vi =vye {uj} C Span{vy}
Vh = Vy — mv’l e {v],vy} C Span{vy, vy}

V3, V) V3, V"
—gv,’vlliv’l —iv’jv?ivé) e {v], vy, vi} C Span{vy, vy, v}
1»Vv1 29 V2

k /
Vi, V
Vi, = Vi — (E MV’- e {v],vh,...,vi.} C Span{vy,va,...,vi}

r Sy Vg/ ot /
V, =V — TV | e AV, vy, .., v} CSpan{vy,va, ..., V).
=1 <Vj’vj

E, finalmente, vamos normalizar os vetores, isto é,

1 / 1 /
— V.., Uy = V.
R A

u; =

Exemplo 9.19

. . . 1 0
Seja 0 R? com o produto escalar, considere a seguinte base vy = 1|, vy = |2
? 1 ? 1 )

vy = 8 do R? e aplique o processo de ortonormalizacao de Gram-Schmidt,
3
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para obtermos uma base ortogonal:

1
vi=vy = |1
1
N GLED M9 s [T
PRI\ 15 VA Y SRS EVAY FY (N Y S FY
(v, vh) 1 <[ﬂ,h]> 1 1 3 1 0
r . <V37V/1> / <V37V/2> /
now (<va,va>"1 T )
o (BLED [, B T
= 10] = 1 1 L+ 7= -1 1
s\ L (D Lo
0] 4 [1 ~1 —1
= Jof =S 1| =0 ] 1] = |-1].
3 1 0 2
Normalizando, temos:
1 -1 —1
1 1 1 1
uy=—-vi=—0|1l;m=—| 1| ecus=— -1},
vl V3 |y 21 0 Ve |

a qual é uma base ortonormal do R3.

Observacao 9.20

Como consequéncia do processo de ortonormalizacdo de Gram-Schmidt, temos
que todo espaco vetorial de dimensao finita, munido de um produto interno,
admite uma base ortonormal. De fato, seja {vy, va,...,v,} uma base qualquer de
R™, aplicando o processo de Gram-Schmidt, obtemos {uy, uy, ..., u,} ortonormal,
que gera R™. Pelo teorema 9.12, sabemos que {u;,us,...,u,} é LI e, portanto,
ele ¢ uma base de R".

Observagao 9.21

Uma outra consequéncia do conceito de projecao ortogonal é que o mesmo mini-
miza a distancia de um vetor u € R" a um subespago vetorial W C R". Para
compreender bem esta propriedade, suponha que u = projy,,(u), isto é, u é a
projecao ortogonal de u sobre o subespago vetorial W. Vamos mostrar que

|lu—1u] < |jlu—v|, para todo v € W.

Seja v um vetor qualquer de W, entdo u—v € We (u—v) L (u—1u), mas pelo
teorema de Pitagoras, para espacos vetoriais,

lu—v[*=u—a+a-v["=u—a|"+a-v|"

Portanto, |lu — v|| > |ju — u||, para todo v € W.

Essa propriedade possui numerosas aplicagoes, tais como o Método dos Mi-
nimos Quadrados ou Regressao linear, quadratica ou Regressao expo-
nencial, como é conhecido na Estatistica.
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9.6 Matrizes e Operadores Ortogonais

As matrizes ortogonais sao interessantes, pois com elas podemos executar
movimentos sem deformagao no R™.

Vamos fazer uma observagao que serve como motivagao para a definicao da
matriz ortogonal. Seja V = R3? e o produto interno o produto escalar do R3.

T1 Y1 21 , . ,
Sequy = |72 | ,up=|%|,us = |2 | éuma base ortonormal, isto é, (u;,u;) =
3 Y3 z3
ulu; =0, se i # j, sei=j,entdo (u;,w;) = ujw; = [|Juf|” = 1.
Logo, se montarmos a matriz A, colocando os vetores u; nas colunas, achare-
mos A = [ul uy u3], e ao calcularmos

T1 T2 I3 1 Y <1117 U—1> <U-1, 112) <U-1, 113>
ATA = 1 Y2 Y3 T2 Y2 22| = <1127 111> <112, 112) <112, 113>
Z1 R Z3 I3 Y3 Zz3 (us, 111> (uz,uz) (u3, uz)

E, usando que {u;,uz,uz} é uma base ortonormal, teremos que A'A = I (veja
definigao 9.11).

Definicao 9.22
Dizemos que uma matriz quadrada A é uma matriz ortogonal se A'A = I.

Exemplo 9.23
De acordo com o exemplo 9.19, o conjunto

u; = 1 , Ug = , U3 =

é uma base ortonormal e, portanto, a matriz

(1/v3 —1/vV2 —-1/v6
A=|1/vV3 1/v2 -1/V6
V3 0 2/v6

¢é ortogonal.

Teorema 9.24
Seja (, ) um produto interno em R™, considere a € 3, duas bases ortonormais em
R™. Entdo a matriz de mudanca de coordenadas [I]§ é wma matriz ortogonal.

Demonstracio: Vamos fazer a demonstracdo para o caso em que n = 3. Acre-
ditamos que vocé sera capaz de dar uma prova para o caso geral. Sejam a =
{uy,us,u3} e 8 = {vy, vy, v3} duas bases ortonormais de R?. Para achar a ma-
triz [I ]g, precisamos encontrar as coordenadas dos vetores da base 5 com respeito
a base a. Digamos que

Uy = a11Vy + a21Vy + a31V3
Uy = A12V] + A22Va + G32V3

U3 = a13Vy + a23Vo + a33Vvs.
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9.6. Matrizes e Operadores Ortogonais

A matriz fica:
a1 G2 13
[[]g = [G21 QAg22 G23
az1 a3z 0ass

Queremos ver que essa matriz é ortogonal. Para isso, observe que, como « e 3
sao ortonormais, obtemos:

1 = (u;, u;) = (@1;,V1 + a; Ve + a3;Vs, a1;V1 + a2V + a3 Vs)

_ 2 2 2
= ay; + ay; + ag;,
e, também, se ¢ # j, temos:

0= <'LLZ', Uj> = <a1iV1 + ao; Vo + a3; Vs, a15;V1 + a2 Va + CL3jV3>

= Q1,01 + Q2;A2j + A3;a3;.
Isso mostra que [I]§ é ortogonal. O

Vamos definir agora os operadores ortogonais que estao conectados com as
matrizes ortogonais

Definicao 9.25

Sejam (, ) um produto interno de R” e 7' : R® — R™ um operador linear, se a
matriz [T]%, com respeito a alguma base ortonormal «, for ortogonal, dizemos
que T" é um operador ortogonal.

Exemplo 9.26
Quando tratamos de rotagoes de um angulo # em torno da origem, ao calcular a
matriz deste operador linear em termos da base candnica, obtivemos, no exemplo
5.8, a matriz

_|cosf —senf

N [sen 6  cos 9] '

son 0 cosOl’ obtidos por tomar as

colunas da matriz A, veremos que (u,u) = cos?f + sen?6 = 1 = (v,v). Além
disso, (u,v) = 0, e {u,v} é uma base ortonormal. Portanto, A é uma matriz
ortogonal.

cos 6 —senf
Agora, se temos os vetores u = , V=

Teorema 9.27
Sejam (, ) um produto interno em R™ e T : R™ — R"™ um operador linear, entao
as sequintes condigcoes sao equivalentes:

(1) T é um operador ortogonal;

(2) A matriz de T com respeito a qualquer base ortonormal € ortogonal;

(3) (T'(u), T(v)) =(u,v), Yuevel.
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Capitulo 9. Produto Interno, Projeces e Operadores Ortogonais

Exercicios resolvidos

R9.1. Prove o teorema 9.12: Seja (,) um produto interno em R". Se X é um

conjunto ortogonal formado por vetores nao nulos, entao X é LI.

Solugio: Considere X = {uy,uy,...,u,} um conjunto formado por vetores
nao nulo e ortogonais. Queremos verificar que a tnica solu¢ao do sistema

au; + agug + -+ au, =0
é a solugao trivial. Se fizermos o produto interno com u;, obtemos
(qug + agug + -+ + auy,, u;) = (0,u;) = 0.

Logo, «; (u;,u;) = 0 = «; = 0, para todo i = 1,2,...,n e, portanto, a
unica solugao ¢ a trivial a; = ag = -+ = a,, = 0. Por isso, X ¢é LI ]

R9.2. Prove o teorema 9.27: Sejam (, ) um produto internoem R" e 7" : R — R"

um operador linear, entao as seguintes condigoes sao equivalentes:

(1) T é um operador ortogonal;
(2) A matriz de T' com respeito a qualquer base ortonormal é ortogonal;

(3) (T'(u), T(v)) =(u,v), VYuevelV

Solugao: (1) = (2) Esta implicagdo segue da seguinte propriedade: digamos
que A e B sejam matrizes ortogonais, entao AB também é uma matriz orto-
gonal. De fato, se calcularmos (AB)'AB = B*(A'A)B = B'IB = B'B = 1.
Vamos aplicar esta propriedade para provar a implicagao. Iniciemos com

a C V, uma base ortonormal, na qual [T]% é ortonormal, e 5 C V', uma

outra base ortonormal qualquer. Podemos calcular as matrizes de mudanca
de coordenadas [I]§ e [I]3, que sdo ortogonais pelo lema 9.24. Entao, como

segue da observacao inicial que [T]g também é ortogonal.

(2) = (3) Seja = {v1,Vva,...,V,} uma base ortonormal de V' e seja
A= [T]] = [ay].

Entao, os escalares a;; sao obtidos por

n n

T(v;) = Z%‘Vi e T(vy) = Zarka com j,k=1,...,n.

i=1 r=1
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Exercicios

E temos

(T(v;), T(vi)) = <Zaijvz-, Zam>
= Z Z Q5 Qrg <Vi> Vr>

i=1 r=1
n

= g a;;a;; € como a matriz [a;;] é ortogonal
i=1

= 51

= (Vj, Vi)
E (T'(v;),T(vk)) = (vj, vg) e a propriedade é valida para os vetores da base
inicial. Mas entao, se u e v sao vetores quaisquer de V', entao podemos

. n o n

escrever U= i, x;V; eV =), 1V, logo,

(T(a),T(v)) = <Z 2 T(v), ) ykT(Vk)>

k=1

=3 ay (T(v)), T(vi)

j=1 k=1

=D >y vy, vi)

=1 k=1
n n
= E %‘Vj,E Yk Vi :<uaV>'
j=1 k=1

(3) = (1) Seja o = {uy, uy, ..., u,}, uma base ortonormal de R", e a;; € R
escolhidos por satisfazer:

T(vj) = Zazsz‘ e T(vg) = Zarka com j,k=1,...,n.
i=1

r=1

Isto é, os a;; sdo os coeficientes da matriz [T]%. Entao,

bij = (Vj, Vi)
= (T'(v;), T(v))

n n
= E A5V, E Qri Ve
=1 r=1
n

= E Qi Qif-
i=1

Mas isso é equivalente a dizer que [T]% é ortogonal. O
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Capitulo 9. Produto Interno, Projeces e Operadores Ortogonais

R9.3. a) Encontre a aplicagao linear S : R? — R?, que ¢ a reflexdo em torno da
reta y = .

b) Obtenha a matriz de S na base candnica.
Solucao: Lembrando que Su = 2Pu — u é dada pela formula

. (m) BIGHERIESY

yl) (2a)x+<a2—l)y

14-a? 14-a?

Como a hipétese do exercicio é a = 1, segue que S ([ﬂ) = [5{;] , € a matriz,
em relacao a base canodnica, é

A=l () s (EDI=1 o)

R9.4. Prove o teorema 9.16: Se F' é um subconjunto do R", o qual estda munido
de um produto interno, entdo F'+ é um subespaco vetorial de R™.

]

Solucio: Para garantir que F'* é um subespaco vetorial de R™ é necessirio
verificar as seguintes trés condicoes:

e 0 € I+, uma vez que (u,0) = 0, para todo u € F}

e Se v,w € Ft entdo (u,v+aw) = (u,v) +a{u,w) =0+a0 =0
para todo o € R e, portanto, v+ aw € F*.

Isto é o suficiente para garantir que F* seja um subespaco vetorial. Veja
que nao exigimos nenhuma restricao ao subconjunto F'. O

Exercicios propostos

P9.1. Encontre k, tal que os vetores

1 3
u = -2 eV = K
k 7
3 —6

de R* sejam ortogonais.

P9.2. Encontre uma base ortogonal para os subespacos de R3, gerados pelos
vetores:

o [ ][]
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Exercicios

P9.3. Em cada um dos casos abaixo, determine se o conjunto {u,v,w} C R3 ¢
ortogonal, apenas ortogonal ou nenhum dos dois.

o u=[l)ov= [ 0= [ 1]
o u=[i] =2 = (5]
o u=t[i =t w=2 [

P9.4. Use a desigualdade de Cauchy-Schwarz no R3, para mostrar que, se a >
0,b>0ec>0, entao

1 1 1
b - +-+-]>09
(a+ +c)(a+b+c)_

P9.5. Sejam a,b e ¢ nimeros reais positivos, tais que a + b+ ¢ = 1. Use a
desigualdade de Cauchy-Schwarz no R3, para mostrar que

) ()=

P9.6. Encontre uma base ortogonal para o espacgo solucao de:

{2x+y+z:0
a)

b)x —y+2=0.
y+z=0 JT-ytz

P9.7. a) Encontre a aplicacio linear S : R? — R?, que é a reflexdo em torno da
reta y = 2x.

b) Obtenha a matriz de S na base candnica.

P9.8. Mostre a lei do paralelogramo: |[u+ v|* + [u—v| = 2|ul® + 2|v[*, para
quaisquer que sejam u,v € (R™, ().

P9.9. Sejam u, v € R”, prove que se (u+v) L (u—v), entdo |u| = |v|. Interprete
o resultado geometricamente.

P9.10. Mostre que, se S é um conjunto ortogonal de vetores nao nulos, S é
linearmente independente.

P9.11. Seja {uj,uy,...,u,} uma base ortogonal de R". Entao, dado qualquer
v € R", verifique que as coordenadas de v com respeito a base sao dadas

por
v,u v,u v, u,
V:< 1>u1+< 2>112—|'"'+—< > -
<u17 ul> <u27 u2> <un7 un>
P9.12. Seja {e;,e,,...,e,} uma base ortogonal de R” e u,v € R", dois vetores

quaisquer, mostre que

<U., V> = <u7 el) <Vvel> Tt <11, en> <V7 en) .

Jones Colombo e José Koiller (texto em preparacdo) 219
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P9.13. Mostre que (I — A)(I+A)~! é uma matriz ortogonal, onde A = {_g g] .

P9.14. Determine valores para z,y e z, tal que a matriz abaixo seja canonica

1

V2
0
T

<@ <:§|H

0
1
z

P9.15. Considere em R? a fungao dada por (u,v) = 8z11y — 3w9y; — 3T1Yys +
2y1y2 + 22122, onde u = [%] ev = [ii]

z2
(a) Verifique que esaa fungao é um produto interno.

(b) Usando a norma que é a consequéncia deste produto interno, encontre o

vetor do plano 2z + 3y — 62 = 0 que esta mais proximo do vetor w = [—:ﬂ .

(c) Calcule a distancia, usando a fungao distancia que provem deste produto
interno, de w até o plano 2z + 3y — 6z = 0.

P9.16. Considere o R? com o produto interno dado por (u,v) = z1y; + 2x9ys —
T1Ys — Tay1, onde u = [zi] e v =[]

(a) Determine m, de tal forma que os vetores ['5™] e [,,%] sejam ortogo-

nais.
(b) Determine todos os vetores de R? ortogonais a [3].

(¢) Determine todos os vetores [,,"1] que tém norma 1.

P9.17. Mostre que uma transformacao ortogonal do plano no plano deixa in-
variante a distancia entre dois pontos, isto é, dados u e v, dois vetores
quaisquer,

[Tu—Tv| = flu—v].

P9.18. Mostre que, se T" é uma transformacao ortogonal do plano no plano, sua
matriz em relagao a base candnica s6 pode ser da forma:

sen f cos 6

A |:COS(9 —sen 6] ( Rotagdes )

ou da forma
B_ [cos 0 sen 0

= lsond — cos Q] ( Reflexdes ).
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Capitulo 10

Conicas, Matrizes Simétricas e
Formas Quadraticas

Nesse capitulo vamos exibir dois métodos de mudanca de coordenadas. No
primeiro método mostraremos um resultado mais forte, o qual nos fala que: para
toda equacao do 2° grau, existe um sistema de coordenadas ortonormal no qual a
equacao se escreve como uma das equagoes padroes das conicas. Para demonstrar
esse resultado, introduziremos um tipo especial de operador linear, conhecido
como operador autoadjunto, e mostraremos que todo operador desse tipo possui
uma base ortonormal de autovetores.

O segundo método dar-nos-& um algoritmo que permite reduzir qualquer
forma quadréatica a uma forma diagonal, consistindo em uma técnica 1util para
calculos em espacos de dimensao superior. Além disso, essa técnica é usada para
classificar as formas bilineares simétricas. Ela tem o inconveniente, porém, de
gerar um sistema de coordenadas final que nao é ortogonal.

Ao final do capitulo aplicaremos tais técnicas para classificar as quadraticas
em duas variaveis. Deve ficar claro que esse processo pode ser estendido para
equagoes de segundo grau em mais de duas variaveis.

Além disso, neste capitulo, nés iremos introduzir trés conceitos que estao rela-
cionados: matrizes simétricas, formas bilineares simétricas e formas quadraticas.
No texto, apresentaremos as conexoes entre eles, mas nao nos aprofundaremos no
estudo das formas quadraticas e na classificacdo das formas bilineares. Gostaria-
mos apenas de chamar a atengao para o fato de que esses dois conceitos oferecem
iniimeras aplicagoes em questoes de otimizacao e de tratamento de dados.
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Capitulo 10. Cénicas, Matrizes Simétricas e Formas Quadraticas

10.1 CoOnicas

As conicas, ou seccoes
cOnicas, foram estuda-
das pelos gregos e de-
senvolvidas a partir de
suas propriedades geo-
métricas. Pouco se sabe
a respeito dos precurso-
res do estudo das coOni-
cas. Restaram apenas
os trabalhos de Apollo-
nius de Perga (260-170
A. C.). Nesses traba-
lhos, nao sé foram com-
pilados os resultados co-
nhecidos na época como
também apresentada de
forma sistematica a de-
ducao das propriedades
das conicas.

Circunferéncia

Figura 10.1: Se¢oes de um Cone

Abaixo daremos a definicao das conicas proposta por Apollonius.

Definicao 10.1

A parabola é obtida por considerar

os pontos P do plano que satisfazem e

dist(F, P) = dist(P, (),

onde / é a reta diretriz, e sua equa-

¢do é x = —p.

A elipse é obtida por considerar os
pontos P do plano que satisfazem

8

dist(P, Fy) + dist(P, F) = 2a.
(10.1)
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10.1. Conicas

A hipérbole é obtida por considerar os
pontos P, P’ do plano que satisfazem \

dist(P’, Fy) — dist(P', F3) = 2a. (10.2)

dist(P, Fy) — dist(P, Fy) = —2a. (10.3) Eas ™~

E possivel, a partir das definicdes acima, obter as seguintes equacdes padroes:
2 2 2 2
y? = 4px, x—2—|—y—:10ux——y—:1,
a b2 a?  b?
as quais descrevem uma parabola, uma elipse, ou uma hipérbole, respectivamente.
Para exemplificar como é feita a passagem da definicdo acima até a equagao,
vamos tratar de forma completa somente o caso da parabola, que, das trés, é a

mais simples de deduzir.

10.1.1 Equacao da Parabola

Considere a > 0. Defina p = a = ¢ e introduza um sistema de coordenada xy
tal que o eixo do = passe por cima dos focos e esse tenha coordenadas F' = [§],
e o eixo do y seja paralela a reta diretriz ¢ e satisfaga a equacao xr = —p. Da
definicao da pardbola

dist(F, P) = dist(P, {),
se P = [y], segue que dist(F,P) = \/(z —p)2+y? e dist(P,{) = |z +p|. A
equacao fica
(z—p)?+y*=|z+p|
Elevando ao quadrado ambos o membros dessa equacao, e simplificando, obtemos:

y* = dp.

10.1.2 Equacao da Elipse

Considere a > b > 0. Defina ¢ = v/a? — b2 que é conhecida como a distancia
focal da elipse. Vamos introduzir um sistema de coordenadas xy, de tal forma
que os focos da elipse fiquem sobre o eixo = e tenham coordenadas Fy = [7§] e
Fy = [§], denominados focos & esquerda e a direita, respectivamente. Escolha
o eixo do y de tal forma que ele seja a mediatriz do segmento F;F;. Com esse

sistema de coordenadas, a equagao 10.1 torna-se
V(E+e)?+ 12+ (x— ) + 42 = 2a.

Assim, passando o segundo radical para o outro lado da igualdade, elevando ao
quadrado, simplificando, e usando a relacao ¢ = a? — b%, obtemos a equacido
padrao da elipse

2 2
T Y
E—i_ﬁ:l'
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Capitulo 10. Cénicas, Matrizes Simétricas e Formas Quadraticas

10.1.3 Equacao da Hipérbole

Considere a > b > 0. Defina ¢ = v/a? 4+ b? que é conhecido como a distancia
focal da Hipérbole. Aqui também introduza um sistema de coordenada zy tal
que o eixo do x passe por cima dos focos que tenham coordenadas I} = [~§] e
F; = [§], denominados focos a esquerda e a direita. Escolha o eixo de y de modo
que ele seja a mediatriz do segmento FiF;. Com esse sistema, as equagoes 10.2 e
10.3 tornam-se, respectivamente,

Viec+e)2+y2—(x—c)24+12=2ae/(z+c)2+y2—/(z —c)2+y? = —2a.

Escolhendo qualquer uma dessas equagoes, procedendo de forma idéntica ao que
foi feito com a equacao da elipse, e usando que ¢ = a? + b2, obtemos a equacao
padrao da hipérbole

2 2

x )
2 B

10.1.4 Excentricidade e Propriedades das Coénicas

A seguir iremos definir alguns conceitos importantes a respeito das conicas.
Diremos que as diretrizes da elipse e da hipérbole sao as retas:

a a . . N ~ . .
y = —— e x = —, respectivamente. A circunferéncia nao tem diretriz.
e e

Observacao 10.2

Se tivermos na elipse ou na hipérbole b > a > 0, a distancia focal serd, respectiva-
mente, ¢ = /b2 — a2, ¢ = Va2 + b2. Devemos escolher o sistema de coordenadas
de maneira que os focos tenham coordenadas F; = [_%] e Fy = [Y] e, nesse caso,
as diretrizes serao y = ig.

As conicas possuem um invariante que nos permite defini-las mais sintetica-
mente e nos oferece uma outra visao sobre a natureza delas. Para esclarecer
melhor isso, introduziremos a nocao de excentricidade e, que é, por definicao,
e=c.

Segue da definicao de excentricidade que, se a conica for uma elipse, entao,
0 < e <1 (na circunferéncia, e = 0); e se for uma hipérbole, entao e > 1, e se for

uma parabola, entao, e = 1.

Proposicao 10.3

Fize um ponto F' (Foco), uma linha € (a diretriz), que ndo contenha F, e esco-
lha um nimero Real positivo e (a excentricidade). Considere que os pontos P
satisfacam

dist(P, F') = edist(P,{).

Mostre que: a) se 0 < e < 1, obtemos uma elipse; b) se e = 1, obtemos uma
pardbola; c) se e > 1, obtemos uma hipérbole.

Demonstragdo: veja o exercicio R10.1 e figura 10.1.4 que ilustra a proprieda-
de. O

224 Jones Colombo e José Koiller (texto em preparacio)



10.2. Operadores Autoadjuntos

Nos exercicios, exibiremos outras propriedades interessantes das conicas. No
intuito de mostrar que toda equacao do 2* grau pode ser vista como uma conica
em um sistema de coordenadas ortonormal, vamos apresentar uma familia de
operadores lineares, conhecida como familia de operadores autoadjuntos.

10.2 Operadores Autoadjuntos

Seja (,) um produto interno em R"™. Diremos que um operador linear T :
R™ — R"™ serd um operador autoadjunto se a matriz [T]%, com respeito & uma
base ortonormal «, for simétrica.

Suponha que 7' : R? — R? seja dado por [j] — [§2777]. Considerando R?
com o produto interno usual e a a base canonica do R?, temos que a matriz

=3 3]

¢ simétrica e, portanto, esse operador ¢ um operador autoadjunto.

Teorema 10.4
Sejam (, ) um produto interno em R™ e T : R™ — R™ um operador linear. Entdo,

T é um operador autoadjunto se, e somente se,
(Tu,v) = (u,Tv), para todo u,v € R".
Demonstragao: veja o exercicio R10.2 O]

Vamos verificar tal propriedade com a transformaciao T : R? — R? definida
acima e com o produto interno usual do R?%. Considere u = [3}] e v = [}!] entdo,

(Tu,v) = ([E772] 1))
= 3x1y1 + 4dwoys + 4x1ys — Tx2ys
= 3w1y1 + 4wy + 4wy — Tx2Y0
= 21(3y1 + 4y2) + z2(4y1 — Tyo)
= ([5], [H3]) = (u,Tv).

dy1—Ty2
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Corolario 10.5
Suponha que T : R™ — R" seja um operador autoadjunto; entdo a matriz de T
serd simétrica com respeito a qualquer base ortonormal.

Proposicao 10.6
Seja (, ) um produto interno em R™. Se T : R" — R™ é um operador autoadjunto
entao:

a) autovetores correspondentes a autovalores distintos sao ortogonais;

b) T sempre possui pelo menos um autovalor.

Demonstragdo: veja o exercicio R10.3 0

Lema 10.7
Seja T : R" — R" um operador autoadjunto. Se o subespaco W C R™ é T'-
invariante, entdo seu complemento ortogonal W= também o é.

Demonstragio: considereu € Wev € W entdo Tuec W e
(u,Tv) = (Tu,v) = 0.
Mas isso implica que T'v € W+, logo W+ também ¢é T-invariante. O

Teorema 10.8 (Teorema Espectral)
Seja (, ) um produto interno em R™. Se T : R" — R™ € um operador autoadjunto,
entao existe uma base ortogonal de R™ composta por autovetores de T

Demonstracao: veja o exercicio R10.5. L]

Exemplo 10.9
Considere R? com o produto interno usual e T ([5]) = [3?_3%]. Seja C a base
candnica do R?, chame

A=[T) = [1 3] . Segue que Ay(r) = 2° + 61 — 16 = (z — 2)(x + 8).

3 =7
Como a matriz A é simétrica, segue que T é autoadjunto e, portanto, pelo

teorema 10.8 (Teorema Espectral) este operador admite uma base de autovetores

ortonormal. Vamos determina-la.

(i) Por subtrair A = 2 da diagonal da matriz A, obtemos

{_Zl’) _g] [P1=19]e —2+3y=0.

E, portanto, um autovalor associado a A = 2 é [3yy] =y[3].

(ii) Ao invés de seguir o procedimento padrdo, vamos usar a informagao que o
Teorema Espectral nos fornece. Sabemos que os autovetores associado ao auto-
valor A = 2 sdo ortogonais a [$], e, como estamos em R? um autovetor associado

a A = —8 deve ser [ 1]. De fato, veja que

5 3= s
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3/V10
1/\/5 )

Normalizando esses vetores, obtemos uma base ortonormal 5 = { [
[ -1/V10

3/vio } } A matriz mudanca de coordenadas

V0 V10

Como « e 3 sao bases ortonormais, temos que P é ortogonal, isto é, P! = P~1.
com base nisso, teremos

3 -1
puz- | %,

2o
D_[O _8]_PAP.

10.3 Formas Bilineares Simétricas e Formas Qua-
draticas

Diremos que uma aplicagao f : R" x R™ — R sera bilinear se ela satisfizer as
seguintes propriedades para u,v,w € R" e a € R quaisquer,
flu+aw,v) = f(u,v)+af(w,v)e f(u,v+aw)= f(u,v)+af(a,w).
Além disso, diremos que ela é simétrica se
f(u,v) = f(v,u) para quaisquer que sejam u,v € R".

Como exemplos de formas bilineares simétrica, podemos citar os produtos
internos sobre R™.

As formas bilineares simétricas, podemos associar, para cada base, uma matriz
simétrica A da seguinte forma: fixe uma base o = {vy,va,...,v,} de R", tome
u e v vetores de R"”. Calculando as suas coordenadas, temos u = > " | x;v;,

v =)' y;V; entdo,
fla,v)=f (Z Tivi, ) ijj)
i=1 j=1
=> xf (Vz', > ijj)
i=1 j=1
= Z Z iy f(Vi, vj).

i=1 j=1
Portanto, para calcular f(u,v), basta saber os valores f(v;,v;),1 < i,j < n.
Se criarmos a matriz (simétrica) A = [f|, = [f(vi, v;)], isto é, a matriz que na
posicao 7j tem o valor f(v;,v;), entdo,

Ty fvi,vi) f(vi,ve) - f(vi,Vvy) n

E f(va,vi) f(va,va) - f(va,Vy) Y2
flu,v) = | . . . - : :
Ty f(Vm Vl) f(vm V2) T f(Vm Vn) Yn
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Chamamos a matriz A = [f], = [f(Vvi,V;)] de matriz associada a forma
bilinear simétrica na base a.

Exemplo 10.10
Considere a forma bilinear f do R? definida por

x Yy
f ([’”é} ; [yéb = 2x1y1 —4x2y1 —8x3y1 —4T1Y2 +ToY2 +TT3Y2 —8T1Y3+TT2Y3+5T3Ys3.

T3 Y3

Seja C = {ey, ey, e3} a base canonica do R3. Calculando f(ei,e;) =2, f(e;,e) =
—4 e todas as outras possibilidades, obtemos a matriz

2 —4 -8
fle=|-4 1 7
-8 7 5

Definicao 10.11
Dizemos que uma aplica¢io @ : R" — R serd uma forma quadrética, se Q(u) =
f(u,u) para alguma forma bilinear simétrica f de R™.

Ha uma maneira de, considerando uma forma quadratica (), obtermos a forma
bilinear f necessaria para a definigdo 10.11. Considere a aplicagdo f : R* x R" —
R™ dada por

flu,v) = % [Qu+v)—Q(u) —Q(v)] (Férmula de Polarizacao).

Para maiores detalhes, veja o exercicio R10.6.

Portanto, dado uma forma quadratica ) : R™ — R, podemos determinar uma
forma bilinear simétrica f, através da formula de polarizacao. Além disso, se fi-
xarmos uma base a de R™ podemos associar uma matriz A = [f], a forma bilinear
f. Por isso, também, chamamos a matriz A de matriz da forma quadratica
() com respeito a base a.

E possivel fazer o caminho inverso. Se tivermos uma matriz A = [@ijlnsns
simétrica, poderemos determinar uma forma quadratica fazendo @Q(u) = u’Au.

Observagao 10.12
Seja f uma forma bilinear representada pela matriz simétrica A = [a;;]. Considere

x1
xr2
u= [ : ] . Entao a forma quadratica () pode ser representada por

Tn

ai; Qaia ccc Glp x
Q) = fuu) =[xy o -+ ] G G ccc Gz | T2
Up1 QApa - Gpnp T,

b i i<j

Segue que () serda uma forma quadratica se, e somente se, Q(u) for um po-
lindbmio homogéneo de grau 2 nas entradas do vetor u.
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Pela observacao 10.12, dada a aplicacdo Q : R? — R, definida por
Q ([2]) = ax] + bryxy + ba3, onde a, b, ¢ € R,

temos que esta ¢ uma forma quadratica, pois consiste de um polinémio homogéneo
de grau 2. Além disso, é facil verificar que

b
T a 3 xy
ozt [t 4 2]
Essa observacao se aplica a qualquer n > 3, veja o exemplo 10.13.

Exemplo 10.13
Encontre a matriz simétrica A, associada a forma quadratica

Q ([é]) = 22% — 8xy + y* — 1622 + 14yz + 522

Veja que os coeficientes que aparecem na diagonal sdo os mesmos que acom-
panham os termos 22, y2 e z2. Os coeficientes que acompanham os outros termos
devem aparecer, divididos por 2, fora da diagonal principal. Por exemplo: —8
que é o coeficiente que acompanha zy deve aparecer, dividido por 2, na linha 1
coluna 2 e na linha 2 coluna 1. Entao,

. 2 —4 =8| |z
Qi) =t v A=t 11

A matriz acima é matriz de Q com respeito & base canonica do R? (veja
exemplo 10.10).

10.3.1 Mudanca de Coordenada e Formas Bilineares Si-
métricas

Suponha que x,y sao as coordenadas de dois vetores do R" em relagao a base
a = {uy,...,u,}. Digamos que x’ e y’ representam os mesmos os vetores em
relagdo a outra base 5 = {vy,...,v,}. Dessa forma, existe uma matriz invertivel
P = [I]?, que satisfaz

x = Px’ e, de outra forma, y = Py’
Se f:R" x R" — R é uma forma bilinear simétrica e A = [f(u;, u;)], entdo:
f(x,y) =x'Ay = (PX')' APy =x"P'APy = f(X,y’).

Segue que a matriz de f, com respeito a base 3, isto é, B = [f(v;, v;)], deve
satisfazer B = P'AP.

Definicao 10.14
Diremos que uma matriz B serd congruente a uma matriz A (e escrevemos
B = A), se existir, uma matriz invertivel P tal que B = P'AP.

Jones Colombo e José Koiller (texto em preparacdo) 229



Capitulo 10. Cénicas, Matrizes Simétricas e Formas Quadraticas

Observagao 10.15

Nao confunda o conceito de congruéncia (definicdo 10.14) entre matrizes com o
de semelhancga (definigdo 7.11) entre matrizes. Apesar disso, se a matriz P for
ortogonal, os dois conceitos irao coincidir.

De acordo com a definicao acima, podemos dizer que matrizes associadas
a uma mesma forma quadratica, em relacao a bases diferentes, serdo sempre
congruentes, e, reciprocamente, matrizes congruentes estardo associadas a uma
mesma forma quadratica, s6 que relacionadas a outro sistema de coordenadas.

Exemplo 10.16
Considere u = [71] € R? e a forma quadrética ¢ : R? — R, definida por ¢(u) =
r? + 6x179 — 775, Esta pode ser reescrita, em termos da matriz associada, da

seguinte forma:
z1 1 3 T
)=l =) 5 3 2.

3/V10 -1/v10 ,

v | | s/vio (veja o exemplo
10.9). Sabemos que a base inicial era a candnica, portanto a matriz de mudanga
de coordenadas ¢

Se escolhemos outra base, digamos 5 = { [

V10 V10

Se [u]; =[] sdo as coordenadas do vetor u com respeito a base j3, entéo:

3 —1 3
T
=1 T[] ¢ bl =t wl |
2 Vio V10 Y2

3 =1
poi- | %,

=] o

Dessa forma, temos que
dw =) = [o ]|y 5|7
= [y v [

= ln ] [0 _g} Bj = 247 — 85 = g

Quem j4 estudou equagoes do 2° grau (Az?+ Bry +Cy? + Dx + Ey+ F = 0)
sabe que a principal dificuldade é retirar o fator xy, mas as contas acima nos
sugerem uma técnica para resolvermos esse problema.

O
ek
=) o
sl
_ 1
| —
W =
|
~N W
—_
ek
=) o
s
=) o
S |
1
< <
(V) —
| I

10.4 Algoritmo de Diagonalizacao

Apesar de ja conhecermos um procedimento para diagonalizar matrizes simé-
tricas, vamos apresentar um algoritmo que nos permite diagonalizar uma matriz
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simétrica sem precisar passar pelo processo de calcular o polindbmio caracteris-
tico, os autovalores e autovetores. Esse algoritmo exige apenas o conhecimento
de operagoes elementares. Contra esse procedimento, pesa o fato de que a base
na qual a matriz simétrica se torna diagonal nem sempre é ortonormal.

Vamos exibir um algoritmo que permite obter uma matriz invertivel P que
diagonaliza a matriz A. Existe uma sequéncia de operagoes elementares aplicado
as linhas e uma forma de aplicar, essas operagoes, as colunas, que transforma a
matriz A na matriz diagonal D, além disso, D = P'AP.

Antes de iniciar a leitura do procedimento, veja o exemplo ilustrativo a seguir.

Observacgao 10.17
Counsidere a matriz simétrica

1 2
A= .

2 5
Recordemos que se quisermos fazer uma operacao elementar entre as linhas, por
exemplo, /o — f5—2{;, basta realizarmos a mesma operac¢ao na matriz identidade,
obtendo uma matriz que chamamos de matriz elementar E. Entao, se fizermos
E A, obteremos a mesma matriz que haviamos obtido quando fizemos a operacao
elementar em A. Além disso, se tomarmos E' e fizermos AE?, obteremos a mesma

matriz A que sofreu a operagao cs — c9 — 2¢; nas colunas.
Veja o exemplo:

oa-[4 8 3B Jer- I B

Tendo ele como parametro, vamos descrever o algoritmo:
Algoritmo
Passo 0 Dada a matriz simétrica A = [a;;] de ordem n.

Passo 1 Forme uma matriz n x 2n em blocos M = [A; : I], em que A = A é a
metade a esquerda de M e a metade a direita de M é a matriz identidade.

Passo 2 Ao examinar o termo aq; de M hé trés possibilidades:

Caso I Se ay, # 0, entdo faga as operagoes ¢; — £; — 21“161 comi=23,...,ne,
depois, faga o mesmo com as colunas, isto é, ¢; = ¢; — ¢y com i =2,3,...,1n .

all
Essas operacgoes irao reduzir a matriz M a forma

Nan 0 Xk

Caso II - Se a;; = 0, mas ag, # 0, para algum k > 1. Nesse caso, faca 1 < ¢},
e, também, c; <> cy.

Essas operagoes reduzem a matriz ao Caso I.

Caso III - Todas as entradas diagonais a;; = 0, mas algum a,; # 0. Nesse caso,
faca ¢; — {; + {; e o mesmo na coluna ¢; — c¢; + ¢; (Essas operacoes levam 2a;;
para a i-ésima entrada diagonal). Assim M volta a situagdo do Caso II.

Jones Colombo e José Koiller (texto em preparacdo) 231



Capitulo 10. Cénicas, Matrizes Simétricas e Formas Quadraticas

Passo 3 Repita o passo 2 com cada nova matriz Ay (suprimindo as primeiras
linhas e colunas da matriz precedente) até que A esteja diagonalizada. Entao, M
torna-se M’ = [D : @], onde D é diagonal.

Passo 4 Tome P = Q. Entao, D = P'AP.

Observagao 10.18
No passo 2, as operac¢oes com as linhas modificam os dois lados de M, mas as
operacoes com as colunas modificam apenas o lado esquerdo de M.

Exemplo 10.19

1 2 -3
Seja A = 2 5 —4]|. Utilizando, nas operagoes, o algoritmo anterior, vamos
-3 —4 8

determinar uma matriz nao singular P tal que D = P'AP seja diagonal.
Iniciamos contruindo a matriz M = [A : I]

1 2 3100
M=[A:I]=| 2 5 —4 010
3 -4 800 1

Aplicando as operagoes fo — {5 — 201 e {3 — {3 + 3/1 nas linhas de M, e depois,
aplicando as operagoes correspondentes c; — ¢3—2¢; e c3 — c3+3c nas colunas,
obtemos

12 -3 100 10 0 100
01 2 -2 1 0f edepois, |0 1 2 =2 1 0
02 -1 301 02 -1 301

Em seguida, faremos ¢35 — ¢35 — 205 e a operagao correspondente c3 — c3 — 2¢y
obtendo, assim,

10 0 1 00 10 0O 1 00
01 2 -2 1 0| edepois, |01 0 —2 1 0
00 -5 7 =21 00 -5 7 =21
Dessa forma, A foi diagonalizada. Escrevemos
1 -2 7 10 0
P=1|0 1 —2| e, portanto, D =P'AP= {0 1 0
0o 0 1 00 =5

Observe que P ¢é a transposta da metade direita da matriz final.

Por fim, vamos justificar o algoritmo. Considere a matriz em blocos M =
[A : I]. O algoritmo aplica uma sequéncia de operagoes elementares nas linhas,
seguida de uma sequéncia de operacoes nas colunas do lado esquerdo de M, que
é a matriz A. Isso equivale a pré-multiplicar A por uma sequéncia de matrizes
elementares, digamos F1, Fs, ..., F} e, depois, a multiplicar A pelas transpostas
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das Fj,. Assim, quando o algoritmo terminar, a matriz diagonal D, a esquerda
de M, sera igual a

D=FEy-- EyE{AE'EL - EL com Q = B, -+ Fo ).

Por outro lado, o algoritmo somente aplica as operagoes elementares com as
linhas & matriz identidade I do lado direito de M. Assim, quando o algoritmo
terminar, a matriz a direita de M, é igual a

EkEQElszkEgEle

E por tomar P = !, iremos obter D = P'AP.

10.5 Classificacao das Equacoes do 2° grau

Agora, vamos cumprir o prometido no inicio do capitulo e aplicar a teoria para
classificar todas as formas quadraticas. Para isso, iniciemos com uma equacao do
2° grau completa nas variaveis z,y da forma:

g(x,y) = bi112? + brazy + booy® + a12 + asy + a = 0.

Se fizermos

x4 o B _
X—|:y},/4—|:b172 bm] eAl—[al ag},

entao, poderemos escrever

g@@zh%ﬁii“ﬂ*waﬂm+a

L y
=x'Ax+ A x+a=0.

Como A é uma matriz simétrica, pelo teorema 10.8, existe uma matriz inver-
tivel e ortogonal P tal que

/

A0 oo — |7 —
[0 )\2} = P'AP esejay = {y'} tal que x = Py.

E a equacao inicial tomara a forma
g(ay) =y" (P'AP)y + AiPy +a
AN O [ x
— [x’ y/} {0 )\2] {y/} + [dl dg} [y,} +a
= M2+ My +dix’ +doy +a=0,

onde d; e dy serdao os coeficientes obtidos ao fazer A;P. Voltando a equacao,
temos duas situagoes:
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Se My #0 (Se A\ < 0, temos uma hipérbole, e se A\; A > 0, temos a elipse)
podemos completar os quadrados, se necessario. E, com isso, obtemos

dy \° dy \°
gl y) = A (x/—i-j) + (y’+f) +b=0,
1 2

2 2
onde b =a— <2dT11> — (2‘1722) . Assim, basta realizarmos uma translacao no

R2, dada por
dy dsy
n__ 0, 41 n_ 0 92
T =z +2>\1, Y y+2/\2,

para que a equagao se torne

q(x”,y") _ Alx/a + >\2y”2 + b — 0.

Se M)Ay =0 (pardbola) Pelo menos um dos dois autovalores é nao nulo, e diga-
mos que \; # 0 entdo, podemos completar o quadrado com respeito a z’ e
obtemos

g\2
a2, y) =\ (x’—l—i) +doy) +V =0,
1

2
onde b/ =a — (%) . Fazendo a mudanca de coordenadas

dy
iL‘”:m/—i-—, " _ /’
Y Y Y

a equacao se torna
q(x//’ y//) — )\13://2 + d2y//2 _"_ b/ — O

Em ambos os casos, é facil classificar a equagdo. Além disso, podemos determinar
quais mudancas de coordenadas foram necessarias para leva-la a essa configura-
Gao.

Percebemos, também, que esse procedimento se generaliza para qualquer niu-
mero de variaveis > 2.

Observagao 10.20
Observe que no procedimento anterior, passamos da matriz
bia
A= b 3 para a matriz A0
0 X

b1z
) bao

por uma mudancga de coordenadas. Utilizamos a matriz P, que é ortogonal, e
obtemos

1
det Pl 0} = det(A) (4b11bys — b,) .

0 A T4

Com excecao dos casos nos quais a equagao representa figuras degeneradas, a

classificacao dessa equacao em elipse, parabola ou hipérbole depende, apenas, do

sinal das constantes A; e Ay, e podemos determinar esses sinais se conhecemos o

produto A\; Ay = det(A). Esse sinal pode ser obtido calculando 4b;1by — b2,. Por
isso, chamamos esse nimero de discriminante da equacgao do 2° grau.
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Exemplo 10.21
Vamos aplicar o procedimento descrito acima para classificar a equagao dada por

4a? — 24y + 562 + 11y? — 58y + 95 = 0.
Inicialmente, podemos escrever

g(x,y) = 4a* — 24yx + 113> + 562 — 58y + 95

=[x 4] {_412 _1112} m +[56 —58] m +95

=x'Ax + A;x + 95 = 0.

Depois, precisamos calcular a base de autovetores de

A= {_412 ]ﬂ = Au(z) = 2% — 152 — 100 = (2 + 5)(z — 20).

i) Calculando o autovetor associado a A\ = —5, obtemos [3].
ii) O autovetor associado a Ay = 20 é [ 73].

Portanto, em relacao a base g = { [ g;g] , [_ig } }, as coordenadas dos veto-

res serao escritas por ser u = [z/] e considerando a matriz

(4 3] e [ =of)

E, no sistema de coordenadas 3, a equagao se torna

o yf) = [« ] {—05 200} m +[10 —80] m +95
= —52"% + 20y + 102" — 80y’ + 95
= —5(z? — 22") +20(y” — 4y') + 95
= —5(z” — 22" + 1) +20(y” — 4y’ +4) + (95 + 5 — 80)
= —5(2' —1)* +20(y/ — 2)* + 20.

Fazendo a mudanga de coordenadas
x”:x'—l, y//:y/_27

obtemos
112

g(x//’ y//) — _51_//2 _|_ 20y//2 + 20 — 0 RN % _ y//Q — 1

Que é, portanto, uma hipérbole no sistema z”y”, que nao cruza o eixo y”.
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Vamos utilizar o segundo método (o algoritmo) para eliminar o fator zy na
equacao

422 — 24yx + 562 + 11y? — 58y + 95 = 0

ER) [_é _3 m +[56 —58] m +95=0.

Considere a matriz

[ 4 -12 1 0
M=1_12 11 0 1]'

Para escaloné-la, faga o — {5 + 3¢; e co — co + 3c¢q e obtemos
4 010
0 —-25 3 1}|°

|13 4 o ¢
P = [O 11,temos que [0 _25] = P'AP.

Tomando

g:}, com respeito a base = {[{],[3]},

] /
P = [1 3 , e sabemos que [ﬂ =P [IE,} )

Portanto, se as coordenadas de u sao [
entao

0 1] Y

Entao,

/

a2 y) = [« Y] E _%5} ﬂ + 56 110] m +95

= 42" — 25¢/* + 562" 4+ 110y’ + 95

2
22 22\ 2 22\ 2
— A(2” + 142 + 49) — 25 (y’2 -y (g) ) —4x4+25 (E) 95

11
=42 +7)* — 25(y” — 3)2 + 20.
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Fazendo 2" =2’ +7ey' =9y — 131, temos

12 12
42" — 257 + 20 = 0 & —% + 4=
5

Veja que o sistema de coordenadas z”y” nao é ortogonal nem preserva as

medidas.

Com as técnicas propostas aqui, é possivel classificar qualquer equagao do
segundo grau como uma das situagoes: degeneradas ou como

2 2 2
+ -1, 2

2 ?J2
=4 — — = =1.

Exercicios resolvidos

R10.1. Demonstre a proposi¢ao 10.3. Fixe um ponto F' (Foco), uma linha ¢ (a
diretriz) que nao contém F', escolha, um nimero Real nao-negativo e (a
excentricidade). Considere os pontos P, satisfazendo

dist(P, F) = edist(P, {).

Mostre que, se: 0 < e < 1 obtemos uma elipse; se e = 1, obtemos uma
parabola; e se e > 1, obtemos uma hipérbole.

Solucao: Observe, que, se e = 0, claramente obtemos uma circunferéncia
de raio 0 e centro P. Suponha, que P = [y] e, F' = [}] e £ seja o eixo do y,
isto é, a reta x = 0. Pela defini¢cdo, temos

(x—p)2+y?=celz| & (1 —eHa® —2px+y* +p* = 0.
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Se e = 1, entdo, podemos reescrever a equagao acima como

que é uma parabola.

Se e # 1, podemg)s dividir por 1 — e # 0. Completando o quadrado e
dividindo por —:”—, obtemos

r— 2 )2 2
( p216562) + gz =L

(1—e?)? 1—e2

Se e < 1, entdo 1 — e? > 0 e, com isso, temos uma elipse com

o p2e? i P
(1 —e2)? 1—e2
Se e > 1, entdo 1 — e? < 0 e, com isso, temos uma hipérbole. O

R10.2. Prove o teorema 10.4. Sejam (, ) um produto interno em R" e T' :

R™ — R™ um operador linear. Entao, T" serd um operador autoadjunto se,
e somente se,

(Tu,v) = (u,Tv), para todo u,v € R".

Solugio: Seja o = {uy,uy,...,u,} a base ortonormal de R", na qual a
matriz [T']% = [a;;] é simétrica. Os coeficientes a;; sdo determinados por

T(uj) = Z(Iijui, para todo 1 <j3<n.
=1

Por calcular

(T(w;), ug) = <Z @i, uk>

=1

= <ujazaikui> = (u;, T'(uz)) .

E, com isso, vemos que essa propriedade é verdadeira se substituirmos os
vetores u,v pelos vetores da base a. Seja agora u,v € R" dois vetores

238 Jones Colombo e José Koiller (texto em preparacio)



Exercicios

quaisquer, e por escrevé-los em termos da base a, obtemos u = Y | z;u;
ev=>"_yu, e portanto
- 7j=1 y] ] p 9

(Tu, Tv) = <T(Z Ti;), T(Z yjuj)>
= Z Z; <T(u1), T(Z yjuj)>

n

- Z Z 2y (T'(w), T(uy))

i=1 j=1

=Y @y (i, )

i=1 j=1

n k
= ZZ‘Z <llz‘, Zyjuj>
i=1 Jj=1
n k
= <Z xiui,Zyjuj> = (u,v).
=1 j=1

Reciprocamente, suponha que:
(Tu,v) = (u,Tv) para todo u,v € R".

E seja f = {v1,Va,...,v,} uma base ortonormal qualquer de R™, entéo, a
matriz [T ]g = [b;;] serd determinada por satisfazer

n
T(Vj) = Z bijvi.
i=1
E como  é uma base ortonormal temos que

by = (T'(v;),vi) = (vj, T(v1)) = bji.

Portanto, [T]g é simétrica. Dai, segue que, se a matriz de uma transforma-
¢ao é simétrica, entao ela é simétrica, também, com relagao a qualquer base
ortonormal. O]

R10.3. Prove a proposi¢ao 10.6. Seja (, ) um produto interno em R™. Se T :
R™ — R™ é um operador autoadjunto. Entao:

a) Autovetores correspondentes a autovalores distintos sdo ortogonais.

b) T sempre possui pelo menos um autovalor.

Jones Colombo e José Koiller (texto em preparacdo) 239



Capitulo 10. Cénicas, Matrizes Simétricas e Formas Quadraticas

Solugao: a) Sejam i # j quaisquer:

(A = Aj) (ui, u5) = (Aiwg, ) — (ug, Ajuy)
= <Tui, 11j> — (ui,Tuj> = <Tui,uj) — (Tui, Uj> = O,

uma vez que T’ é autoadjunto. Como A\; — A; # 0 e (A, — A)) (u;,u;) =
isso implica que (u;,u;) = 0.

0,

b) Considere a aplicagdo ¢ : R" — R, definida por ¢(u) = (T'u,u), que
é continua e deverd assumir um maximo em K : {u € R": ||u|]| = 1}, uma
vez que o mesmo é compacto. Seja u; esse ponto, e A\; o valor de ¢ nesse

ponto. Entao, para todo u € R", vale

(= 2D = [l (7 = 2D )

e o () ) ] =

(T'"— A\ I)u,u) <0, Yu € R".

mostrando que

Entao, se escolhermos u =u; +tv, com t € R e v € R", teremos

(T — M) (ug +tv),uy +tv)

= (T = \D)(v),v) + t[(T = MD)(ur, v) + (T = M I)v,uy)]

+ (T — M 1Duy,uy)
=12 (T — M) (V),v) + 2t (T — M\ Duy,v) <0.

Temos uma equagao do 2° grau com o coeficiente que acompanha t* nega-
tivo e, portanto, o discriminante precisa ser menor ou igual a zero, isto ¢,
((T'— A I)uy,v) = 0 para todo v € R". Entao (T'—A;I)u; = 0, mostrando,

assim, a existéncia de um autovalor A\; e de um autovetor u;. O
R10.4. Mostre que a equacao da reta tangente a pardbola y* = 4px em P = [0 ]
é
Yoy = 2p(x + o).
Solucao: Queremos determinar a equacao da reta tangente
Y —yo = m(z — xo)
a pardbola passando por P = [3)]. Precisamos determinar m. Para isto,

faca a substituicao y = mx — mxg + yo na equagado da parabola e teremos

(mz—mxotyo)® = 4pz & m*a*+(2myo — 2m*zo — 4p) x+m’zg—2mroyo+yp.
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Essa equacao do 2° grau s6 pode ter uma solucao e, portanto, o seu discri-
minante precisa ser igual a zero, isto ¢,

(2my0 —2m2xy — 4]0)2 — 4m? (mng — 2mxoyo + yg) = 0.
Fazendo as contas obtemos
16p(zom? — yom + p) = 0 < 2gm? — yom + p = 0.

Resolvendo para m, obtemos

— Yo + \/y5 — 4xop

2£L'0 ’
Isso nos da m = 2‘%"0 visto que P pertence a pardabola. Substituindo m na
equacao da reta inicial, obtemos a equagao enunciada. O

R10.5. Prove o teorema Espectral 10.8: Seja (, ) um produto interno em R". Se
T :R™ — R™ é um operador auto-adjunto, entao existe uma base ortogonal
de R™ composta por autovetores de T'.

Solucao: Vamos demonstrar por inducao sobre n = dimR". No caso que
n = 1, todo operador é autoadjunto, uma vez que toda matriz 1 x 1 é si-
métrica. Suponha o resultado verdadeiro em espaco com dimensao n — 1,
e vamos provar quando a dimensao é n. Seja T' : R" — R™ um ope-
rador autoadjunto, pela proposicao 10.6 b., existe um autovetor unitario
u; associado ao autovalor A;. Considere o subespagco W = Span{u;},
que é um subespaco T-invariante de dimensao 1. Segue, pelo lema 10.7,
que o subespaco, com dimensdo n — 1, W+ também é T-invariante. Logo,
T =T|yr : Wt — W+ também ¢ autoadjunto, pela hipétese de inducdo,

existe uma base ortonormal {uy,...,u,} C W+ formada por autovetores
de T. Segue que {uy,uy,...,u,} é uma base ortonormal formada por au-
tovetores de T'. O

R10.6. Seja ) : R® — R uma forma quadratica associada a forma bilinear
simétrica f. Mostre que vale a seguinte identidade:

fluv) = 5+ v) - Q) - Q(v)].

conhecida como férmula de polarizacgao.

Solugdo: Sabemos que Q(u) = f(u,u), esejau,wev € R” ea € R. Entao
Qu+v)=Q(u) - Q(v)
= fu+v,u+v)— f(u,v)— f(v,v)
= fw,u+v)+ f(viutv)— fu,v) = f(v,v)
= flw,u) + f(u,v) + f(v,u) + f(v,v) = f(u,v) = f(v,V)
=2f(u,v).

Dividindo por 2, obtemos a férmula de polarizagao. O
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Exercicios propostos

P10.1. Identifique a figura e ache sua posi¢do quando a sua equagao for:

a) 2ey+3z—y+1=0;
b) 22 +y* +ay—ax+1=0;
c) 922 + 12y + 922 — 6zy — 6yz — 1 = 0;
d) 1122 + 10y? + 62% — 122y — 8yz + 4daz — 12 = 0;
e) ry+x+y=0;
f) 322 — 4v/3zy — y* + 20y — 25 = 0;
g) 4ry + 3y? + 252 + 4v/5y = 0;
h) 922 + 16y + 2522 + 24xy — 40x + 30y = 0.
P10.2. Mostre que as equagodes paramétricas r = acost e y = bsent, a > 0,

b>0e0 <t < 227r definem uma elipse cuja equacao em coordenadas
. V4 2
cartesianas ¢ % + %3 = 1.

P10.3. Mostre que as equacoes paramétricas r =t e y = Z_jw com t € R, definem
uma parabola cuja equacido em coordenadas cartesianas é y? = 4pw.

P10.4. Seja cosht = # e senh = 61’;_1. Mostre que as equacoes paramétri-
cas x = acosht e y =bsenht, a > 0,b>0et &R definem uma hipérbole

. ~ . , 72 2
cuja equagao em coordenadas cartesianas ¢ 7 — 45 = 1.

P10.5. Para as matrizes abaixo, aplique o algoritmo para encontrar uma matriz
invertivel P, tal que D = P'AP seja diagonal, onde

1 -3 2 4 =5 7
A=1|-3 7 -5 eA=|-5 —6 8
2 -5 8 7 8 -9

P10.6. a) Dé a transformagao linear que descreve o movimento rigido que leva
o segmento de extremos [ 5] e [71] ao segmento de extremos [ 2] e [1],

respectivamente.
b) Mostre que essa transformagao é uma rotagao, e encontre o seu angulo.
P10.7. Mostre que a equacao da reta tangente a elipse f;—j + z—; =1lem P=[3]
é
b zox + a*yoy = a’b’.

P10.8. Suponha que sejam dadas as retas y = mix + ky € y = maox + ko, as quais
se interceptam em um ponto P. Seja 6 o angulo entre elas. Entao,

onde m, é o coeficiente da reta onde se inicia o angulo.
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P10.9. Seja P um ponto de uma parabola e ¢ a reta tangente a parabola em P.
Sejam ¢ a reta passando pelo foco F' e o ponto P e /5 a reta que passa por
P, e que é paralela ao eixo z, entao os angulos, no ponto P, « entre £ e {;
e [ entre { e {5, sdo iguais.

P10.10. Sejam P um ponto sobre uma elipse e ¢ a reta tangente a esta em P.
Considere /1 a reta ligando o foco em F} e /5, a reta ligando o foco F; a P.
Entao, os angulos: «, entre as retas £ e {1, e 3, entre £ e {5, sdo iguais.
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