GANO00007 — Introducao a Algebra Linear — 2014.1 - Prof®. Ana Maria Luz

Lista 3 - Resolucao

1. Verifique se os produtos abaixo estao bem definidos e, em caso afirmativo, calcule-os.

I 173 -2] 12/2 b 11/2[11/2 JolP0 2lal® Y2
! _ _2 )_1 . ) 0)4,_35 )—10'2

Solucao.
a) A ordem da primeira matriz é 1x3 e a da segunda é 3x1, logo o produto esta bem definido e
tera ordem 1x1:

2
[ 173 =2]|-1/2| =[1.2 + 1/3.(-1/2) + (-2).2] = [-13/6]
2

b) A ordem da primeira matriz é 3x1 e a da segunda é 1x3, logo o produto esta bem definido e
tera ordem 3x3:

| N
—1721 w2 <= Y Y

1 o1

¢) A ordem da primeira matriz é 2x1 e a da segunda é 2x2, logo o produto matricial nio esta
definido, pois o nimero de colunas da primeira nao coincide com o numero de linhas da
segunda.

d) A ordem da primeira matriz é 2x2 e a da segunda é 2x1, logo o produto matricial esta bem
definido e tera ordem 2x1.

R H

2. Uma matriz quadrada A se diz simétrica se AT = A e anti-simétrica se AT =-A.

(a) Mostre que a soma de duas matrizes simétricas é também simétrica e que o
mesmo ocorre para matrizes anti-simétricas.
(b) O produto de duas matrizes simétricas de ordem n é também uma matriz
simétrica? Justifique sua resposta.
Solucao.
(a) Sejam A e B duas matrizes simétricas. Desse modo AT = A e BT = B.
(A+B)T=AT+ BT=A + B,logo A + B é simétrica.
Analogamente, sejam A e B matrizes anti-simétricas de ordem n, isto é, AT=_-AeBT
=-B.Temos (A + B)T = AT+ BT=- A + (- B) = - (A+B), logo A + B é uma matriz anti-

simétrica de ordem n.

(b) Nao. Lembre-se que para mostrar que uma propriedade nao é valida, basta exibir um
contra exemplo. Assim, considere as seguintes matrizes simétricas:



I 2 -1 3 I 2)-13 5 5
e . O produto delas resulta em = que nao é
2 -1 3 1 2 -1\ 3 1 -5 5

simétrica.
I 2 a-b
3. Determine niimeros reais a e b para que a matriz A={a+b 2 0 | sejasimétrica.
1 0 4
Solucao.

Para que A seja simétrica, devemos ter A = AT,

1 a+b 1

AT = 2 2 0 |. Assim, igualando A e AT:
a—>b 4
1 2 a-b a+b 1
at+b=2 az%
at+b 2 0 |. Dai, ou 2
X a-b=1 " |b=Y,

4.

a) Verifique que as matrizes da forma X :i( j,ce R, satisfazem a igualdade X2 =1,

c —
onde I é a matriz identidade de ordem 2. Dizemos que as matrizes da forma X sido raizes
quadradas da matriz identidade I.

b) Determine todas as raizes quadradas da matriz identidade I de ordem 2.

Solucao.
1 0)l O 1 0

a) Calculando X2, temos = VceR.
c —1\c -1 0 1

b)

Solucao 1.

Precisamos determinar A tal que A2 =1.

b P+ + 1 0
Sejad =] | abede®. az=aa=|? Tho abrbd_
c d ac+cd bc+d 0 1

Assim, temos que resolver o sistema de equagoes:
a’ +bc=1 a’ +bc=1

ab+bd =00u b(a+d)=0.

ac+cd =0 cla+d)=0

be+d? =1 |be+d? =1

Esse sistema nao ¢ linear, ndo podemos resolvé-lo da mesma maneira que foi feita no
exercicio 3. Vamos considerar quatro casos, a partir das equacdes 2 e 3:

e 1°caso:b=0ec=0. Substituindo no sistema anterior, teremos a =t1 ed=*1.
] . 1 0

Assim, deste caso, temos as solucoes 1 e + 0 1)

o 2%°caso:b#0ec#0.

Para que as equacdes 2 e 3 sejam satisfeitas, a+d=0, o que implicaem d = - a



1—a2

Da equacao 1, bc =1 — a2, podemos fazer ¢ =

Substituindo d = -a na equacao 4, chegamos ao mesmo resultado.

a b
~ 2
Desse caso, temos as solucdes £| 1—a al
b

e 3’caso:b#0ec=0.
Teremos a>=1ed?>=1, 0 que nos dard a =t1 ed==*1.
Mas para que a equagao b(a+d) = 0 seja satisfeita com b # 0, devemos ter a = -d.

1 b
Logo, as solugdes desse caso sao T (O 1].

e 4°caso:b=0ec#0.
Teremos novamente a>=1ed?=1,0 quenos dard a =*1 ed==%1.
Mas para que a equagao b(a+d) = 0 seja satisfeita com ¢ # 0, devemos ter a = -d.

1 0
Desse caso, temos as solucdes i( 1)
c —

b

1
Note que as solucgdes i(o J sao contempladas nas solu¢des do 2° caso fazendo a=1.

Portanto, as soluc¢oes serao as matrizes:

a b

1 0 .
+1, | 1-a* b#0 e i( }cem.
—a c -1
b
Solucao 2.Se atd=0=d=-a=bctal=1=
2
1—
(a) Se b #0, teremos ¢ = ba
a b
Desse subcaso, resultam as solugdes do tipo | 1—a’ a4l
b

(b) Se b =0, teremos a> =1 = a = *1. Veja que c € IR.
1 0
Deste subcaso, resultam as solugées do tipo i( J .
C —_—
2% caso. Seatd#0 =>b=c=0=a>=1ed’=1,0 que nosdarda=%1 ed==%1.

Esse caso fornece as solucdes do tipo * 1.
Portanto, as solucdes serao as matrizes:

a
+1, 4| 1-42

5. Se A e B sdo matrizes reais de ordem 2 que comutam com a matriz




1 0
X = {0 J ,isto é, AX = XA e BX = XB. Mostre que AB = BA.

Solucao.
) a b e f )
Sejam A = e ab,c.deNR eB = Ak e.f,g,h € R, matrizes que comutam com a
c 8

matriz dada no enunciado, podemos escrever:

B R A R e

multiplicagoes em cada membro da igualdade e igualando os resultados obtemos:

a 0 e 0
A= eB= .
0 d 0 h
Desse modo:
a 0)(e O ae 0
AB = = = BA.
0 d)\0 h 0 dh
6. Diga se sdo verdadeiras ou falsas as afirmacdes abaixo. Caso verdadeira prove, caso
contrario dé um contra-exemplo.
(a) Se AB =0, entao A =0o0uB =0.
(b) Se AB = 0, entdao B.A=0.

(c) Se pudermos efetuar o produto A.A, entdo A é uma matriz quadrada.
Solucao.

. 01 01 0 1YO0 1 0 0
(a) Falso. Por exemplo, sejam A = e B= , AB= = .
01 0 0 0 1N\0 O 0 0

(b) Falso. Usando as mesmas matrizes A e B do item acima, temos,

e

(c) Verdadeiro, pois se A é uma matriz m x n e se podemos efetuar A x A = m =n.

7. Uma rede de comunicagdo tem cinco locais com transmissores de poténcias distintas.
Estabelecemos que a; = 1, na matriz abaixo significa que a estacido i pode transmitir
diretamente a estagio j, a; = 0 significa que a transmissdo da estac@o i ndo alcanca a

estacdo j. Observe que a diagonal principal é nula significando que uma estacido nao
transmite diretamente para si mesma.

Apresentamos uma figura que representa as relagoes de transmissio entre as estacdes.
Os pontos representam as estagdes e estdo rotuladas com nimeros romanos, as ligac¢des
com seta indicam a transmissao (direta) orientada no sentido estacao de saida — estacao
de chegada e as ligagboes sem seta indicam que a transmissao (direta) ocorre nos dois
sentidos. Como exemplo, a estagao 11l pode transmitir diretamente a estacao IV e vice-
versa. Ja a estacao II pode transmitir diretamente a estacao IV, porém a estacao IV nao
pode transmitir diretamente a estacao 11.



>

Il
S O O = O
S O = O =
S = O = =
—_— O = = =
S = O O =

ual seria o significado da matriz A2 = A.A?
Q g

Seja A’ = [c; ]. Calculemos o elemento ¢4y =X agragy =0+0+1+0+0=1.

Note que a unica parcela nao nula veio de a,; . a3, = l.1. Isto significa que a estacao IV

transmite para a estacao Il através de uma retransmissao pela estagao IIl (veja a figura),

embora nao exista uma transmissao direta de IV para II.

a)
b)

Calcule A”.
Qual o significado de ¢35 = 27
Discuta o significado dos termos nulos, iguais a 1 e maiores que 1 de modo a justificar a

. ~ . 2 , . . , . .
afirmacgao: “A matriz A~ representa o nimero de caminhos disponiveis para se ir de uma
estacdo a outra com uma tnica retransmissao”.

d) Qual o significado das matrizes A + A>, A° e A+ A” + A°?
e) Se A fosse simétrica, o que significaria?
Solucao.
01 1 1 1[0 1 1 1 1] [1 1 2 3 1]
1 01 1 O0(|1 01 1 O 02 2 2 2
ayl0O 1 01 O0fjfO 1 0 1 O|=|1 0 2 1 1
0010 1{|0O O1 01 01 0 2 0
00 01 00 00 1 0] 001 01

b) ¢; =2 e significa que a estac¢do I transmite para estacao III através de uma terceira

de dois modos (através da estacao Il e da estacao IV).

A? ; i i
c) Cada elemento de representa o nimero de modos que uma estag¢ao transmite para
uma outra através de uma terceira estacao.

2 , ~
d) Cada elemento de A+ A" representa a soma do nimero de modos que uma estagio
transmite para outra, diretamente e através de uma terceira para uma outra.



1 2 3 4 2
1 23 3 2
A+A*=1 1 2 2 1
01 1 21
00 1 11

Veja: L 4.
O elemento a4 indica que ha 4 maneiras de se transmitir da estacao I a estagao I'V:

Diretamente: I — IV; Através de uma terceira: I > V—>1IV, I 511l > 1IVel > III —»
1V.

3 , - ;
Cada elemento de A representa o numero de modos que uma estacao transmite para
uma outra através de uma quarta estacao.

1 3 5 5 4
2 2 46 2
A’=(0 3 2 4 2
1 03 12
01020

Veja: L 4.
O elemento azs indica que ha 2 maneiras de se transmitir da estagdo I para a estagido 11
através de uma quarta estacdo: Il > III 2 IV—->Vell 51 >1IV = V.

2 3 , ~
Cada elemento de A+A”+A” representa a soma do nimero de modos que uma estagio
transmite para outra estacdo, diretamente, através de uma terceira e de uma quarta.

2 589 6
347 9 4
A+A*+A =1 4 4 6 3
1 1 43 3
01 1 31

Veja: L .
Experimente listar as maneiras de se transmitir da estacdo IIl para a estacdo V
considerando transmissoes diretas, através de uma terceira e através de uma quarta.

e) Se A fosse simétrica, isto é, a; =aj, isso significaria que a estagio i transmite para

ji

estacao j sempre que a estacao j transmitir para a i.
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