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Capitulo 1: Nogoes Iniciais

O objetivo desse capitulo é fornecer uma revisao de alguns topicos necessarios a boa
compreensdo deste texto. Iniciaremos com uma breve revisao de Algebra, apresentando exemplos
resolvidos e exercicios de fixacdo. Em seguida, estudaremos um pouco de coeficiente angular e
equacdes de retas e as ideias basicas de funcbes, incluindo um resumo de fungdes exponenciais e de
funcdes logaritmicas.
1.1 — Algebra basica
1.1.1 — Produtos Notaveis
— Quadrado da soma de dois termos: (a + b)? = a® + 2ab + b?
— Quadrado da diferenca de dois termos: (a — b)? = a® — 2ab + b?
— Produto da soma pela diferenca de dois termos: (a + b)(a — b) = a? — b
— Cubo da soma de dois termos: (a + b)® = a® + 3a’b + 3ab* + b®
— Cubo da diferenca de dois termos: (a — b)® = a® — 3a%b + 3ab® — b®
1.1.2 — Fatoracéao de expressoes algébricas

Fatorar uma expressdo algébrica significa escrevé-la na forma de um produto de dois ou
mais termos (fatores). A fatoracéo se baseia na lei da distributividade da multiplicacdo e pode ser
usada para simplificar expressdes algébricas e para resolver algumas equacdes. Seguem alguns dos
métodos de fatoracao:
— Colocacéo de fator comum em evidéncia

Exemplos: 1) Fatore 4x> + 8x°

Solucdo: Como os dois termos dessa expressio sdo divisiveis por 4x*, podemos usar a lei da
distributividade para colocar 4x* “em evidéncia” e escrever: 4x° + 8x° = 4x3(X? + 2)

2) Fatore a expressdo 10(x — 5)*(x + 1)* + 8(x + 1)°(x — 5)*
Solucdo: Os dois termos sdo divisiveis por 2(x — 5)°(x + 1)*
Colocando esse fator em evidéncia temos:
10(x — 5)*(x + 1)* + 8(x + 1)°(x — 5) = 2(x — 5)*(x + 1)*[5(x — 5) + 4(x + 1)]

Efetuamos os produtos nos termos entre colchetes e reduzimos os termos semelhantes para
chegar ao resultado final: 2(x — 5)3(x + 1)*(9x — 21)

— Agrupamento de fatores comuns

Exemplo: ax —bx + 2a—2b=x(a—b) + 2(a—b) = (a—b)(x + 2)



— Diferenca de dois quadrados: a* — b*= (a + b)(a — b)
Exemplo: 4x? — 25y = (2x + 5y)(2x — 5y)

— Soma de dois cubos: a® + b*= (a + b)(a® — ab + b?)
Exemplo: X3 + 8 =x% + 23 = (x + 2)(}% — 2x + 4)

— Diferenca de dois cubos: a® — b*= (a— b)(a® + ab + b?)

Exemplo: X3 —8=x*— 23 = (x - 2)(* + 2x + 4)

1.1.3 — Resolucdo de equacbes do 2° grau pela formula de Baskara

Encontramos as solucdes (raizes) de uma equagdo do 2° grau da forma ax? + bx + ¢ = 0, com
a # 0 usando uma expressdo conhecida como formula de Baskara:

_ —b*+/b*-4ac

X =
2a

O nlimero A = b® — 4ac é chamado de discriminante da equacdo. Quando A > 0, a equago
possui duas raizes reais; quando A = 0, a equacdo possui uma raiz real (ou duas raizes reais iguais);
quando A <0, a equacgdo ndo possui raizes reais.

Exemplos: 1) x> —5x+6 =0

Solucdo: Temosquea=1,b=-5e c=6. Aplicando a formula de Baskara obtemos:

_ —(-5)*+25-24 _5+1

X = = X=30ux=2
2 2

2) 4 —4x+1=0

Solucdo: Temosquea=4,b=—-4ec=1. Aplicando a féormula de Baskara obtemos:

(-4 £16-16 _ 4+0 1
- 8 “ g 7173

X

3)x*+2x+3=0
Solucdo: Temosquea=1,b=2ec = 3. Aplicando a formula de Baskara obtemos:

X:—Zi\/4—12 —-2++-8

2 2

Entdo ndo existem raizes reais



Observacdo: Quando a equagdo ax’ + bx + ¢ = 0, com a # 0 possui raizes reais podemos
escrever o trindmio ax” + bx + ¢ na forma fatorada da seguinte maneira:

ax? + bx + ¢ = a(X — X;)(X — X2) onde X, e X; S&0 as raizes da equacao

Exemplos: Escreva 0s trindmios x* — 7x + 12 e 10x? — 3x — 1 na forma fatorada.
Solugo: Resolvendo a equacdo x* — 7x + 12 = 0 encontramos as raizes x; = 3 e x, = 4

Entdo x* — 7x + 12 = (x — 3)(x — 4)

gl

« . 1
Resolvendo a equacio 10x* — 3x — 1 = 0 encontramos as raizes x; = 5 eXp=—

Entdo 10x> —3x—1=10 (x - %](x + %)

1.1.4 — Simplificac@o de expressdes algébricas por fatoragdo e cancelamento

Podemos combinar a fatoracéo e o cancelamento para simplificar fragdes algébricas obtendo
uma fracdo mais simples que seja equivalente a fragdo dada.

6a’bx 3a
Exemplos: 1) ——=—
P )2ab3x b?
2) a’-b*>  (a+b)a-b) a-b
a’+2ab+b? (a+b)a+b) a+b
3) 10xy 10xy 2y

10x? + 5xy - BX(2X +Y) - 2X +y

1.2 — Coeficiente angular e equacdes de retas

As linhas retas num plano tém equacGes muito simples, relativamente a um sistema de
coordenadas cartesianas. Estas equacGes podem ser deduzidas utilizando-se o conceito de
coeficiente angular.

Definicdo: Sejam (X1, Y1) € (X2, Y2) pontos distintos de uma reta r. Se X; # X, entdo o

coeficiente angular (ou inclina¢do) m de r é dado por m = Yo%
Xy =Xy



Exemplo 1: Ache o coeficiente angular da reta que passa pelos pontos (-2, 5) e (3, -1).

~1-5 -6

3-(-2) 5

Solugdo: m=

Exemplo 2: Determine o coeficiente angular da reta que passa pelos pontos (7, 1) e (3, 1).

Solugdo: m = 1-1_0 g
3-7 -4

Observacdo: O valor de m calculado pela defini¢do anterior € independente da escolha dos
dois pontos emr.

Seja (X1, y1) um ponto dado de uma reta de coeficiente angular m.
Y-V =m
X =X,

Entdo, para qualquer outro ponto (X, y) da reta com x # x; temos que

Dai, multiplicando ambos 0os membros por (X — x;) obtemos a equacdo da reta na forma
ponto-coeficiente angular.

y—Yy1=m(X—Xy) )
Se 0 ponto conhecido é aquele em que a reta corta o eixo y, e € denotado por (0, b), entdo a
equacdo (1) torna-se
y=mx+b (2)
Neste caso, b é chamado de intersecdo y da reta ou coeficiente linear e (2) € a equacao da
reta na forma coeficiente angular-intersecéo (ou equacéo reduzida da reta).
Exemplo 3: Escreva a equacédo da reta que:
a) passa pelos pontos (4, — 2) e (5, 8).
b) passa por (2, — 3) e tem coeficiente angular — 4.
c) tem coeficiente angular 2 e coeficiente linear — 5.

Solucéo:

8-(-2)
5-4

a)m= =10

Entdo por (1) a equacdo daretaey—8=10(x—5)ouy = 10x — 42
b) Por (1),y—(-3)=—4(x-2) ..y+3=—4x+8 . y=—4x+5

c) Por (2),y=2x-5



Observacdes:

1 — O coeficiente angular de uma reta vertical ndo é definido, por isso as férmulas (1) e (2) ndo sdo
apropriadas para se obter sua equacdo. Mas como as primeiras coordenadas de todos os pontos de
uma reta vertical sdo iguais, uma reta vertical que passa pelo ponto (x1, y1) tem equacéo X = X;.

2 — Duas retas ndo verticais sdo paralelas se e somente se seus coeficientes angulares sdo iguais,
isto é,
r//s < me=mg

3 — Duas retas ndo verticais sdo perpendiculares se e somente se o coeficiente angular de uma é
igual ao simétrico do inverso do coeficiente angular da outra, ou seja,

-1
rlse m=—
m

S

4 — O coeficiente angular de uma reta é uma constante. O nimero y,— y; € a varia¢do na coordenada
y e Xo — X é a variagdo na coordenada x. Dessa forma, o coeficiente angular de uma reta fornece a
razdo entre a variacdo de y e a variacdo de X, ou ainda, a taxa de variacao de y em relacéo a x.

1.3 - Funcéo

Intuitivamente, a palavra funcé@o estd associada a ideia de dependéncia. Quando dizemos
que o preco cobrado para enviar um pacote pelo correio € fungdo do peso do pacote, que a area de
um quadrado € funcdo de seu lado, ou que a amplitude de impulsos elétricos gerados no muasculo
cardiaco (cuja representacao grafica é o eletrocardiograma) é funcdo do tempo, 0 que pretendemos
dizer é, que o preco cobrado para enviar um pacote pelo correio depende do peso do pacote, que a
area de um quadrado depende de seu lado e amplitude de impulsos elétricos gerados no musculo
cardiaco depende do tempo.

Em termos gerais, uma funcao consiste em dois conjuntos ¢ uma “regra” que associa a cada
elemento de um dos conjuntos um Unico elemento do outro. Para estabelecer, por exemplo, o efeito
do peso para enviar um pacote pelo correio é preciso conhecer 0 conjunto de pesos possiveis, 0
conjunto de precos admissiveis, e uma regra para associar cada peso a um determinado preco. A
definicdo que vamos adotar é a seguinte:

Definicdo: Uma funcdo de um conjunto A em um conjunto B é uma rela¢do que associa a
cada elemento x de A um Unico elemento y de B.

Sejam os conjuntos A = {1, 2,3} e B={1, 2, 3, 4, 5, 6} e seja a relacdo de A em B que a
cada elemento x de A associa 'y = 2x em B. Assim,

x =1 estaassociadoay =2
X =2 estaassociadoay =4
X = 3 esta associado ay = 6

Esta relacdo € uma funcdo de A em B, pois cada elemento de A esta associado a um unico
elemento de B.

As letras f, g e h serdo usadas para representar funcdes, embora seja comum, em situagcdes
praticas, usar letras que lembrem as grandezas envolvidas.



O conjunto A é chamado de dominio da funcéo e o conjunto B de contradominio. Quando
0 dominio e o contradominio de uma funcéo f sdo subconjuntos de nimeros reais dizemos que f é
uma func¢do real de uma variavel real. Com excecdo do capitulo 4, as funcdes estudadas neste
texto serdo sempre reais de uma variavel real.

A letra x que representa um nimero arbitrario do dominio de uma funcdo f é chamada de
variavel independente; a letra y cujo valor depende do valor atribuido a x é chamada de variavel
dependente.

O valor y que uma funcédo f associa a um nimero x pertencente ao dominio é chamado de
imagem de x por f e denotado por f(x). Assim, por exemplo, quando escrevemos que f(2) = 4
estamos indicando que 4 é o nimero que a funcao f associa ao nimero 2 ou que 4 é a imagem de 2
por f. O conjunto imagem de f é o conjunto de todos os valores possiveis de f(x) obtidos quando x
varia por todo o dominio.

FuncBes também podem ser representadas por tabelas e descri¢des por palavras. Outras se
representam naturalmente com gréaficos, como o eletrocardiograma (EKG). Embora seja possivel
construir uma formula para representar aproximadamente uma funcdo EKG, isto raramente é feito.
O que o medico precisa é 0 esquema de repeticdes, e € muito mais facil vé-lo num grafico do que
em uma formula.

Para representar geometricamente uma funcdo real em um grafico, costumamos usar um
sistema de coordenadas no qual as unidades da variavel independente x sdo marcadas no eixo
horizontal e as unidades da variavel dependente y sdo marcadas no eixo vertical. O grafico de uma
funcéo f é o conjunto de todos os pontos (X, y) tais que x pertence ao dominio de fe y = f(x).

Embora uma funcédo real f possa ser descrita de varias formas, € comum que seja definida
enunciando apenas a “regra” para achar f(x). Nesse caso, fica subentendido que o dominio de fé o
conjunto de todos 0s niUmeros reais que tornam possiveis as operacdes indicadas na regra.

Solugdo: O dominio de fé IR — {1} L
2 _ -2 8 _ 8 0 | \

fcl)=—“="2=1 fd)=-—>="2 ef0)=— =0 —

Ch=007 W=7 3 210 j

O grafico de f esta esbocado ao lado.

Exemplos: 1) Seja f(x) = Z—Xl Determine o dominio de e calcule f(— 1), f(4) e f(0).

2) Thomas Young sugeriu a seguinte regra para calcular a dosagem de medicamento para criancas
com idades de 1 a 12 anos: se a denota a dose adulta (em miligramas) e t é a idade da crianca (em
anos) entdo a dosagem para a crianca € dada por

at
D(t) = — =
0= t+12

Se a dose para adultos de uma substéncia é de 500mg, qual deve ser a dose para uma crianca de 4
anos?

Solucdo: Devemos substituir na fungéo dada a por 500 e t por 4.



AssimD(4) = 5004 =M =125

4+12 16

Portanto, a dose para uma crianca de 4 anos é 125mg

Observagdes: 1) fé uma funcao polinomial de grau n, se:

f(x) = ax" + ap_1X"~

+...+taX+a

onde os coeficientes a,, an_1, ... , a1, ag SA0 NUMeEros reais com a, # 0 € n € um ndmero inteiro ndo

negativo.

Exemplos:

a) f(x) = 7 € uma funcdo polinomial de grau 0.

b) f(x) = 3x* — 8x + 1 é uma func#o polinomial de grau 2.

d) f(x) = x° — 5x* — 6x + 2 é uma fungéo polinomial de grau 5.

2) Uma funcéo racional é um quociente entre duas func¢des polinomiais.

3) Funcao algébrica e aquela que pode ser expressa como soma, diferenca, produto, quociente ou
poténcia racional de polindmios. As funcbes que ndo sdo algebricas sdo chamadas de
transcendentes. As funcbes exponenciais, logaritmicas e trigopnométricas sao exemplos de fungdes

transcendentes.

Nos exemplos a seguir, determine os dominios e calcule os valores indicados das funcdes

dadas.

Exemplo 1: f(x) = X* + 4

a) f(-1) b) 1(0)

Exemplo 2: f(x) = 1
X

a) f(7) b) f(-1)
Exemplo 3: f(x) = 2x
x° -1
a) f(0) b) f(-2)

Exemplo 4: f(xX) = Vx -2

a) f(2) b) 1(3)

0 f(+/2) d) f(%)
1 3
c) f(aj d) f(zj e) f(/2)
0) f(2) d) f(5)
c) f(4) d) f(6)



Exemplo 5: f(x) = 3/x -2

a) (1) b) f(2)

¢) f(0)

d) f(10)

As funcdes nos exemplos 6 e 7 a seguir sdo definidas por regras distintas em diferentes
partes de seus dominios. Tais fungoes sdo “definidas por mais de uma sentenga” ou “definidas por
partes”. Determine o dominio e os valores especificados de cada uma delas:

1
Exemplo 6: f(X) = { x _1
4x* +1
a) f(0) b) (1)
-1 se
Exemplo7: f(x) =< 5 se
1 se
a) f(-5) b) £(0)
Respostas:
1) Dom(f) = IR a)5
2) Dom(f) = IR” a) =
3) Dom(f) =IR-{-1, 1}
4) Dom(f) = [2, =)
5) Dom(f) = IR a)—1
6) Dom () = IR 2) 1
7) Dom () = IR a) -1

se x<1
se x>1
3
c) f| =
(3)
x<0
0<x<?2
X>2
c) f(2)
b) 4 c) 6
b)-1 c)2
-2
a)0 h) —
) ) 3
a)0 b) 1
b) 0
b) 5
b) 5

1.4 — Funcdo Exponencial e Funcdo Logaritmica

d) f(4)

o) o

17
d)
4 1
d) 5 e) 5
2 5
9 3 9) s
c) V2 d) 2
c)¥-2 d) 2
d) 65
d)5 e) 1

Definigdo: Seja b € IR, —{l}. A fungdo de IR em IR’ tal que f(x) = b* é chamada de

funcéo exponencial de base b.

Exemplos:



1) Seja f(x) = 2~
_ 53 _aq. _ 50 _ 4. _5-1_ 1, 32 _ 53
Temos que f(3) = 2° = §;(0) =2 = 1, f(-1) =2 ' = 7 f(Ej 2% =2°= 8

2) Seja f(x) = (%j

Temosquef(4)—1— f(-3) = 8; f(0) = 1; f(zj:iz

Observag&o: Na definigdo anterior, b € IR" —{L} pois:

a) Seja f(x) = (2) *. Entdo, por exemplo, f(1/2) = (- 2) *= +/-2 ¢ IR

b) Seja f(x) = 0%. Entfo, por exemplo, f(-2) =0 ?= % ¢ IR

¢) Seja f(x) = 1%. Entéo f(x) = 1 para todo nimero real, isto €, f(x) é uma fungdo constante.

De modo geral, o grafico de y = b* é representado por uma curva que esta toda acima do
eixo X, corta o eixo y no ponto (0,1) e tem concavidade voltada para cima em IR. Além disso, y = b*
é crescente em IR parab > 1 e é decrescente em IR para0 <b < 1.

) )

Crescenre Coocavidade parn cima

{3) Grificode y = & para b > 1

As funcdes exponenciais obedecem as seguintes propriedades:

Sejam a, b € IR — {1} e x e y nimeros reais.

b = ox=y b) b*.bY = b**Y
¢) (b)Y=b" d) (a.b)* = a“b*
b* a) _ a*

e) — =b*"Y —| ==
) by " (b} b*

Definigdo: Sejam a, be IR com b # 1. Chamamos de logaritmo do nimero a na base b ao
expoente que devemos colocar na base b para obter o nimero a e indicamos por log, a. Assim,

log,a=x < b*=a



Exemplos:
1) log,8 =3 pois 2° =8

2) log,81 =4 pois 3* = 81

1 -3
3) log. —=-3porque5 "= —
) 95125 Porg 125

As bases mais usadas na pratica sdo a base 10 e a base e (onde e representa 0 nimero
irracional cujo valor é aproximadamente 2,718).

Os logaritmos de base 10 s&o chamados de logaritmos decimais e denotados sem indicar o
valor da base, isto €, log a = log, ,a.

Os logaritmos de base e sdo chamados de logaritmos neperianos (ou naturais) e denotados
por Inisto e, Ina = log,a.

Propriedades dos logaritmos:

Sejamb € IR’ —{l}esejama, c € IR

1) log,a= log,c<a=c 2) log,b=1
3) log,1=0 4) log, (a.c) = log,a+ log,c
5) log,a‘“=c.log, a 6) log, (%) = log,a— log,c

Definicdo: Sejab € IR’ —{1}. A funcdo de IR’ em IR tal que f(x) = log, x é chamada de
funcéo logaritmica de base b.

A figura a seguir mostra os graficos de duas fungdes logaritmicas:

Grafico de y = log, x Graficode y = log, ,, X

Propriedades que relacionam as funcdes exponencial e logaritmica como funcdes inversas:

1) b9 *=x 2) log, b* =x
10



As variacOes de muitas grandezas importantes podem ser descritas por um crescimento ou
decaimento exponencial. Por exemplo, na auséncia de limitagbes ambientais, as popula¢des tendem
a crescer exponencialmente; as substancias radioativas e a concentracdo dos medicamentos no
sangue decaem exponencialmente.

Dizemos que Q(t) decresce (ou decai) exponencialmente se Q(t) = Qee ~ “* onde k é uma
constante Eositiva e Qo é o valor inicial Q(0); dizemos que Q(t) cresce exponencialmente se
Q(t) = Qe onde k é uma constante positiva e Qo é o valor inicial Q(0).

A figura a seguir mostra as curvas tipicas de crescimento e decaimento exponencial.

Exemplo: Os seguintes dados foram registrados por um pesquisador durante os primeiros 10
minutos de um experimento projetado para estudar o crescimento de bactérias.

NUmero de minutos 0 10
NuUmero de bactérias | 5.000 | 8.000

Supondo que o nimero de bactérias cresca exponencialmente, quantas bactérias haverd apds 30
minutos?

Solugdo: Como o crescimento é exponencial, seja Q(t) = Qoe*' 0 niimero de bactérias apés t
horas. Temos Qo = 5.000 e Q(10) = 8.000.

Entdo Q(10) = 5.000e’% = 8.000. Dai e'* =

oU1| ©

3
8} _ 5.000x 512 = 20,480

Portanto, Q(30) = 5.000e%% = 5.000(e’%)* = 5.000(g e

Apos 30 minutos havera 20.480 bactérias.

Foi observado experimentalmente que a maioria das substdncias radioativas decai
exponencialmente de modo que se uma amostra tem uma massa inicial Qg, a massa que resta apos t
anos é dada por uma funcéo da forma Q(t) = Qe %

Exemplo: Uma substancia radioativa decai exponencialmente. Se 500 gramas da substancia
estavam presentes inicialmente e 400 gramas estdo presentes 50 anos depois, quantos gramas
estardo presentes apos 200 anos?

Solugdo: Temos que Q(50) = 500e > = 400

11



Daie’SOk = 4_00 = ﬂ
500 5
4
Entdo Q(200) = 500e ~2%% = 500(e ~3%)* = 500(%) = % =204,8

Apobs 200 anos estardo presentes 204,8 gramas da substancia.

No exemplo anterior, a constante positiva k € uma medida da taxa de decaimento, mas essa
taxa em geral é especificada em termos do tempo t necessario para que metade da amostra decaia.
Esse tempo é chamado de meia vida da substancia radioativa. O proximo exemplo mostra qual é a
relacdo entre k e a meia vida.

Exemplo: Mostre que a meia vida de uma substancia radioativa que decai exponencialmente

é dada por t; = '”72

Solugéo: Queremos encontrar um valor t; tal que Q(t1) = Qo

2
Dai Que = %Qo

Dividindo por Qo e tomando o logaritmo de ambos os membros temos: In e ¥4 = In %

Aplicando propriedades de logaritmos vem:

—kt;j=In1-In2 .. —kt;=-In2 .. kihy=In2 .. t;=-—"=

Exemplo: O elemento radio decai exponencialmente com uma meia vida de 1.690 anos.
Quanto tempo uma amostra de 50g de radio leva para ser reduzida a 5 g?

In2 _In2

Solugéo: A meia vida do rédio é t; = 1.690. Ent&o, pelo exemplo anterior, k = © = 1690
. L

In2

Como Qo = 50 e Q(t) = 5 temos 50e 1690 = 5

In2 In2
L, - - t
Dai e 169 = S5_1 . Ine %0 =In1-In10 .. - In2 t=—In10 .. In—2t = In10
50 10 1.690 1.690
Logot= 1.690In10 _ ¢ £q4
n

Uma amostra de 50g de radio leva 5.614 anos para ser reduzida a5 g.

12



Exercicios

Nas questbes 1 a 10, calcule os produtos notaveis:

1) (x +5)? 2) (3x + 4y)*

3) (¢ +y)’ 4) (7 - x)?

5) (6x — 3)? 6) (9x + 5x*)(9x — 5x*)
7) (x +3)(x - 3) 8) (X + 4y)(x* — 4y)
9) (2x + 5)° 10) (x— 3)*

Nas questdes 11 a 14 use a formula de Baskara para resolver a equacao dada:

11) x* + 10x + 25 =0 12) 2x* +3x+1=0
13)x* ~2x+3=0 14)1+i—32=o
X X

Nas questdes 15 a 32, fatore a expresséo dada:

15) X* + X — 2 16) X* — 7x + 12

17) 6x% —5x + 1 18) 5x* + 13x — 6

19) ¥* —2x + 1 20) X* + 14x + 49

21) 16x* - 81 22) 9x% — 25y

23)x° -1 24) x® - 27

25) X" —x° 26) X3 + 2X% + x

27) 2x° — 8x% — 10x 28) x* + 5x° — 14 X

29) X% + 4x + xy + 4y 30) X3+ 2x° —x -2

31) 4(x — 3)*(x + 1) + 10(x — 3)* 32) 4(x + 3)*(x — 2)* — 6(x + 3)*(x — 2)°

Nas questdes 33 a 36 simplifique o quociente dado 0 maximo possivel:

X* +5X+6 34) (X+5)°(X+2) — (Xx+5)*(x+2)?
x* —5x-14 X% +7x+10

33)

2X(x +1)% — x*(x +1)?
X? +3x+2

2(1-%)°%(x+3)° + 4(1-X) *(x+3)*
(1-%°

35) 36)
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37) Encontre o coeficiente angular da reta que contém os pares de pontos dados:
a)(-2,3)e(0,4) b) (2, 0) e (0, 2) o) ﬂ_g,_lje(_%%j
38) Ache, se possivel, a inclinacdo da reta dada pela equacéo:

a)4x -6y =5 by x+3y=7 c)3x-5=0

39) Estabeleca a equacéo da reta L indicada.

a) L passa por (2, — 3) e (5, 3).
b) L passa por (— 1, — 4) e tem coeficiente angular %

c) L é vertical e passa pelo ponto (7, 3).

d) L é horizontal e passa pelo ponto (3, — 5)

e) L tem coeficiente angular 6 e coeficiente linear 7.

f) L passa por (1, 5) e é paralela a reta de equacdo 2x + y = 10.

g) L passa por (- 2,4) e é perpendicular a reta de equagdo x + 2y = 17.

40) Um medicamento é ministrado por via intravenosa para aliviar a dor. A funcéo
f(t) =90 -52In(1 +t) com0<t<4

da o numero de unidades do medicamento remanescentes no corpo depois de t horas.

a) Qual foi a quantidade inicial ministrada em termos de unidades do medicamento?

b) Quantas unidades estardo presentes depois de 2 horas? (dado: In3 = 0,477)

41) A meia vida de uma certa substancia radioativa é 12 horas. Inicialmente, ha 8 gramas de
substancia radioativa.

a) Expresse a quantidade remanescente da substancia em funcéo do tempo t.

b) Em quanto tempo restard apenas um grama de substancia radioativa?

42) O numero de bactérias numa cultura em placa de Petri ap6s t horas é B = 100 %%

a) Qual o nimero inicial de bactérias presentes?
b) Quantas bactérias estardo presentes em 6 horas? (dado e = 2,7)
¢) Quando o nimero de bactérias sera 200? (dado In2 = 0,304)

Respostas:

1) x* + 10x + 25 2) 9x% + 24xy + 16y°
3) x* + 2%y +y° 4) 49 — 14x + X2

5) 36x° — 36x + 9 6) 81x* — 25x°
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N x*-9

9) 8x% + 60x? + 150X + 125
11)x=-5

13) Né&o existem solugcdes

15) (x + 2)(x - 1)

e

19) (x — 1)

21) (4x + 9)(4x — 9)
23) (x— 1) + x + 1)
25) X>(x + 1)(x — 1)
27) 2x(x - 5)(x + 1)
29) (X + y)(x + 4)

31) 2(x — 3)%(7x — 13)

33) x+3
X—=7
35) x(x +1)

1
Ma) s b1

2 1
‘)  b) -

39Y9a)y=2x-7

e)y=6x+7
40) a) 90
In2

41)a)QM)=8 e 12

42) a) 100 bactérias

8) x* — 16y*

10) X* — 9x% + 27x — 27
12)x=—1;x=—l
2

14)x=1;x=-5

16) (x — 3)(x — 4)

2
18) 5(x + 3)(x —gj

20) (x + 7)?

22) (3x + 5y)(3x — 5y)
24) (x — 3)(x* + 3x + 9)
26) x(x + 1)?

28) X(x + 7)(X — 2)

30) (x + 2)(x + 1)(x — 1)

32) 2(x + 3)3(x — 2)(12 - x)

34) 3(x +5)

2(x+3)°(x+7)

36
) 1-X

13
C [
) 20

c) Néo existe, pois a reta € vertical

1 7

b) =x—- — C)x=7 dy=5
)2 5 ) )Y
ly=-2x+7 gy=2x+38

b) 90 — 52In3 = 65,2
b) 36 horas

b) Aproximadamente 5314 bactérias

¢) 0,44 horas = 26,4 minutos (aproximadamente)
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Capitulo 2: Limite de uma funcéo real

O Célculo Diferencial e Integral € um importante ramo da Mateméatica com um grande
namero de aplicacdes: plotagem de curvas, otimizacdo de fungdes, analise de taxas de variagdo e
determinacdo de &reas, entre outras.

O que distingue o Calculo da Algebra é o conceito de limite que é o ponto de partida para
definir todos os outros conceitos do Célculo, como os de “derivada” e “integral”.

Na linguagem comum, as pessoas se referem ao limite de velocidade, ao limite de peso de
um lutador, ao limite de resisténcia de um maratonista, ou ao fato de esticar uma mola até o limite.
Todas essas frases sugerem que o limite é uma fronteira que em certas circunstancias ndo pode ser
atingida, mas em outras pode ser atingida ou mesmo ultrapassada. Um limite matematico se parece
com esses limites. Nesse capitulo vamos apresentar uma ideia intuitiva do conceito matematico de
limite e mostrar como pode ser calculado.

2.1 — Nogéo intuitiva do conceito de limite

Falando de maneira geral, o processo de determinar o limite de uma funcéo real f consiste
em investigar o comportamento do valor de f(x) a medida que a variavel independente x se
aproxima de um nimero ¢, que pode ou ndo pertencer ao dominio de f.

X2 4+X-2 | .
\Vamos supor que queremos saber o que acontece com f(x) = 1 a medida que x se

aproxima de 1.

Embora f ndo seja definida em x = 1, podemos avaliar f(x) para valores de x proximos de 1.
Para fazer isto, preparamos uma tabela como a que aparece a seguir:

X 1090909909991 ]1001 101 [105]|11
f(x) [2,9]2,95]2,99|2999 |- 3,001 |301 |305]|31

Os valores da fungédo nesta tabela sugerem que:
o f(X) se aproxima do nimero 3 a medida que x se aproxima de 1 de ambos os lados.

e Podemos obter valores para f(x) tdo proximos de 3 quanto quisermos, bastando para isso
tomar valores de x suficientemente proximos de 1.

Esse comportamento pode ser descrito, intuitivamente, dizendo que “o limite de f(x) quando
x tende a 1 ¢ igual a 3” e abreviado por

2 J—
lim () =3 ou  lim XTHX=2 g

x—1 X-=1

Geometricamente, a expressdo “o limite de f(x) quando x tende a 1 ¢ igual a 3” significa
que a altura do grafico de y = f(x) se aproxima de 3 a medida que x se aproxima de 1.
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y X2 4+X-2

A O gréfico de f(x) = 1 ¢ uma reta com um

1) - , .

f / “buraco” em (1,3), e os pontos (x, y) no grafico se aproximam

- | WRe— desse buraco a medida que x se aproxima de 1 de ambos os lados.

"1
Jx) :

| Temos a seguinte defini¢do (informal) de limite:
X
0 x—»lex

Definigédo: Seja f uma funcéo definida em um intervalo aberto contendo c, exceto talvez em
c. Se o valor de f(x) fica arbitrariamente proximo de L para todos os valores x suficientemente
préximos de ¢, dizemos que f tem limite L e escrevemos

lim f(x) = L

Ao definirmos limite, admitimos que f é definida para todos os valores de x nas
proximidades de ¢, mas ndo necessariamente em X = c. A funcdo ndo precisa existir em X = ¢, e
mesmo que exista, seu valor f(c) neste ponto pode ser diferente do limite quando x tende a c.

Isso esta ilustrado na figura 1 abaixo. Para as trés fungdes representadas, o limite de f(x)
quando X tende a c, € igual a L, embora as funcdes se comportem de forma bastante diferente em
x =c¢. Em (a), f(c) € igual ao limite L; em (b), f(c) é diferente de L, e em (c), f(c) ndo esta definido.

figura 1

A figura 2 abaixo mostra os graficos de duas func¢bes que ndo tém limite quando x tende a c.
Na figura 2(a), 0 limite ndo existe porque os “limites laterais” sdo diferentes, isto ¢é, f(x) se
aproxima de 5 quando x tende a c pela direita e se aproxima de 3 (um valor diferente) quando x
tende a c pela esquerda. A funcdo da figura 2(b) ndo tem limite (finito) quando x tende a ¢ porque
os valores de f(x) aumentam indefinidamente a medida que x se aproxima de c. Dizemos que
func¢des como a da figura 2(b) tém um “limite infinito” quando x tende a c.

(a) )

figura 2
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2.2 — Propriedades dos limites

Utilizamos uma tabela na secdo anterior para nos ajudar a determinar o valor do limite da
funcdo dada. O nosso objetivo agora é introduzir propriedades (teoremas) que permitam simplificar
0 célculo dos limites de fungdes algébricas.

O teorema 1 se refere aos limites de duas funcdes lineares elementares.

Teorema 1: Sejam ¢ e k nUmeros reais.

a) limk=k b) limx=c

X—>C X—>C

Exemplos: lim7=7 e limx=4

X—>5 x—>4

O teorema 2 mostra como calcular limites de fungbes que sdo combinagdes aritméticas de
funcdes cujos limites j& conhecemos.

Teorema 2: Se L, M, c e k sdo nimeros reais e XIiincf(x) =Le >!I£nc g(x) =Mentéo:
a) lim(f(9 +909) = [Imf(x) +limg(x) =L +M

b) lim (f() —g(¥)) = limf(x) —limg(x) =L -M

¢) lim(f(¥.909) = limf(x) .limg(x) = L.M

d) Xliinc(k.f(x)) =k. !(ILT]: f(x) = k.L

€) lim (f(x)" = ( Iximcf(x))" = L"ondeneZz’

lim f(x)
f) Se M # 0 entio lim & = = L
=egx)  limg) M

g) Se n é um namero natural impar, ou se n é um namero natural par e L > 0 entdo

lim /709 = flim 769 = L
Exemplos:

1) lim (¢ +2x+5)= limx + lim 2x+ lim5 = ( limx)*+2limx+ lim5=2°+22+5=17

X—2 X—2 X—2

2) lim X=2 _ li_r)rg)(x-Z)_ EH%X"JL‘}Z _0-2_ 2 _ 1
x>0 X +8 Iinl(x+8) Iirrg)x+|irrg)8 0+8 8 4

18



Podemos determinar mais facilmente o limite de func¢bes polinomiais e de algumas fungdes
racionais através do seguinte resultado:

Teorema 3: a) Seja p uma fungéo polinomial. Entéo limp(X) =p(c)
b) Seja r(x) = % uma fung¢@o racional. Se q(c) # 0 entdo limr(x) =r(c)
X X—>C

Exemplos:

1) Iimz(x5—3x2+5x+7):32—12+10+7:37

2) lim %= 2=
x>5 X+ 4 9 3

Teorema 4: Se limh(X) =L e f é uma funcdo tal que f(x) = h(x) para todos os valores de x

pertencentes a algum intervalo contendo c, excluindo o valor x = ¢, entdo limf(x) =L.

X—>C

x?— 4
Exemplo 1: Calcular lim
x>2 X —2

X2 —

Solucéo: f(x) = 4 ndo esta definida para x = 2, mas para todos os valores de X tais que X # 2

temos:
2
X"—4_ (x+2)(x-2) -
X—2 X—=2

2

« . X
Entdo, pelo teorema 4, lim

X—=2 X —

= Iin; (x+2)
Além disso, pelo teorema 3 Iirr; x+2)=4

2
Portanto lim x'—4 =4

X—=>2 X —

Exemplo 2: Calcular lim

1-x
x—1 1_\/;

1-x
1-+/X

Solugdo: f(x) = nao esta definida em x = 1, mas para todos os valores de x tais que x # 1

temos:

1-x (1—x)(1+\/;) _(1—x)(1+\/;) _
1-JVx  (I-VX)@+x)  1-x =1+ X

19



X—1

Mas sabemos, pelos teoremas anteriores, que Iirq (L++x)=2
X!

I 1-x
Entdo lim

=2
x—1 1_\/;

Outros exemplos:

Calcule os seguintes limites:

1) lim (3% — 2x — 10) 2) lim - 2X*1
x—4 X—>—1 X + 3x
2_ J—
3) fim X =23 4) lim 3/5x—6
x—3 X+1 x—1
2 —_
5) lim  |—X 6) lim XX =2
x>5 \| X +4 x—1 X -1
2 _y— 2
7) lim X ~X=0 8) lim =
x>3 X° —4x+3 x>-2 2X + 4
3 2 2
9) lim X7 +2x7 10) lim 2X—+X
x>-2 3X+6 x>-1 X°+3X—-2
2— a—
11) lim D" -1 12) lim YX =2
x—0 X x>4 X —4
13) lim YX*+0=3 14) lim Y4=X
x—3 X—3 x>0 X —1
Respostas:
1) 30 2) = 3)0 4) -1 5) g
1
8) 2 9) — 10) 0 11) 2 12) a

6) 3

1
13) —
)6

7)

14) — 2
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2.3 — Limites laterais

Algumas vezes uma funcgdo f se comporta de forma diferente de cada lado de um numero c,
isto é, tende para valores diferentes quando X tende para ¢ “pela esquerda” e “pela direita”. Essa
situacdo é ilustrada no seguinte exemplo:

3X—-2 se x<3
5-x se x=3

Seja f(x) = {

A figura mostra que o valor de f(x) tende a 7 quando x tende
a 3 para valores menores que 3, isto é, f(x) tende a 7 quando X tende
a 3 pela esquerda. Denotamos esse fato simbolicamente como

lim f(x) =7

X—3"

A figura mostra, também, que o valor de f(x) tende a 2 quando x tende a 3 para valores
maiores que 3, isto &, f(x) tende a 2 quando x tende a 3 pela direita. Simbolicamente temos

lim f(x) =2

x—3*

Os limites quando x tende para c pela direita e quando x tende para ¢ pela esquerda séo
chamados de limites laterais.

Observacdo: Os teoremas da secdo anterior também sdo validos para limites laterais.
O teorema a seguir relaciona limites laterais e limites.

Teorema: O Ilimf(x) existe e é igual a um namero real L se e somente se

X—>C

lim f(x) = lim f(x) = L

No exemplo anterior, como lim f(x) = lim f(xX) concluimos que lim f(X) ndo existe.
X—3" x—»3"

X—>3

3x*-5 se x<2
Exemplo: Seja f(x) = 3 se x=2
X+5 se x>2
Determine, se existirem: a) Iin?)f(x) b) Iinlf(x) C) Iim2 f(x)
Solugao: a) lim f(x) = lim (3x*-5)=-5

b) Iinlf(x) = Iirr]1 (x+5)=9

c) Nesse caso precisamos calcular os limites laterais:
21



lim f(x) = lim (x+5) =7 e lim f(X) = lim (3x* -5)=7
x—2* X—»2" X—2"

x— 2"

Entdo lim f(x) = lim f(x) =7
x— 2" X—>2"
Logo Iimzf(x) =7

Outros exemplos:

4x+7 se

, Determine, se existir, lim f(X)
X“+2 se x=>-1 x—>-1

1 Seja f(x) = {

x*+1 se x<2
2 — Seja f(x) = 2 se x =2 Determine, se existir, Iin;f(x)
9-x> se Xx>2
+1 se x<

. X 3 . . . -
3 —Seja f(x) = Determine, caso existam, os seguintes limites:
3X—-7 se x>3

a) Iing f(X) b) Iin; f(X) C) Iing f(X)
Respostas:
1)3 2)5 3)a)l b) ndo existe c)8

Observacdo: Na linguagem comum, um processo “continuo” é aquele que ocorre sem
interrupcdes ou mudancgas repentinas. No caso de uma fungéo f, o que caracteriza a auséncia de
interrupcao em um ponto (c, f(c)) de seu grafico é o fato do lim f(x) existir e desse limite ser igual a

X—>C
f(c). Assim, dizemos que uma funcéo f é continua em um namero c se lim f(x) = f(c). Considerando
X—>C
os resultados da secdo 2.2, podemos afirmar que fungdes polinomiais sdo continuas em todos 0s
nameros reais e que funcbes racionais sdo continuas em todos os nimeros onde sdo definidas.
Se a funcdo f ndo é continua em um namero c, dizemos também que f é descontinua em c.

Apresentamos abaixo os graficos de trés funcdes descontinuas em c.

_/__—.._, ST 3

» «

| ¢ ——’—, -1
. by b i) = o .

(¢) lim f(x) ngo existe
X—C
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Exercicios — lista 1
Determine os limites:

1) lim (5-3x- x?)

2
X+ x+1
3) lim ———
x>2 X 42X

X—2

23) lim ———
—X

x—>2 3X

25) lim (x*—2x + 5)
x—2*

2_
27y tim X =2
x—»>-3" 3—X

2) lim (5x% — 7x — 3)

4x* - 25

4) lim
x5/ 2X —3

2
6) lim > *1

) =12 ] +2X+8

8) lim

x—>1

3\/27x3+4x—4
x* +4x* +3x

2
10) lim w
x— -1 X =1

2_
12) lim X =64
x->83 33X —8

14) lim 3|24
x>-3 | 6X° +2

x—>0 X

18) lim ——%

X—3 3_\/3_)(

33 —2x? —4x +1
1 X-1

20) lim

3

22) lim X=X
x—0 X

_ 2
28) lim 2=X
x>-3 X+3

26) lim +/x

x—0

2 —
x—1" x-1
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Nas questdes de 29 a 33, calcule, se existirem, os limites das fungdes dadas nos nimeros indicados:

5+X se X<3 X=2x-3 .
29) f(x) = N 3 emx=3 30) f(x) = X +1 emx=-1
-X se x>
5 se X=-1

o1 e . 3+x° se x<-2
X — X <
31) f(x) = ) emx=1 32) f(x) = 0 se X=-2 emx=-2
X se x=>1 )
11-x° se x>-2
x> -9 3
33)f(x)={x_3 ° X% emx=3
3X—-2 se x=>3

Nas questbes de 34 e 35, determine o valor de a para que f(x) seja continua no valor indicado.

9-x* x*—9

30)f(0) = {319 ¢ X2 emx=-3 35)f(X) = {5y 15 ¢ X*3 emx=3

a se x=-3 a se x=3
Respostas:
1)7 8)3/2 15) -2 22) -1 29) Nao existe
2) 21 9) +/3/3 16) 6 23) 0 30) -2
3)7/8 10) -1 17)1/2+/2 24) 6 31) 1
4)0 11) 3/2 18) 2 25) 9 32) 7
5)—1/4 12) 16 19) 4 26) 0 33) Nao existe
6)5/16 13) — 14 20) 0 27) 0 34) 2
7)2 14)-1/2 21)1/5 28) 4 35)6/5
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2.4 — Limites que envolvem infinito

Vimos na secdo anterior que se ¢ € um namero real e lim f(x) # lim f(x) entdo lim f(x) ndo
X—>C~ x—c* X—>C
existe, mas algumas vezes o lim f(x) ndo existe porque os valores da fungdo crescem ou decrescem

X—>C

ilimitadamente quando se aproximam de c.

. ~ 1 .
Vamos analisar, por exemplo, o comportamento da fungdo f(x) = —- quando x se aproxima
X

de zero. Quando x se aproxima de zero, x* também se aproxima de zero, e o valor de f(x) fica muito
grande.

E evidente, a partir da tabela e do grafico de f abaixo, que & medida que x fica mais proximo

1 e
de zero, os valores de —- (de ambos os lados) crescem ilimitadamente.
X

X -01) -001| -0001 |0 0,001 001 |01
f(x) | 100 | 10.000 | 1.000.000 | — | 1.000.000 | 10.000 | 100

Observamos que quando x se aproxima de zero pela esquerda ou
pela direita, os valores de f(x) aumentam. Se admitirmos que esses valores
possam aumentar ilimitadamente, escrevemos:

R lim f(x) = e lim f(x) =
x—0"

x—0"

Como a funcdo tem o mesmo comportamento a direita e a esquerda de zero podemos
escrever que lim f(x) =«
x—0

Podemos indicar de forma analoga, o comportamento de uma funcdo cujos valores
diminuem ilimitadamente.

. « X .
Vamos analisar a fungéo g(x) = ( para valores de x préximos de — 3
X +

3)*
x |-31] -3,01 -3,001 |-3 -2,999 | -299 | -29
g(x) | —310 | —30.100 | — 3.001.000 | — | —2.999.000 | —29.900 | — 290
-3 * Vemos pela tabela e pelo gréfico, que os valores de g(x) diminuem
=% ilimitadamente a medida que x se aproxima de — 3 pela esquerda ou pela

direita.

1 Escrevemos, nesse caso, que lim g(x) =—-we lim g(x) =—o
x—-3"

X—-3"

Consequentemente, podemos dizer que Iim3 g(x) =—o0
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. X+1 -
VVamos analisar agora, o comportamento de h(x) = 2 para valores de x préximos de 2.
X —

X (19 1199 11999 [1,9999 |2]20001]|2001[201|21
h(x) | —29 | —299 | —2.999 | —29.999 | — [ 30.001 | 3.001 | 301 |31

|
Vemos que a medida que x se aproxima de 2 pela esquerda, 0s I :L
valores de h(x) diminuem ilimitadamente e, que quando x se aproximade 2 g,
pela direita, os valores de h(x) aumentam ilimitadamente. Entéo - Nz

lim h(x) =+ lim h(X)=— o ' |
X—>2 "~ M,

x—2 "

Observacgdo: Os simbolos o e — o ndo representam um namero real. S&o apenas notagdes
para indicar que f(x) aumenta ou diminui ilimitadamente quando x se aproxima de um namero real.
Assim, quando escrevemos, por exemplo, que lim f(x) = o, ndo estamos dizendo que f(x) esta cada

X—>C

vez mais proximo de um namero real, ou que o limite existe.

De modo geral temos:

Teorema: Se lim f(x) = L, onde L € um numero real diferente de zero, e lim g(x) = 0

x—c*
« v T(X . e < g
entdo lim 09 = o0, com 0 sinal dependendo dos sinais de L e de g(x) a direita de c.
x—c* g(X)
Observacdo: O teorema anterior pode ser enunciado para o limite a esquerda de ¢ com as
mesmas conclusoes.

E possivel estudar muitos desses limites raciocinando intuitivamente, como nos exemplos a
sequir.

Exemplos: 1) Determine lim 2
x>3~ X—3

Solucdo: Temos que lim 2x=6¢e que lim (x—3) =0. Além disso, para X proximo e menor do que
X—>3"

X—>3"

) - . , . . u 2X
3, 0 numerador é positivo e 0 denominador é negativo e proximo de zero. Entdo o valor de 3 é
X —
muito grande e negativo.

Logo lim 2 =—o
X—>3" X—3

2) Calcule lim —x2
X—>5" ()( —5)
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Solugdo: Temos que lim (7—x)=2e lim (x—5)% = 0. Quando x esta proximo e é menor do que
Xx—>5" X—>5"

—X

5, 0 numerador € positivo e 0 denominador é positivo e proximo de zero. Entdo o valor de x_5)°
X_

é muito grande e positivo.

Entdo lm % =
X—5" (x_5)

2
3) Calcule lim X—>
x»1" 1—X

Solugdo: Temos que lim (x*~5)=—4 e lim (1 —x) = 0. Quando x est& préximo e é maior do que
x—>1*

x—>1"

1, o numerador € negativo e 0 denominador € negativo e préximo de zero. Entdo o valor de

x* -5
é muito grande e positivo.

Logo lim
x->1t  1—X

- X . X
4) Determine lim — e lim —
x->1t X =1 x->1 X—1

Solucdo: Temos que limx=1e lim(x-1)=0

x—1 x—1

Quando x se aproxima de 1 pela direita (x > 1), 0 numerador é positivo e 0 denominador €
positivo; quando X se aproxima de 1 pela esquerda (x < 1), o numerador é positivo e 0 denominador
é negativo.

. X . X
Entio lim —=o e lim —=-w
x->1" X =1 x->1" X =1

Outros exemplos:

1) lim 9-x 2) lim -3
x>5% X -5 x>2" X —2
2
3) lim XZ 1 4) lim 1=x
x>0" X° +X x>-2" X 42
X—2
5) i 6) lim ——
) XLT+ )(3—x2 ) x—lﬂ]l’ X+1
Respostas:
1) 2) © 3) —© 4) 5) - 6) oo
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No inicio desta secdo, estudamos limites onde tomavamos X tendendo para um numero e,
como resultado, os valores da fungdo y = f(x) ficavam muito grandes. Agora vamos tornar o valor
de x arbitrariamente grande e ver o que acontece com f(x).

VVamos analisar o comportamento de f(x) = L através da tabela abaixo.
X

—10.000 |- 1.000 |-100 |-10 X |10 | 100 |1.000 | 10.000
—-0,0001|-0,001 |-0,01 |-0,1 | f(x) |0,1] 0,01 |0,001 | 0,0001

<

A medida que x aumenta ou diminui, os valores de f(x) se aproximam
k de zero. Isso também pode ser observado no gréfico de f, esbogado ao lado.

0

\l % Entdo lim f(x) =0 e lim f(x)=0

Em geral, usamos a notagdo lim f(X) = L para indicar que os valores de f(x) tendem para o

nimero L quando x aumenta ilimitadamente. Analogamente, escrevemos lim f(x) = M para indicar
X——0

que os valores de f(x) tendem para o nimero M quando x diminui ilimitadamente.
Podemos generalizar o exemplo acima pelo seguinte teorema:

Teorema: Se n € um namero inteiro positivo e ¢ € um nimero real entéo

. C ) c
lim — =0 e Ilim —n:O

X—> o0 X X—>—0o0 X
Exemplos: 1) lim g =0 2) lim l4 =0
X—> o0 X X—>—0o0 X

Os valores de f(x) também podem crescer ou decrescer ilimitadamente, quando x — o« ou
X — — o0, Por exemplo, os valores de f(x) = x° crescem ilimitadamente quando x — o e decrescem
ilimitadamente quando x — — oo; os valores de f(x) = — x® decrescem ilimitadamente quando x — o
e crescem ilimitadamente quando x — — o. Denotamos isso, escrevendo:

lim x*= oo lim x*®=—o0 lim (-x*)=—o0 m (—x*})=o

li
X—> 0 X—>—o X— X—>—0

O limite no infinito de uma funcdo polinomial é igual ao limite de seu termo de maior
expoente (pois se colocarmos esse termo em evidéncia, todos os demais tendem a zero). Por
exemplo:

lim (2x° —4x* +3x + 7) = lim 2x5(1—%+i+Lj = lim 2x° =
X

X—> 0 X—> 0 2)(4 2)(5 X—>
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Como consequéncia, quando tivermos o limite no infinito de um quociente de dois
polindmios, ele serd igual ao limite do quociente dos termos de maior expoente do numerador e do

denominador. Assim, por exemplo:

o BX 45X =3x+7 _ .
lim 3 = lim
xo-o X7 —6X+9 x>—0 2

Outros exemplos:

1) lim > =
X—>o ¥

3) lim (-3 +x-7) =

X—> o

5) lim (2X° +x%—4) =

7) 1im 222 -
x> 7X+8

x*=3x+5 _
T

9) lim
xow 244X — X

3 2
11) lim LXZS:
x>-=» 8—5X —X

Respostas:
1o 2)0 3)©
7) 217 8)0 9) -~

= lim 3x* =

X—>—0

4) lim (L-x*+x3+3x*-2x") =

X—>—0

6) lim (—x*+5x —x+9)=

X—>

3_
8) lim 2X 53x+5 _
xo-o  4X° —2
_ 2_ 3
10) lim 3 %‘x+x2 4x _
xo>-o  X*4+5X° +4

. X°4+7x-5
12) im ———M =
)Hw 6x° + 4x°

4) o0 5) — o

10) - 4 11) oo

6) —

12) 1/6
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Exercicios - lista 2

Determine os limites:

1) lim —2
x-1" X =1
2
2) lim =
x—2" X —2
3) lim !
x> 2X 42
2
4 lim Xt
x>-2" X+ 2
2
5) lim X1
x>-2" X+ 2
6) lim X
x—>2t 2—X
7) lim X
x—5* (X—S)
Respostas:
1) + 5) + o
2) — o 6) — oo
3) — 7)— o
4) — o 8) + 0

8) lim >+ X

x> (x —1)°

9) lim -1

X—=0" )(2

X—-7

10) lim 2—°*

x>-7" X+ 7

11) lim (x* - 7x + 1)

12) lim (=%

13) lim (6x —

14) lim (2 — X% + 4%°)

+ x3)

10x%)

13) — o0
14) — oo
15) — o

16) 0

15) lim
) Jm —X?=2X+7

2_
16) lim X~ **1
x>-=  3X°+1

6x* —1

3

17) lim

X—>—0 _5X

_ 2
18) lim 53"')(—7)(
x>-o X° +2x -1

19) lim &X*1
X—> 00 4_X

20) lim 2X+3
x>-= 6X + 7

17)
18) 0
19) -4

20)1/3

2x* +x%+4
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Exercicios de revisao — lista 3
Determine os limites abaixo:

X3 -3x%+2x
1) lim ———————
x>2 XT—=2X

anms_J;

x>9 Q_x

2 p—
3) lim X =%
Xx— 0 2)(

4) lim !
x->-3 X +3

5) lim X
x>-1" X +1

6) lim 0
x>o — 24X

2
7) lim 2x2+x+1
x>-w —4X* +5X+9

Jx? - 5x—35

8) lim
X—9 8—-X
. x*-16
9) lean NS

m)mnG&+iLT

o (VUK
Respostas:

1)1 6) 6
2)1/6 N-1/2
3)-4 8) -1
4) — oo 9)8

5) + 10) 64

3 g2
11 fim X=X

X—>—©0 3X

2
12) lim 2%
x—0 4x

13) lim
) x->2" X% —2X

17) lim 2x+g+i2
x—>1/2 X X

18) lim X*1
D ¢

2

19) lim
x>- X +1

_ 3
20) lim 3| 27X 3%
X—3 X =1

11) + w 16) 0
12)1/4 17) 9
13) — oo 18) 1
14)3/2 19) — o0
15) 0 20) - 2
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Capitulo 3 — Derivada de uma Fungéo Real

O conceito de derivada foi introduzido no século XVII em estudos de problemas de Fisica
ligados a pesquisa dos movimentos. Entre outros, destacam-se o fisico e matematico inglés Isaac
Newton (1642-1727) e o filésofo e matemético alemdo Gottfried Leibnitz (1646-1716).

3.1 — Taxa de Variagéo

Vamos considerar a seguinte situacdo: um carro esta se movendo ao longo de uma estrada
reta e d(t) representa a sua distancia do ponto de partida apds t horas e queremos determinar a
velocidade do carro num instante t;.

Para definir essa velocidade, primeiro calculamos a velocidade média em um intervalo de
tempo préximo de t;. Consideramos, por exemplo, 0s instantes t; e t; + At onde At é um nimero
real. As posi¢cdes correspondentes sdo d(t;) e d(t; + At). A velocidade média (vm) do carro entre 0s
instantes t; e t; + At é:

_ variagdo da distancia _ dt, +At)—d(t,) _ d(t, + At)—d(t,)
variagao do tempo t, +At—t; At

Para obtermos a velocidade do carro no instante t; (ou a velocidade instantanea em t;),
calculamos a velocidade média em intervalos de tempo cada vez menores. Se o intervalo de tempo
At € pequeno, a velocidade média se aproxima da velocidade instantanea. Podemos entdao definir a
velocidade no instante t; ou a taxa de variacédo (instanténea) da distancia em relacdo ao tempo
como o limite quando At tender a zero na expressdo para a velocidade média, isto é:

d(t, + At)—d(t,)
At

= tm,

Exemplo: A distancia (em metros) de um objeto a um ponto é dada por s(t) = t* + 5 onde 0
tempo t é medido em segundos. Determine a velocidade do objeto emt; = 3.

s(3+At)-s(3) _ - (3+At)* +5-(9+5) _

Solucgdo: v(t1)) = lim

At—>0 At At—>0 At
94 6At+ (A’ +5-9-5 . BAt+(At)
= |lim = |lim —=/ =
At—>0 At At—>0 At
_ i A6+AY) _ (6+At)=6
At—0 A At—0

Entdo a velocidade do objeto no instante t; = 3 € 6 metros por segundo.

As consideracBes a respeito da taxa de variacdo instantanea da distancia em relacdo ao
tempo podem ser generalizadas e assim serem aplicadas para quaisquer quantidades variaveis de
qualquer espécie.

Definigdo : Seja y = f(x). A taxa de variagdo instantanea de y em relacdo a x quando x tem o
valor x; é dada por
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M f(x, + Ax) —f(x,)

Ax—0 AX

Exemplo: Um teste para diabetes envolve a medida da concentragéo de glicose no sangue de
um paciente durante certo periodo de tempo. Suponha que t horas apds uma injecdo de glicose sua
concentracdo no sangue seja dada pela funcéo

ft) =1,8 + 38

Jt

onde f(t) € o nimero de miligramas de glicose por centimetro cubico de sangue. Com que rapidez a
concentracdo de glicose no sangue esté variando 4 horas ap0s a injecao?

Solucéo: Queremos determinar a taxa de variacdo de f(t) em relagdo at quando t = 4

1,8+ 3,6 -3,6 3,6 -18
Entdo lim w lim V4 + At = lim —“4+At =
At—>0 At At—>0 At At—>0 At
3,6 -1,8v4+ At
— im A4+ At _ im 3,6-18V4+At _ lim 3,6-18V4+At 3,6+18V4+At
A0 At A0 Aty4+ At A0 Aty4+ At 36+18\/4+A
~ lim 12,96 — 3,24(4 + At) — im 12,96 —12,96 — 3,24 At _
A0 AtVA+ AL (3,6 +1,8V4+At) A0 At4+ At (3, 6+18\/4+A)
—3,24At —3,24
= lim ﬁ__0,225

A0 AtV4 + At (3, 6+18\/4+A) AHO N4+ At (3,6 +1,8v4 + At) 14,4

Resposta: A concentracdo de glicose no sangue 4 horas apos a injecdo diminui a uma taxa
de 0,225 mg por cm? por hora
3.2 — Derivada de uma funcéo

Vimos na se¢do anterior que o problema de encontrar a taxa de variacdo de uma variavel em

relacdo a outra é resolvido pelo célculo de um limite, que por ocorrer em muitas outras aplicacdes,
recebe nome e notacdo especiais.

Definicdo: Seja f uma funcéo. A derivada de f em xo, denotada por f (o) é dada por:

f(x) = lim f(x, +Ax) —f(x,)

Ax—0 AX

se o limite existir (€ finito).

Exemplo: Seja f(x) = x°. Determine f (2).

3_
Solugao: f'(2) = fim 1@+ =T _ p, 2+A07-8
Ax=>0 AX Ax—0 AX

33



_lim 8+12AX +6(AX) 2 +(AX)° -8 _ lim 12AX +6(AX) % + (AX)®
_Axao AX a Ax—0 AX B
2
= jim X A2HOAXHAIT) _ 104 pAx+ (A%)2) = 12
Ax—0 AX Ax—0

No exemplo anterior determinamos f '(2) mas é possivel calcular a derivada de f(x) = x> em
qualquer outro nimero. Assim, para cada valor de x podemos encontrar f (x), ou seja, definir uma
nova fungéo: a derivada.

Definicdo: Seja y = f(x). A funcdo derivada (ou simplesmente derivada) de f é aquela tal
que
£x) = lim f(x+ Ax) —f(X)

Ax—0 AX

O dominio de f' é o conjunto de todos 0s x para os quais o limite existe.

Exemplo: Determine a derivada de f(x) = x®

(X+AX°— x° lim X* +3CAX+3X(AX* +(AX)° —x° _
AX Ax—>0 AX

lim 3X*AX+3X(AY)* + (AX)° _ im AX (3X” +3xAX +(AX)*)  _

Ax—0 AX Ax—0 AX

Solucéo: f '(x) = lim.

lim (3x% +3XAX + (AX) ) = 3x°

Entdo f '(x) = 3%
Dessa maneira, se x = 2 temos f (2) = 12; se x = — 1 temos f (- 1) = 3, etc..
Observacdes:

1 - O limite indicado na definicdo de derivada pode existir para alguns valores de x e deixar de
existir para outros. Se o limite existe (é finito) para x = a, dizemos que a funcdo é derivavel
(diferenciavel) em a. Uma funcéo derivavel (diferenciavel) é aquela que é derivavel em cada ponto
de seu dominio.

2 - A notacdo f 'usada na definicdo anterior tem a vantagem de enfatizar que a derivada de f é uma
funcdo de x que esta associada de certa maneira com a funcdo f dada. Se a funcédo é apresentada na
forma y = f(x), com a varidvel dependente explicita, entdo o simbolo y € usado em lugar de f (x). A

derivada de y = f(x) é também indicada por j—y e algumas vezes por Dyy.
X

3 - A operacdo de encontrar a derivada de uma funcéo é chamada derivagao ou diferenciacao.
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Vamos supor que P = (o, f(Xo)) € um ponto no gréfico de uma funcéo f derivavel em X, e
queremos determinar a reta t que passa por P (figura abaixo).

»

Sabemos que uma reta no plano é determinada quando conhecemos seu coeficiente angular e
um ponto pertencente a ela. Precisamos calcular, entéo, o coeficiente angular de t.

Vamos escolher outro ponto Q no grafico de f e tracar uma reta s passando por P e Q. Essa
reta que passa por P e Q é chamada de reta secante. Tomando Q bem préximo de P, podemos fazer
com que o coeficiente angular da reta s se aproxime do coeficiente angular da reta t com qualquer
precisdo desejada.

Vamos supor que a abscissa de Q esteja a AX
unidades de Xo. Desse modo, a abscissa de Q € X + AX.

/ . Como Q pertence ao grafico de f, a ordenada de
// S Q é f(xo + AX). Assim, Q = (Xo + AX, f(Xo + AX)).
// | Entéo o coeficiente angular da reta s €:
S A o T+ A = (xy) | T, + A% —fi(X,)
/—M / RISE e ) X, +AX =X, Ax

Se fizermos Ax tender a zero, o ponto Q se movera sobre a curva y = f(x) e tendera ao ponto
P. Além disso, a reta s ird girar em torno de P e tendera para a reta t. Logo, quando Ax tende a zero,
o coeficiente angular de s tende para o coeficiente angular de t, ou seja,

me= lim f(x, + Ax) —f(x,)
Ax—0 AX

Como f é derivavel em Xy, esse limite existe (é finito). Portanto m;= f (o).

3.3 — Regras bésicas de derivacéo

Nesta secdo apresentaremos regras para encontrar a derivada de uma funcdo sem utilizar
diretamente a definicdo. Essas regras de derivacdo permitem calcular com relativa facilidade as
derivadas de func@es algébricas.

Sendo ¢ € IR, n € Q e u e v fun¢des reais de variavel x.
1) Regra da constante: Se f(x) = c entdo f (x) =0
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2) Regra da identidade: Se f(x) = x entdo f (x) = 1

3) Regra da poténcia: Se f(x) = x" entéo f (x) = n.x" !
4) Regra da soma: Se f(x) =u +ventdo f (X) =u + Vv
5) Regra do produto: Se f(x) = uv entdo f (x) =u'v + uv

6) Regra do produto por uma constante: Se f(x) = c.u entdo f (x) = c.u

uv-—uv

7) Regras do quociente: a) Se f(x) = Y ev=0entiof (x) = 5
v %

—cv

b) Sef(x) = < e v =0 entdo f (x) =
\/

Exemplos:
1) f(x) = 4 - 7%% + 9x — 2

f(X) =43¢ -72x+9.1-0=12x"—14x + 9

2) f(x) = (5x° + 2x)(3x — 4)
f'(X) = (10X + 2)(3x — 4) + (5x* + 2X).3 = 30x* + 6x — 40X — 8 + 15X° + 6X

f'(x) = 45x* — 28x — 8

)
)=
, -54x° _ _20x* -20
TR T e T e
3x®-5
VI0= i

CXP(4X®+1) - (3x°-5)8x _ 36x* +9x® —24x* + 40x _ 12x* +9x* + 40x

f0= (4x° +1)? (4x% +1)? (4x% +1)°

Outros exemplos:
Calcule as derivadas:

1) f(x) =x3 + 4x + 7 2) f(x) = 5x* — 2x° + x* — 3x
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)F(X)=2x°+3x -9x ?—x+8

5) f(x) = (2x + 1)(3x? + 5x)

7) (%) = %

XS

X2 +7

9) f(x) =

Respostas:

1)3x%+4

3)10x*—30x M +18x -1
5) 18x% + 26x + 5

-21

;
) 5x*

x* +21x?2

2 (x*+7)?

3.4 — AplicacOes de derivada

4) f(x) = 3x + 4+/x

6) f(X) = (4x* + 2)(7 + X)

1
8109 = 3=

5x +7
2x -1

10) f(x) =

2) 20x% - 6x% + 2x — 3

4)3+%

6) 140x* + 54x° + 2

-2

33/x8

8)

-19

10) 5
(2x-1)

Vimos em 3.2 que a derivada f '(x) expressa o coeficiente angular da reta tangente ao gréfico
da fungdo y = f(x) em funcdo da coordenada x do ponto de tangéncia (desde que o limite exista).

Assim, se Yo = f(Xp), podemos afirmar que

Y= Yo = f (Xo)(X — Xo)

é a equacao da reta tangente ao grafico de f no ponto (Xo, Yo).

Exemplo: Escreva a equacdo da reta tangente ao grafico de f(x) = x* + 4x no ponto (1, 5).

Solugdo: Vamos determinar o coeficiente angular da reta tangente no ponto (1, 5), isto &, f (1).

Entdo f (x) = 2x + 4

Dai f'(1) =6

Logo, a equacdo da reta tangente é: y—5=6(x—1)ouy=6x -1
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Pelo que foi estudado nas secdes 1 e 2, sabemos que a derivada f (x) expressa também, a
taxa de variacdo (instantanea) de y = f(x) em relagdo a x.

Exemplo: Um teste para diabetes envolve a medida da concentracéo de glicose no sangue de
um paciente durante certo periodo de tempo. Suponha que t horas apds uma injecdo de glicose sua
concentracdo no sangue seja dada pela funcéo

f(t) =1,8 + 38

Jt

onde f(t) € o nimero de miligramas de glicose por centimetro cubico de sangue. Com que rapidez a
concentracdo de glicose no sangue esta variando 4 horas ap0s a injecéo?

Solucgdo: Ja resolvemos esse problema anteriormente, usando limite. Utilizando agora o
conceito de derivada e as regras de derivacao temos:

-138 -18

flit)y= —=. —°
RS Jae

Portanto, a concentracdo de glicose no sangue 4 horas apos a injecdo diminui a uma taxa de
0,225 mg por cm® por hora

Entdo f (4) = =-0,225

Outros exemplos:
1) Escreva a equacdo da reta tangente ao grafico de f(x) = x* — 3x® + 2x* — 6 no ponto (2, — 6)
2) A massa de uma cultura de bactérias tem seu crescimento representado pela funcao
m(t) = po + 60t — 2,5t

para t medido em horas e m em cm® e sendo p, uma constante positiva. Calcule a velocidade de
crescimento dessa cultura quando t = 6.

3) A resposta do corpo a uma dose de um medicamento as vezes é representada por uma equacéo da

forma R = Mz(%—%j onde C é uma constante positiva e M a quantidade de medicamento

absorvida no sangue. Determine 3—; (esta derivada é chamada de sensibilidade do corpo ao
medicamento).

Respostas:
1)y=4x-14

2)30cm®/h

3) dR _em-w?
dMm
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Muitas vezes precisamos calcular a taxa de variacdo da taxa de variagdo de uma grandeza. A
aceleracdo, por exemplo, € a taxa de variagdo da velocidade com o tempo, mas a velocidade é a taxa
de variacdo da distancia com o tempo. Se a distancia é medida em quilémetros e o tempo em horas,
a velocidade é medida em quildmetro por hora e a aceleracdo é medida em quilémetro por hora ao
quadrado.

A taxa de variacdo da funcdo f em relacfo a x é a derivada f . Da mesma forma, a taxa de
variacdo da funcdo f ' em relacdo a x é a derivada (f ). Para simplificar a notacdo, denotamos a
derivada da derivada de f por f * e a chamamos de derivada de segunda ordem (ou derivada
segunda) de f.

De modo geral, o resultado de duas ou mais derivacGes sucessivas de uma funcdo € uma
derivada de ordem superior.

A derivada de enésima ordem de uma fun¢do y = f(x) é obtida derivando-se a funcéo n
vezes e € denotada por:

M — d”_y: f(n)

y dx”

Exemplo: Se a posi¢éo de um carro que estad se movendo em linha reta é dada, no instante t
por s(t) = t2 — 3t? + 4t, calcule a velocidade e a aceleracéo do carro.

Solucdo: A velocidade é v(t) = % =3t —6t+4
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Exercicios - lista 4

Nos itens 1 a 18, ache as derivadas aplicando as regras basicas:

1) f(x) =x° -3 +1 2) f(x) = 5x° — 9x*
3) f(x) =x®—2x" +3x + 1 4) f(x) = 5x °—-25x '
5) f(x) = 3/x* 6) f(x) = X, 4
4 5X
7) f(x) =x* (3% - 1) 8) f(x) = (x* + 1)(2x® + 5)
9) f(x) = (¢ - 1)(3x% - X) 10) f(x) = V2 (0 — 2 + 4)
_xt-1 1
11) f(x) = > 12) f(x) = o
_2X+T _ X+
13) f(x) = 1 14) f(x) = N
15) f) = —* 16) f(x) = — %
+X X +1
17)fog = X7 18) f(x) = Xz —2
X X +4

Nos itens de 19 a 22, calcule f'(2):

3

_xX =-_X
19) f(x) = 3 1 20) f(x) v
21) f(x)=x -1 22) f(x) = (x* + 1)(1 — x)

Nos itens de 23 e 24, determine o coeficiente angular da reta tangente ao grafico de f(x) no ponto
especificado.

23) f(x) = x>+ 7x; P = (1,8) 24) f(x) = 3x — % P =(1,2)

Nos itens de 25 e 26, determine a taxa de variacdo de f(x) em relacdo a x para o valor especificado.

25)f(x) =X — VX + = ix=1 26) (x) = x=-1
X 2X+3

27) Calcula-se que daqui a t anos, a populacdo de certo municipio sera de P(t) = 20 — 5

t+1
(milhares de pessoas).
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a) Escreva uma expressao para a taxa com que a populacéo estaré variando daqui a t anos.
b) Qual seré a taxa de crescimento da popula¢do daqui a 1 ano?

c) Qual sera o aumento da populacdo durante o segundo ano?

d) Qual serd a taxa de crescimento da populacdo daqui a 9 anos?

e) O que acontecera com a taxa de crescimento da populacdo em longo prazo?

28) A reacgdo do corpo humano a uma dose de remédio pode ser modelada por uma fungédo da forma
F= %(KM2 — M%) onde K é uma constante positiva e M é a quantidade de remédio absorvida pelo

sangue. A derivada j—&pode ser interpretada como uma medida da sensibilidade do corpo ao

remédio.

a) Encontre uma expressdo para a sensibilidade S do corpo ao remédio.

2
b) Determine (;j_l\s/l = ;MFZ e dé uma interpretacdo para essa derivada segunda.
Respostas:
1) 5x*— 9x° 2) 30x° — 36x° 3)8x'—14x°+3
3
4) — 25x ~® + 25x 2 5) Wx 6)EX—EX’2
3 2 5
7) 15x* — 2x 8) 10x* + 6x° + 10x 9) 15x* —4x® —6x + 1
10) V2 (5x* - 6x?) 11) 2x° 12) —* _
(2-%)
—20x 2
—-23 = X
13) ——— 14) (w2 _1)2 15) ————
) (3x-1)° ) (< -1) ) (X* +x)?
2 _ 3
16) X 22x 21 17) 2X : 7 18) ;LZx :
(x> +1) X (x“+4)
19) 4 20) - 1/18 21) - 3/16
22) -9 23) 9 24) 4
25) - 3/2 26) 3
27)a) P'(t) = (1) (milhares de pessoas por ano) b) 1.500 pessoas por ano
+

c) 1.000 pessoas d) 60 pessoas por ano e) Tendera a zero

28)a) S = %(ZKM —3M?)

b) f_|\8/| = %(ZK — 6M) que é a taxa de variacdo da sensibilidade do corpo com a quantidade de
remédio.
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3.5 — Regra da Cadeia

Vamos estudar agora uma regra de derivacdo chamada regra da cadeia que quando usada
com as regras basicas permite ampliar consideravelmente a classe de fun¢des que podemos derivar.

Queremos determinar, por exemplo, a derivada de y = (x* + 5)
Podemos fazer isso desenvolvendo (x® + 5)% e derivando o polindmio resultante.

Assim, y = (x* +5)°=x° + 10x* + 25

Logo Y _ 65 + 3002 (1)
dx

Também podemos fazer u = x* + 5 de modo que y = u?

Calculamos, entio, j_y =2ue o _ 3x°

u dx

Dai I U _ oy 32 = 6x + 30¢ (2)
du " dx

_dy du

dy
Por (1) e (2) —=— —
()()d du dx

Esta relacdo entre as derivadas ocorre de modo geral e é conhecida como regra da cadeia.

Regra da cadeia (versdo informal): Se y € uma funcdo derivavel em u e u é uma funcéo

derivavel em x, entdo y é uma funcdo derivavel em x e dy _ dy d_u
dx du dx

Exemplo: Determine a derivada de y = (4x° — 7x%) *°

Solucdo: Seja u = 4x° — 7x* de modo que y = u*®

Entio jy =300 e Y = 20x¢ _ 14x

u dx
Pela regra da cadeia, j—y = j—y :_u = 30u%(20x" — 14x) = 30(4x° — 7x%)?°(20x"* — 14x)
x  du dx

Nos exemplos apresentados, as funcdes dadas eram poténcias de fungbes. Como essas
poténcias ocorrem com frequéncia no Calculo, é conveniente estabelecer uma regra de derivacao
que possa ser aplicada em tais casos.
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Teorema (regra geral da poténcia):

de variavel x entdo

uy=rutu
Exemplos:
1)y = +3x-2)°
Solugdo: y ' = 9(x* + 3x — 2)}(2x + 3)
2) y=~6x-7
Solucéo: Temos que y = (6x — 7)*2
x 1 Y 3
Entdo y'= —(6x-7 .6=
y 2 ( ) NBX =7

3) y = 4x3(2x — 1)*

Solugdo: y ' = 8x(2x — 1)* + 4x% . 4(2x — 1)°

Se r € um numero racional e u é uma fungdo derivavel

L2 =8x(2x — 1)* + 32x%(2x — 1)° =

= 8x(2x — 1)*(2x — 1 + 4x) = 8x(2x — 1)*(6x — 1)

X—2 10
()
X+1

_30(x-2)°

. x—2Y (x-2 '_
Solucdo: y' =10 . =10
X+1 X+1

Outros exemplos:

1Dy=BC+4x*-4)°

2)y=35x* —x+6

Respostas:
1)y’ = (=5)(3% + 4x% — 4) ~°%(9x* + 8x)

, 10x -1
2)y'= - -
33/(5x% —x +6)

x—2j9 3
X+1

“(x+1)%  (x+1)

3) y = 5x°(2x + 7)°

_2
4y =
)Y (x3+5xj

3) y’ =30x°(2x + 7)%(5x + 7)

_ 24(3x* +5)
(x* +5x)*

4)y’
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Exercicios - lista 5
Nas questdes 1 a 16, calcule as derivadas:

1)y=(5-2x)"0 2)y=(4x+1)°

3y=(x'-x+1)"* 4)y=(&—3x+2)

B)y=x*+2x-1 6) y=3Ix*+5

1 3

Ny= —— gyy= ———
)Y Vax? +1 Y A=)’
9) y = 5x%(2x + 3)* 10) y = 6x (2x — 1)°
11) y= (¢ - x)(2x + 1)* 12) y = (5x + 2)(x* + 1)°
13) y = (2x + 1)°(x® - 5) 14) y = (3x + 1)*(2x — 1)°
15)y = (x_—lj 16)y:(4x +1j

X X+2

17) Determine o coeficiente angular da reta tangente ao gréfico de f(x) = ¥/3x* +5emx = 1.
18) Escreva a equacéo da reta tangente ao grafico de f(x) = (2x — 3)° quando x = 2.

19) Uma doenca esta se espalhando de tal forma que, apds t semanas, 0 numero de pessoas
infectadas é dado por f(t) = 5175 — t}(t — 8) com 0 < t < 8. Ache a taxa de disseminacdo da doenca
ap0os 3 semanas.

20) Foi observado que o fluxo de sangue de uma artéria para um pequeno capilar é dado pela funcéo

F=KD?’/A-C (cm®/seg)

onde D é o diametro do capilar, A é a pressdo na artéria, C é a pressdo no capilar e K é uma
constante positiva. Qual é a taxa de variacdo do fluxo de sangue F em relacdo a pressdo C no
capilar, se A e D se mantém constantes?
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Respostas:
1) - 20 (5 - 2x)°
3) (323 +4)2x —x+ 1) °

X+1

Vx?+2x-1

—4x
(4x? +1)2

5)

9) 10x(2x + 3)*(6x + 3)
11) (2x + 1)%(12x° — 8x — 1)
13) 3(2x + 1)%(4x® + x* - 10)

4(x -1)°

X5

15)

17) m=1/2

19) 108 pessoas por semana

2) - 20 (4x + 1) °
4) 7(x* = 3x + 2)°(2x — 3)
2X

3/(x2 +5)2

24X
(1-x?)°

6)

8)

10) 6(2x —1)%(8x — 1)
12) 5(x* + 1)*(11x° + 4x + 1)
14) 2(3x + 1)*(2x — 1)*(27x - 1)

2
16) 21(4x +1)
(x+2)*
18) y =10x — 19

20) ﬁ_ﬂ
dc 2J/A-C
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3.6 — Derivadas de funcGes exponenciais e de funcées logaritmicas

As funcbes exponenciais e logaritmicas estdo entre as mais importantes do Calculo, com
muitas aplicacbes em campos tdo diversos como a Fisica, a Biologia e a Economia. Nesta se¢do
vamos apresentar as regras basicas de derivacdo para essas funcgdes.

Sejaa € IR” —{1} e seja u uma funcio derivavel de variavel x
Sef(x) =a"entdo f'(x) =u'.a".Ina
Caso particular: Se f(x) = " entdo f'(x) = u’.e"

Observe que se u é a funcéo identidade entdo f(x) = e*. Consequentemente, f'(x) = e”.

Exemplos:
1) f(X) - 52x2+7x
Solucdo: f'(x) = (4x + 7). 5% . In5

2) f(x) = e’

Solugdo: f'(x) = L.e

24x
3) f(x) = Ve* +5

Solugdo: Temos que f(x) = ve®™ +5 = (e + 5)"

3eGX

e +

Entdo f'(x) = %(eex +5) Y2 6=

:

4) Uma coldnia de bactérias comeca com uma populacdo de 10.000 individuos e apds t horas a
populacio é dada pela fungdo P(t) = 10.000 e ~ . Qual é a taxa de variacio da populagdo apds
100 horas?

Solugdo: P'(t) = 10.000 e ~®**.(— 0,04) = — 400 e ~ 2
Apds 100 horas temos P'(100) =—400e *=—7

A populacdo esta diminuindo a uma taxa de 7 individuos por hora.

Sejaa € IR, — {1} e seja u uma funcdo derivavel de variavel x
y

Se f(x) = log,uentéo f'(x) = ——
u.lna
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Caso particular: Se f(x) = In u entéo f'(x) = L
u

Exemplos:
1) f(x) = log, (7x° —2x* +3)

35x* —8x°
(7x° —2x* +3)In2

Solugdo: f'(x) =

2) f(x) = In x
« 1
Solugdo: f'(x) = —
X

3) f(x) = In(5x* — 4x)°
Solugdo: Sabemos que In(5x? — 4x)* = 3In(5x* — 4x)

10x -4 _ 30x -12
5x2 —4x  5x% —4x

Entdo f'(x) = 3.

4) f(x) = (In(2x + 7))*

2 6(In(2x +7))?
+7 2X+7

Solugdo: Pela regra geral da poténcia temos: f'(x) = 3(In(2x + 7))? 5
X

5) f(x) = In(x—ﬂj
X
_ 1.x—(x+1).1: x—x—1: -1

Solucdo: Temos que (X +1j —
X

x2 x2 x2

-1

¥z _ -1 x -1
Entio f'(x)= X —= —. ==

) X+1  x* x+1 x®+X
X
Outros exemplos:

Calcule as derivadas:
1) f(x) = 37 2) f(x) = e /X 3) f(x) = log (4x° — 7)
4) f(x) = In (\/8x3 +5) 5) f(x) = (In(3%? + X))’

6) Escreva a equacdo da reta tangente ao gréafico de f(x) = xInx em x = 2 (considere In2 = 0,7).
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Respostas:

1) F/(x) = (@ + 2130, 3™ . In3 2) F/(x) = —l etlr= _Xezﬂx
a 20x* 12X

3)f'(x) = = @ —7)in10 4) £'(x )— -

5) £/(x) = 7(6x +1)In(3x? + X)) ® 6)y=17x_2

3x% +x

3.7 — Regra de L’Hopital

. f
De modo geral, se temos lim 69

0 em que f(x) — 0 e g(x) — 0 quando x— a, dizemos que
X—>a g X

o limite est4 associado a uma forma indeterminada do tipo % :

Calculamos alguns limites desse tipo no capitulo 2 utilizando recursos algébricos.

X? +5X+6 _ X+2)(x+3) _ .. x+3
Por exemplo, lim ———— 2 -
o2 X2 43X +2  xo-2 X+2)(x+1) Cxom2 X+l

=1

Mas esses recursos ndo funcionam para determinar, por exemplo, o valor do seguinte limite:

2
lim In(x* — 8)
x—3 3—Xx

Se temos lim % onde f(x) — o (ou — ) e g(x) — o (ou — ) quando x— a, dizemos que
x—a (X

.. , . . . . o0
o limite esté associado a uma forma indeterminada do tipo —.
o0

4x

Os teoremas introduzidos no capitulo 2 também nao permitem calcular o lim P iE
X—> 0 X +

que

, . . . . o0
esta associado a uma forma indeterminada do tipo —.
o0

O teorema a seguir estabelece um método simples que usa a derivada para calcular esses
limites chamado regra de L’Hépital.

Teorema: (regra de L’Hopital)

Sejam f e g fun¢des derivaveis em um intervalo aberto I e g’'(x) = 0, para todo x = a.
a) Suponha que Iim f(x) = limg(x) =0

Se lim () existe, entdo, lim 109 _ = lim f (X)
x>a (X) X—>a g(x) x>a (X)
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b) Suponha que lim f(X) =+ e limg(x) =+

Se lim w existe, entdo, lim m: lim m

x>a (X) Xx—a g(x) x—a g(x)

Observacdes: 1 — A regra de L’Hopital pode ser aplicada a determinagdo de limites laterais
e de limites no infinito.

2 — Informalmente, a regra de L’Hopital diz que, se sua tentativa de calcular o limite de um
. R . . 0 00 N .
quociente levar as formas indeterminadas — ou —, entéo calcule as derivadas do numerador e do

o0
denominador e tente novamente.

3 — A regra de L’Hopital envolve a derivada do numerador e do denominador separadamente. Um
erro comum € derivar o quociente inteiro usando a regra de derivacdo de quocientes.

Exemplos:
x> =3x"+5x-3 . 5x"-12x’+5 1
1) lim — 5 5 = lim Z 5 =—-=
x>1 4x° 4+ 2X° —=bx° -1  x»1 20x™ +6x° —10x 8
1
. oAX=1-2 . 2 x-1 _ y _ 1
2) lim ——— =lim =~—=7-" = —
x>5 X —25 x>5  2X 10 40
2X
2_ V2 _a
3)IimM:limX—_8=—6
x—3 3—X PO B—
4x 4x
A tim — = im 2

x>0 22X +5 X—> 0 2

5) lim "X = im YX =g
x>o X —1]1 x—>w 1

Algumas vezes, a aplicacdo da regra de L’Hopital a uma forma indeterminada conduz a uma
nova forma indeterminada. Quando isso acontece, uma segunda aplicacdo da regra pode ser
necessaria. Em alguns casos, é preciso aplicar a regra varias vezes para eliminar a indeterminacéo.

Exemplos:
) x®—3x+2 ) 3x?-3 . 6X 6 3
1)I|m32—:I|m2—:||m =- =2
x=>1 X7 — X —X+1 x=1 3x°—-2x-1 =x»1 6x—-2 4 2
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2X 2X 2Xx 2Xx
. e . 2e . de . 8e
2) lim — = lim —= lim = lim

X—> X X—> 3X X—> 6X X—> 6

= o0

Hé& casos em que a indeterminacdo persiste ndo importando quantas vezes a regra seja aplicada
e outros recursos, além da regra de L’Hopital, precisam ser utilizados para determinar o limite.

X

. . e
Por exemplo, o célculo do lim

. . . 0
leva a forma indeterminada —
x—=0" X 0

Aplicando a regra de L’Hopital (duas vezes) obtemos:

) e_}/x . e‘yx . e_}/x
lim = lim — = lim
x=0" X x=0" X x—0" 2X

5 (que continua indeterminado)

Para determinar o limite, devemos fazer uma mudanca de variavel:

Sejaizy. Dal'£=X
X y

% oy
Entdo : lim & = lim £ = tim 2 = lim = =0

x—>0" X y o }/ y—o @Y y—o @Y
y

A regra de L’Hopital se aplica somente a limites associados a formas indeterminadas. Assim,

L. . . . . 0 00 .
é importante verificar se um dado quociente tem a forma indeterminada o ou — antes de aplicar a
o0

A . g~ 0 , . ~
regra de L’Hopital. Sabemos que lim Tr o~ = I: 0. Observe que o célculo desse limite nédo
X—> 0 + e
conduz a uma forma indeterminada e, portanto, a regra de L’Hopital ndo se aplica na determinacédo

do limite. Se aplicarmos (erradamente) a regra vamos obter:
X -X

lim = lim

x—o 1407 % x—wo —@~

=1 (o que esté errado)

Outros exemplos:

3 Ey2 5 2
1) lim 20x4 5x2 15x 2) lim 6X 3) | In3>i
x—-1 X" +3x° -4 x—wo 477X x> o @
r In1X 2
4 lim X =%+2 5) lim M 6) lim — %
xX—>2 /X2_3_1 x>7 7 —X x>0 ¥ _2%x -1
Respostas:
H7/2 2) — o 3)0 4)1/2 5 -1/7 6) 3
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Exercicios - Lista 6

Nas questdes de 1 a 12 calcule as derivadas, simplificando o resultado:

1) f(x) = e 7) f(x) = In (5x + 4)
2) f(x) = 2% 8) f(x) = In \/Bx + 4
3) f(x) = 10 ™**2 9) f(x) = In (8 — 2x)°
) f(x) = e x 10) f(x) = (In (3x + 1))?
5) f(x) = e*Inx 11) f(x) = log (3%* — 2x + 1)?
6) f(x) = Ve +5 12) f(x) = |n(§j
X
Nas questdes de 13 a 24 use a regra de L’Hopital para determinar os seguintes limites:
2 _ 2
13) lim 2 *3%~2 19) lim —
x>-2 3x2 —x—14 x> |nX
4 J—
14) lim X =10 20) lim "™
X—2 X — X—o ¥
3 3 _
15) lim x2 3X+2 21) lim 4x° —5x +1
x>l X°—=2x+1 x—1 Inx
4 _ 3 _ 2 _
16) lim x4 X : 3x 2+5x 2 22) lim In(7 + X)
x>1 X" —=5X” +9X° —=7x+2 xon X
4x
17) lim - X+Inx 23) lim &
x>1 X° —3X+2 x> X
2 _ - X
18) lim "X ~3) 2) lim X —4e " +4
x>2 In(3x —5) x>0 X+ X
Respostas:
1) '(x) = (15x% — 1)e > 2) '(x) = (15x% — 1)2% *In 2
N — S Tx+2 ey - LY
3) f(x) = (— 7In 10) 10 ¥ NI =" K
5) /(%) = eX(lnxﬁ) 6) F(x)= 22"
X Ve™ +5



NI= 5

mfbozzii

1) f(x) = — 2X=4

(3x* —2x+1)In10
13)5/13
15) 3
17)-1/6
19) «
21)7

23)

5

8) f'(x) =
)T ) 10x +8

10) () = 3x+1

1afbo=—%

14) 32
16) - 3
18)2/3
20) 0
22) 0

24) 4

6In(3x +1)
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3.8 — Derivacgao implicita

Todas as fungdes estudadas até agora foram dadas por equagdes da forma y = f(x), onde a
variavel dependente y é definida explicitamente por uma expressdo envolvendo a variavel

independente x. Por exemplo, y=x*—4x+1ley=7x+ +/x—6

Muitas fungdes, no entanto, sdo definidas implicitamente por uma equagdo que envolve
tanto a varidvel independente como a variavel dependente. Por exemplo:

(1) xy=3 e (2) 5-X°+4y° =7y

Em alguns casos é possivel resolver a equacdo e escrever a variavel dependente na forma
explicita. E o caso da equacgédo (1) acima, onde y = —. Mas néo é facil resolver a equacéo (2) e
X

escrever y explicitamente em funcéao de x.

Vamos supor que conhecemos uma equacao que define y implicitamente como uma funcao

. : . d
de x e precisamos determinar a derivada Y.

dx

N&o é necessario escrever y explicitamente em funcdo de x para encontrar d—y Podemos
X

derivar a equagdo termo a termo, utilizando a regra da cadeia quando derivarmos 0s termos
. - d e . L
contendo y e, a seguir, explicitamos d—y Esta técnica é conhecida como derivacao implicita.
X

Exemplos:

1) Suponha que a equacao (2) acima, defina uma funcédo derivavel tal que y = f(x). Calcule j—y :
X

Solucdo: Temos que 5 — x* + 4y® = 7y. Derivando implicitamente ambos os lados dessa
equacdo em relacéo a x obtemos:

0—2x+12y2d—y -7
dx dx

Dai 12y2d—y PLUAEPN
dx dx

dy (12y? - 7) = 2x
dx

Logo d_y = 22—X
dx 12y° -7

2) Determine o coeficiente angular da reta tangente ao grafico da funcdo y = f(x) definida
implicitamente na equacéo x’y* — 5y° = x + 6 no ponto (2, —2).

Solugédo: Derivando implicitamente a equagdo dada em relagdo a x temos:
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2xy? + X2, 3y2d—y - 15y20|—y =1+0
dx dx
3y Y 152 W _ 1o
dx dx

dy (3x%y* — 15y%) = 1 - 2xy*
dx

Para determinar o coeficiente angular m da reta tangente basta substituir x =2 ey =-2 na

expressdo da derivada. Entdo m = 33 - u

-12 4

Em algumas aplicacdes, x e y estdo relacionadas por uma equacéo, e ambas as variaveis sao
funcbes de uma terceira variavel t (que quase sempre representa o tempo) e as férmulas que
descrevem x e y como funcBes de t ndo sdo conhecidas. Nesse caso, a derivacdo implicita pode ser

. dx dy « . .
usada para relacionar m com Ee a equacdo relacionando as taxas pode ser utilizada para

dy

. ] . dx x
determinar uma delas quando a outra é conhecida. Nesse contexto, m e sdo chamadas de

taxas relacionadas.

Exemplos:

1) Seja x* — y* = 1 e suponha que x e y sdo funcdes de t. Determine (;—1( sabendo que x=4,y=5¢e

W - 0,08
dt
Solucdo: Derivando implicitamente a equacdo dada em relacéo a t: ZX((jj_t -2y (:;[/
Dai xd—x— y— dy _
dt dt

Parax=4,y=5e (;—3:: 0,08 temos: 4(;—1( -04=0.

dx
Logo — =0,1
g dt

2) Um tumor é modelado por uma esfera de raio R. Se o raio do tumor € atualmente R = 0,54 cm e
estd aumentando a taxa de 0,13 cm por més, determine a taxa correspondente de aumento do

volume V = %nRP’.
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Solucédo: Derivando implicitamente a equacdo em relacdo a t temos: c:j—\t/ = %n. 3R2.d—R

dt
pai &Y = 4z Rz R
dt dt
ComoR=0,54¢ Oc'j—Ff = 0,13 entdo ‘Z—\t/ = 471.(0,54)%.(0,13) = 0,47
Logo o tumor est4 aumentando 0,47cm?® por més.
Outros exemplos:
1) Sabendo que x e y estdo relacionados pela equacéo m —x*= 5, determine j—i usando

derivacdo implicita.

2) Determine o coeficiente angular da reta tangente ao grafico da funcdo y = f(x) definida
implicitamente na equacdo 2x° + y® + y — 6 = 3xy no ponto (1, 2).

3) Suponha que x e y sdo funcdes da variavel t e estéo relacionadas pela equacio x® — 2y + 5x = 16.

Sex=2,y=-1e d—X:4, determine d_y
dt dt

4) Quando o ar se expande adiabaticamente (sem ganhar ou perder calor), sua pressdo P e o volume
V estdo relacionados pela equacdo PV'* = C onde C é uma constante. Suponha que em um certo
instante o volume é 400 cm® e a pressdo é 80 KPa e esta decrescendo a uma taxa de 10 KPa/min. A
que taxa esta crescendo o volume nesse instante?

Respostas:
1) dy  2xyx*+y® —x 2)m= 1
dx y 5
3) W_ gy 4) 35,7 cm*/min
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Exercicios — lista 7

Nas questdes de 1 a 4 encontre dy / dx atraves de derivacdo implicita:

1) 4xy? + 3x?y =2 3)\/;+\/§=1
2) Xy —xy2+x2=7 4) JX+y =X

Nas questdes de 5 a 8 determine o coeficiente angular da reta tangente ao grafico da funcéo definida
implicitamente pela equacdo dada para o valor indicado.

5)X2=y® ; x=8 7)xeyt-2xy=6x+y+1 ; x=0
B)xy=2; Xx=2 8) (2x+y)’=x ; x=-1

Nas questBes de 9 a 12 escreva a equacao da reta tangente ao grafico da funcdo definida
implicitamente pela equacdo dada no ponto indicado.

9)4x2+9y2=36 ; P=(0,2) 1) xey2+2xy =0 ; P=(2,-1)
10) x3y®—y2+xy=1 ; P=(11) 12) 1-x+y) =x+7 ; P=(1,2)

13) Um pequeno baldo esférico é introduzido em uma artéria obstruida e inflado a razdo de
0,002z mm®/min. Qual é a taxa de aumento do raio do baldo quando o raio é R = 0,005 mm?

14) A lei de Boyle estabelece que quando uma amostra de gas esta comprimida a uma temperatura
constante, a pressdo P e o volume V estdo relacionados pela equacdo PV = C onde C é uma
constante. Suponha que em certo instante o volume é 600 cm?, a pressdo é 150 KPa e a pressdo
cresce a uma taxa de 20 KPa/ min. A que taxa esta decrescendo o volume nesse instante?

Respostas:
— 2_
1) dy 6>§y 5)2 9y=2 13) 20 mm/min
8xy +3x 3
2 oy _
2) y 22xy 2X 6) -1 10)y=— 3¢+2 14) — 80 cm*/min
X —2xy 2 2 2
_\/y X
3) Y2 7) -4 11)y==-2
) Ix ) )y 5
-5 13 11
4) 2 /x+y -1 8) — 12)y= —x+ —
) y ) 3 )Y 12 12
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3.9 — Diferenciais

Problemas em que desejamos estimar a variacdo da variavel dependente que corresponde a
uma pequena mudanca na variavel independente ocorrem em muitas aplicagdes da vida real. Por
exemplo, um comerciante deseja saber como um pequeno aumento no preco unitario de um produto
ird afetar seu lucro; um sociélogo deseja saber como um pequeno aumento no investimento de
capital de um projeto de moradias populares ira afetar a taxa de criminalidade; um pesquisador
deseja saber como um pequeno aumento na quantidade de bactericida ird afetar a populacdo de
bactérias. Para calcular essas variagoes e estimar seus efeitos, usamos a diferencial de uma funcéo,
um conceito que serd introduzido logo a seguir.

Seja X uma quantidade variavel e suponha que x varie de x; a Xo. A diferenca x, — x; €
chamada de acréscimo (ou incremento) em x e denotada por Ax. Assim,

AX =Xy — X1

Seja y = f(x) onde f é uma funcdo. Se x varia de X; a X, entdo o acréscimo de x acarreta um
acréscimo de y, denotado por Ay. Nesse caso, Ay = f(xz) — f(X1)

Como X; = X3 + AX, também podemos escrever:

AY Ay = f(x1 + AX) — f(x1) (1)

- fix) s -
Ay ‘ O gréfico da figura ao lado mostra um caso em que Ax e Ay

L tdt---# ! sdo positivos, mas Ax pode ser positivo ou negativo, ¢ Ay pode ser
| positivo, negativo ou zero. Nas aplicagdes, Ax e Ay sdo, em geral,
' pequenos numericamente.

Exemplo 1: Seja f(x) = x°

a) Determine Ax quando x varia de 3 a 3,2

b) Determine Ax quando x varia de 3 a 2,7

c) Determine Ay quando X varia de 2 a 2,01

d) Determine Ay quando x varia de 2 a 1,98
Solucéo:

a) Ax=3,2-3=0,2

b) AX=27-3=-0,3

c) Ay = f(2,01) — f(2) = 8,120601 — 8 = 0,120601

d) Ay = (1,98) — f(2) = 7,762392 — 8 = — 0,237608
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Definigdo: Seja 'y = f(x) onde f € uma funcdo derivavel e seja Ax um acréscimo de x.
a) A diferencial dx da variavel independente x é dx = Ax
b) A diferencial dy da variével dependente y é dy = f '(x)dx
Observagdes: 1 — Para a variavel independente x, ndo existe diferenca entre Ax e dx: ambas
medem a variagdo em X.
2 — Para a variavel dependente y, Ay mede a variacao real em y quando x varia de x a x + AX,
enquanto dy mede a variagdo aproximada em y correspondente a mesma variagdo em X.
Exemplo 2: Sejay = x*
a) Determine dy
b) Use dy para aproximar Ay quando x varia de 2 a 2,01
b) Use dy para aproximar Ay quando x varia de 2 a 1,98
Solucéo:
a) dy = f'(x)dx = 3x°dx
b) Temosx=2edx=2,01-2=0,01
Entdo dy = 3x%dx = 3.4.0,01 = 0,12
c) Temosx=2edx=198-2=-0,02
Entdo dy = 3x%dx = 3.4.(— 0,02) = — 0,24
As aproximacfes 0,12 e — 0,24 calculadas no exemplo 2 estdo bastante préximas das
variacdes reais de Ay obtidas no exemplo 1: 0,120601 e — 0,237608.

Interpretacdo geométrica de dy

A figura abaixo representa o grafico de uma funcédo derivavel y = f(x).

AY
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O acréscimo Ax que define a diferencial dx estd geometricamente representado pela medida
do segmento PM. O acréscimo Ay esta representado pela medida do segmento MQ.

A reta t é tangente a curva no ponto P. Esta reta corta a reta X = X no ponto R, formando o
triangulo retdngulo PMR. O coeficiente angular desta retat é dado por f '(x;) ou tg o.

Observando o tridangulo PMR, podemos dizer que f '(x;) =tg o =

H

onde MRe PM sdo, respectivamente, as medidas dos segmentos MR e PM.

Usando o fato de que f'(x1) = d—y, temos dai que ay _ E
dx dx P

Entdo, como PM = dx, concluimos que dy = MR.

Exemplo 3: Dado y = 4x* — 3x + 1, os valores de Ay, dy e Ay — dy para x = 2 e Ax = 0,1;
Xx=2eAx=0,01 ex=2e Ax=0,001 estdo na tabela a seguir.

X | Ax Ay dy Ay —dy
2101 1,34 1,3 0,04

2| 001 | 0,1304 0,13 0,0004

2| 0,001 | 0,013004 | 0,013 | 0,000004

Note, que quanto mais proximo de zero esta Ax, menor ¢ a diferenca entre Ay e dy.

Nos exemplos anteriores fica claro que dy ¢ uma boa aproximacdo para Ay desde que Ax
seja “pequeno”, isto ¢, se Ax = 0 entdo Ay = dy. Observamos também, que é mais facil encontrar um
valor aproximado para a variacdo exata de uma fungdo com o auxilio da diferencial em lugar de
calcular a variacdo real da prépria funcéo.

Reescrevendo a formula (1) como f(x; + Ax) = f(x1) + Ay e considerando Ay = dy, podemos
concluir que, se y = f(x) onde f ¢ uma fun¢do derivavel e Ax ¢ um acréscimo de x entdo

f(x1+ Ax) = f(x)) +dy ou f(xy+ Ax) = f(xq) + f (x1)dx

Exemplo 4: Seja f(x) = 3x*— 2x + 4

a) Determine os valores de Ay e dy quando x varia de 2 para 2,02.
c) Determine o erro cometido nessa aproximacao.

Solucéo:
a) Ay = f(2,02) — f(2) = (12,2412 - 4,04 + 4) — (12 -4 + 4) = 12,2012 - 12 = 0,2012

dy = f (x)dx = (6x — 2)dx
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Parax =2 e dx = 0,02 temos dy = 10(0,02) = 0,2

b) Determinamos o erro cometido calculando Ay — dy = 0,2012 — 0,2 = 0,0012

Exemplo 5: Seja f(x) = 4x° — 6x* + 3x* — 5. Use diferenciais para achar um valor
aproximado para (0,97).

Solucéo:
Sabemos que f (x) = 20x* — 24x® + 6x
Como f(x1 + Ax) = f(x1) + f '(x.)dx temos f(0,97) = f( 1 + (- 0,03)) = f(1) + f (L) (- 0,03)
Mas f(1) =—4ef'(1) =2

Entdo (0,97) = — 4 — 0,06 = — 4,06

Exemplo 6: Calcule um valor aproximado para /65,5 usando diferenciais.
Solucéo:
Seja f(x) = ¥/x

Dai 3/65,5 = f(65,5) = f(64 + 1,5) = f(64) +  (64).1,5

Temos f '(x) =

. Entdo f(64) = 4—18 ~0,02083

1
R/x?

Logo, §/65,5 =4 + (0,02083)(1,5) = 4 + 0,031245 = 4,031245

Outros exemplos:
1) Sejay = f(x) = 2x* + 5. Determine os valores de Ay, dy e Ay — dy quando x varia de 2 para 2,01.
2) Use diferenciais para encontrar um valor aproximado para In(1,05).

3) Seja f(x) = 5x? + x. Use diferenciais para encontrar um valor aproximado para f(2,02).
4) Use diferenciais para encontrar um valor aproximado para /25,31

Respostas:
1) Ay = 0,060602; dy = 0,06; Ay — dy = 0,000602

2) 0,05 3) 22,42 4) 5,031
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Exercicios — lista 8
1) Seja f(x) = 3x* — 5. Determine os valores de Ay e dy quando x varia de 2 para 2,1.
2) Seja f(x) = 2x? — 4x + 5. Determine os valores de Ay e dy quando x varia de 2 para 1,8.

3) Suponha que f(x) = 6x* — 4, x =2 ¢ Ax = 0,001.
a) Faca uma estimativa de Ay usando diferenciais.
b) Determine o erro cometido na aproximacao

4) Suponha que f(100) = 200 e f '(100) = 10. Faca uma estimativa do valor de:
a) f(100,5) b) f(99,75)

5) Sendo f(x) = 4x® — 3x + 1, use diferenciais para achar um valor aproximado para f(2,1)
6) Sendo f(x) = x*, use diferenciais para achar um valor aproximado para f(0,95)

7) Sendo f(x) = 4x° — 6x* + 3x* — 5, use diferenciais para achar um valor aproximado para f(1,03)

8) Use diferenciais para encontrar um valor aproximado para /101

9) Use diferenciais para encontrar um valor aproximado para /3,95

10) Use diferenciais para encontrar um valor aproximado para 7

Respostas:

D Ay=123edy=1,2 2) Ay=-0,72edy=-0,8
3)a) Ay=0,024  b)0,000006 4)a)205  h) 1975

5) 12,3 6) 0,8

7) - 3,94 8) 10,05

9) 1,9875 10) 2,031
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3.10 — Problemas de maximos e minimos

Em muitas aplicacBes precisamos achar os valores maximo e minimo que uma grandeza
pode atingir. Por exemplo: A eficacia de um remédio t horas apos ter sido tomado é dada por

E(t) = 2—17 (9t + 3t> —t°) com 0 <t <5. Para que valor de t a eficécia é maxima?

Para resolver este problema ha duas consideracgdes a fazer:

(1% A funcdo E assume algum valor maximo no intervalo dado?

(2%) Se existe este valor maximo, onde ele ocorre?

Se soubermos responder estas questdes entdo poderemos resolver o problema. Para isso,

precisamos de algumas defini¢Ges e teoremas.

Defini¢do: Seja f uma funcdo com dominio D. Entdo f(c) é:

a) maximo absoluto (ou global) de fem D se e somente se f(x) < f(c) qualquer que seja x em D.

b) minimo absoluto (ou global) de f em D se e somente se f(x) > f(c) qualquer que seja x em D.

(r. f(r))
chamados de

(p. f(p))

Figura 1

Funcdes definidas pela mesma regra podem ter
extremos diferentes, dependendo do intervalo.

Seja f(x) = x*. Vemos nos graficos esbocados
ao lado que:

(a) no intervalo (— oo, ©) ndo existe maximo absoluto
de f e existe minimo absoluto quando x = 0.

(b) no intervalo [0, 2] existe maximo absoluto de f
quando x = 2 e minimo absoluto quando x = 0.

(c) no intervalo (0, 2] existe maximo absoluto de f
quando X = 2 e ndo existe minimo absoluto.

(d) no intervalo (0,2) ndo existem extremos absolutos.

(#) Apenas minimo ahsoloto

: Maximos e minimos absolutos tambem s&o
extremos absolutos (ou globais).
Geralmente omitimos os termos ‘“absoluto” e “global”,

y = fix) dizendo apenas maximo e minimo.
(4. f@)) W (b, f(B)) Observe que a funcéo f representada na figura 1
[} Y . . DPossuiem [a, b] maximo absoluto quando x = r e minimo
0l ¢ p ¢ rob absoluto quando x = b.

(b Minimo ¢ mdximo absolutos

Apenas maximo absoluto (d) Auséncia de MAXUNO OF
ninimo absolwto

Figura 2
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No exemplo anterior, vimos que uma funcdo continua pode ndo possuir extremos absolutos
em um intervalo |. Porém se a fungdo continua € definida em um intervalo fechado e limitado entdo
estes valores sempre existem.

Teorema: Se f é continua em [a, b] entdo existem X; e x; em [a, b] tais que
f(x;) < f(X) < f(x7) para todo x em [a, b] (ou seja, f(x;) € minimo absoluto de f em [a, b] e f(x,) €
maximo absoluto de f em [a, b]).

Mesmo dentro de um intervalo, os extremos podem ocorrer “localmente”. Na figura 1
anterior, temos em X = p € em X = r “maximos locais” e em x = q um “minimo local”.

Definigéo:

a) Uma funcdo f tem um méaximo local (ou relativo) em x = c se existe um intervalo aberto (a, b)
contendo c tal que f(x) < f(c) para todo x em (a, b).

b) Uma fungdo f tem um minimo local (ou relativo) em x
contendo c tal que f(x) > f(c) para todo x em (a, b).

C se existe um intervalo aberto (a, b)

Maximos e minimos locais também sdo chamados de extremos locais (ou relativos).
Podemos encontrar os extremos relativos calculando a derivada e determinando onde a

derivada se anula e os pontos onde a derivada ndo existe. Esses pontos sdo chamados de pontos
criticos.

Definicdo: Um ponto critico de uma funcdo f é qualquer ponto ¢ do dominio de f tal que
f’(c) =0 ou f’(c) ndo existe.

Para encontrar todos os extremos locais de uma fungdo f, comecamos achando todos os
pontos criticos (que sao os “candidatos” a extremos locais). Cada ponto critico deve ser testado para
verificar se é realmente um extremo local. Esse teste pode ser feito usando a derivada primeira de f.

Teste da derivada primeira para extremos locais
Seja ¢ um ponto critico de f(x)

a) Se f'(x) > 0 a esquerda de c e f'(x) < 0 a direita de ¢ entdo f tem um maximo local em x = c.

b) Se f'(x) < 0 a esquerda de c e f'(x) > 0 a direita de ¢ entdo f tem um minimo local em x = c.

|f N

_T,_ ; 1 1 —=;

(€1 Nem mixiang e
minemo wlatlyo

{a) Maximo relatvo () Minimo redatiyvo

Figura 3
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A A

! |
=0 <0 !\,\ /‘."
1 -«.-— - —-* —

——_— -1

1) Mé&ximo relative ) Minimo relativ (¢) Nem miximo nent e ¥
relativg

Figura 4

Exemplo: f(x) = x3 - 6x* + 9x + 1
Entdo f'(x) = 3x° — 12x + 9

f
h/‘\/’ Logof'(x) =0« x=1oux=3

[
i ' Como f'(x) >0 parax<1lef’(x) <O0eparax>1temos pelo teste da
derivada primeira que f possui um méaximo local em x = 1.

Como f'(x) <0 parax < 3ef’(x)>0e parax > 3temos pelo teste da derivada primeira, que
f possui um minimo local em x = 3.

A derivada segunda tambem pode ser usada para classificar os pontos criticos de uma
funcdo como maximos ou minimos locais. Para isso, basta aplicar o resultado conhecido como:

Teste da derivada segunda para extremos relativos:

Suponhamos que f'(c) =0
a) Se f''(c) > 0 entdo f possui um minimo local em x = c.
b) Se f"’(c) < 0 entdo f possui um méaximo local em x =c.

Exemplo: f(x) = 2x + 3x* — 12x — 7

Temos que f'(x) = 6x* + 6x — 12 = 6(x + 2)(x — 1) é igual azeroemx=—2 eem x = 1 que
sdo 0s pontos criticos de f. Para testar esses pontos, calculamos f''(x) = 12x + 6 e determinamos seu

valorem x = -2 eem x = 1. Entdo, como f"'(- 2) = — 18, f tem um méaximo local em x = — 2;
como f''(1) = 18, f tem um minimo local em x = 1.

Observacdo: Embora tenha sido facil usar o teste da derivada segunda para classificar 0s
pontos criticos no exemplo anterior, ele apresenta algumas limitacdes. O teste se aplica aos pontos
criticos nos quais a derivada primeira é nula, mas nao aos pontos em que a derivada primeira nao
existe. Além disso, se tanto f '(c) como f "'(c) sdo nulas, o teste da derivada segunda ndo permite
chegar a nenhuma concluséo.

Notamos nas figuras 3 e 4, que se f tem um extremo local em x = ¢, entdo f’(c) = 0 ou f'(c)
ndo existe. Assim, um extremo absoluto de uma funcéo continua f num intervalo fechado e limitado
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| ocorre em pontos interiores onde a derivada é zero ou em pontos interiores onde a derivada f ' ndo
existe ou nas extremidades do intervalo I.

Para encontrar 0s extremos absolutos de uma fungéo continua f em [a, b] devemos:
1 — Achar todos os pontos criticos ¢ de fem (a, b).
2 — Calcular todos os valores f(c) para os pontos criticos do passo 1 e determinar f(a) e f(b).

3 — Selecionar o maior e 0 menor dos valores do passo 2. Esses sé&o, respectivamente, os valores de
maximo e minimo absolutos de fem [a, b].

Exemplos:

1) Determine os extremos absolutos de f(x) = x* — 3x* + 3x + 2 em [0, 2] ; =
Solugdo: Temos que f'(x) = 3x* — 6x + 3 = 3(x — 1)°. — =/
Para 3(x — 1)> = 0 temos x = 1 A
Calculamos, entdo, f(1) = 3,f(0) =2e f(2) = 4

Comparando esses resultados, concluimos que f tem um méaximo absoluto em x =2 e um
minimo absoluto em x = 0.

2) Determine os extremos absolutos de f(x) = x> — 3x + 1 em [0, 2].

} = Soluco: Nesse caso, f'(x) = 3x* — 3. Para 3x* — 3=0temos x = + 1.
i

Entretanto, apenas x = 1 pertence ao intervalo [0, 2]. Calculamos, entéo,

/ f(1)=-1,f(0)=1ef(2) =3

N 1 _‘;,"'x
bt . -

-'l =% Logo, no intervalo [0, 2], f tem um maximo absoluto em x = 2 e um

minimo absoluto em x = 1.

3) Determine os extremos absolutos de f(x) = 4 — x* no intervalo [-2, 2]

Solucdo: Temos que f'(x) = — 2x. Para— 2x = 0 temos x = 0.

Calculamos f(0) =4, f(-2) =0e f(2) =0

Entdo f tem um maximo absoluto em x = 0 e assume em [-2, 2], o valor minimo zero duas
vezes, ou seja, em X = — 2 e em X = 2. Isso significa que € possivel um minimo (maximo) absoluto
ocorrer em dois ou mais pontos do intervalo.

Podemos resolver, agora, o problema dado no inicio desta secéo.
Solugdo: Temos que E(t) = 2—17 (9t + 3t*—t%) em [0, 5].
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Entéo E/(t) = 2—17 (9 + 6t — 38)

Para E'(t) = 0temost=3out=-—1, mas apenas t = 3 pertence ao intervalo [0, 5].

Calculamos, entdo, E(0) =0, E(3) =1 e E(5) = - %

Comparando esses resultados, concluimos que E tem um méximo absoluto emt = 3, isto €, a
eficacia do remédio é maxima, 3 horas ap0s ter sido tomado.

Quando o intervalo no qual desejamos analisar a existéncia de extremos absolutos de uma
funcdo continua ndo é fechado e limitado, 0 método descrito anteriormente ndo é adequado, pois
ndo ha garantia de existéncia desses extremos. Para fazer esta analise necessitamos do seguinte
resultado:

Teorema (do Unico ponto critico): Seja f uma fung@o continua no intervalo | e seja ¢ um
ponto interior a I. Se ¢ € o unico extremo local de f em I entdo ¢ sera 0 maximo de fem | se ¢ for
um maximo local em | ou sera 0 minimo de fem I se ¢ for um minimo local em I.

Entdo, para encontrar, caso existam, 0s extremos absolutos de uma func¢do continua f em um
intervalo | qualquer, devemos:

Determinar os pontos criticos no interior de I.

— Se houver um Unico ponto critico entdo este serd um extremo local. Testa-se para ver se €
méaximo ou minimo. Se for maximo local, sera 0 maximo absoluto. Neste caso, a fungdo ndo possui
minimo absoluto no interior do intervalo. Mas pode assumir um minimo absoluto em algum
extremo do intervalo. E preciso analisar o comportamento da funcéo perto destes extremos. Usamos
0 mesmo raciocinio caso o extremo local seja um minimo local.

— Se ndo houver pontos criticos no interior de I, ndo havera maximo e minimo no interior de
I. Nesse caso, se existirem extremos, estes ocorrerdo nos extremos de I. Saberemos analisando o
comportamento da funcdo em I.

— Se existir mais de um ponto critico no interior de I, calculamos o valor da funcdo nos
pontos criticos e nos eventuais extremos do intervalo. Comparamos os resultados para determinar o
maximo e 0 minimo.

Exemplo: A concentracdo de um farmaco no sangue, ap6s sua administracdo, em uma

Unica dose, € dada por C(t) = tzl—Ot,tz 0, onde t € o tempo em horas. Determine em que

+2t+1
instante a concentracdo da substancia no sangue sera maxima.

10(t* + 2t +1) —10t(2t+2)  10t>+20t+10—20t* — 20t _

Solucdo: Temos que C'(t) = (€1 2t+1) (€ + 2t +1)?
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_ —10t°+10  -10(t°-1) -10(t+1)(t-1)  —10(t-1)
(t2+2t+1)>  ((t+1)%)? t+1)*  (t+1)°

Assimtemos C'(t) =0« t=1

Logo t =1 é o Unico ponto critico de C no intervalo (0, o).

Como parat < 1ltemos C'(t) >0 e parat > 1temos C'(t) < 0, pelo teste da derivada
primeira, C possui um maximo local emt = 1 e, portanto, em t = 1 temos 0 maximo absoluto de C

no intervalo [0, ).

Assim, a concentracdo do farmaco serd maxima uma hora apés a sua administracao.
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Exercicios — lista 9

Nas questdes de 1 a 5, determine os extremos absolutos (classificando-0s) nos intervalos dados:
1) f(x) = 2x3 - 3% + 1em[-1, 2] 2) f(x) = x* + 6x° + 9x + 1 em [- 4, 0]

3) f(x) = 2x3 + 3x* — 12x — 7 em [~ 3, 0] 4) f(x) = x> - 3x* + 1 em [-2, 3]

5) Estima-se que uma coldnia de bactérias tenha t horas apo6s a introducdo de uma toxina, uma
populagdo de p(t) = — t* + 2t + 15 (em milhares de individuos). Use o Calculo para determinar o
tempo no qual a populagéo esta no seu ponto maximo e calcule a populagdo neste ponto.

6) A capacidade aerdbica de um individuo € dada por A(X

) = 110M para X > 10. Em que
X

idade a sua capacidade aerdbica é maxima?

7) Uma equipe de médicos esta estudando a capacidade do corpo humano de metabolizar um novo
medicamento usado para preparar 0s pacientes para cirurgias cardiacas. Injetando doses conhecidas
nos voluntarios e colhendo amostras de sangue a cada 30 minutos para anélise, a equipe concluiu
que a concentracdo da substancia na corrente sanguinea t horas apds a injecdo € dada pela funcéo
) = >

t°+4
comegar a cirurgia. Quantas horas antes da operacéo o remédio deve ser administrado?

e que o remédio sera mais eficaz se atingir a concentracdo maxima no momento de

24t +10
t> +1

t horas apos a introducdo de uma toxina. Determine o instante em que a populagdo € maxima e a

populacdo nesse instante.

8) A populacdo (em milhares de individuos) de uma col6nia de bactérias é dada por f(t) =

9) Suponha que o percentual de alcool no sangue, t horas apds o seu consumo, seja dado pela
funcdo f(t) = 0,2te""'?. Determine o nivel maximo de &lcool no sangue e quando ele ocorre.

Respostas:

1) maximo absoluto em x = 2 e minimo absoluto em x = —1.

2) maximos absolutos em x = -3 e em x = 0 e minimos absolutosem x=-leemx=-4
3) maximo absoluto em x = — 2 e minimo absoluto em x =0

4) maximo absoluto em x =0 e em x = 3 e minimo absoluto em x = — 2

5) t = 1h; 16.000 bactérias

6) Aproximadamente 20 anos

7) Duas horas antes da operacao

8) t = 0,67 h (40 min); 18.000 bactérias

9) Aproximadamente 15 % e duas horas apds 0 consumo
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Capitulo 4 — Funcdes de duas variaveis

Trabalhamos até agora exclusivamente com fungdes reais de uma varidvel real, mas
sabemos que existem situagdes praticas nas quais a funcdo depende de duas (ou mais) varidveis. Por
exemplo: de modo geral, a concentracdo C de uma droga no sangue é funcdo de duas variaveis: a
quantidade da droga ministrada na injecdo e o tempo desde que a injecédo foi aplicada.

Neste capitulo introduziremos as ideias basicas do Caélculo para fungbes de mais de uma
variavel. Apresentaremos inicialmente, a definicdo e varios exemplos de func@es de duas (ou mais)
variaveis. A seguir, as definicGes e regras desenvolvidas anteriormente para derivar fungdes de uma
variavel serdo utilizadas para calcular as “derivadas parciais”. Finalmente, estudaremos
problemas de maximos e minimos (com e sem restri¢ao) de funcdes de duas variaveis.

4.1 — Func0es de duas variaveis

Defini¢do: Uma funcao real f de duas variaveis é uma relagdo que, a cada par ordenado
(x, y) de nimeros reais pertencente a um dado conjunto D, associa um Unico nimero real z,
indicado por f(x, y).

O conjunto D é chamado de dominio da fungdo e o nimero z = f(x, y) € chamado de
imagem ou valor de (x, y) por f.

Na equacdo z = f(x, y) chamamos z de varidvel dependente e x e y de variaveis
independentes.

Em geral, utilizamos apenas uma expressdo em X e y para especificar f(x, y). Nesse caso,
fica subentendido que o dominio da funcéo f € o conjunto de todos os pares ordenados de ndmeros
reais para 0s quais a expressao é valida.

Exemplos:

1) Seja f(x, y) = x + xy + y* + 2. Determine o dominio de fe (2, -1)

Solucdo: O dominio de f é o conjunto de todos 0s pares ordenados de nimeros reais.

f(2,-1)=2-2+1+2=3

2
2) Dada a funcdo f(x, y) = M determine o dominio de fe f(1, -2)

Solucdo: A expressdo da funcdo dada é valida para qualquer par ordenado (X, y) tal que
X—y # 0 oux#y. Logo, o dominio de f é formado pelos pares ordenados de numeros reais (X, y)
tais que X £ y.

3) Dada a funcdo f(x, y) = \/x —y, determine o dominio de f, f(2, -1).
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Solugdo: Nesse caso, devemos ter x —y >0 ou X > y. Assim, o dominio de f é constituido
pelos pares ordenados (X, y) de nimeros reais tais que x >y e f(2, -1) = J2—-(-1) = V3

4) Seja f(x, y) = xe¥ + In x. Determine o dominio de f e calcule f(1, 0) e f(2, 2).

Solucéo: A expressdo xe’ é definida para todos os nimeros reais x e y e In x é definido
apenas para x > 0, entdo o dominio de f é o conjunto de todos os pares ordenados (X, y) de nimeros
reais tais que x > 0. Temos que f(1,0) =1.e°+In1=1 e f(2,2) =2e*+In2= 155

100m ,
ondeméa

5) O Quociente de Inteligéncia (QI) de uma pessoa é dado pela funcdo f(m, a) =

idade mental e a é a idade cronoldgica. Calcule: a) f(12, 11); b) f(16, 17)

Solugdo: a) f(12, 11) = % =~ 109,1 b) f(16, 17) = % ~ 04,12

Observacao: Funcdes de trés ou mais variaveis sdo definidas por uma extensdo da definicao
de funcéo de duas variaveis.

Exemplo: f(X,y, z) = xy + xz + yz

4.2 — Derivadas parciais

Em muitos problemas que envolvem funcdes de duas variaveis, 0 objetivo é determinar a
taxa de variacdo de uma funcdo em relacdo a uma das variaveis enquanto a outra é mantida
constante. Vamos supor, por exemplo, que a concentracdo C = f(x, t) de uma droga no sangue €
funcdo da quantidade x de droga injetada e do tempo t desde que a droga foi injetada. Se t
permanece constante, a taxa de variacdo de C em relagdo a x descreve a concentracao da droga no
sangue em funcdo da quantidade injetada. Se x permanece constante, a taxa de variacdo de C em
relacdo at descreve a concentracao da droga no sangue em funcdo do tempo.

Dada uma funcao de duas varidveis z = f(X, y), suponha que o valor de y seja mantido
constante e o valor de x varie livremente. Nesse caso, f se torna funcdo apenas de X e podemos
calcular a sua derivada da forma usual. Esta derivada é chamada de derivada parcial de f em
relacdo a x e representada por

fy ou %
OX

Assim, por exemplo, se f(x, y) = X?y* + y e se fizermos y = 2, vamos obter f(x, 2) = x*2* + 2
ou f(x, 2) = 8x* + 2. Esta funcéo depende apenas da variavel x e sua derivada é a derivada parcial de
fem relacdo a x. Entéo

fu(x, 2) = 2.8x + 0 = 16X

Se substituirmos o valor 2 de y por outra constante y,, a fungdo f(x,y,) também sera uma

funcéo apenas de x. Nesse caso, teremos f(x, yo) = X°y2 + yo e a derivada parcial de f em relagéo a x
sera

(X, ¥o) = 2XY;
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Na verdade, é possivel pensar em y como uma grandeza constante sem necessidade de usar
uma notacao especial para indicar este fato. Podemos simplesmente escrever:

(X, y) = 2xy°

0 que significa que mantivemos y constante e calculamos a derivada de f como se fosse fungéo
apenas de x.

Analogamente, se mantivermos x fixo e permitirmos que y varie, teremos uma funcao
apenas da variavel y. Neste caso, a derivada € chamada de derivada parcial de fem relacdoay e
representada por

0z
oy

Para 0 exemplo dado temos: fy(x, y) = x*3y* + 1 = 3x%y* + 1
Podemos obter uma definicdo formal para a derivada parcial usando uma expressdo analoga
a que define a derivada para fungdes de uma variavel.

Definigéo: Seja f uma funcéo real de duas variaveis reais x e y.

A derivada parcial de f em relacéo a x é a funcéo tal que
fx+Ax y)-f(x y)
AX

(X, y) = lim se 0 limite existir

AX—0
A derivada parcial de f em relacéo a y é a funcéo tal que
fy(X, y) = lim f(X1 y+ AY)_ f(X, y)

Ay—0 Ay

se o limite existir

Observacdo: Na prética, para achar fx consideramos y como constante e derivamos f em
relacdo a x utilizando as regras de derivacdo para funcdes de uma variavel; para achar fy
consideramos X como constante e derivamos f em relacdo ay.

Exemplos: Calcule as derivadas parciais:

1) f(x, y) = 3x% — 4x%y + 3xy* + 7x — 8y

fu(X, Y) =9X° —8xy +3y* +7 e fy(X,y) =—4x*+6xy—8

2) f(x, y) = \/xz +4xy® + 6y

2
fu(x, y) = 1()(2 + 4xy2 + 6y)‘1/2(2x + 4y2) - (X2 + 4xy2 + 6y)‘1/2(x+ 2y2) — X+ 2y
2 X% +4xy*? + 6y
— 1 2 —1Y 7,2 2 _1 _ 4Xy+3
f,(X, y) = = (X + 4xy? + By) % (8xy + 6) = (2 + 4xy? + 6y) % (4xy + 3) =
2 \/x2+4xy2+6y
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3) z = In(5x* + 4y°)

0z 10x oz 12y®

B e e g A
ox  5x*+4y° oy  5x*+4y°

4) f(x, y) = x% e¥

fux, y) =2xe¥+ X’y ¥ e f(x y)=xeY

4x

5 z= 7
oz _ 4 0z  —4x2y -8x
Pl T e
ox -y oy y y

3x+y?
6) f(x,y) = =2

X+ 2y
f0x,y) = 3(x+2y)-(3x+y*).1 _ 3x+6y—-3x-y* _ 6y-y’
XY (X + 2y (X+2y) (X + 2y
£x y) = 2y(x+2y)—(3x+y*).2 _ 2xy +4y° —6x—-2y* _ 2xy +2y” —6X

(X +2yY (X +2yY (X +2yY

7) A concentracdo C de bactérias no sangue (em milhdes de bactérias/ml) apds uma injecdo de
antibiotico é funcdo da dose injetada x (em gramas) e do tempo desde a injecdo t (em horas).
Suponha que C = f(x, t) = te *. Determine f,(1, 2) e fi(1, 2).

Solucdo: Sabemos que fi(x, y) =—t%e M e fi(x,y) =e " —xte ™
f(1, 2) = — 4e ~ % =— 0,54 (significa que ha um decréscimo de 0,54 milhdes de bactérias /ml

por grama de antibiotico).

f(1, 2) =e 2—2e ?=-0,14 (significa que ha decréscimo de 0,14 milhdes de bactérias /ml
por hora).

Outros exemplos: Calcule as derivadas parciais:

1) f(x, y) = 6x% + 5y + 10xy — 2x 2) f(x, y) = e
22y Y _y-X
3) f(X, Y)—X +2Xy t - 4) f(Xa y)_ N
3x X+Yy
Respostas:
1) fu(X, y) = 12x + 10y — 2 f,(X, y) = 15y* + 10x
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2) f(x, y) = y e’ f,(x, y) = 5xy*e*’

2

3) f(x, y) = 2x+ 22 - 2L f(x, y) = dxy + 2
3x 3x
-2y 2X
4) fu(x, y) = fy(% y) = ———
(x+Yy) g (X+y)

Observacdo: As derivadas parciais também podem ser definidas para funcbes de mais de
duas varidveis. Assim, por exemplo, se w = f(x, y, z), mantendo X e y fixos e deixando z variar
obtemos a derivada parcial f,.

Exemplo: Seja f(x, y, z) = xy’z® — 5x + 4y? + 7.

Entéo fu(x, y, 2) = Y°2°—5; fy(X, y, 2) = 2xyz° + 8y e f,(x, y, z) = 3xy’Z°

Como as fungdes de uma variavel, as funcbes de duas (ou mais) variaveis podem ser
derivadas mais de uma vez. Vamos considerar, por exemplo, a funcdo f(x, y) = 3x?y® + 2x° — 5y~

Suas derivadas parciais s&0 f.(x, y) = 6xy° + 4x e f,(x, y) = 9x’y* — 10y. Essas derivadas também
sdo funcbes de duas variaveis e podemos, portanto, calcular suas derivadas parciais. Sao elas:

(Fx(x, y) =6y’ +4 e (f)y(x, y) = 18xy’
(fy)x(x, y) = 18xy* e (fy(x, y) = 18x%y — 10
Essas quatro funcdes sdo chamadas de derivadas parciais de segunda ordem da funcéo f.

Por simplicidade, omitimos 0s parénteses e representamos as derivadas parciais de segunda
ordem de uma funcéo f de duas variaveis da seguinte maneira:

fxx — derivada parcial de f, em relagéo a x
fyy — derivada parcial de fx em relagéo a y
fyx — derivada parcial de f, em rela¢éo a x

fyy — derivada parcial de f, em relacéo a 'y

Exemplo: Seja f(x, y) = Iny + ye?*. Determine fyy, fyy, fyx € fyy

Solugdo: Como fi(x, y) = 2ye™ e f,(x,y) = 1 e temos que:
y

(X, y) = dye” fry(X, y) = 26> fyx(X, y) = 26> fyy(X, y) = v

Observacéao: As derivadas parciais de segunda ordem f,y e fyx sdo chamadas de derivadas
mistas de segunda ordem de f. Se fyy existe e € continua em um intervalo aberto I, entéo fyx existe
em | e f,y = fyx
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Exercicios — lista 10

Nos questdes de 1 a 10, calcule as derivadas parciais em relacdo a x e em relagdo a y:

1) f(x,y) = 2xy° + 3x%y + X° 2) f(x,y) = 5x%y + 2xy* + 3y?
3) f(x,y) = (3x +2y)° 4) f(xy) = (x + xy +y)°
5) fxy) = 6) fxy) = 5
Yy X
7 fxy) = 2 8) f(xy) = 22
—X 3x+1
9) f(x,y) = xye* 10) f(x,y) = xIny

Nas questOes de 11 a 14, determine: a) fu(X, y)  b) fiy(X, y)  C) fx(X, y)  d) fyy(X, y)

11) f(x, y) = 6x% + 7xy + 5y? 13) f(x, y) = X%y + xy 2

12) f(x, y) = )2(_y 14) f(x, y) = €* Iny

2

15) Uma medida da sensacdo de calor é o chamado indice de temperatura aparente dado pela
equacao
A(t, h) = 0,885t — 22,4h + 1,20th — 0,544

onde A é a temperatura aparente em graus Celsius, t € a temperatura do ar em graus Celsiuse h é a
umidade relativa do ar em forma decimal.

a) Determine oA e oA

t oh
b) Use o resultado do item (a) para determinar as taxas de variacdo da temperatura aparente em
relacdo a temperatura do ar e em relacdo a umidade quando a temperatura ambiente € 32° C e a

umidade relativa do ar é de 80 %.

16) A capacidade vital V dos pulmdes € o maior volume de ar que pode ser exalado apds uma
inalacdo de ar. Para um individuo do sexo masculino com x anos de idade e y centimetros de altura,
V pode ser aproximado pela formula

V =27,63y — 0,112xy

Calcule N e N e interprete os resultados.
ox oy
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Respostas:
1) fu(X, y) = 2y° + 6xy + 2x
2) fu(x, y) = 10xy + 2y*

3) f(x, y) = 15(3x + 2y)*

4) f(x, y) = 3(x + Xy + )’ (1 +)

3
5) f(x, y) = %

2

6) fx y) = —

X4
_ by
7) (X, y) =
)= 2
_ —6y?
8) fulx. ¥) = (3x +1)°

9) fu(x, ) = ye™(1 + 3x)

10) fi(x, y) = Iny hx =
11) a) 12 b) 7 c)7 d) 10

12 —4 —4
12)a) -2 b) =& 0 — d) 0

X X
13) a) 2y b) 2x — 2y 3 c)2x -2y~ d) 6xy *
14) a) e“Iny b) & o) & 9 =2

y

15) a) oA _ 0,885 +1,20h e oA __ 22,4 + 1,20t

ot oh

b) a—A(32; 0,8)=1,845 e a—A(32; 0,8) =16,0

ot oh

16) Z—V = - 0,112y cm/ano é a taxa na qual a capacidade pulmonar decresce com a idade para um
X

homem adulto

oV

f,(x, y) = 10xy* + 3x?
fy(X, y) = 5x° + 6Xy” + 6y

f,(x, y) = 10(3x + 2y)*

—3X
fy(x, y) = o2
2
f(xy)= =L
X
—b5x
fy(x, y) = y-x°
4
B y) = 3xil

f(x, ¥) = xe>

fy(X, y) = 3(x + xy + y)’(x + 1)

—— = 27,63 - 0,112x cm/ano. E dificil de interpretar, j4 que encaramos a altura y de um adulto

9%

como fixa em lugar de como funcéo da idade x.



4.3 — Méaximos e minimos de fung¢des de duas variaveis

Sabemos que a derivada € uma ferramenta indispensavel a resolugdo de problemas onde
figurem extremos de fungdes de uma variavel. Nesta se¢do estudaremos como determinar valores de
méaximos e minimos de fungdes de duas varidveis e veremos que as derivadas parciais sdo Uteis para
esse fim.

Definicdo: Seja f uma funcdo de duas variaveis.

a) Dizemos que f possui um maximo relativo em (Xo, Yo), se f(Xo, Yo) > f(X, y) para qualquer ponto
(X, y) na vizinhanca de (Xo, Yo).

b) Dizemos que f possui um minimo relativo em (Xo, Yo), se f(Xo, Yo) < f(X, y) para qualquer ponto
(x, y) na vizinhanca de (Xo, Yo).

c) Dizemos que f possui um extremo relativo em (xo, Yo) se f possui um méximo relativo ou um
minimo relativo em (Xo, Yo).

Na figura a esquerda, (Xo, Yo) € um maximo relativo e no centro da figura, (Xo, Yo) € um
minimo relativo.

Suponha que f tenha um extremo relativo no ponto (Xo, Yo). Nesse caso, mantendo y fixo
com o valor y, e deixando x variar, obtemos uma funcdo de uma variavel f(X, yo) com um extremo
relativo em Xo. De acordo com o teste da derivada primeira para maximos e minimos relativos de
funcbes de uma variavel, a derivada desta funcdo deve se anular em Xo, isto €, fx (Xo, Yo) = 0.

Da mesma forma, mantendo x fixo com o valor X, e deixando y variar, obtemos uma funcéo
de uma variavel f(xo, y) com um extremo relativo em y,. Como a derivada desta funcdo deve se
anular em yo, temos que fy (Xo, Yo) = 0.

Essas consideracGes nos levam a formular o seguinte teorema que estabelece a condicéo
necessaria para uma funcdo de duas variaveis f ter um extremo relativo.

fx(xo’ YO) =0

Teorema: Se f possui um extremo relativo em (Xo, entao
g b0 {fy(xo,yo)=o

As solucdes deste sistema de equacdes recebem o nome de pontos criticos de f.

O ponto critico que ndo é extremo relativo é chamado de ponto de sela. O ponto (Xo, Yo) &
direita da figura anterior corresponde a um ponto de sela.
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Vamos apresentar a seguir um teorema baseado nas derivadas parciais de segunda ordem,
fundamental para determinar se um ponto critico € um maximo relativo, um minimo relativo ou um

ponto de sela.

Teorema: (teste da derivada segunda)

Seja f uma funcdo de duas variaveis e seja (Xo, Yo) um ponto critico de f.
Seja D(Xo, Yo) = fix(Xo, Yo)-fyy(Xo, Yo) — (Fxy(Xo, Y0))?

a) Se D(Xo, Yo) > 0 e fux(Xo, Yo) > 0 entdo f tem um minimo relativo em (xo, Yo).
b) Se D(Xo, Yo) > 0 e fxx(Xo, Yo) < 0 entdo f tem um maximo relativo em (Xo, Yo).
c) Se D(Xo, Yo) < 0 entdo f tem um ponto de sela em (Xo, Yo).

d) Se D(xo, Yo) = 0 entdo ndo é possivel chegar a nenhuma conclusao: (Xo, Yo) pode ser um extremo

relativo ou um ponto de sela.

As conclusdes do teorema anterior estdo resumidas na tabela abaixo.

Sinal de D(Xo, Yo)

Comportamento no ponto (Xo, Yo)

+

+

Minimo relativo

+

Maximo relativo

Ponto de sela

Exemplo 1: Seja f(x, y) = x> + 3xy? — 3%° — 3y

Solucdo: Comecamos calculando as derivadas parciais e construindo o sistema:

f(x, y) =3 +3y*—6x e

3x*+3y*—6x=0
6xy —6y=0

Resolvendo o sistema obtemos quatro pontos criticos: (1, 1), (1, 1), (0, 0) e (2, 0).

fy(X, y) = 6xy — 6y

Para testar estes pontos precisamos calcular as derivadas parciais de segunda ordem:

fux(X, y) = 6X — 6

fuy(X, y) = 6y

Assim D(x, y) = (6x — 6)(6x — 6) — (6y)? = (6x — 6)? — 36y*

O resultado da aplicacdo do teste da derivada segunda é o seguinte:

D(1, 1) =-36= (1, 1) é ponto de sela

D(1, -1) =-36 = (1, 1) é ponto de sela

D(0, 0) = 36 e fx(0, 0) =— 6 = ftem um méaximo relativo em (0, 0)
D(2, 0) =36 e fxx(2, 0) =6 = ftem um minimo relativo em (2, 0)

fyy(X, y) = 6x -6

Exemplo 2: Uma combinacdo de dois medicamentos esta sendo testada no combate a certa
infeccdo bacteriana. Os estudos mostraram que a duracdo da infeccdo em testes de laboratdrio pode
ser modelada pela fungdo f(x, y) = x* + 2y? — 18x — 24y + 2xy + 120 onde x é a dose do primeiro
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medicamento em centenas de mg e y é a dose do segundo medicamento em centenas de mg.
Determine a dose de cada medicamento para que a duracdo da infec¢do seja minima.

Solucéo: fy(x, y) =2x— 18 + 2y e fy(X, y) = 4y — 24 + 2x

2x-18+2y=0
4y —-24 +2x =0

Resolvendo o sistema obtemos um ponto critico: (6, 3).

Calculando as derivadas parciais de segunda ordem temos:

fodX, y) =2 fy(X, y) =2 foy(x, y) = 4

Entdio D(x,y)=8-4=14

Logo D(6, 3) =4 e (6, 3) =2 = f possui um minimo relativo (6, 3)

Portanto a dose de x deve ser 600 mg e a de y 300 mg.

Outros exemplos: 1) Encontre os pontos criticos das funcdes abaixo e classifique cada um
deles como um maximo relativo, um minimo relativo ou um ponto de sela:
Q) f(x, y) =X —xy + 2y + x + 3
b) f(X, y) = X* + y* — 2X + 4y + 2

¢) f(x, y) =x° + 3xy + y°

d) f(x, y) = %x3+ %y3—x2—3x—4y—3

&) f(x, y) = %x“— §x3+2xy+y2

2) Certa doenca pode ser tratada administrando pelo menos 70 unidades do medicamento C, mas
este remédio pode produzir graves efeitos colaterais. Em busca de uma alternativa menos arriscada,
um médico decide usar os medicamentos A e B, que ndo produzem efeitos colaterais se a dose
combinada dos dois medicamentos for menor que 60 unidades. O médico sabe que, quando X
unidades do medicamento A e y unidades do B sdo administradas a um paciente, o efeito é
equivalente ao de administrar z unidades do medicamento C, onde

z = 0,05(xy — 2x* — y? + 95x + 20y)
a) Para que doses x e y o nivel equivalente z do medicamento C é maximo?

b) Se 0o médico administrar doses adequadas de A e B, serd possivel tratar a doenca sem efeitos
colaterais?
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Respostas:
1) (2, 5) é ponto de sela
2) (1, —2) é minimo relativo
3) (0, 0) € ponto se sela e (-1, —1) € maximo relativo
4) (3, 1) é minimo relativo, (-1, —1) é maximo relativo e (3, —1) e (-1, 1) sdo pontos de sela
5) (0, 0) € ponto de selae (-1, 1) e (2, —2) sd@o minimos relativos

6) a) 30 unidades de A e 25 unidades de B, o que resulta em uma dose equivalente de z = 83,75
unidades ( como é maior que 70, a combinacdo € eficaz).

b) Como o numero total de unidades € 55 (que é menor que 60) ndo ha risco de efeitos colaterais.
Observacao: Se D(Xo, Yo) = 0, o teste da derivada segunda para fungdes de duas variaveis
ndo é conclusivo e f pode ter um extremo relativo ou um ponto de sela em (Xo, Yo) € outros métodos
precisam ser usados para determinar sua natureza.
Exemplo: f(x, y) = x* +y*

Solucéo: Nesse caso fi(x, y) = 4x° e fy(x, y) = 4y

3 _
Entdo =0
4y°* =0

Resolvendo o sistema encontramos um Unico ponto critico: (0, 0)
As derivadas de segunda ordem séo:

fodX, y) = 12¢° fy(X, y) =0 fry(x, y) = 12y°

Logo D(x, y) = 144x*y* e D(0,0) =0

O teste da derivada segunda ndo permite chegar a nenhuma concluséo, mas como f(0, 0) =0
e f(x, y) > 0 quando (X, y) # (0, 0), podemos concluir que f tem um minimo relativo em (0, 0).
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Exercicios — lista 11

Nas questdes de 1 a 10 encontre os pontos criticos das fun¢bes dadas e classifique cada um deles
como um méaximo relativo, um minimo relativo ou um ponto de sela:

1) f(x, y) =x" + (y - 1)° 2) f(x, y) =xy —x -y

3) f(x, y) =Xy +3x +y ) (X, y) = —xX*—4x—y* +2y—1

5) f(X, y) = 2X° + Y — xy?— 2 6) f(x, y) = x° + 3xy — y*

7) f(x, y) = %x“—2x3+4xy+y2 8) f(x, y) = %X3— §y3+ %x2—6x+32y+4
9) f(x, y) = X%y + 3xy — 3x* — 4x + 2y 10) f(x, y) = 23+ y* + 3x* — 3y — 12x — 4

11) Uma combinacdo de dois medicamentos esta sendo testada no combate a certa infeccdo. Os
estudos mostraram que a duracdo (em dias) da infeccdo em testes de laboratério pode ser modelada

pela funcdo f(x, y) = xy + 4 + 2 onde x é a dose em mg do primeiro medicamento e y é a dose em
Xy

mg do segundo medicamento. Determine a dose de cada medicamento para que a duracdo da
infeccdo seja minima e a duragdo correspondente.

12) A eficacia do tratamento de uma doenca depende da combinacdo de dois medicamentos A e B.
A duracdo, em dias, do tratamento pode ser modelada pode ser modelada pela funcao

f(x, y) = — x> — 3y? + 2xy + 8x — 17
onde x € a dose em mg de A e y é a dose em mg de B. Para que doses de A e B a eficacia do
tratamento € maxima? Qual é essa duracéo?

Respostas:
1) (0,1) é minimo relativo 2) (1,1) é ponto de sela
3) (-1, -1) é ponto de sela 4) (-2,1) é maximo relativo

5) (0,0) é minimo relativo e (1, —2) e (1,2) sdo pontos de sela

6) (0,0) é ponto de sela e (1, —1) € minimo relativo

7) (0,0) é ponto de sela e (-1,2) e (4, —8) sdo minimos relativos

8) (-3, —4) e (2,4) sdo pontos de sela, (—3,4) é maximo relativo e (2,— 4) € minimo relativo
9) (-1, -2) e (-2,8) sdo pontos de sela

10) (-2,1) e (1, -1) sdo pontos de sela, (—2,—1) é maximo relativo e (1,1) é minimo relativo
11) 2 mg do medicamento x e 1 mg do medicamento y; 6 dias

12) 6 mg de A e 2 mg de B; f(6, 2) = 7 (dias)
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4.4 — Multiplicadores de Lagrange

Em termos matematicos, um problema de otimizacdo com restricdo de duas variaveis é um
problema no qual queremos maximizar (ou minimizar) uma funcéo f cujas variaveis independentes
X e y estdo sujeitas a uma condic¢do adicional na forma de uma equacdo g(X, y) = k, k € IR,
conhecida como equacao de restricao.

. Para visualizar o que significa o processo
A de otimizagdo com restricdo de uma fungdo de

duas varidveis x e y, podemos pensar na funcéao
_~Miximo sem restrigdes como uma superficie no espaco tridimensional e

_Miximo com reswrictes A TEStricdo como uma curva no plano xy.
®

»

s3] Quando procuramos, por exemplo, o
maximo de uma funcdo sujeita a uma dada
restricdo, estamos limitando nossa busca a parte

2 da superficie que esta diretamente em cima da
P e curva que representa a restricdo. O ponto mais
. urva de restrigio A L

alto dessa parte da superficie € 0 maximo com a
restrigéo.

Em alguns casos, a equacdo de restricdo pode ser substituida na funcéo a ser otimizada e o
problema fica reduzido a outro envolvendo maximos e minimos ndo sujeitos a restrigdes, sendo
resolvido pelos métodos da secdo precedente. Entretanto, este procedimento nem sempre é possivel,
como no caso em que a funcdo a ser otimizada envolve mais de duas variaveis e varias restricoes.

O método apresentado a seguir deve-se a0 matematico francés Joseph Lagrange e € aplicavel
a todos os casos e pode ser generalizado para qualquer nimero de variaveis ou restricées.

O metodo dos multiplicadores de Lagrange se baseia no fato de que todo extremo relativo
de uma funcéo real f de duas variaveis x e y com uma restricdo g(x, y) = k ocorre em um ponto
critico da funcao (de Lagrange):

F(x, y, ) = 1(x, y) = A(9(x, y) - K)

onde A é uma nova variavel (o multiplicador de Lagrange).

Para determinar os pontos criticos de F, calculamos suas derivadas parciais:

Fx(X, ¥, &) = fx(X, y) — A0x(X, ¥)
Fy(X, ¥, &) = fy(X, y) — Agy(X, Y)
Fax, v, A) = = (9(x, y) — k)
F (X y.»)=0

E resolvemos o sistema de equagdes < F,(x, y,A)=0
F(xyA=0

f.(xy) — Ag,(x y)=0

Isto €, resolvemos < f, (X y) — Ag, (X ¥)=0
—(9x y) - k) =0
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fx (X! y)=>\‘gx (X’ y)
Ou ainda, {f,(x y)=Ag, (X y)

glx y)=Kk

Os pontos (Xo, Yo) que fornecem os extremos de f com a restricdo g(x, y) = k estdo entre 0s
pontos determinados pelas duas primeiras coordenadas desses pontos criticos.

Resumo do método dos multiplicadores de Lagrange

Os pontos onde uma funcdo real f de duas variaveis tem extremos relativos sujeitos a
restricdo g(Xx, y) = k estdo incluidos entre os pontos determinados pelas duas primeiras
coordenadas das solugdes (Xo, Yo, Ao) do sistema

f,(x y)=rg, (X y)
f,(x y)=2g, (X Y)
ax y)=k

Uma desvantagem do método de Lagrange € que ele fornece somente os pontos criticos da
fungdo sem discriminar se € maximo, minimo ou nenhum dos dois.

Existe uma versdo do teste das derivadas parciais de segunda ordem que pode ser usada para
determinar que tipo de extremo com restricdo corresponde a cada ponto critico (Xo, Yo), mas neste
texto vamos supor que se f possui um maximo (ou minimo) relativo com restricdo em (Xo, Yo), ele
sera dado pelo maior (menor) dos valores de f(Xo, Yo).

Exemplos:

1 — A funcdo f(x, y) = 2x* + y* possui um valor minimo com a restricdo x + y = 6. Use 0 método
dos multiplicadores de Lagrange para determinar esse minimo.

Solucdo: Vamos supor que g(x,y) =x+yequek=6

Queremos encontrar o valor minimo de f sujeita a restricdo g(x, y) = k. Pelo método dos
multiplicadores de Lagrange, devemos resolver o seguinte sistema:

4x =\ Q)
2y =L 2
X+y=6 (3)

De (1) e (2) obtemos 4x =2y -~ y=2x
Substituindo em (3) obtemos: x +2x=6 .. 3Xx=6 .. X=2
Logo,x=2,y=4 e A=8

Ou seja, (2, 4, 8) é a unica solugdo do sistema. Assim o Unico valor extremo de f sujeita a
restricdo dada ocorre no ponto (2, 4). Portanto o valor minimo desejado é f(2, 4) = 24
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2 — A funcdo f(x, y) = x* + xy — 3y? possui um valor maximo com a condicéo x + 2y = 2. Use o
método dos multiplicadores de Lagrange para determinar esse maximo.

Solucéo: Vamos supor que g(x,y) =x +2yeque k =2

Queremos encontrar o valor maximo de f sujeita a restricdo g(x, y) = k. Pelo método dos
multiplicadores de Lagrange, devemos resolver o seguinte sistema:

2X+Yy=A Q)
X—6y=21 (2
X+2y=2 3

De (1) e (2) obtemos x — 6y = 2(2x +y) ... X -6y =4x + 2y .. 3Xx=-8y .. X = —gy

Substituindo em (3) obtemos:
8 _ _ _ _
_§y +2y=2..-8y+6y=6-8y—-2y=6 .. y=-3

Logo, x=8,y=—3eA=13.

Ou seja, (8, — 3, 13) é a unica solucdo do sistema. Assim o Unico valor extremo de f sujeita a
restricdo dada ocorre no ponto (8, — 3). Portanto o valor maximo desejado € f(8, — 3) = 13.
3 — Utilize o método dos multiplicadores de Lagrange para encontrar os valores de maximo e

minimo da funcéo f(x, y) = 42x + 28y com condic¢édo xy = 600.

Solucdo: Vamos supor que g(X, ¥) = xy e que k = 600

42 =Ly 1)
Entéo {28=2x 2
xy =600 3)

Pela equacao (3) sabemos que x #0 e y # 0.

Logo em (1) podemos escrever A = 42 e em (2) podemos escrever A = 28
X
. 42 28 42x 3
Daitemos: — = — . y= —=—=X
y X 28 2

Substituindo em (3) obtemos: xgx =600 .. xX*=400 .. x=+20

Assim, se x = 20 temos y = 30 e se x = — 20 temos y = — 30

Portanto os pontos criticos de f sdo (20,30) e (- 20, — 30)
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Além disso. f(20,30) = 1.680 e f(-20, —30) = — 1.680

Logo o valor méximo é 1.680 e o valor minimo é — 1.680

4 — Utilize o método dos multiplicadores de Lagrange para encontrar 0os valores maximos e
minimos da fungdo f(x, y) = 2x* + y? + 2y com a restrigdo x> + y* = 5

Solugdo: VVamos supor que g(x, y) = x>+ Y’ e que k =5
Temos que resolver o seguinte sistema:

4x =)\2x (1)
v+2=22y (2
x?+y*=5 (3)

Por (1) temos 4x —2Ax =0 .. 2x(2—1) =0

Entdo podemoster2x=00u2—-A=0.Ouseja: x=00uA =2

Se x =0temos por (3) quey = + J5

Se A =2 temos por (2) que 2y + 2 = 4y. Portanto, neste caso, temosy = 1.
Substituindo este valor em (3) encontramos X = +/4 =+ 2

Assim os pontos criticos de f sd0: (0,+/5), (0, —/5), (2, 1) e (-2, 1).
Dai, f(0,5) =5+ 2+/5 29,5

f(0,-v/5)=5-2+/5 =05

f(2,1) = 11

f(-2,1) =11

Logo, o valor maximo é 11 e o valor minimo é 0,5
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Exercicios — lista 12

1) Ache o valor méaximo de f(x, y) = 2x + 3y — x* — y* sujeita & restricdo x + 2y = 9

2) Ache o valor minimo de f(x, y) = 2x* + 4y* — 3xy — 2x — 23y + 3 com a restricdo x + y = 15
3) Ache o valor méximo de f(x, y) = x + 5y — 2xy — x* — 2y* com a restricdo 2x +y = 4

4) Use o método dos multiplicadores de Lagrange para achar os pontos criticos de f(x, y) = x + 2y
com a restricdo x* + y* =5

5) Use o método dos multiplicadores de Lagrange para achar os pontos criticos de f(x, y) = xy com
arestricio x° +y* = 8

6) Utilize o método dos multiplicadores de Lagrange para determinar os pontos criticos da fungéo
f(x, y) = X% + 2y? + 2x + 3 com a restricdo x* + y* = 4

7) Use o método dos multiplicadores de Lagrange para achar os pontos criticos de f(X, y) = 6x — 8y
sujeita & restricdo 3x* + 4y* = 7

8) Ache o valor minimo da funcéo f(x, y) = (x — 1)? + (y — 2)* — 4 sujeita a restricdo 3x + 5y = 47.
Respostas:

nﬂzwm=—£

2) (8, 7) = 18

aﬂyzn:—%

4)(12e(-1-2
5)(2,2), (2.-2), (-2,2) e (-2,-2)
6) (-2,0), (-2,0), (1,+/3) e (1- /3)
(L -1)e(11)

8) f(4, 7) = 30
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Capitulo 5 — Integral de uma funcao real

No capitulo 3 estudamos varias regras para obter a derivada de uma funcdo, mas em muitas
aplicagdes conhecemos a derivada de uma funcéo e precisamos encontrar a funcdo. Neste capitulo
vamos introduzir a “antiderivagdo” que inverte o processo de derivacdo e permite achar todas as
funcdes que tém uma dada fungdo como derivada.

Vamos estudar também algumas técnicas usadas para determinar as “integrais indefinidas” e
resolver problemas relacionados ao calculo da area de regides planas.

O resultado principal estabelecido neste capitulo é o teorema fundamental do célculo que
mostra a relagdo entre derivadas e integrais.

5.1 — Antiderivada — Integral indefinida

Nos exemplos e problemas estudados no capitulo anterior, comecamos com uma funcéao
dada e calculamos a derivada para obter informacdes a respeito da fungcdo. Em muitas situacées, no
entanto, o problema é o inverso: conhecemos a derivada e estamos interessados em determinar a
funcdo. Isso acontece, por exemplo, quando sabemos a taxa com a qual uma populacdo esta
aumentando e queremos calcular qual serd a populacdo em um determinado instante futuro. A
fungdo encontrada nesse problema é uma antiderivada.

Definicdo 1: Uma funcdo g € uma antiderivada (ou primitiva) de uma funcdo f em um
intervalo I, se g'(x) = f(x) para todo x em I.

Se considerarmos, por exemplo, a funcdo f(x) = 3x?, é facil verificar que g(x) = x> é uma
antiderivada de f, pois g (X) =3x°.

Dizer que g é uma antiderivada de f equivale a dizer que f € a derivada de g, mas agora
pensamos em f como a funcdo dada e em g como a funcdo a ser encontrada. O processo de
encontrar uma antiderivada é conhecido como antiderivacao.

A antiderivada de uma funcdo néo € unica. De fato, as funcdes
0:1(x) =X’ +5 92() =X~ /2 gs() =X + ;

também sdo antiderivadas de f(x) = 3x%, pois suas derivadas sdo iguais a f.

Note que qualquer funcdo do tipo h(x) = x> + C onde C é uma constante qualquer, é uma
antiderivada de f.

Podemos estabelecer o seguinte resultado:
Teorema: Seja g uma antiderivada de f em um intervalo I.

Se h é outra antiderivada de f em | ent&o existe uma constante C tal que h(x) = g(x) + C para
todo x em 1.

Assim, quando achamos uma antiderivada g de uma funcéo f, encontramos uma infinidade
de antiderivadas de f e todas da forma g + C onde C é uma constante.
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Ao considerarmos todas as antiderivadas de uma dada funcdo € conveniente introduzirmos
uma nova terminologia e uma nova notagéo, como se segue:

Definigdo 2: A integral indefinida de f, indicada porJ‘f(x) dx, é a familia de todas as

antiderivadas de f. Assim, se g é uma antiderivada de f e C € uma constante arbitréria, entdo
[f0ydx =g(x) +C

Nessa defini¢do f(x)dx é chamado de integrando e C de constante de integracgao.
Daremos razdes, mais adiante, para o uso da diferencial dx que aparece no integrando. No

momento vamos considerar que o simbolo dx indica que a antiderivada deve ser calculada em
relacdo a variavel x.

Para o exemplo dado escrevemos I 3x? dx =x*+C

Usando os resultados do capitulo 3, podemos obter as integrais indefinidas das principais
funcbes que decorrem imediatamente das respectivas regras de derivacao.

Regras basicas de antiderivagéo
1) j (F() + g(¥) dx = j f(x) dx + j g(¥) dx
2) Se a é um numero real entdo I af(x) dx = aj f(X) dx

3)Idx:x+C

n+1

4) SeneQen;t—lentéo'[x”dx = X
n+1

+C
5)[%: In [x|+C

6) Sek e IR entdo J. e"xdx=%ekx+c

Observacdo: A regra 1 pode ser estendida a qualquer nimero finito de parcelas.

Exemplos:
3 3

1) [ (x?+5) dx= [x* dx +5[dx :%+cl+5(x+cz):%+5x+c:ono|ec:cl+5c2

Na pratica, quando as regras basicas sdo usadas para calcular integrais indefinidas, as
constantes individuais de integracdo que aparecem podem ser combinadas em uma Unica constante.
Assim. A solucdo acima pode ser apresentada da seguinte maneira:

3

I(X2+5) dx:Ixzdx +5J.dx :X?+5x+C
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Z)I(6x3—7&+%j dx = _[ (6x3—7x1’2+5x‘6) dx=6_[ x3dx—7J‘ X2 dx +5I x%dx =

7 3 2
3)sz + 5x* + 4x 6de:J-(X4+§+g_i]dX:
2X 2

5 -1
:Ix4dx+ §J' dx+2.[d—x—3.|. x‘zdx:X—+§x+2In|x| 33X -
2 X 5 2 -1

X Lomlxl + 2 +c
X

X,
5

4)](% __5\/_}1 _—j +3[ xdx - 5[ X dx =

5/3
= L inlx] + 3——5—— L nixl +64x -3 +C
2 1/2 513 2

Outros exemplos:

1) _[ (5x* +2x% —4x +1) dx 2) _[ (x? +5)(8x —3) dx
x? —4
3) | Bx+2)?dx 4 dx
) [ (3x+2) e
4 2
S)I?’)(+—52X+2dx e)j( +6\/_—J_J
X
Respostas:
4
1)x5+x?—2x2+x+C 2) 2x* —x¢ + 2052 — 15X + C
X2
3)3x® +6x* +4x+C 4)7—2x+C
3/, 4
5)x3+5x—3+c 6)7|n|x|+4\/F—3*QX_+C
X
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Exercicios - lista 13

Use as regras basicas para calcular as integrais abaixo:

1) [ (3x* - 4x - 5) dx 2) [ (° = 3x* +2x—4) dx
3) j (2x° — 4x? — 5x +6) dx 4)j (2x% - 1)(x* + 5) dx
5) [ (3x* = 5Vx + 2) dx 6) [ (4x* +3)* dx
7) [ O +3x+x7?) dx 8) [ (3x~* +5x*) dx
9) [ (25x° - Dx "% dx 10) | (\/x_7 +5 W) dx
3 —
11)j %dx 12)I (3x2—6x+4x‘1)dx
5 4 3 4 23 2 oy
13),[ 3X X j:7x + 4x dx 14),[ Ox" —4x +§x 2X 1dx
X X
Respostas:
X4

1) X*—2x*—5x +C 2)T—x3+x2—4x +C

4 3 2 6 4 3
3) X__4L_5L+6X+C 4) X_+ SL_X__5X+C

2 3 2 3 2 3

5

5)x3—%x3’2+2x+c 6) 10X L g+ ox+ C

3 2
7) X_+3L_X*1+C 8)—3X71—§X73+C

3 2 3
9) 57_OX7/2_2X1/2+C 1O)§X9/2+4X5/4+C
11)%x3+2x—7ln|x| +C 12) -3 +4In|x| +C

2

13)x3—x7 FT7x—4x 1 +C 14) 3¢ - 22 +5x—21In| x| +x 1+ C



5.2 — Integracéo por substituicdo

Existem vérias técnicas para escrever uma integral em uma forma a qual se aplique uma ou
mais das regras basicas.

Queremos calcular, por exemplo, I 3(3x + 4)° dx (1)

Podemos expandir a expressdo (3x + 4)° e, em seguida integrar termo a termo (mas isso seria
muito trabalhoso). Entdo vamos tentar simplificar a integral fazendo uma mudanca de variaveis.

Sejau=3x+4. Dai du = 3dx

Substituindo estas expressdes em (1) obtemos:
9 9 9 u'
3(Bx+4)"dx = | (3x+4)’3dx=| u'du=— +C 2
[ 3@x+4)°dx = [ (3x+4) [ m )

10
(3x+4) N

Substituindo u por 3x + 4 em (2) temos nosso resultado: C

Como a variavel x foi substituida por uma nova variavel, esta maneira de calcular integrais
definidas é conhecida como integragdo por substituicdo ou mudanca de variavel.

A justificativa do procedimento usado no exemplo anterior é dada pelo teorema a seguir, que
¢ analogo a regra da cadeia para derivacao.

Teorema: Seja h uma funcdo derivavel de variavel x e seja g uma antiderivada de f. Entdo,
se u = h(x),

[H(h6N (gdx = [f(u)du = g(u) + C = g(h(x)) +C

Exemplos:
1) '[ V55X +8 dx

Solucdo: Sejau=5x+8

Dai du = 5dx. Entdo dx = %du

Logo J.\/5x+8dx: I\/U.%du: %Iul’zdu: o :%\/?Z%\/(5X+8)3 +C

2) '|‘x(3x2 +1)% dx
Solugdo: Sejau=3x*+1
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Dai du = 6xdx. Entdo xdx = %du

1 1 1 u® _ (3x*+1)°
Logo [x(3x2+1)%dx = [(Bx*+1)°xdx =|ut=du == [uldu == .— ==~ +C
g '[( ) '[( ) I 6 6'[ 6 9 54
)I 18x%dx
2x3+7)*

Solucdo: Sejau=2x3+7

Dai du = 6x°dx. Entdo 3du = 18x%dx

18x2dx u?
Logo | ——— = [(@x3+7)*18x%dx= |u*3du= 3|lu*du=3—=—-u3=
d I @2 +7)* I( ) J. -[ -3
-_1_ 1
u’ 2x*+7)°
4) I x*/x —1dx
Solugéo: Seja u = x — 1. Dai du = dx (1)

Da primeira igualdade em (1) temos: x=u+1 .. x* = (u+ 1)>=u*+2u + 1
Entéo '[ x?/x —1dx :'[(u2 +2u+1)Yu du :J.(us’2 +2u®+u'?) du=

712 5/2 3/2
u u u

2
+2 + =—-u
712 52 32 7

+ gUS/Z + 2u3/2 - %(X— 1)7/2 + g(x_ 1)5/2 + %(X— 1)3/2 +C

Outros exemplos:

Xdx
1) | x*(2x®+1)" dx 2) |[——
'[ J‘\/4x2 +5
15x%dx
| ———= 4) | Xx~/x+5dx
) I (x*+2)° )-[
Respostas:
2
1) L @aé+1fec g) YPHS L
48 4
-5 10

3) 4) %(x +5)%2 3 (x+5)% +C

— > ¢
A(x*+2)*
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Exercicios — lista 14

Calcule as integrais:

1) j (4x +3)* dx 2) j X(4x2 +7)°dx
3) J'4x\/x2+5 dx 4) '|.3x(4—3x2)‘8 dx
X 8x +2
5) [——2—— dx 6
AR~ ) e aeey”
6x° Xx—-3
7 [—=2— dx 8) [ dx
) I(X3+1)3 ) I(x2 —6x +1)>
9) j (2x2 —1)(6x% —9x +1)"*? dx 10) j (x? +3x +5)°(18x + 27) dx
11) [X(x +1) " dx 12) [x(5-x) dx
Respostas:
5 2 0
1) (4X+3) +C 2) M+C
20 80

4 1
3) = J(x2+5)° +C 4 —= ___4C
) 3 ( ) ) 14(4-3x%)’

3 2 2/3 -1 2 - 16
5)%(5x +16)°"°+C G)E(4X +2x+6) " +C
N-(¢+1) 2+C 8)_71(x2—6x+1)1+C
9)—%(6x3—9x+1)1’2+c 10) (¥ +3x +5)°+ C

11) % (X+1)3/2_2(X+1)1/2+C 12) _%(5_)()3/2_'_ §(5_X)5/2+C



5.3 — Integracéo por Partes

Nesta secdo vamos estudar uma técnica que pode ser usada para integrar produtos nos quais
um dos fatores pode ser facilmente integrado e 0 outro se tornar mais simples ao ser derivado. Essa
técnica, conhecida como integracdo por partes, é uma consequéncia direta da regra do produto
para diferenciais. A formula de integracdo por partes é apresentada a seguir.

Sejam u e v funcBes de variavel x

Sabemos que d(uv) = udv + vdu

Ou, equivalentemente, udv = d(uv) — vdu

Integrando ambos 0s membros dessa equacéo temos: I udv = I d(uv) — f vdu

Ou ainda, | [udv =uv— [vdu | (1)

A equacdo (1) é chamada de formula para integracédo por partes.

Esta formula transforma o problema do calculo de J' udv no calculo de I vdu . Através de

uma escolha conveniente de u e dv pode ser mais facil calcular a segunda integral do que a
primeira.

Na férmula acima, deixamos de escrever a constante de integracdo, ja que no decorrer do

desenvolvimento aparecerdo outras. Todas as constantes podem ser representadas por uma Unica
constante que serd introduzida no final do processo.

Exemplos:

1) J‘x Inx dx
Solucdo: Como In x ndo pode ser integrado usando as regras dadas até agora vamos fazer:
u=Inx e dv=xdx

2
de modo que du = idx ev= dex =X
X 2

Entéo [xInxdx = [(In) xdx = [udv

Pela formula de integracdo por partes temos:

x2Inx 2|

2

X7Inx X
- — +C

4

2 2 1 1
lenxdx: uv-J.vdu:(Inx)X?—IX?.;dx: —EJ.xdx:
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2) _[ x e*dx

Solucéo: Nesse caso, vamos fazer:

u=x e dv=e"dx

Daidu=dx e v= _[e“xdx = Lew
4

Entéo J. x e¥dx = J' udv

Pela formula de integracdo por partes temos:

4x 4x 4x

xe” e
4 16

+C

Ixe4xdx = uv— Ivdu = X. %e“x— J&e“xdx = xe4 —%je“xdx =

As vezes, a integragdo por partes leva a uma nova integral que também pode ser integrada
por partes.

Exemplo: J.xze" dx
Solugdo: Vamos fazer u = x> e dv = e*dx
Daidu=2xdx e v= Iexdx =¢*
Entdo '[ x%e*dx = J. udv
Pela formula de integracdo por partes temos:
Ixzexdx =uv— Ivdu =x’e* - Ierde (1)

Para achar a '[ 2xe” dx também precisamos utilizar a integracdo por partes. Nesse caso, seja
u=2xedv=edx. Entdodu=2dxev=¢

Logo I2xexdx =2x e~ IeXde = 2x e~ ZIede =2xe*-2¢

Dai e de (1) Ixzexdx =Xt —(2xe*—2e)=xte —2xe* +2e°+C

Algumas integrais podem ser calculadas por integracdo por partes ou por substituicdo. As
solucdes podem parecer diferentes, mas se estiverem corretas, poderdo diferir, no maximo, por uma
constante.

Exemplo: I X~/ X +5dx
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Fazendo u=xedv=+/x+5,temos que du=dxev= %(x+5)3’2
Entdo, usando o método de integracao por partes, achamos:

J‘x\/x+5dx =2?X(x+5)3/2—%(x+5)5’2+C

Fazendo u=x+ 5, dx = du e x = u -5 e utilizando o método de integracdo por substituicéo,
encontramos:

J‘x\/x+5dx = g(x+5)5/2—%(x+5)3/2+C

2X 3/2 4 5/2 312 (2X 4 ]_
Observe que — (X +5 - —(x+5 = (x+5 — ——(x+5H) | =
ave 2 x+5)%/7- £ (+5)%% = (x+9 (3 2 x+9)

= (x +5) /2 2x _4x 20 :(X+5)3/2(10_X_4_X+E_Ej=
15 15 5 3

= (x+5) %2 (2—X+E—% = (x +5) %/ (%(X+5)—%]

2 10
= Z(x+5)"? - (x+5)*?
5( ) 3( )

Outros exemplos:

1) [In2x°dx 2) [6xedx

Respostas:

1) xIn 2x*~2x + C

2) - 3xe > - g e ¥, C
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Exercicios — lista 15

Use 0 método de integragdo por partes para calcular as integrais abaixo:

1) j Inx dx
2) Ixe‘zxdx
3) len3x dx

4) _[ x e¥dx

5) I&Inxdx

Respostas:

DxInx-—x+C

2) —

2 4

2 2

3) X m3x— X +cC
2 4

4)xe*—e*+C

5)3)(3/2 In x —gx3’2+c

6) '[x‘z Inx dx
7) [xe*"dx
8) '[lenxzdx

9) [5xe®dx

10) [3x? |n(5j dx
X

—Inx_£+c

X X

6)

7)2xe*'?2_g4e*'?+C

3
8) 2 Inx?— 2 4cC
3 9

9) Sxe¥_2e¥4c
3 9

96



5.4 — Integral Definida — Nog&o intuitiva

J& sabemos que a derivada tem origem geométrica: esta ligada ao problema de tracar a reta
tangente a uma curva. A integral definida também tem origem geométrica: esté ligada ao problema
de determinar a &rea de uma regido plana limitada por uma curva qualquer.

Né&o ¢ dificil calcular a &rea de regides cujos limites sdo definidos por linhas retas, como
retangulos e tridngulos. O problema se torna mais dificil quando os limites da regido sdo definidos
total ou parcialmente por linhas curvas.

Uma das primeiras solu¢des conhecidas de um problema deste tipo foi a do matematico
grego Arquimedes que calculou a &rea sob uma curva parabdlica.

T Vamos considerar uma fungdo f(x) continua em um intervalo [a,
| b] e supor que f(x) > 0 nesse intervalo. Queremos calcular a area A da
regido sob o grafico de fentre x =a e x = b (isto é, a regido compreendida
entre o gréfico de f, 0 eixo X e as retas verticais x = a e x = b).

Para calcular a area A pelo método de Arquimedes, devemos cobrir a regido sob o gréafico de
f com um conjunto de retangulos adjacentes, todos com a base inferior no eixo x. A altura de cada
retangulo é o valor da funcdo para um valor de x correspondente a um dos pontos da base do
retangulo, isto é, escolhemos a altura de tal forma que o lado superior do retangulo intercepte o
gréfico da funcéao (figura 1).

O método de Arquimedes envolve duas ideias principais: a primeira € a de que podemos
calcular a area aproximada de regido somando as areas desses retangulos. A segunda é a de que
podemos tornar a aproximacdo cada vez melhor usando uma quantidade maior de retangulos
(vemos na figura 2 que estes retangulos representam melhor a regido que os da figura 1).

figural figura 2

Assim, dividimos o intervalo [a, b] cujo comprimento é b — a em n subintervalos, cada um

dos quais tem comprimento AX = B, isto é,
n

[Xo, X1], [X1, X2], ..., [Xn-1, Xn] ONde Xo =ae X, = b
Consideramos os retangulos de largura Ax e altura f(x;) onde x;é um nimero qualquer no
intervalo [xi-1, x]. Entdo a area do i-ésimo retangulo é f(x;) Ax.

A area A é aproximada pela soma das areas desses retangulos, que é:
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Sn= D f(x))AX= f(x;) AX + ... + f(x}) Ax
i=1

Como observamos anteriormente, essa aproximacao torna-se cada vez melhor & medida que
aumentamos o numero de subdivisdes do intervalo [a, b]. Entdo definimos a &rea A como o limite
de Sn quando n cresce infinitamente. Ou seja: A= lim S,

X—> 00

O limite acima aparece também na definicdo de integral definida:

Definicéo: Seja f uma funcédo definida e limitada em [a, b]. Dividimos o intervalo [a, b] em

. : o b-a :
n subintervalos de comprimentos iguais AX = ——. Sejam Xo = a, X1, X2, ... , Xn = b 0S extremos
n

desses subintervalos. Escolhemos em cada subintervalo [x; -1, Xi] um ponto arbitrario x; e teremos a
soma

Sn= D f(x))AX= f(x;) AX + ... + f(X}) AX

i=1

chamada Soma de Riemann. Dizemos que f é integravel em [a, b] se existir um nimero real L tal
que L= lim S, . Neste caso, L e a integral definida de a ate b e usamos a notagdo de Leibniz para

X—> o0

b
representa-lo: L = .[ f(x)dx .

Observagoes:

1 — Nesta notacéo, a e b sdo chamados limites de integracdo: a é o limite de integracao inferior e b é
o limite de integracédo superior.

b
2 — A integral definida _[f(x)dx € um numero real e ndo depende de x. Podemos usar qualquer outra

letra sem mudar o valor da integral:
b b b
[fo9dx = [ftydt="[f(r)dr
3 — Se f é continua em [a, b] podemos provar que o limite da definicdo acima sempre existe, ou seja
f é integravel em [a, b].
Propriedades das integrais definidas:

Sejam f e g fungdes integraveis em [a, b] e ¢ um namero real qualquer.

a) jf(x)dx =0

b) _Tf(x)dx =— _Tf(x)dx
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C) .Tc.f(x)dx = C.Tf(x)dx
d) j'(f(x) +0(X) dx = .Tf(x)dx + Tg(x)dx

e) .Tf(x)dx = jf(x)dx + if(x)dx

O teorema a seguir mostra como calcular a integral definida de uma funcdo continua, desde
que possamos encontrar uma antiderivada desta fungdo. Devido a sua importancia em estabelecer a
relacdo entre a derivacdo e a integracao, este teorema, descoberto independentemente por Newton
na Inglaterra e Leibniz na Alemanha é conhecido como Teorema Fundamental do Célculo:

Seja f uma funcdo continua em [a, b]. Se g é uma antiderivada de f em [a, b] entdo
b
[f69dx = g(b) - g(a)
, a
Exemplo 1: | (3x” —4x +5) dx
1

Solugdo: Sabemos que g(x) = x* — 2x* + 5x + C onde C é uma constante arbitraria é uma
antiderivada de f(x) = 3x* — 4x + 5. Portanto, pelo teorema fundamental do calculo temos:

} (3x* —4x+5)dx =g(4) -g(1) =52 -4 =48

b
a

Observacdes: 1 — A diferenca g(b) — g(a) também costuma ser indicada por g(x)

Usando a notacdo anterior no exemplo 1 escrevemos:

4

[ 3x* —4x+5)dx=(x*~ 2’ + 5x + C)|{ =52~ 4 = 48
1

2 — No célculo da integral definida do exemplo 1, a constante de integragdo “desapareceu”.
Isto acontece sempre, pois se g(X) + C denota a antiderivada de uma funcdo f, entdo:

(909 +C)|2 = (g(b) + C) —(g(a) + C) = g(b) + C — g(a) —C = g(b) — 9(a)

Assim, em todos os célculos envolvendo uma integral definida, iremos ignorar a constante
de integracéo.

1
Exemplo 2: J‘ (x*+ 2x +1) dx
1

5
Solugéo: Sabemos que g(x) = X? + x% + x é uma antiderivada de f(x) = x* + 2x + 1. Ento,

pelo teorema fundamental do célculo temos:
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1
£(X4+ 2x+1)dx=9(1)-g(-1) = (%+1+1]—(—%+1—1j= % +2+ % = %

b
Se f € continua em [a, b] e f(x) > 0 para x nesse intervalo entdo j f(X)dx é a area A da regido
a
sob o gréfico de f entre x = a e x = b, conforme vimos no inicio desta secéo.
Exemplo 1: Calcule a rea da regido R sob o gréfico de f(x) = xentrex=1ex =3

Solucdo: Como f ¢ continua e f(x) > 0 em [1, 3], a area A ¢

, dada pela integral definida de fde 1 a 3, isto é,
T r:]-.u:.\'/- 3
3+ / A= IX dx
- 1
- Xe / . X2
n / i Temos que g(x) = > é uma antiderivada de f.
—/{40— 4 —A > ¥ 3 9 1
gy ) Entdo A = [xdx=g(3) - g(1) = > - =4
1 2 2
fe Para verificar o resultado do exemplol, observe que adrea A é a
ra. soma da &rea do retdngulo R; com a area do triangulo R, (figura ao
7 lado).
A . 2.2 _ _
2+ yo ‘w EntaoA—2.1+7—2+2—4
1 //' }1‘ -
/i/ s e O que coincide com o resultado obtido anteriormente.

Exemplo 2: Calcule a 4rea da regido sob o grafico de f(x) =x*+ Lentrex=—1ex = 2.

Solucdo: Observamos que f é continua em [-1, 2] e f(x) > 0 em [-1, 2].
2

Entdo a area é dada por A = j (x*+ 1) dx
-1

3
X . L
Como g(x) = 3 + X é uma antiderivada de f, temos:

A= o 1)dx:g(2)—g(—1):(g+2)-(—% _1) =224 2 41m0

A regido sob o grafico de uma funcéo f entre X = a e x = b pode estar inteiramente abaixo do
eixo como mostra a figura (1) a seguir.

mr : b ’ %’m.dm

figura 2

¥

figura 1
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Nesse caso, para calcular a area da regido destacada, vamos considerar a funcdo h = — f
definida no intervalo [a, b]. Os gréficos de f e h sdo simétricos em relacdo ao eixo x (figura 2), e a
area A da regido sob o grafico de fentre x =ae x = b é igual a &rea B da regido sob o grafico de h
entrex=aex=h.

Entdlo A=B = .Th(x)dx = _T—f(x)dx =— j‘f(x)dx

Assim, se f é continua em [a, b] e f(x) < 0 para x nesse intervalo, entdo area da regido sob o

b
grafico de fentre x=ae x=b é dada por A = — .[f(x)dx

Exemplo 3: Determine a area da regido sob o grafico de f(x) = x> — 2xentrex=1e x = 2

Solucéo: Observamos que f é continua em [1, 2] e tal que f(x) <0 em [1, 2].

2
Entdo a 4rea 4 dada por A = — I(x2 —2x) dx
1

3
X , .
Como g(x) = 3 x%é uma antiderivada de f temos:

= o -2 dx-(g(Z)g(l))‘Kg—4J—(%_ ﬂ:[_%ﬂ -2

Se a curva esta parcialmente acima do eixo X e parcialmente
abaixo como mostrado na figura ao lado, a area pode ser calculada pela
soma das areas correspondentes a partes da regido que estdo acima e
abaixo do eixo X.

c d e b
A=A +A +Ag+ A= j f(x)dx — j f(X)dx + j f(X)dx — j f(x)dx
a c d e

Exemplo 4: Calcule a 4rea da regido limitada pelo grafico de f(x) = x> — 4x + 3entrex=0e x = 3

Solucdo: Vemos no grafico ao lado que no intervalo [0, 3] a curva esta
parcialmente acima do eixo x e parcialmente abaixo, isto é, f{(x) >0 em [0, 1] e
f(x) <0 em[1, 3]. Entdo a &rea A da regido sob o grafico de fentrex=0ex=3
é dada por:

1 3
A=A+ A onde Ac= [(xX* —4x+3)dx e Ap = — [(x* —4x +3)dx
0 1

3
Como g(x) = X? — 2x? + 3x é uma antiderivada de f, temos que:

1
A= [ —4x+3)dx= 9(1) - 9(0) = % —o:%
0

w|H

j:

w| s

Ao == [(¢ —ax+3)dx=-(0(3) - 9(1) = —(0—

101



LOgOA:A1+A2:

w| s

4
+ — =
3

w| o

Para determinar a area da regido R entre os gréficos de fe g de x = a até x = b (figura
abaixo), basta subtrair a area da regido sob o gréfico de g da area da regido sob o gréfico de f.

Entdo area de R = area de R; — area de R,
b b b
Ou seja, areade R = j f(X)dx — j g(X)dx = j (f(x) — g(x) dx

Portanto, se f e g sdo fungdes continuas em [a, b] tais que f(x) > g(x) em [a, b] e se R ¢ a
regido limitada pelos graficos de fe g e pelas retas x = a e X = b, entdo a area de R é dada pela

[ () —g(3) dx

Exemplo 5: Calcule a rea da regi&o limitada pelos gréficos das funcdes f(x) = 2x*> — 4x + 6
eg(X)=—x*+2x+lentrex=1lex=2

Solucéo: f e g sdo funcdes continuas em [1, 2] e tais que  f(x) >
. 220741+ 6 g(X) em [11 2]

N Entdo a area A da regido limitada pelos graficos de f e g e pelas
retas x =1 e x = 2 é dada por:

2 2
A= j((2x2—4x+6)—(—x2+2x+1))dx= j(3x2—6x+5)dx:
1 1

:(x3—3x2+5x)\f:(8—12+10)—(1—3+5):6—3:3

Vimos que a area pode ser calculada por integral, usando o teorema fundamental do célculo,
mas existem outras aplicaces nas quais o processo de integracdo desempenha um papel importante.
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Exemplo Se um objeto move-se ao longo de uma reta com fungdo posicdo s(t), entdo sua

t
velocidade é v(t) = s’(t). Portanto I v(t)dt = s(t2) — s(t1) é a mudanga de posicdo, ou deslocamento,
b

do objeto durante o periodo de tempo t; a t,.

Quando v(t) > 0 a particula move-se para direita. Quando v(t) < 0 a particula move-se para

t
esquerda. A distancia total percorrida pelo objeto neste periodo de tempo é dada por d = I|v(t)| dt

t

Uma particula move-se ao longo de uma reta de tal forma que sua velocidade no instante t é
dada por v(t) =t2—t —6 m/s.
a) Ache o deslocamento da particula durante o periodo de tempo 1 <t <4
b) Ache a distancia percorrida durante esse periodo de tempo.

Solucéo:
. ot 9
a) S(4) -S(1) = j(tz —t—6)dt= (5 -5 6t) ‘f == == 4,5 m (deslocamento para esquerda).

1

b) Temos que v(t) =t2—t—-6 = (t — 3) (t + 2). Entdo em [1, 3], v(t) <0 eem [3, 4], v(t) > 0.

Assim, d = j|v(t)| dt= i(—v(t))dt + jv(t)dt ~10,17 m
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Exercicios — lista 16

1) Calcule as integrais definidas:

a)f (x* — 4x — 3) dx b)_f1 (x + x*) dx
‘ X T o2x%—4x? +3
c)[ (G—Ede d)! ez XX

2) Calcule a area das regides destacadas nas figuras abaixo:
a) f(x) = X b) f(x) = x* — 3x c) f(x) = 4x — x*

it
fy=xt \‘ /m.,‘z_;;, y=dx-x?
OWJ x
| ] 3 | 2

Y

d) f(x) = x* —5x + 4 e) f(x)=x* -1
y=x2-5x+4 iR
Ne o ATl \ | 4
| NS RS2

3) Nos proximos 5 dias quantas pessoas poderao ser expostas a um certo virus se sabemos que em t
dias, a partir de agora, o virus tera se disseminado a uma taxa de 9t(8 —t) pessoas por dia? Quantas
pessoas estardo em contato com o virus durante o quinto dia?

4) Um objeto se move de tal forma que sua velocidade apds t minutos é de 5 + 2t + 3t2 metros por
minuto. Que distancia o objeto percorre durante o segundo minuto?

5) Um estudo indica que daqui a X meses, a populacdo de uma determinada cidade estara
aumentando a taxa de 10 + 2+/x pessoas por més. Em quanto aumentara a populagio da cidade nos
proximos 9 meses?

6) Calcule a area limitada pelos graficos de f(x) =5 — x> e g(x) = x + 3

7) Determine a area limitada pelos graficos de f(x) = x* + 2 e g(x) = 4 — x°

8) Calcule a area limitada pelos graficos de f(x) =1 — x> e g(x) = — 3

9) Calcule a area limitada pelos graficos de f(x) = x*~3x + 3 e g(x) = x + 3
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10) O grafico de uma funcdo f aparece na figura ao lado e sabemos
1 3 6

que [ ) dx=—2,8 [ f0) dx=1,2 e [ f() dx= - 3,5. Determine a area
_2 1 1

da regido limitada pelo gréafico de f(X) e 0 eixo x entre x = -2 e X = 6.

Respostas:
1)a)-18 b) 81/10 c) 12 d) 2
26 9 9
2)a) — b) = c)9 d) = e) —
) d) 3 ) 5 ) ) 5 )

3) 525 pessoas; 141 pessoas
4) 15 m

5) 126 pessoas

6)

N | ©

10) 8,7
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Capitulo 6 — Equacdes Diferenciais

O estroncio-90 € um elemento radioativo e, como todo elemento dessa natureza, sofre
desintegracdo. Qual é o tempo decorrido, desde certo instante, para que uma amostra de estroncio-
90 tenha sua massa reduzida a 80% do seu valor? Para equacionar este problema, devemos utilizar a
seguinte lei que rege o fendmeno da desintegracdo: sendo Q(t) a massa presente no instante t, a taxa
de variacdo de Q é proporcional & massa presente nesse instante, isto é: %—?:cQ onde ¢ é uma
constante conhecida. Estamos em presenca de uma equagdo cuja incognita € uma funcdo, a saber,
Q. Pelo fato de aparecer uma derivada, a equacao € referida como “equagao diferencial”. Problemas
como este aparecem com extraordinaria frequéncia nas ciéncias aplicadas, o que confere uma
importancia destacada a teoria das equacOes diferenciais. Neste capitulo, faremos uma breve
introducao ao estudo das “equagdes diferenciais ordinarias”.

6.1 — Definicdo e classificacdo de equacdes diferenciais ordinarias

Defini¢do: Equagdes diferenciais sdo aquelas em que ocorrem derivadas de fungdes. S&o
exemplos de equacdes diferenciais:

1) y=2x
2) y"+y=0
3) xy+y=3

d’y _dy
4) —+5—+7y=0
)dx2 dx y
2 2

Em geral, uma equacdo diferencial é dita ordinaria (abreviada por EDO) quando envolve
uma ou mais derivadas de uma funcéo y de uma variavel independente x; a equacdo também pode
envolver o préprio y, funcdes de x e constantes. Sdo exemplos de EDO as equacoes (1), (2), (3) e
(4). A equacéo (5) é um exemplo de equacdo diferencial parcial (abreviada por EDP). Neste caso
a funcdo incognita possui duas ou mais variaveis independentes e, portanto, as derivadas séo
parciais.

5)

A ordem de uma equacao diferencial é a ordem da mais alta derivada da funcdo incégnita
gue aparece na equacao. Nos exemplos dados, as equacgdes (1) e (3) sdo de primeira ordem e (2), (4)
e (5) sdo de segunda ordem.

Sabemos que para resolver a equacdo algébrica x> — 3x + 2 = 0 devemos procurar um nimero
que substituindo X na equacdo, reduza o membro da esquerda a zero. Os nimeros 1 e 2 possuem
esta propriedade e assim esta equacdo possui duas solucdes: 1 e 2. Para resolver uma equacao
diferencial, devemos procurar funcdes em lugar de nimeros. Ou seja: encontrar a solucdo de uma
equacdo diferencial € determinar uma funcéo cujo dominio € um intervalo aberto e que verifique a
equacao para esse intervalo.
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Por exemplo, a fun¢do y = x2 é uma solucdo da equacdo diferencial de primeira ordem
Xy’ =2y para todo x € IR.

De fato, temos que y’ = 2x e substituindo na equacdo dada obtemos: x2x = 2x* que ¢ uma
identidade.

Outros exemplos:

1) Mostre que y = e® e y = * sdo solucdes em IR da equacdo diferencial de segunda ordem
y' =5y + 6y=0.

4
2) Verifique que y = )1(_6 é uma solucdo da equacdo diferencial ((;I_y =X,/Y no intervalo (- oo, + o).
X

3) Mostre que y = Inx ¢ uma solucao da equagdo diferencial xy” +y' =0 em (0, + o), mas ndo €
solucdo em (— oo, + ).

Observacéo: Solucdes de equacdes diferenciais podem ocorrer também na forma de funcéo
implicita e as vezes é dificil ou impossivel expressar a variavel dependente explicitamente em
termos da variavel independente.

2

Exemplo 1: xy = Iny + C é uma solugdo de y' = qualquer que seja a constante C.

1-xy

De fato, derivando a equacdo xy = Iny + C implicitamente em relacdo a x obtemos:

Xy —1] R

1 1
r— — X—— I / r— =
yrxy yy+OH£ yjy yH( y xy-1 1-xy

y=-y<ey

Uma solucdo de uma equacgdo diferencial usualmente contém uma ou mais constantes
arbitrarias, conforme a ordem da equacéo. O tipo mais simples de equacéo diferencial tem a forma

ay _ f(x) onde f é uma dada funcdo. A sua solucéo é dada pela integral indefinida y = J.f(x) dx.

Assim, uma solucdo de uma equacdo diferencial € uma funcdo ou familia de funcbes que
satisfazem a equacao.

Exemplo 2: Resolva a equacéo diferencial dy _ XX +5

dx
A solucdo desta equacdo €y = J.(x2 +5) dx

X3
Entdoy = ?+ 5x+C

Uma solucdo desta forma, que envolve uma constante arbitraria e inclui todas as solucdes
possiveis, é chamada de solucéo geral da equacéo diferencial.
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Exemplo 2: Resolva a equacdo diferencial de segunda ordem y” = 12x + 4
Solugdo: Como a equacgdo € de segunda ordem serdo necessarias duas integracdes sucessivas

para resolvé-la. Consequentemente, na solucdo geral vdo figurar duas constantes arbitrarias (que
ndo podem ser combinadas em uma Unica constante).

Assim, y' = [(12x+4)dx =6 + 4x + C,
Daiy = I(ze +4x +C,) dx

Logoy =2x + 2x? + Cix + C,  (solucdo geral)

Os problemas que dao origem a equacdes diferenciais estdo frequentemente vinculados a
condi¢des adicionais, chamadas condicfes iniciais, sobre as variaveis envolvidas. As condicfes
iniciais podem ser usadas para destacar uma solucéo particular da solugéo geral. O problema de
achar uma solucéo da equacdo diferencial que satisfaca a condicéo inicial € chamado de problema
de valor inicial.

Sabendo, por exemplo, que y = 4 quando x = 3 obtemos da solu¢do geral do exemplo

anterior, a seguinte solucao particular da equacédo dada:
3

X
= —+5x-20
Y 3

Outros exemplos:

1) Determine a solugdo geral da equagéo diferencial y' = 20x° — 6x* + 7

2) Resolva a equacéo diferencial j—y = % +15x° + 10
X X

3) Determine a soluco geral da equacio diferencial y' = ¢**— x
4) Determine a solucdo particular da equagdo y' = 8x> — 3x? — 5 sabendo que y = 5 quando x = — 1

5) Ache a solucdo particular da equacdo y" = 12x — 2 sabendo que y =3 e y' = 8 quando x = 1.

Respostas:
4 3 -6 3
1) y=5x"-2x"+7x+C 2)y= —+5x’+10x+C
X
2
3)y:%e3x—x?+c 4)y=2x"-x*-5x-3

5)y=2x— x* + 4x — 2
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Exercicios — lista 17

Nos itens de 1 a 6 determine a solucdo de cada equagéo diferencial:

2 2
1)y =5x"+3x+1 Z)Q:u 3)y' =6x 2+ 15x° + 10
dx 2X
4) y' = 140 e™ 5) Y _ge, 2 6) Y _ b g2
dx X dx

Nos itens 7 a 12 ache a solucdo particular da equacdo diferencial dada que satisfaz a condicdo
inicial indicada:

2

7)y'=x*+3x; y=2 quando x=1 8)y=x*+x % y=1 quando x=-2

9y = X +2; y=5 quando x=4 10) y' = (5x + 12)* y=1 quando x=-2
dy 2 x. 1 _ dy “X. _

11) ==3x"-2x—-e "; y=—quandox=0 12) —=x+e "; y=lquandox=0
dx 2 dx

13) Determine a funcdo cuja reta tangente tem coeficiente angular dado por 5x* — x + 5 e cujo
gréfico passa pelo ponto (0,8).

14) Estima-se que daqui a X semanas 0 nimero de passageiros de uma nova linha de metrd estara
aumentando & razdo de 18x? + 500 passageiros por semana. Sabe-se que na primeira semana 8.506
passageiros usaram a linha. Quantos passageiros estardo usando a nova linha daqui a 5 semanas?

15) Uma epidemia de gripe atinge uma cidade e P(t) representa o nimero de pessoas doentes com a
gripe no instante t, medido em dias a partir do inicio da epidemia com P(0) = 100. Suponha que
ap6s t dias a gripe esteja se espalhando a uma taxa de 120t — 3t* pessoas por dia. Determine o
namero de pessoas doentes no 10° dia apds o inicio da epidemia.

16) Estima-se que daqui a x meses, a populacdo de uma cidade estara aumentando a razdo de

2 + 6+/x habitantes por més. A populacdo atual é de 5.000 pessoas. Qual serd a populacdo daqui a 9
meses?

Nos itens 17 e 18 ache a solucdo geral de cada equacao diferencial de segunda ordem:

17)y" =3¢ +2x+1 18) y"=5(x+7) 3

Nos itens 19 e 20 ache a solugéo particular de cada equacgéo que satisfaz a condi¢do dada:
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19) y" = 15+/x sabendo que y=4ey’=7 quando x=1

20) y" =2 sabendoque y'=0 quando x=1 e y=0 quando x=-3

Respostas:
Dy=x+x3+x+C
3)y=—6x *+5x+10x + C

—2X

5)y:_75e +91Injx|+C
x> 3x* 1
Ny= —+ —+=
)Y 3 2 6
2 32 25
9y= =x"""+2x—- —
)y 3 2
3 2, .-x 1
1) y=x"-x"+e -5

2

13)f(x)=x5—x7+5x+8
15) 5.100 pessoas
" x* x®
17)y="-+2+ 2 +cx+C
I T I

19) y = 4 /x — 3x + 3

2)y= %X3—4X—8X1+ C

4)y=20e™+C

5
6)y:%—£X5/3+C
4
7
8 = _ - _ _
)y 5
4
oy X121

20 5

2

12)y= X? _eX+2

14) 11.250 passageiros

16) 5.126 pessoas

18)y:g (x+7) '+ Cx+C,

20)y=x*—2x—15
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6.2 — Equac0es diferenciais separaveis.

forma:

Uma equacdo diferencial separdvel é uma equacdo diferencial de primeira ordem da

dy _

i g(X)f(y). Ela é dita separavel, pois pode ser resolvida separando as variaveis e
X

integrando ambos 0s lados da equagdo. Assim, se f(y) #0 podemos escrever:

1) Encontre a solucdo geral da equacéo :— =
X

dy a9(® 1
dx  h(y) onde hey) = f(y)
Dai h(y)dy = g(x)dx (1)

Portanto j h(y)dy = j g(x) dx

Exemplo 1: A equacao j_y = 2xy? é separavel, pois podemos escrever:
X

% dy = 2x dx.
Calculando a integral indefinida em ambos os lados temos: J'iz dy :j2x dx
y

Dai, — l:x2+C. Entdo —y = 21
y x“+C

Logoy= 2 jC (solucéo explicita)

2
Exemplo 2: A equacéo diferencial g—y = X—também é separavel, pois podemos escrever:
Xy

y dy = x* dx

Entdo I ydy:f x2dx

2 3 3
Dai y?:x?+ Ciou Y= 2%+ C (solucéo implicita)

Outros exemplos:

5-4x

2

y

2) Encontre a solucdo particular da equagdo +x° +8 dy = x* dx sabendo que y = 4 quando x = 1

Respostas:

1)y = 3/15x —6x* +C 2)y:§\/x3+8 + 2
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A equacéo j_y = f(x) também é separavel ja que pode ser reescrita na forma dy = f(x) dx.
X

Apresentaremos agora aplicagdes importantes desta equagdo no caso em que f(x) = ky onde
k é uma constante.

Para encontrar a solucdo da equacéo diferencial

dy

= _ 1

oY 1)
devemos procurar uma funcéo y que é igual a sua derivada. A funcéo y = e* tem esta propriedade,
portanto y = €* é uma solucdo de (1). Na verdade, qualquer multiplo de e* também tem esta

propriedade. Logo, a familia de fungdes y = Ce* é a solucdo geral da equagdo (1).

Se k é uma constante, a equacdo diferencial

d
o=k @
X

é semelhante. A equacdo (2) diz que a taxa de variacdo de y é diretamente proporcional a y.
Colocando y = Ce** na equacéo (2), verificamos que y = Ce** é uma solugéo.

Podemos provar o seguinte resultado: A solucdo geral da equacdo diferencial g—y:ky é
X

y= Ce* para qualquer constante C.
e Isto representa crescimento exponencial para k > 0 e decaimento exponencial para k < 0.
¢ A constante C é o valor de y quando x é zero.
e A constante k & chamada de constante de proporcionalidade.
O numero de bactérias em certas culturas se comporta desta maneira. Se o niamero de

bactérias € pequeno, entdo a taxa de crescimento € pequena; entretanto, a medida que o numero de
bactérias aumenta a taxa de crescimento tambem aumenta.

Exemplo 1: O nimero de bactérias em uma cultura aumenta de 600 para 1.800 em duas
horas. Supondo que a taxa de aumento seja diretamente proporcional ao nimero de bactérias
presentes, determine:

a) Uma férmula para o numero de bactérias no instante t.

b) O niumero de bactérias depois de quatro horas.
Solucao:

a) Seja y o namero de bactérias depois de t horas

Temos que % = ky

Entdo y = CeX = 600e""
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Como y = 1.800 quando t = 2 temos 1.800 = 600 e*
Daf e = 3, isto &, e = /3
Logo y = 600(~/3 )"

b) Parat = 4 temos y = 600(+/3)* = 5.400 (bactérias)

Exemplo 2: Em algumas reacGes quimicas a taxa a qual a quantidade de uma substancia
varia com 0 tempo €é proporcional a quantidade presente. Isso acontece, por exemplo, quando
d-glucono-lactone muda para acido gluconico. Se 100 gramas de 8-glucono-lactone sdo reduzidas a
54,9 gramas em uma hora, quantos gramas restaréo depois de 10 horas?

Solucéo:

Temos que 54,9 =100 e “!. Daie *=0,549
Ent&o y = 100.(0,549)"

Parat = 10 temos y = 100.(0,549)*

Logoy=0,25¢

Outro exemplo de aplicacdo do resultado anterior é a quantidade de droga no corpo de um
paciente. Depois de cessar a administragdo da droga, a taxa a qual a droga deixa o corpo €
proporcional a quantidade que permanece no corpo. Se Q representar a quantidade de droga que

dQ

permanece ho corpo, P kQ

O sinal negativo indica que a quantidade da droga no corpo esta decrescendo.

A solucdo desta equacdo diferencial é Q = Qe X

Temos que a quantidade decresce exponencialmente, a constante k depende da droga e Qo é
a quantidade da droga no corpo no tempo zero.

Algumas vezes, obtemos informacdes sobre a taxa relativa de decaimento de uma droga
quando conhecemos sua meia vida, que como sabemos, é o0 tempo necessario para que a quantidade
da droga no organismo fique reduzida pela metade.

Exemplo 3: Acido Valpréico é uma droga usada para controlar epilepsia e sua meia vida no
corpo humano é de cerca de 15 horas.

dQ

a) Use a meia vida para achar a constante k na equacao praale kQ

b) Em quanto tempo restardo 10 % da droga?
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Solucéo:
a) Sabemos que Q = Qe *'. Ent&o 0,5Qp = Qe ©*°

In0,5

Dai05=e = In05=-15k = k=— = k=0,0462

b) Vamos escrever 0,10Q, para a quantidade restante Q e resolver a equacdo para o tempo t:
0,10Q0 = Qee 9% — 0,10 =¢ %% — |n0,10 = — 0,0462t

IN0,10 _ —2,3026 _

= = =50h
—-0,0462 —0,0462
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Exercicios — lista 18

Nos itens 1 a 4 determine a solugdo geral de cada equacdo diferencial separavel:

1) V2x+1 dy = y* dx 2)ﬂ=@
dx y
3) ﬂzz_)z( 4) ﬂ:eZX—y
dx vy dx

Nos itens 5 a 8 ache a solucdo particular de cada equacédo diferencial separavel:

dy y? 2 2

e A ; y=2quando x = 4 6) x°dy = (2x"-3)dx;y=1 quando x=1

i o VT2 ) x“dy = ( Jix;y=1q
7)d_y:3X2y2;y:]_quandox:O 8)ﬂ:iz;y:3quandox:2

dx dx vy

9) Bitartarato de hidrocodona € usado para suprimir a tosse. Depois que a droga foi completamente
absorvida, a quantidade da droga no corpo decresce a uma taxa proporcional a quantidade que resta
no corpo. A meia vida do bitartarato de hidrocodona no corpo é de 3,8 horas e a dose é 10 mg.
Quanto da dose de 10 mg resta no corpo apos 12 horas?

10) Warfarin € uma droga usada como anticoagulante. Depois da administracdo da droga ser
interrompida, a quantidade que resta no corpo do paciente decresce a uma taxa proporcional a
quantidade restante. A meia vida do warfarin no corpo € 37 horas. Depois de quantos dias o nivel da
droga no sangue fica reduzido a 25% do nivel original?

11) O numero de bactérias em uma cultura aumenta de 5.000 para 15.000 em 10 horas. Supondo
que a taxa de crescimento seja proporcional ao nimero de bactérias presentes, estabeleca uma
formula para o numero de bactérias na cultura no instante t. Estime o nimero de bactérias no
término de 20 horas.

Respostas:

-1
Ny — 2)y=321x-9x*+C
)y Vv2x+1 +C )y

3)y=33x*+C 4) 2¢Y =e* + C ou yzln(ezxgcj
5)y:ﬁ2_5 6)y:2x+§_4
Ny= 3_1 8)y:31/£+21
x® -1 2
9) Aproximadamentel,12 mg 10) Aproximadamente 3 dias
11) 45.000 bactérias
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6.3 — Equacdes diferenciais lineares de primeira ordem

Uma equacdo diferencial linear de primeira ordem é aquela que pode ser escrita na
forma:

%w(x)y:q(x) 1)
X

onde p e g sdo fungbes (continuas) de x em um dado intervalo.

Exemplo 1: xy' + y = 2x é uma equagdo diferencial linear de primeira ordem, pois para
x # 0 esta equagdo pode ser escrita na forma

y + Ly =2ondepx) = = eq(x) =2 @)
X X

Sabemos, pela regra do produto, que xy'+y = (xy)’

Podemos entéo rescrever a equacdo dada como: (xy)’ = 2x

Integrando ambos os lados obtemos: [ (xy) dx = [ 2x dx

Dai xy = x* + C (solugdo implicita) ou y = x + ¢ (solucao explicita)
X

Note que se a equacéo estivesse na forma (2) teriamos que multiplicar primeiro cada lado da
equacao por X.

Toda equacédo diferencial linear de primeira ordem pode ser resolvida, pela multiplicacédo de
ambos os lados da equacdo por uma funcdo adequada I(x) chamada de fator integrante. Podemos

d
provar que I(x) = eI Peo

Assim, para resolver a equacdo diferencial y' + p(x)y = q(x) multiplicamos ambos os lados

pelo fator integrante 1(x) = eI P g integramos ambos os lados.

J‘%dx Inx _

Para o exemplo anterior I(x) = e’ =e""=x

Exemplo 2: Resolva a equacéo diferencial j—y +3x°y =6x°
X

A equacdo dada é linear porque tem a forma de (1), com p(x) = 3x2 e q(x) = 6x2. O fator

. , 2d
integrante é 1(x) = eI3x -

Multiplicando ambos os lados da equacao diferencial por e ** obtemos:

e dy +3x%y =6x%"
dx
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Dai dy €y)=6x%*
dx

Integrando ambos os lados temos: e x y= _[ (6x2ex3)dx =2 +C

X3

Logoy=2+Ce"

Exemplo 3: Ache a soluco para o problema de valor inicial: X’y + xy =1, x>0e y(1) =2

Para x > 0 podemos reescrever a equagao dada como: y' + iy = iz
X X
. A 1 1
Assim, a equagao € linear com p(x) = = e q(X) = —
X X
: 4 J‘de In x
O fator integrante é I(x) = e’ =e " "=X
Multiplicando ambos os lados da equacéo diferencial por x obtemos: xj—y +y= 1
X X

Dai i (Xy) = i
dx X
Integrando ambos os lados temos: xy = I 1 dx =Inx+C
X

Logo:y = Inx - ¢ (solucéo geral)
X X

Substituindo os valores, y = 2 e x = 1 na solucdo geral, obtemos C = 2

Portanto a solugéo particular desejada € y = Inx L2
X

X
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Exercicios — lista 19

Nos itens de 1 a 6 determine as solucdes de cada equacéo.
Dy + ixy:?,x para x>0
2) Y soy=e o
dx
3) X%y + 4xy = x> parax #0
4)y'+ 2xy = 2x
5)xy' +y=0 parax#0
6)xy'+y=3x2+4x+4 parax # 0

Nos itens de 7 a 9 resolva o problema de valor inicial.

Nxe'y +ef1+x)y-1=0,y(1)=e !

8)(L+x)y +y=1,y0)=1

9)y'+3—y +i2 :O’y(l)zo
X X

Respostas:
1)y:x2+E 2)y:—£e*5X+Ce*2X
X 3
x* C 2
3y=-gt 7 4)yy=1+Ce
5)y= 6)y=r’+2x+4+ <
X X
y=e * 8)y=1
1-x?
NY=—3
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