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2.4 Transformações lineares

Definição 2.9. Sejam V e W espaços vetoriais. Uma aplicação Uma transformação

T : V →W é chamada transformação linear de V em W se:

1.- T (u + v) = T (u) + T (v), ∀u, v ∈ V

2. T (αu) = αT (u), ∀u ∈ V e ∀α ∈ <.

Observação 2.9. Uma transformação linear de V em V é chamada operador linear

sobre V.

Exemplo 2.18. A transformação T : R
2 → R

2 definida por T (x, y) = (2x + y, x + 3y)

é linear.

Sejam (x, y) e (z, w) vetores do R
2.

T [(x, y) + (z, w)] = T (x + z, y + w) = (2(x + z) + (y + w), (x + z) + 3(y + w))

= ((2x+y)+(2z+w), (x+3y)+(z+3w)) = ((2x+y), (x+3y))+((2z+w), (z+3w)) =

T (x, y) + T (z, w).

Também, T (α(x, y)) = T (αx, αy) = (2αx + αy, αx + 3αy) = (α(2x + y), α(x + 3y)) =

= α(2x + y, x + 3y) = αT (x, y).

Exemplo 2.19. A transformação T : R → R definida por T (x) = 3x + 1 não é linear.

Se u=1 e v=3, T (1 + 3) = T (4) = 13 6= T (1) + T (3) = 4 + 10 = 14.

Propriedades

Sejam V e W espaços vetoriais e T : V → Wuma trnsformação linear. Valem as

seguintes propriedades:

1. T (0V ) = 0W , ou seja, a imagem do vetor nulo de V é o vetor nulo de W.

2. T (−v) = −T (v)

3. Se U é um subespaço de V então T (U ) é um subespaço de W.

4. Dadosv1, v2, ..., vn ∈ V ,

T (a1v1 + a2v2 + ... + anvn) = a1T (v1) + a2T (v2) + ... + anT (vn)
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5. Uma transformação linear T : V → W fica completamente definida quando se

conhece a imagem dos vetores de uma base de V.

6. Se {v1, v2, ..., vn} é um conjunto gerador de V então

{T (v1), T (v2), ..., T (vn)} é um conjunto gerador da imagem de T.

7. Se T (v1), ..., T (vn) são LI então os vetores v1, ..., vn são LI.

Núcleo de uma Transformação Linear

Sejam V e W espaços vetoriais e T : V → Wuma trnsformação linear.

Definição 2.10. Chamamos de núcleo de T, representado por N(T ), o seguinte con-

junto:

N(T ) = {v ∈ V ; T (v) = 0W}

Exemplo 2.20. T : V → W a transformação linear nula. É fácil ver que seu núcleo

é todo espaço V.

Exemplo 2.21. O núcleo da transformação identidade é o conjunto formado apenas

pelo vetor nulo de V.

Imagem de uma Transformação Linear

Definição 2.11. Sejam V e W espaços vetoriais e T : V → Wuma transformação

linear. A imagem de T, representado por Im (T), é o seguinte conjunto:

Im(T ) = {w ∈W ; w = T (v), para algum v ∈ V }

Exemplo 2.22. T : V → W a transformação linear nula, sua imagem é o conjunto

formado apenas pelo vetor nulo de W.

Exemplo 2.23. A imagem da transformação identidade, definida no espaço vetorial

V, é o espaço V.

Teorema 2.2. Sejam V e W espaços vetoriais e T : V → W uma transformação

linear. O núcleo de T é um subespaço de V.
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Transformação Linear associada a uma Matriz

Seja

A =

















a11 a12 .... a1n

a21 a22 .... a2n

...
...

...
...

am1 am2 ... amn

















A transformação linear T : R
n → R

m é determinada por:

TA(x1, x2, ..., xn) =

















a11 a12 .... a1n

a21 a22 .... a2n

...
...

...
...

am1 am2 ... amn

































x1

x2

...

xn

















=

















a11x1 + ... + a1nxn

a21x1 + ... + a2nxn

...

am1x1 + ... + amnxn

















Escrevemos

TA(x1, ..., xn) =

=
[

a11x1 + ... + a1nxn a21x1 + ... + a2nxn ... am1x1 + ... + amnxn

]

Exemplo 2.26. Seja a matriz: A =











1 2

−2 3

0 4











. Essa matriz determina uma trans-

formação linear, TA : R
2 → R

3 definida por:

TA(x, y) = A =











1 2

−2 3

0 4















x

y



 = (x + 2y,−2x + 3y, 4y)

Mudança de Base

Sejam V um espaço vetorial, I o operador identidade, A e B duas bases de V e v ∈

V, a matriz de I, em relação às bases A e B (representada por[I]A
B

), é tal que

[v]
B

= [I]A
B

[v]
A


