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Unidade 1 - Revisao de funcao de uma variavel real

O objeto fundamental deste curso sdo as funcdes de uma varidvel real. As fungdes surgem
quando uma quantidade depende de outra.

Exemplo 1.1:

® O custo C de enviar uma carta pelo correio depende de seu peso w. O correio tem uma
féormula que permite calcular C quando é dado w.

e A drea de um circulo depende do seu raio r. A lei que conecta r e A € dada pela equacdo
A=rr®. A cada nimero r positivo existe um tnico valor de A e dizemos que A é uma func¢io de
r.

Uma funcdo pode ser representada de varias maneiras por uma equagao, por uma tabela, por
um grafico ou mesmo por meio de palavras.

Definicao 1.1: Uma fungdo f é uma lei a qual cada elemento x em um conjunto A faz
corresponder apenas um elemento chamado f{x) em um conjunto B. O conjunto A é o dominio da
funcdo e o conjunto B € o contradominio.

Observacao: As fungdes estudadas neste curso t€ém como dominio e contradominio conjuntos
de numeros reais.

Definicao 1.2: Chamamos conjunto imagem de f ao conjunto de todos os valores possiveis de
f(x) quando x varias por todo o dominio.

Exemplo 1.2: Sejam A=[-1,1], B=F e fA—B dada por f{x)=x+3. Determine:
a) f(-1) b)f(0) o)ftl)

d) o conjunto imagem de f

Destacamos algumas das funcdes com as quais trabalharemos ao longo do curso: polindmios,
funcdo exponencial e fun¢ao logaritmica.

1.1 Polinomios

Uma fungdo P é denominada polindmio se
_ n n—1 2
P(x)=a,x"+a, x" +...+a,x" +a,x+a,,
onde n € um inteiro ndo negativo e os numeros a,, d;, dap...,d, sao constantes chamadas
coeficientes do polindmio.
O dominio de qualquer polindmio é H=(-00,00). Se o coeficiente dominante a,#0, entdao o grau

do polindmio € n.

Exemplo 1.3: P(x) =2x° —x* + %x3 ++/2 é um polindmio de grau 6.



* Polinomio de grau 1 (Funcao do 1° grau)
A equacgdo de uma funcdo do 1° grau pode ser escrita na forma:
y=mx+b;

onde m e b sdo constantes.

Propriedades da funcdo do 1° grau :

1) o gréfico de uma fun¢do do 1° grau € sempre uma reta .
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2) na funcdo f(x) = mx + b, se b=0, f ¢ dita funcdo linear e se b#0 f ¢ dita funcdo afim .

3) o gréafico intercepta o eixo dos x na raiz da equacdo f{x) = 0 e, portanto, no ponto de
abscissa X =-b/m .

4) o gréfico intercepta o eixo dos y no ponto (0, b) , onde b € chamado coeficiente linear .

5) o valor m é chamado coeficiente angular e d4 a inclinagdo da reta .

6) se m>0 , entdo f € crescente .

7) se m< 0, entdo fé decrescente .

8) quando a funcdo € linear, ou seja, y = f{x) = mx , o grafico € uma reta que sempre passa na

origem.

Exemplo 1.4: Esboce o gréifico de y=3x+1

Exemplo 1.5: Na funcdo y=mx+b sabe-se que f{1)=0 e f(3)=4. Determine a funcao.

O exemplo 1.5 pode ser resolvido usando o conceito de coeficiente angular e equagdo da reta para

obter a expressao de y.

* Coeficiente Angular — Equacoes de Retas

As linhas retas num plano t€m equagdes muito simples, relativamente a um sistema de
coordenadas cartesianas. Estas equacdes podem ser deduzidas utilizando-se o conceito de
coeficiente angular.



Definicao 1.3: Sejam (x;, y1) e (X2, y2) pontos distintos de uma reta r. Se x; # X, entdo o
coeficiente angular (ou inclinagdo) m de r é dado por

Yo,y
m= 22 1
X, =X

Observacoes:
1- O valor de m calculado pela defini¢do anterior € independente da escolha dos dois pontos em r.
2 — Se x; = xp entdo r € uma reta vertical e seu coeficiente angular ndo estd definido.

Para entender o significado do coeficiente angular, vamos pensar que estamos caminhando
da esquerda para a direita ao longo da reta. Em retas com coeficiente angular positivo estaremos
caminhando para cima. Em retas com coeficiente angular negativo estaremos caminhando para

baixo. Caminhar em retas com coeficiente angular zero, corresponde a caminhar na horizontal. Se
X1 = Xpentdo r € uma reta vertical e seu coeficiente angular nao estd definido.
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Exemplo 1.6: Ache o coeficiente angular da reta que passa pelos pontos (-2, 5) e (3, —1).

Exemplo 1.7: Determine o coeficiente angular da reta que passa pelos pontos (7, 1) e (3, 1).

Seja (x1, y1) um ponto dado de uma reta de coeficiente angular m.

Y=y
X —X,

Entdo, para qualquer outro ponto (X,y) da reta temos que =m

Dai, multiplicando ambos os membros por (X — x;) obtemos a equacdo da reta na forma
chamada ponto-coeficiente angular.

y—yr=mX-Xx) (1)
Se o ponto conhecido € aquele em que a reta corta o eixo y, e € denotado por (0, b), entdo a

equacdo (1) torna-se
y=mx+b 2)



Neste caso, b chama-se intersecao y da reta ou coeficiente linear e a equacdo (2) chama-se
equacao reduzida da reta. Esta equacdo expressa a forma geral de uma funcdo do 1° grau.

Como uma reta horizontal tem coeficiente angular zero, a reta horizontal que passa pelo
ponto (X1, y;) tem a equagdo y =y;.

O coeficiente angular de uma reta vertical ndo estd definido, por isso as formulas (1) e (2)
ndo sdo apropriadas para se obter sua equacdo. No entanto, as primeiras coordenadas de todos os
pontos de uma reta vertical sdo iguais. Assim, uma reta vertical que passa pelo ponto (x;, y;) tem
equagao X = Xj.

Exemplo 1.8: Escreva a equacao da reta que:

a) passa pelos pontos (4, —2) e (5, 8).

b) passa por (2, — 3) e tem coeficiente angular — 4.
c¢) tem coeficiente angular 2 e coeficiente linear — 5.

d) passa pelos pontos (3, 5) e (3, -1)

Teorema 1.1: Duas retas ndo-verticais sdo paralelas se e somente se seus coeficientes
angulares sdo iguais.
r//s © m;=mg

Exemplo 1.9: Seja r a reta que passa pelos pontos (— 2,9) e (1,3) e seja s a reta que passa
pelos pontos (— 4, 10) e (3, — 4). Mostre que r e s sdo paralelas.

Teorema 1.2: Duas retas nio-verticais sdo perpendiculares se ¢ somente se o coeficiente
angular de uma ¢ igual ao simétrico do inverso do coeficiente angular da outra.

rls e mr=_—1

S

Exemplo 1.10: Seja r a reta que passa pelos pontos (2,9) e (-1,3) e seja s a reta que passa
pelos pontos (4, — 5) e (— 2, — 2). Mostre que r e s s@o perpendiculares.

Observacao: O coeficiente angular de uma reta € uma constante sempre que ele esta
definido. O nimero y, — y; € a variacdo na coordenada y (podemos representar por Ay) e X, —x; € a
variacdo na coordenada x (podemos representar por Ax). Dessa forma, o coeficiente angular de uma
reta fornece a razdo entre a variacdo de y e a variacdo de x, ou ainda, a taxa de variacao

de y em relacdo a x.
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Exemplo 1.11:

No comego do ano de 2010, o preco dos paes integrais em um supermercado local aumentou
a uma taxa constante de 2 centavos por més. Em 1° de novembro do referido ano, o preco atingiu
R$1,06 por unidade. Expresse o preco do pao em funcdo do tempo e determine o pre¢o no comego
de 2010.

* Polinomio de grau 2 (Funcao do 2° grau)

Uma funcao € dita do 2° grau quando € do tipo:
f(x)=ax2+bx+c,com a>0 .
Exemplos 1.12: f(x) = x> 2x+ 1 (a=1,b=-2,c=1);y=-x"(a=-1,b=0,c=0)

Grifico da funciio do 2° grau y = ax’ + bx + ¢ : é sempre uma parabola de eixo vertical .
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Propriedades do gréfico de y = ax’ +bx +c :

1) se a >0 a pardbola tem um ponto de minimo .
2) se a <0 a pardbola tem um ponto de méximo
3) o vértice da parédbola é o ponto V(xy , yy) onde:
X, = - b/2a

yV=—A/4a,ondeA=b2—4ac

4) a pardbola intercepta o eixo dos x nos pontos de abcissas x' e X", que sdo as raizes da

equagdo ax’+bx+c=0.

5) a pardbola intercepta o eixo dos y no ponto (0, ¢) .

6) o eixo de simetria da pardbola € uma reta vertical de equacao x = - b/2a.
7) Ymax =-A/4a(a<0)

8) Ymin=-A/4a(a>0)



NImf)={yet;y>-A/da}(a>0)
10) Im(f)={ye B ;y<-A/da} (a<0)
11) Forma fatorada : sendo Xx; e X, as raizes da de f{x) = ax’ + bx + ¢ , entdo ela pode ser escrita na

forma fatorada a seguir :

y =a(x - x1).(X - X2)

*Funcao Exponencial e Fun¢ao Logaritmica

* Funcao Exponencial

Definiciio 1.4: Sejab € IR —{l1}. A fungio de IR em IR’ tal que f(x) = b* é chamada de
funcio exponencial de base b.

Exemplos 1.13:

1) Seja f(x) = 2.
Temos que £(3) = 2° = 8; f(0) = 2° = 1; f(—1) =2 "' = %f(%) 2% - -8

2) Seja f(x) = [%j

Temos que f(4) = %; f(-3)=38; f(0)=1; f(%j: 1

NG

Observacio: Na definigio anterior, b € IR, — {1} pois:
a) Seja f(x) = (-2) *. Entdo, por exemplo, f(1/2) = (-2) “=4J-2¢ IR

b) Seja f(x) = 0*. Entdo, por exemplo, f(-2) = 0 2= % ¢ IR

¢) Seja f(x) = 1. Entdo f(x) = 1 para todo nimero real, isto é, f(x) é uma fungdo constante.

Figura 1



As quatro curvas da figura 1 sdo tipicas dos gréficos de funcdes exponenciais. Em particular,
se b > 1, o grafico de y = b* se parece com os grificos de y=2"e y = 3%, se 0 <b < 1, o grifico de
y =b" se parece com os graficos dey =(1/2)*=2 *ey=(1/3)"=3""

De modo geral, o grifico de y = b* é representado por uma curva que estd toda acima do
€ixo X, corta o e€ixo y no ponto (0,1) e tem concavidade voltada para cima em IR. Além disso, y = b*
é crescente em IR para b > 1 e é decrescente em IR para0 <b < 1.

y ¥

Crescente . Concavidade para cima

Concavidade para cima \

X X

(a) Grifico de y = b*para b > 1 (b) Gréficodey = b para0 <b <1

As fungdes exponenciais sdo continuas em IR e obedecem as seguintes propriedades:

. * L .
Sejam a, b € IR" —{l} e x e y niimeros reais.

a)bx=by(:>X=y d®)Y=b™

b)b*b’=b"* *y e) (a.b)* = a*.b"
b* _ a) a*

c) —=b""’ —| =

) b’ D (b] b*

O numero e

Dentre todas as bases possiveis para uma funcido exponencial, hd uma que aparece com
muita freqii€ncia em livros textos de cursos de cdlculo. O nimero “e” aparece quando escolhemos
para a base a um valor tal que a reta tangente a y=a" no ponto (0,1) tem inclina¢do exatamente 1. O
nimero “e” é um nimero irracional, ou seja, ndo pode ser escrito na forma de fracdo e seu valor é
2,718281... e também ¢ transcedental (ndo pode ser resultado de uma equacdo polinomial com
coeficientes inteiros do tipo: ax" + bx"' + ... +z=0).Esta notacdo foi escolhida pelo matematico

suico Leonard Euler em 1727.
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A fungio f{x)=e" cruza o eixo y com inclinagdo 1



A fungdo f(x)=e¢" aprece na modelagem de vdrios fendmenos naturais por exemplo:
crescimento populacional, desintegracdo radioativa. Na drea de Economia € aplicada no cdlculo de
juros. Por exemplo:

Imagine que um banco pague juros de 100% ao ano. Uma situagdo hipotética, mesmo assim,
vamos fazer de conta que existe um banco com essa maravilhosa generosidade. Ap6s um ano,
terfamos o montante de R$ 2,00 para cada R$ 1,00 aplicado. E se, com uma generosidade
inexplicavel, os juros fossem creditados semestralmente, ao final de um ano terfamos R$ 2,25. A
expressao para esse cdlculo € a seguinte:

a1+ 1/m" =a + 1/2)2 = 2,25 (a férmula dos Juros Compostos é: M=C(1+i)', onde
M=montante, C=capital, i=taxa de juros, t=tempo)

Para o crédito ser trimestral, temos n = 4 e o resultado é 2,44141. Vejamos alguns resultados
para diversos valores de n na tabela abaixo.

n (1 + 1/n)"
1 2

2 2,25
3| 2,37037
4| 244141
5| 2,48832
10| 2,59374
50| 2,69159
100| 2,70481
1.000| 2,71692
10.000| 2,71815
100.000| 2,71827
1.000.000| 2,71828
10.000.000| 2,71828

A “loucura total” seria calcular quanto seria o resultado para o crédito instantaneo, ou seja,
com n tendendo ao infinito. Esse limite € chamado niimero ¢ (nimero de Euler).
*Funcao Logaritmica
Para definir a fungdo logaritmica, vamos primeiro fazer uma revisao de logaritmo.

Defini¢io 1.5: Sejam a, be IR, com b # 1. Dizemos que o logaritmo de a na base b é o
nimero x tal que b* = a, isto é:
log.a=x & b'=a

Exemplos 1.14:
1) log,8 =3 pois2’° =8

2) log,81 =4 pois 3* = 81

1 _
3) 10g5E=—3porqueS 3= 125

Observacoes:



1) Os logaritmos de base 10 sdo chamados de logaritmos decimais e denotados sem indicar o valor
da base, isto €, log a = log,, a.

2) Os logaritmos de base e sdo chamados de logaritmos neperianos (ou naturais) e denotados por
Inisto €, In a = log, a.

Propriedades dos logaritmos:

Sejamb e IR —{l}e sejama,ce IR

1) log,a=log,c<a=c 2) log,b=1

3) log, 1=0 4) log, (a.c) = log, a+ log,c

5) log,a“=c.log, a 6) log, [EJ = log, a— log, ¢
c

Defini¢do 1.6: Sejab € IR, —{l}. A fungdo de IR, em IR tal que f(x) = log, x é chamada
de funcao logaritmica de base b.

A figura abaixo mostra os gréficos de duas func¢des logaritmicas:

/A2 3 456 7

Grifico de y = log, x Grifico de y = log,, x
Observacoes:

1) A fungio logaritmica é uma fungio continua em IR .

2) A fungio logaritmica é crescente em IR, parab > 1 e é decrescente em IR para0<b< 1
Propriedades que relacionam as fun¢oes exponencial e logaritmica como funcdes inversas:
1) b™**=x  2) log,b*=x

* Funcoes: Aplicacoes
Funcao Custo, Funcao Receita e Funciao Lucro

Uma funcgao custo descreve o custo de produgdo de determinado bem e varia em fungdo da
quantidade produzida desse bem. No custo de producdo existem duas parcelas: uma parte fixa,
chamada custo fixo, que ndo depende da quantidade produzida e corresponde aos gastos fixos de
producdo tais como aluguel e manutencdo do prédio; e uma parte varidvel que depende da

9



quantidade produzida e corresponde aos gastos de produgdo propriamente dita, isto €, envolve
compra de matéria prima, pagamento de mao-de-obra, etc., é o chamado custo variavel.

A funcio custo é a soma dos custos fixo e varidvel.

Exemplo 1.15: O custo variavel de fabricacdo de x filtros de dgua € 10x — 0,0001x* com 0 <
x <£40.000 e o custo fixo mensal é R$ 12.000,00. Determine a fun¢do C(x) que fornece o custo
total da fébrica e calcule o custo para produzir 10.000 litros de dgua.

Exemplo 1.16: O custo mensal de producao de x brinquedos € dado por C(x) = 2x + 3.000.
a) Calcule o custo para se produzir 2.000 brinquedos.
b) Determine o custo adicional, se o nivel de produ¢dao aumentar de 2.000 para 2.200 brinquedos.
¢) Quantos brinquedos podem ser produzidos a um custo de R$5.000,00?

A funcao receita descreve o total bruto recebido pela venda de uma quantidade varidvel de
um produto. A fun¢do receita R(x) pode ser determinada multiplicando-se o preco unitdrio p do
produto pela quantidade X, isto €, R(x) = p.x

A funcao lucro (total) € expressa pela diferencga entre as funcgdes receita e custo.

Exemplo 1.17: Suponha que x brinquedos do exemplo anterior sdo vendidos por R$10,00 a
unidade. Entdo R(x) = 10x. Dada a mesma funcdo custo, C(x) = 2x + 3.000, o lucro gerado pelos x
brinquedos sera:
L(x) =R(x) — C(x) = 10x — (2x + 3.000)
L(x) = 8x — 3.000

a) Determine a receita gerada por 8.000 brinquedos.

b) Determine o lucro gerado por 8.000 brinquedos.

Exemplo 1.18: O custo semanal de fabrica¢do de x unidades de um produto é dado por C(x)
= 9x + 800 e a receita gerada pela venda de x unidades é R(x) = 21x.
a) Determine a funcdo lucro L(x).
b) Qual € o lucro obtido quando s@o vendidas 120 unidades por semana?
¢) Se o lucro é de R$1.000,00 por semana, qual é a receita semanal?

Exemplo 1.19: C(x) = 2x + 17 e R(x) = 20x — x* sdo, respectivamente, as funcdes custo e
receita para x unidades de um produto fabricado e vendido por uma empresa.
a) Determine a fun¢do lucro L(x) da empresa.
b) Determine o valor de x para que o lucro seja maximo.
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