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Motivacao Biologica

Quimiotaxia € o movimento celular induzido pela
presenca de uma substancia quimica. Esta
presente em varios processos bioldgicos.

Por exemplo:

Funcionamento do Sistema Imunologico;

Agregacao Celular:
- Dictyostelium discoideum;

Morfogénese embrionatia;
Movimento bacterial Escherichia Coli.
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Motivacao Biologica

Culmination 29h

Life Cycle
of
Dictyostelium discoideumn

Slug Stage

n-inest 4 4
Stream Formation
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Motivacao Biologica




Motivacao Biologica

Description of E. coli movements

Alternatively:
e Straight swimming
trajectories (~ 1lsec.): run

e Reorientation events
(~ 0O.1sec.): tumble

Howard Berg's lab
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Historico Modelagem em Quimiotaxi:

1970: Evelyn F. Keller e Lee A. Segel

(Modelo K-S) - Perspectiva macroscopica
dp

o = V(DVp—xpVS),t >0,z ¢ R
aa—f :DQAS—I—Ozp—ﬁS

(ou —AS=pouS—AS=p).
- p(z,t) = densidade de amebas na posi¢cao x no
tempo t.

- S(z,t) =densidade do quimioatraente,

- mass M = [ p(z,t)dx é conservada



Historico Modelagem em Quimiotaxi:

1970: Evelyn F. Keller e Lee A. Segel
(Modelo K-S) - Perspectiva macroscopica

% = V.(DVp — xpVS),t > 0,7 € R*
%_*j = DyAS + ap — 35

(ou —AS=pouS—AS=p).



Historico: Perspectiva macroscopica
Seja (p(x,t), S(x,t)) uma solucéo de (K-S)
para o dado inicial (pg, Sp) correspondente.

Dizemos gque o modelo descreve , Se
lim inf [|p(z, t)| @) > [[po(2) ]|z () ©
|p(z,t)| L) < const para todo t.
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Historico: Perspectiva macroscopica

Seja (p(x,t), S(x,t)) uma solucéo de (K-S)
para o dado inicial (pg, Sp) correspondente.
A solucao , OU Seja, ocorre , Se
oz, t) ||z () OU ||S(2,t)|| Lo () tornam-se ilimitados
em tempo finito ou infinito, isto &, existe um tempo
Trez COM O < T, < oo tal que

limsup [|o(, 1) =@ = 000U limsup||S(z, t)]| (o) = .

t_>Tmaaj t_>TmCLCU

Caso 7,,.,. < oo dizemos que exite “blow up” em tempo
{[g]i(e}
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Historico: Perspectiva macroscopica

Dizemos que ocorre se

lim sup [|p(x, £) | 1<(0y < llp0() | 1<)

{— 00

O termo colapso é usado algumas vezes para de-
signar o que definimos como “blow-up".



Historico: Perspectiva macroscopica

Comportamento das solugdées - D = Dy =1

Dimenséo | Observacoes

d=1 A solucao de K-S existe globalmente no tempo
[Osaki-Yagi,2001] [Hillen-Poptapov,2004]
d=2 Se M = |, po(z)dz < 47 /(ax) entédo

3 sol. global no tempo e sua norma L> &

uniformemente limitada para todos os tempos.

Se 87 < axyM entao

3 dados Iniciais tal que a solucao de K-S

explode em tempo finito [Jager-Luckhaus,1992]
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Historico: Perspectiva macroscopica

Comportamento das solugdées - D = Dy =1

Dimenséo | Observacoes

d=2 Existéncia local para M < °F
[Blanchet-Dolbeault- Perthame 2004,2006]
M = °T agregacdo em tempo infinito
[Blanchet-Carrillo, Masmoudi, 2008]

d >3 Espaco critico é L%/?

condicoes para Existéncia global e “blow-up"
[Corrias-Perthame-Zaag,2004]
[Corrias-Perthame,2006]
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Historico: Perspectiva microscopica

1980: W. Alt : primeiro a utilizar teoria
cinética para guimiotaxia.

Alt mostrou que sob algumas hipoteses
adicionais seu modelo cinético satisfaz a
primeira equacao do modelo K-S.




Historico - Equacoes Cineticas
1988. Othmer, Dumbar e Alt

Of+v V= / S — T*[S]f)dv.
——
run B,
tumble
Usando a notacao
f = f(x,v,t)densidade de células em X, vel. v no tempo t
f/ (:C7 Ul? t)?
T[S =T[S](z,v,v',t) transicado de v" — v,
T*[S] =T[S](x,v',v,t) transicdo de v — v'.



Historico - Equacoes Cinéticas

2000 e 2002: Othmer e Hillen apresentaram
uma deducao formal de que:

Of+v V= / S — T*[S]f)dv.

sob certas condigcOes e com uma equacao para o
guimioatraente acoplada tem o modelo K-S como
limite difusivo.



Historico - Equacoes Cinéticas

2004: Chalub, Markowich, Perthame e
Schmeiser apresentaram uma prova rigorosa
de que para d = 3.

Of+v V= / S — T*[S]f)dv.
com algumas hipoteses adcionais e acoplada a

AS = —p (caso eliptico)

tem o modelo K-S como limite difusivo. Alem
disso apresentaram o seguinte resultado.



Historico - Equacoes Cinéticas
. (Chalub et al.) Seja
T[S|(z,v,v,t) < S(z +ev,t) + S(x — v, t)

e seja ¢ > 0 fixado. Entdo para o problema de valor inicial
temos existencia global de solucoes fracas.
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Historico - Equacoes Cinéticas

2005: Hwang, Kang e Stevens provaram
existéncia global de solucoes fracas (em d=2)
para

T[S](z,v,v",t) S S(x+ev,t)+ |VS(x+ev,t)
+S(x —ev',t) + |VS(z — v, t)



Historico - Equacoes Cinéticas

2008: Bournaveas, Calvez, Gutiérrez e
Perthame provaram existéncia global de
solucoes fracas em d=3 usando estimativas
de Strichartz [Castella-Perthame 1996] se o
dado inicial € pequeno e

T[S)(z,v,0",t) < Sz +wv,t)+ |VS(x+v,t)]
+S(xz —v',t) + |VS(z — ', t)]



Historico - Equacoes Cinéticas

Perthame em 2004 em seu tabalho “Quelgues
équations de transport apparaissant en biologie”
destacou dois problemas em aberto naquela epoca no
gue diz respeito a equacoes cineticas para
guimiotaxia:

Probléeme 1 1. 5i au lieu de prendre le noyau (41) on suppose seulement
que
] < cte ] ¢l +1). (45)
existe-t-il encore forcément une solution globale ¥ La méthode qui a permis
de démontrer le théoréme 4 ne marche plus dans ce cas, et on ne sait pas
s'll existe une solution globale.

. 51, au lieu de dépendre directement de ¢ comme dans (41), k dépendait du
gradient V .c (c’est une hypothese concurrente de celle de Ueffet de retard),
qu'est-ce qui se passerait ¥ Ici, la conjecture est qu’il aurait explosion en

temps fini, mais on ne sait pas le démontrer.
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Historico - Equacoes Cinéticas
O problema para
TIS] <1+ || S(., 1) ||z
ainda esta em aberto!

A conjectura sobre o “blow-up” foi verificada
em 2009 por Bournaveas e Calvez, com uma
guestao ainda em aberto conforme
enunciado abaixo.



Historico - Equacoes Cineticas
2009: Bournaveas-Calvez: Seja d=2 e
T[S] = |VS(z,t)| + v - VS(z, 1)
No caso de simetria esférica pode-se mostrar que:

Se massa € pequena temos existéncia global.

Se massa € grande temos “blow-up” em
tempo finito.
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