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Motivação Biológica
Quimiotaxia é o movimento celular induzido pela
presença de uma substância química. Está
presente em vários processos biológicos.
Por exemplo:

Funcionamento do Sistema Imunológico;

Agregação Celular:
Dictyostelium discoideum;

Morfogênese embrionátia;

Movimento bacterial Escherichia Coli.
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Histórico Modelagem em Quimiotaxia
1970: Evelyn F. Keller e Lee A. Segel
(Modelo K-S) - Perspectiva macroscópica

∂ρ

∂t
= ∇.(D∇ρ − χρ∇S), t > 0, x ∈ R

d

∂S

∂t
= D0∆S + αρ − βS

(ou −△S = ρ ou S −△S = ρ).
ρ(x, t) = densidade de amebas na posição x no
tempo t.

S(x, t) =densidade do quimioatraente,

mass M =
∫

ρ(x, t)dx é conservada
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Histórico Modelagem em Quimiotaxia
1970: Evelyn F. Keller e Lee A. Segel
(Modelo K-S) - Perspectiva macroscópica

∂ρ

∂t
= ∇.(D∇ρ − χρ∇S), t > 0, x ∈ R

d

∂S

∂t
= D0∆S + αρ − βS

(ou −△S = ρ ou S −△S = ρ).

O que podemos dizer sobre suas
soluções?! Existência global e
“blow-up”?
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Histórico: Perspectiva macroscópica
Definição: Seja (ρ(x, t), S(x, t)) uma solução de (K-S)
para o dado inicial (ρ0, S0) correspondente.

Dizemos que o modelo descreve agregação, se
lim inf

t→∞

‖ρ(x, t)‖L∞(Ω) > ‖ρ0(x)‖L∞(Ω) e

‖ρ(x, t)‖L∞(Ω) < const para todo t.

I EI -IME/2013 – p.6



Histórico: Perspectiva macroscópica
Definição: Seja (ρ(x, t), S(x, t)) uma solução de (K-S)
para o dado inicial (ρ0, S0) correspondente.

A solução explode, ou seja, ocorre “blow up”, se
‖ρ(x, t)‖L∞(Ω) ou ‖S(x, t)‖L∞(Ω) tornam-se ilimitados
em tempo finito ou infinito, isto é, existe um tempo
Tmax com 0 < Tmax ≤ ∞ tal que

lim sup
t→Tmax

‖ρ(x, t)‖L∞(Ω) = ∞ ou lim sup
t→Tmax

‖S(x, t)‖L∞(Ω) = ∞.

Caso Tmax < ∞ dizemos que exite “blow up” em tempo
finito.
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Histórico: Perspectiva macroscópica
Dizemos que ocorre colapso quimiotático se

lim sup
t→∞

‖ρ(x, t)‖L∞(Ω) < ‖ρ0(x)‖L∞(Ω).

O termo colapso é usado algumas vezes para de-

signar o que definimos como “blow-up".
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Histórico: Perspectiva macroscópica
Comportamento das soluções - D = D0 = 1

Dimensão Observações

d=1 A solução de K-S existe globalmente no tempo

[Osaki-Yagi,2001] [Hillen-Poptapov,2004]

d=2 Se M =
∫

Ω
ρ0(x)dx < 4π/(αχ) então

∃ sol. global no tempo e sua norma L∞ é

uniformemente limitada para todos os tempos.

Se 8π < αχM então

∃ dados iniciais tal que a solução de K-S

explode em tempo finito [Jäger-Luckhaus,1992]
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Histórico: Perspectiva macroscópica
Comportamento das soluções - D = D0 = 1

Dimensão Observações

d=2 Existência local para M < 8π
χ

[Blanchet-Dolbeault- Perthame 2004,2006]

M = 8π
χ

agregação em tempo infinito

[Blanchet-Carrillo, Masmoudi, 2008]

d ≥ 3 Espaço crítico é Ld/2

condições para Existência global e “blow-up"

[Corrias-Perthame-Zaag,2004]

[Corrias-Perthame,2006]
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Histórico: Perspectiva microscópica
1980: W. Alt : primeiro a utilizar teoria
cinética para quimiotaxia.

Alt mostrou que sob algumas hipóteses
adicionais seu modelo cinético satisfaz a
primeira equação do modelo K-S.
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Histórico - Equações Cinéticas
1988: Othmer, Dumbar e Alt

∂tf + v · ∇f
︸ ︷︷ ︸

run

=

∫

V

(T [S]f ′ − T ∗[S]f)dv.
︸ ︷︷ ︸

tumble

Usando a notação
f = f(x, v, t) densidade de células em x, vel. v no tempo t

f ′ = f(x, v′, t),

T [S] = T [S](x, v, v′, t) transição de v′ → v,

T ∗[S] = T [S](x, v′, v, t) transição de v → v′.
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Histórico - Equações Cinéticas
2000 e 2002: Othmer e Hillen apresentaram
uma dedução formal de que:

∂tf + v · ∇f =

∫

V

(T [S]f ′ − T ∗[S]f)dv.

sob certas condições e com uma equação para o

quimioatraente acoplada tem o modelo K-S como

limite difusivo.
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Histórico - Equações Cinéticas
2004: Chalub, Markowich, Perthame e
Schmeiser apresentaram uma prova rigorosa
de que para d = 3:

∂tf + v · ∇f =

∫

V

(T [S]f ′ − T ∗[S]f)dv.

com algumas hipóteses adcionais e acoplada a

∆S = −ρ (caso elíptico)

tem o modelo K-S como limite difusivo. Além

disso apresentaram o seguinte resultado.
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Histórico - Equações Cinéticas
Teorema 1. (Chalub et al.) Seja

T [S](x, v, v′, t) . S(x + εv, t) + S(x − εv′, t)

e seja ε > 0 fixado. Então para o problema de valor inicial
temos existência global de soluções fracas.
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Histórico - Equações Cinéticas
2005: Hwang, Kang e Stevens provaram
existência global de soluções fracas (em d=2)
para

T [S](x, v, v′, t) . S(x + εv, t) + |∇S(x + εv, t)|

+S(x − εv′, t) + |∇S(x − εv′, t)|
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Histórico - Equações Cinéticas
2008: Bournaveas, Calvez, Gutiérrez e
Perthame provaram existência global de
soluções fracas em d=3 usando estimativas
de Strichartz [Castella-Perthame 1996] se o
dado inicial é pequeno e

T [S](x, v, v′, t) . S(x + v, t) + |∇S(x + v, t)|

+S(x − v′, t) + |∇S(x − v′, t)|
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Histórico - Equações Cinéticas
Perthame em 2004 em seu tabalho “Quelques
équations de transport apparaissant en biologie”
destacou dois problemas em aberto naquela época no
que diz respeito a equações cineticas para
quimiotaxia:
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Histórico - Equações Cinéticas
O problema para

T [S] ≤ 1+ ‖ S(., t) ‖L∞

ainda está em aberto!

A conjectura sobre o “blow-up” foi verificada
em 2009 por Bournaveas e Calvez, com uma
questão ainda em aberto conforme
enunciado abaixo.
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Histórico - Equações Cinéticas
2009: Bournaveas-Calvez: Seja d=2 e

T [S] = |∇S(x, t)| + v · ∇S(x, t)

No caso de simetria esférica pode-se mostrar que:

Se massa é pequena temos existência global.

Se massa é grande temos “blow-up” em
tempo finito.

Qual o valor da massa ótimo? E se não tivermos

simetria esférica?
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