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SEGUNDO PRINCIPIO DA INDUGAO OU PRINCIPIO DA INDUGAO FORTE

Em algumas situacdes, ao tentarmos fazer uma démghs por inducdo, na passagemmgharan + 1,
sentimos necessidade de admitir que a proposi¢ha mdo apenas panee sim para todos 0os nimeros naturais
menores do que ou iguaif.aA justificativa de um raciocinio desse tipo seatira no:

SEGUNDO PRINCIPIO DA INDUGAO OU PRINCIPIO DA INDUGAO FORTE

Seja P(n) uma proposicado sobre A={riIN; n > a, a v IN}, o principio da inducdo forte pode ser
definido como segue:

a) P(a) é verdadeira.

b) Para todo n tal que g n<k vale P(n}»P(k+1).

¢) Entéo para qualquer aA, P(n) é verdadeira.

Ou seja, para provar que todo nimero natorgbertencente ao conjunto A, tem determinada prdade,
usando a inducao forte emdevemos:

* Mostrar que P(a) € verdadeirddse de inducdo
* Supor que para todo n tal quesan< k vale P(n) ipétese de induggo
» Mostrar que P(k+1) usando o fato de que para todalue a< n< k vale P(nYpasso de inducgo

Exemplo 1 Prove que: Todo nimero natural maior ou igual a 2 pode serod@gosto num produto de
nameros primos”.

Prova (por inducao forte em ngejan > 2.

Base de inducaoParan=2 existe uma decomposicao trivial em nimeros prijaogue 2 é , ele préprio um
ndamero primo.
Hipétese de induca®uponha que a afirmacao seja verdadeirampe2¢3,4, ...,k

Passo de indugcddejan=k+1. Sek+1 € um namero primo a decomposicdo € trivial jalkgleé , ele préprio
um namero primo.
Suponha quket+1 ndo é primo, entdo existeare b ¢ IN tal quek+1=a.b coma<k+1 e b=<k

+1. Pela hip6tese de inducdo a e b podem ser decorspusto produto de nimeros primos e cdm@=a.b
entdok+1 pode ser decomposto num produto de niimeros primos.

Conclusao:Portanto todo niumernoc IN, n > 2 pode ser decomposto num produto de nimeros psmos.

Exemplo 2 Prove que‘Qualquer que seja a maneira de decompor um poligBnde n lados, em triangulos
justapostos por meio de diagonais internas quegsgimtersectam, o nimero de diagonais utilizadssnépre n
—_ 3.11

Prova (por inducéo forte em n$ejan o nimero de lados do poligono.

Base de indu¢cdoComo este resultado somente tem sentido parad, vamos verificar que a proposicéo é
verdadeira para=4.

Qualquer quadrilatero s6 tem 2 diagonais possigais se intersectam, entdo s6 tem 1
diagonal (1=4-3) que ndo se intersecta com outlieide 0 quadrilatero em dois tridngulos justapssto
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Hipdtese de indugcdoCom efeito, suponhamos que a proposicdo acijpaveedadeira para todo poligono com
menos de&k+1 lados, ou seja, € verdadeira pardl,5,...,k Seja entdo dada uma decomposi¢do do poli§ono
de k+1 lados, em tridngulos justapostos, mediante didagoméernas. Fixemos uma dessas diagonais. Ela
decompdeP como reunido de dois poligonos justapoftpgen; lados, &P, den, lados, onde; <k+1 en,<

k+1, logo, pela hipétese de inducéo, a proposicaopaia os poligonds; e P,. Evidentementa), + n, = k+1+

2.

As d diagonais que efetuam a decomposicaP de agrupam assim; — 3 delas decompdeR, n, — 3
decompdenP, e uma foi usada para sepapadeP,. Portantad =n; — 3 +n, —3 + 1 =n; + n, — 5. Coman, +
n, = k+1+ 2, resulta qud = (k+1) — 3.
Concluséo:Portanto o resultado é verdadeiro para todo potigie n ladosn(>4). m
Observacdes
1. Para habituar-se com o0 método de demonstracdmghagéo é preciso pratica-lo muitas vezes, a fim de

perder aquela vaga sensacgdo de desonestidade pyireipiante tem quando admite que o fato a ser
provado é verdadeiro panaantes de demonstra-lo para 1.

Exercicios Primeiro Principio da Inducdio
1. Prove por inducéo quePara qualquer re IN', temos que
1+2+43+...+n=n(n+1)/2".
2. Prove por indugéo quédara todos os naturais n, temos que
3%+3%43%...+3"=(3"-1)/2”,
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