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Equacgdes para ondas aquaticas:
O + 0,z =0, _h(X) <z <,
1
gn+ e+ S|VOT =0, z=n(x1)

e+ Punx = Py, Z=77(X7t)
hy®y +®, =0, z=—h(x).

Figura 1: Esboc¢o da regido de interesse.
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Hipdteses

o 7= O(A) e que kA < 1, aqui A é amplitude caracteristica da onda.
e kH=0(1)
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Hipdteses
o 7= O(A) e que kA < 1, aqui A é amplitude caracteristica da onda.
e kH=0(1)

Dado inicial: Trem de ondas

Figura 2: Dado inicial
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Hipdteses
o 7= O(A) e que kA < 1, aqui A é amplitude caracteristica da onda.
e kH=0(1)

Dado inicial: Trem de ondas

Figura 2: Dado inicial

Representagcdo matematica:

n(x,0) = Aex, ex, - - - Je'¥,

onde ¢ = kA K 1, ¢ é a fase da onda ¥ = kx — wt , com k o nimero de
onda e w a frequéncia.
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Aplicacao Conforme

Definiremos a aplicacdo como segue:

3(E+i0)=x+iz. ]

7 7+ =2 +iz 7
A 3

b e

¢ : / w(z+i2) =& +i¢
J /\7/ 4 -

Figura 3: Representacdo esquematica da aplicagdo conforme 3(w) e de sua
inversa.

2
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O conjunto de equagdes para ondas aquaticas escrito no sistema de
coordenadas curvilineas (&, ¢) fica, respectivamente, da forma:

Pee + B¢
[JIN; + ®¢ Ne — &
1
|J] (gn + ®¢) + §\Vsc¢\2
&

)

0
0,
0,
0

)

—1 < ¢ < N(, ),
¢=N(, 1)
¢=N(,t)
¢(=-1

Luz, A.M.; Nachbin, A. (PUC/IMPA) Estabilidade de um trem de ondas



Coeficiente da superficie livre

Hamilton (1977), Nachbin (2003) e Artiles Roqueta (2004)

1JI(€.¢) = 22 + 2.
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Coeficiente da superficie livre

Hamilton (1977), Nachbin (2003) e Artiles Roqueta (2004)

1JI(€.¢) = 22 + 2.
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Coeficiente da superficie livre

Hamilton (1977), Nachbin (2003) e Artiles Roqueta (2004)

1JI(€.¢) = 22 + 2.

[J1(€,¢) = M(€)* + Z4(€, €)-
com M(§) = z(&,0), onde z(&, ) é definido como solugdo de
zee +2¢c =0, (§¢) €Qy
z=0, ¢=0
z= _h(X(fa _1))7 ¢=-1
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Coeficiente da superficie livre

Hamilton (1977), Nachbin (2003) e Artiles Roqueta (2004)

1JI(€.¢) = 22 + 2.

[J1(€,¢) = M(€)* + Z4(€, €)-
com M(§) = z(&,0), onde z(&, ) é definido como solugdo de
zee +2cc =0, (§¢) € Qw
z=0, (=0
z= _h(X(fa _1))7 ¢=-L

ME) =0 =7 [ %df J
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Condicdes de fronteira na superficie livre { = N(&, t)

Pode-se relacionar a fungdo N(&, t), e n(x, t) em funcdo do coeficiente livre, M(&)

N(E) = ﬁn(a £) + ().

Luz, A.M.; Nachbin, A. (PUC/IMPA) Estabilidade de um trem de ondas 2010 8 /35



Condicdes de fronteira na superficie livre { = N(&, t)

Pode-se relacionar a fungdo N(&, t), e n(x, t) em funcdo do coeficiente livre, M(&)

N(E) = ﬁn(a £) + ().

Comegamos a andlise assintdtica pelas condigdes na superficie livre, consideramos

em ¢ = N(¢, t):

Pd g 00 1 ou? 1 Me 1 gM
SR ST T wVult— o (———u? -, | -0 % =0.
o2 T mac T or T2 < 21" > ] et
€ 1
2
_— [0
gT] 2|J|u ty
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Analise Assintética em multiplas escalas/topografias de grande amplitude

e Considerando 7 = O(A). Faco a expansdo de Taylor em torno de
¢ =0 até a terceira ordem O(kA)3
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Analise Assintética em multiplas escalas/topografias de grande amplitude

e Considerando 7 = O(A). Faco a expansdo de Taylor em torno de
¢ = 0 até a terceira ordem O(kA)3
@ Introduzimos muiltiplas escalas

57 51:557 522825"'7

t, t1p=¢t, thb=¢e"t...,
onde e = kKA K 1.
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Analise Assintética em multiplas escalas/topografias de grande amplitude

e Considerando 7 = O(A). Faco a expansdo de Taylor em torno de
¢ = 0 até a terceira ordem O(kA)3
@ Introduzimos muiltiplas escalas

2
g? 51:557 52265"'?
t, ti=ct, th=¢e’t...,

onde e = kKAK 1.
@ Supomos ® e 17 como séries de poténcias em &:

O=>"c"pp, =) e,
n=1 n=1

onde:
)s

¢n = ¢n(£,€1,£2,---;---;C;t,tl,t2,---
Nn = nn(£a£17£27"';t’t17t2a"')7

Estabilidade de um trem de ondas
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Substituindo as séries de poténcias obtemos uma familia de problemas
lineares para ¢,. Precisamos aprender como lidar com o coeficiente M(¢).

2 2
(5 +502) 0 = Fn ~1<C<0,

0g? ~ o¢?
_ (9 g o=
£¢n: <8t2 M a<> ¢n - Gnv C_Oa
Obn _
ac - 0, ¢(=-1

Recuperamos 7, de: -
—8Nn=Hn, (=0,
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Como lidar com o coeficiente M(&)?

@ Suponha que a fun¢do que descreve a topografia do solo marinho é da
forma:

[ 14n(x), —-L<x<lL,
h(X)_{ 1; x<—-Loux>L.

1
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Como lidar com o coeficiente M(&)?

@ Suponha que a fun¢do que descreve a topografia do solo marinho é da
forma:

[ 14n(x), —-L<x<lL,
h(X)_{ 1; x<—-Loux>L.

1

@ n(x) pode ter amplitude grande e ser descontinua.
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Como lidar com o coeficiente M(&)?

@ Suponha que a fun¢do que descreve a topografia do solo marinho é da
forma:

[ 14n(x), —-L<x<lL,
h(X)_{ 1; x<—-Loux>L.

1

@ n(x) pode ter amplitude grande e ser descontinua.

@ Quando h(x) é escrita desta forma, o coeficiente da superficie livre (termo
métrico) tem a forma:

T [ h(x(¢, -1 ,
MO =x(60) = § [ a1+ m(o)
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Como lidar com o coeficiente M(&)?

@ Suponha que a fun¢do que descreve a topografia do solo marinho é da
forma:

[ 14n(x), —-L<x<lL,
h(X)_{ 1; x<—-Loux>L.
@ n(x) pode ter amplitude grande e ser descontinua.

@ Quando h(x) é escrita desta forma, o coeficiente da superficie livre (termo
métrico) tem a forma:

T [ h(x(¢, -1 ,
MO =x(60) = § [ a1+ m(o)

m(g):f/oo n(x(¢',-1)) de'.

4 J_ cosh?Z (£ —¢')
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Adotamos a seguinte representacao:

M(€) = a+ e m'(€), ]

que considera os casos de topografias com flutuagdes de grande amplitude.
Temos que a representa a profundidade efetiva que vai ser “sentida”na
superficie livre e (m'(§)) = 0. De fatoa=1—4, com 0 < § < 1, isto §é,
a<l
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Adotamos a seguinte representacao:

M(€) = a+ e m'(€), ]

que considera os casos de topografias com flutuagdes de grande amplitude.
Temos que a representa a profundidade efetiva que vai ser “sentida”na
superficie livre e (m'(§)) = 0. De fatoa=1—4, com 0 < § < 1, isto §é,
a<l

O "“ansatz” desta representa¢do de M(&) estd baseado na expressdo de
h(x), de modo que:

M) = 14 m()
= 1+ (m(&)) +em' ()
L+ (m(&)) +em'(§).

N———

a
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Adotamos a seguinte representa¢ao:

M() = a+¢ m(€), )

que considera os casos de topografias com flutuacdes de grande amplitude.
Temos que a representa a profundidade efetiva que vai ser “sentida”na
superficie livre e (m'(£)) = 0. De fatoa=1—4, com 0 < § < 1, isto §é,
a<l

Perfi Marinho com Mitiplos Valores.

Rogimo inormediro, var. média, ampltudo grande,
1 . -

(a) Perfil com multiplos  (b) Caso periédico (c) Caso aleatdrio
valores

Figura 4: Exemplo de topografias
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Quando escrevemos M(&) = a+ & m'(§) e substituimos nas equa¢des em
coordenadas curvilineas em vez de obtermos:

0?2 9?2
<6§2+6C2>¢" = F, -1<(<0,

_ (9 g d o=
£¢n - <8t2 M aC) ¢n - Gna C - 07
06n -

Recuperamos 7, de: -
—&nn=Hn, (=0,
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Quando escrevemos M(&) = a+ & m'(§) e substituimos nas equa¢des em

coordenadas curvilineas nds obtemos:

52 H2
(852 * 6<> Pr

2
Lapn = <a+ga> ®n

otz a2 oC
0dn
¢
Recuperamos 7, de:
—&1n = Hh,
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Nos problemas acimas temos que

F1=0, Fo=-2¢1,, F3=- [¢1€1€1 + 2¢1,,, + 2¢2§§1] ;

Gl = O; G2 - - |:771£3C¢1 + % (Qbi + QS%C),_- + 2¢1ttli| + gm;(ZE)qblca
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Nos problemas acimas temos que

F1=0, Fo=-2¢1,, F3=- [(blglgl + 2¢1,,, + 2¢2§§1] ;

G1=0, G=— |:771£a§¢1 + 5 (qbi + ¢i)t + 2¢1n1} + gm;(zg) P1¢s
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Gs =

1
|:772»Ca§¢1 +mLacpa + ?71 Laccdr t2 (<Z>1§<Z526 + ¢1.02,), +

+m (éﬁ%g + d)i)tc t o <¢1’56)§ + ¢146C> (¢%§ + ¢>i)

2 2 2 2
+ 2¢2ttl + ?¢1C¢1Ctl + ?(Zslfl (bl{t + 72¢1§¢1£t1 + 72(1)15(;5]151 +

(é) (5)

+ 2mP1, + 2014, + ¢1t1t1] +mg P1ec + b2, —
2 (€
({f) (E) <¢i + ¢%<)t + mig )¢1§¢1t,
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1
G3 = [772£a4¢1 +mLacp2 + ?71 Lacchr + (¢15¢2§ + ¢1c¢2<)

e (B + k), o <¢>1§a§ + ¢1<8c> (¢ + %)
2 2 2 2
+ 202, + 37¢1c¢1<t1 + ?¢151 b1, + 7¢1s¢1stl + ?¢1§¢1t51 +
(S) ’(5)
2

+ 2771¢1gn1 + 2¢1tt2 + ¢1t1t1:| + me (blCC ¢2C —
/ 2 m (5)
- mg) 1¢ ma(f) (Qbi + ¢%<> T 23 P1eP1ts
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Hl — ¢1t7 ¢2t 232 ( %5 + ¢%C) + ¢1t1 + nlqblcﬂ

Hz = ¢3, + ¢1.02, + P1,P2. + Mb2,, + 201, +
1, m 2 2
+ Enlgbl(gt + 522 <€251é + ¢1<) + ¢2,,
’(5)

+ G101, + b1, + M1, — <<751g + ¢1<>
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o= 6u, M=o+ 5 (63, + 63, ) + 61, + e,

Hz = ¢3, + ¢1.02, + P1,P2. + Mb2,, + M201,,+
1, m 2 2
+ 5771¢1ggt + 522 (92515 + €Z51C>C + @2,
m' ()

23

+ G101, + O1,, + MO, — <<Z5i + ¢i)-
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Seja (...) a média no sentido probabilistico e (...)" a pertubagdo desta
componente.Usando a linearidade dos subproblemas, as solu¢es sao
expressas por:
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Seja (...) a média no sentido probabilistico e (...)" a pertubagdo desta
componente.Usando a linearidade dos subproblemas, as solu¢es sao
expressas por:

¢n:<¢n>+¢/nv 77n:<77n>+77:n n=123,...

Os forcantes também podem ser escritos desta forma:

Fn:<Fn>+FI/w Gn:<Gn>+Gr,n H,,:<H,,>—|—H,,7.
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Seja (...) a média no sentido probabilistico e (...)" a pertubagdo desta
componente.Usando a linearidade dos subproblemas, as solu¢es sao
expressas por:

¢n:<¢n>+¢/n7 77n:<77n>+77:n n=123,...

Os forcantes também podem ser escritos desta forma:

Fn:<Fn>+FI/17 n:<Gn>+Gr,n Hn:<Hn>+HI,1'

Na parte de andlise assintética supomos que o termo métrico m’(€) é um
processo aleatério estacionario, com ergodicidade e que sua fungdo de
correlagdo vai para zero no infinito. Consideraremos ainda (n(x)) =0 e

(m'(€)) = 0.
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Se em todas as ordens procurarmos solu¢des (tanto para a parte
deterministica, quanto para a aleatéria), como séries envolvendo modos de
Fourier da forma

n

{¢n7 Fn; Gn} - Z eim'z/; {¢nm7 an7 Gnm} . (1)

m=—n
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Se em todas as ordens procurarmos solu¢des (tanto para a parte

deterministica, quanto para a aleatéria), como séries envolvendo modos de

Fourier da forma

n

{¢n7 Fn; Gn} = Z eimw {(ﬁnm7 an7 Gnm} .

m=—n

Obteremos a seguinte familia de subproblemas

éom = Fam, —h<z<0,
Gnma zZ= 07
¢nm - 0, z=—h.

(1)
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Forma Classica da SNL com Termo de Amortecimento

A equacdo de Schrodinger surge a partir da condi¢do de compatibilidade dos
problemas de valor de contorno em terceira ordem para parte deterministica.
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Forma Classica da SNL com Termo de Amortecimento

A equacdo de Schrodinger surge a partir da condi¢do de compatibilidade dos

problemas de valor de contorno em terceira ordem para parte deterministica.
Depois de muitas contas obtemos:

0B 9’B oo Bai (00>
—ig Jrala—xz + ay|B|*B—i©B =0, onde O = ~ <Ao
sendo og o desvio padrao da pertubacdo no coeficiente da superficie livre e ﬂAa,-
depende da correlacdo de m’(¢),

Luz, A.M.; Nachbin, A. (PUC/IMPA)

Estabilidade de um trem de ondas

2010 24 / 35



Forma Classica da SNL com Termo de Amortecimento

A equacdo de Schrodinger surge a partir da condi¢do de compatibilidade dos
problemas de valor de contorno em terceira ordem para parte deterministica.
Depois de muitas contas obtemos:

0B 9’B oo Bai (00>
—/E+ala—%+a2|B\B—IOB:O, onde e_w<Ao>

sendo g o desvio padrdo da pertubagdo no coeficiente da superficie livre e 3,;
depende da correlacdo de m’(¢), de fato temos que:

B Bai
Bai = (ko) onde
B’a = (ﬁa - %(m’({)%) ,com
_ gksinhg ~ T
b = m/_ojm(f)m(we G (|r],0) dr,

. k sinh? k k,sin® k
G(|r|,0) = il LK N g—kalr|_n S0 Sn
(I, 0)¢ e DL )
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Forma Classica da SNL com Termo de Amortecimento

9B @B oo
715 +O[187><2 +OZ2‘B| B — I@B = 0,
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Forma Classica da SNL com Termo de Amortecimento

B ’B
71% + al% + Ozz‘B|zB —i®B =0,
com a1 e ap dados por:
k? 0w . 8k
ap = R onde w* = ?tanhq
k2
ay = %{(632+2)c05h4 q+(37—452%) cosh? g + 1+ (362> —28)—
16 sinh™ q
— 2 —
(a Cz/cp+2 cosh? q) (a Cz/cp+2 cosh? q) (M)
—2tanh? q}— —

2 asinh?2 g & 222sinh? 2 _&
q | tanh q [=% q tanh q [=8

Veja que a3 e ap dependem de a, que representa a profundidade efetiva e assim
sendo dependem de (m).
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Ondas de Stokes: Estabilidade x Topografia

Considere a SNL da forma:

.0B *B
—I— to

Para esta equacdo fizemos um estudo de estabilidade de Onda de Stokes
relacionando estabilidade com efeito da topografia. Fazemos o seguinte “ansatz
para as ondas de Stokes:

B = BO ei(K)(fﬂT)7

uma vez que € satisfaca a relagdo de dispers3o:
Q= 042|Bo|2 — 1 K2.

Aqui, ay e ap sdo fungdes de k (> 0), o ndmero de onda da onda portadora 7;
K(> 0) é o nlimero de onda da modulagdo. Se escolhermos o nimero de onda
desta solugcdo como sendo unicamente k, entdo fazemos K = 0.
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Para estudarmos questoes de estabilidade, consideramos uma pertubacao
da onda de Stokes
B = By (1+ Ab) e/ +A9)

onde b = b(x,7), 0(x,7) (ambas tidas como fun¢des reais), A um
parametro pequeno. Lembrando que K = 0 temos que a relacdo de
dispersdo é dada por

Q= 042’80‘2.

Substituindo na equa¢do SNL obtem-se

—(br + i, — ibQ) + a1(byy + i0yy) + 3aa|Bo|>b = 0.
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Visto que b e 6 s3o funcdes reais e usando novamente a relacio
Q = ay|By|? para eliminar Q na equagdo acima, temos que:

0, + a1by,, + 22| Bo[*b 0;
7b.,- + a19XX

Como as equacdes acima s3o lineares com coeficientes constantes vamos
procurar uma solucdo da forma:

(D)-()emmee

onde by, 6, £ (> 0) e p sdo constantes. Esta solugdo existe desde que

i —K-Q1

— 2 _ 2 _9-<
4 2B | =0 = R 22 |B ). (6)

Luz, A.M.; Nachbin, A. (PUC/IMPA) Estabilidade de um trem de ondas



— <0 (1 é real) estdvel “defocusing”

— >0 | (p é imaginario) instavel | “focusing” (SNL+)

Tabela 1: Critério de estabilidade
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Temos que o coeficiente o é positivo para todo k > 0, e independe de a.
Porém, para um valor de a fixo, ap muda de sinal para um determinado
valor de k.
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Temos que o coeficiente o é positivo para todo k > 0, e independe de a.
Porém, para um valor de a fixo, ap muda de sinal para um determinado
valor de k. Veja os gréficos abaixo

0,34

024
ol 1

0,14

0 T T T T 1 1

0 1 2 3 4 5
k
a=0.1 ——a=0.2 a=0.3 a=0.4 )] —— a=()) —— a=() 3 —— a=() 4 ——— a=() § —— a=() § —— a=|
s e s oo a=0.1 a=0.2 a=03 a=04 a=0.5 a=0.6 a=0.7
a=1 a=0.8 —a=0.9 a=|
(a) Gréfico de a1 x k (b) Gréfico de a» X k
Figura 5:
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A tabela abaixo mostra os valores aproximados deste valor critico (ko)
onde o coeficiente oo muda de sinal.

BTN

1 1.363
0.9 | 1.609
0.8 | 2.272
0.7 | 3.528
0.6 | 5.592
0.5 | 9.393
0.4 | 17.142
0.3 | 35.245
0.2 | 89.536
0.1 | 388.6

Tabela 2: Valores de k onde a; muda de sinal
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Os coeficiente ap contém a informac3o estatistica da topografia através do
pardmetro a (lembramos que a esta relacionado com o valor de (m(¢&))).
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4

A medida que diminuimos a profundidade efetiva a, ou seja aumentando a
amplitude das flutuagdes da topografia, regularizamos a solugdo: nimeros

. .. ;. a2
de onda que eram instdveis passam a ser estaveis, porque — < 0.
a1
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s

Em outras palavras, conforme a topografia flutua mais, a equacdo passa a
ser “defocusing” em regides onde antes era “focusing” .

32 /35

Luz, A.M.; Nachbin, A. (PUC/IMPA) Estabilidade de um trem de ondas 2010



Referéncias Bibliogréficas

¥, Artiles Roqueta, W. Modelagem de ondas n ao lineares através do
operador Dirichlet-to-Neumann. PhD thesis, IMPA, Rio de Janeiro,
Rio de Janeiro, 2004. Orientador: Nachbin, A.

® Johnson, R. S. A modern introduction to the mathematical theory of
water waves. Cambridge University Press, 1997.

¥ Luz, A. M. S. Estabilidade de um trem de ondas sobre um fundo
marinho altamente varidvel. Orientador: Nachbin, A.Tese de
Doutorado. Rio de Janeiro : IMPA, 2009.

¥ Mei, CC. Applied dynamics of Ocean Surface Waves, World Scientific,
1989.

¥ Whitham, G. B. Linear and Nonlinear Waves. John Wiley, New York,
1982.

Luz, A.M.; Nachbin, A. (PUC/IMPA) Estabilidade de um trem de ondas 2010 33 /35



Referéncias Bibliogréficas

[@ Hamilton, J. Differential equations for long-period gravity waves on a
fluid of rapidly varying depth. J. Fluid Mech., 83, pp. 289-310, 1977.

ﬁ Luz, A. M. S., NACHBIN, A. Modelagem de trem de ondas em regides
costeiras, 2008. Congresso Rio Oil and Gas, Apresentacido de Trabalho.

[@ Luz, A. M. S., NACHBIN, A. Equacdes de evolucio para um trem de
ondas sobre um fundo, 2007. Congresso 4PDPETRO ,Apresentacio de
Trabalho.

ﬁ Luz, A. M. S., NACHBIN, A. Estabilidade de um trem de ondas sobre
um fundo marinho altamente varidvel, 2009. Submetido para o
Congresso 5PDPETRO, Apresentacdo de Trabalho.

Luz, A.M.; Nachbin, A. (PUC/IMPA) Estabilidade de um trem de ondas 2010 34 /35



Referéncias Bibliogréficas

[d Nachbin, A.A terrain-following Boussinesq system. SIAM J. Appl.
Math. V.63, p.905-922, 2003.

ﬁ Mei, CC; Hancock, M. J. Weakly nonlinear surface waves over a
random seabed. J. Fluid Mech. v.475, p.247-268, 2003.

[@ Pihl J. H.; Mei C. C.; Hancock, M. J. Surface gravity waves over a
two-dimensional random seabed, Physical review E 66, 016611, 2002.

Luz, A.M.; Nachbin, A. (PUC/IMPA) Estabilidade de um trem de ondas 2010 35 /35



	Descrição do Modelo Físico
	Formulação em Coordenadas Curvilíneas
	Aplicação Conforme
	Análise Assintótica em múltiplas escalas (Mei e Hancock - JFM03) para topografias de grande amplitude

	Forma Clássica da SNL com Termo de Amortecimento
	Ondas de Stokes: Estabilidade  Topografia
	Referências Bibliográficas

