2.5 — Areas de regides planas

Usando a notacéio de integral definida, a defini¢o da area da regifio sob o grafico de uma
funcéio ¥ pode ser expressa da seguinte maneira:

Pefinicdo 1: Seja f uma fungfo continua em [a, b] e tal que f(x) > 0 em [a, b]. A drea da

b
regifo sob o graficode fentrex =aex=Dbédadapor A= .[f(x)dx

Exemplos:

1 — Calcule a drea da regifio sob o grafico de f(x) =4 — X enfrex=—2 ex=2

Em 2.4 assumimos que f(x) > 0 em [a, b], isto é, que o grafico de fix) entrex =aex=b
estava acima do eixo x. Se a regido entre X = a ¢ x = b limitada pelo grafico de f ¢ o eixo x
permanece inteiramente abaixo do eixo x, entdo cada valor de f(x) é negativo. Assim, cada f(x)dx é
negativo e a drea dessa regifio é o oposto da integral definida de a até b de f(x).

Defini¢do 2: Seja fuma func¢do continua em [a, b] e tal que f{x) <0 em [a, b]. A é4rea da

b
regido sob o graficode fentre x =aex=b é dada por A =— If(x)dx

Exemplos:

3 — Determine a 4rea da regifio sob o grafico de f(ix) =x*> - 2xentrex=1ex =2

(1) Chamamos de regiio sob o grafico de wuma fanciio (ou regifio limitada pelo grafico de uma
funcéo) fentre x =a e x = b a regifio entre o graficode fe o eixoxenfre x=ae x =b.
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4 — Calcule a 4rea da regifio sob o graficode f(x)=x*—lentrex=—1lex =1

Se a curva estd parcialmente acima do eixo x e parcialmente
abaixo como ¢ mostrado na figura ao lado, entdo a area pode ser
considerada como uma soma de termos positivos e negativos,
correspondentes a partes da regidio que estdio acima e abaixo do eixo x.

¢ d e b
A=A+ +As+ Ay = [fx)dx- j f)dx + [£(x)dx— j f(x)dx
a c d e

5 — Determine a 4rea da regifio limitada pelo grafico de f(x) =x*—4x +3entrex=0e x =3
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Para determinar a 4drea da regifio R entre os graficos de fe g de x = a até x = b (figura
abaixo), basta subtrair a 4rea da regifio sob o grafico de g da area da regifio sob o grafico de f.

Assim, area de R = area de R; — area de R,
b b b
Ousseja, dreade R = [fx)dx— [g@dx= [(fx)—g(x))dx

Podemos provar que essa expressdo € valida mesmo que as fungbes ndo sejam ndo-
negativas. :

Definicio 3: Se fe g sdo fungdes continuas em [a, b] tais que f(x) > g(x) em [a,b]ese R € a
regifio limitada pelos graficos de f e g e pelas retas x =a e x = b, entdo

Areade R = I(f(x) —g(x))dx

\ /
Exemplo 7: Calcule a area da regifio limitada pelos graficos das \ /
y=2xodx1 6

funces fix) =2x’ —4x +6 e g(x)=— x>+ 2x + lentrex=1 e x =2

-

Algumas vezes temos de considerar o problema de encontrar a drea entre duas curvas sem
que os valores de a e b sejam determinados. Nestes casos, existe uma regifio que estd
completamente envolta pelas duas curvas. Como o proximo exemplo ilustra, temos que encontrar 0s
pontos de intersegdo entre as duas curvas para obter os valores dea e b.

Exemplo 8: Calcule a 4rea da regifio limitada pelos graficos das
fungdes f(x) =2x +4 e g(x) =x> + 2x + 3.
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2.5.1 — Aplicacdes de Areas:
— Receita liquida gerada por uma maquina industrial

A Receita liquida gerada por uma méquina industrial durante certo periodo de tempo € a
diferenca entre a receita total gerada pela maquina e o custo total de operagio e manutengdo da

maquina. | () _ R —C(E)

 (reais por ano) Exemplo: Quando tem t anos de uso, certa maquina
| industrial gera receita a uma taxa de R'(t) = 5.000 — 20t
reais por ano. A taxa de aumento dos custos de operagdo ¢
manutencio € dada por C'(t) = 2.000 + 10t* reais por ano.

¥ = () =2000 + 102

5 a) Apés quantos anos a rentabilidade da mdquina comega a
diminuir? (o who DEN. O
eriE b) Calcule a receita liquida gerada pela maquina durante :

L 10 anos. ‘ mﬁg,&;_
= : {anos) i L(o (\w_ | (-M 5 L AradAs
ST - | Clasks e ~Cladks =1 =0

- o \

— Lucro liquido excedente m?w = © 0 =% G

IAlcapnndn (0 ado

Suponha que daqui a t anos dois planos de investimentos estejam gerando lucros e que os
indices de rentabilidade correspondentes sejam Pi(t) e Po(t) u.m. por ano, e que para os préximos n
anos (isto é, 0 < t < n), Py(t) = Py(t). As fungdes Py(t) e Po(t) representam as taxas nas quais os
lucros sdo gerados pelos planos 1 e 2, respectivamente. Dessa forma, Py(t) — Pi(t) representa a taxa
na qual o lucro gerado pelo segundo plano excede o lucro gerado pelo primeiro. O lucro liquido
excedente (LE) gerado pelo segundo plano durante os préximos n anos € a integral definida desta
taxa de variagdo no periodo de tempo entre 0 e n, isto é:

LE= [(P,(®)~P,(0)dt
0
e pode ser interpretado geometricamente como a area entre as curvas y = Pi(t) e y = P(t)

Exemplo: Suponha que daqui a t anos um plano de investimentos estard gerando lucro a
uma taxa de Pj(t) = 50 + t* centenas de reais por ano enquanto um segundo plano estard gerando
lucro a uma taxa de Py(t) = 200 + 5t centenas de reais por ano. (a) Por quantos anos o segundo plano
serd mais lucrativo que o primeiro? (b) Determine o lucro liquido excedente para um investimento
no segundo plano por um perfodo igual ao calculado no item (a).

. y(centenas de reais)

syt -
C=200%5¢1

t(anos)
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— Excedente de Consumidor ¢ Excedente do Produtor

A demanda de uma mercadoria é dada pela quantidade que os conmsumidores descjam
adquirir num certo periodo de tempo. A demanda depende de uma série de fatores, dos quais
podemos citar: o prego da mercadoria, a renda do consumidor, o prego de outras mercadorias que
ém alguma relagdo com ela, os habitos e os gostos do consumidor e o efeito que a propaganda
provoca no mercado consumidor. A demanda de uma mercadoria &, portanto, a resultante da agéo
conjunta ou combinada de todas essas varidveis.

Quando queremos saber, por exemplo, 0 que ocorre com a demanda de uma mercadoria se 0
preco da mesma aumentar, devemos supor que todas as demais varidveis que influenciam a
demanda permanecem inalteradas, de modo que a variagdo da demanda dependa exclusivamente da
varia¢do do prego.

Uma fungdo que relaciona o pre¢o unitrio e a quantidade demandada de uma mercadoria €
chamada de func¢io de demanda.

p (pregolunidade) O grafico da fungfio de demanda ¢ chamado

v : curva de demanda. Quando se traga um esbogo de uma
curva de demanda ¢ costume usar o eixo vertical para
representar o prego e o eixo horizontal para representar a
quantidade (figura ao lado).

Demanda

g (quantidade) ; ” .
q Como seria de se esperar, a fungfo de demanda ¢

decrescente (2 medida que o preco aumenta, a quantidade procurada diminui; quando o preco
diminui, a quantidade procurada aumenta).

A oferta também pode ser expressa por uma fun¢éo que relaciona o prego e a quantidade
ofertada de uma mercadoria, descrevendo o comportamento do produtor. Como no caso da
demanda, quando se considera apenas o prego como determinante da quantidade que ¢ ofertada de
uma mercadoria, estamos supondo que os demais fatores permanecem constantes.

) Uma fungio que relaciona o pre¢o unitario ¢ a quantidade ofertada de uma mercadoria €
chamada de fungfio de oferta.

p{pregofunidade) O grafico da fungdo de oferta € chamado de curva
de oferta e a figura ao lado mostra um esbogo dela
quando as circunsténcias sio normais.

A fungio de oferta é crescente, pois 4 medida que
s d ; o prego aumenta, a quantidade ofertada também aumenta;
¢(quantidade)  4uando o prego diminui, a quantidade ofertada diminui.

O chamado equilibrioc de mercado prevalece quando a »
quantidade demandada ¢ igual & quantidade produzida. A quantidade
produzida (ou demandada) num equilibrio de mercado é chamada de
quantidade de equilibrio e o preco correspondente ¢ chamado de preco
de equilibrio. O equilibrio de mercado corresponde ao ponio no qual a
curva de demanda e a curva de oferta se interceptam. Na figura ao lado
temos um esbogo de uma curva de demanda (D) e uma curva de oferta
(S) e (gg, pe) € o ponto de equilibrio.

PE
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Exemplo 1: As fungdes de demanda e de oferta para um determinado bem sio dadas,

respectivamente, por p = — % +50ep= ﬂj;_(_), . Ache o preco e a quantidade de equilibrio.

A fungdo de demanda p = D(q) também pode ser encarada como a taxa de variagdo da
quantia total A(q) que os consumidores estdo dispostos a gastar para comprar q unidades (quantia
total paga ao preco méaximo) em relagdo a q, isto &,

dA
D(q)= —
(@ i
Integrando ambos os membros dessa equagdo obtemos:

[P = [5da = A@) - A® - A

Logo, a quantia total que os consumidores estio
dispostos a gastar para adquirir q¢ unidades de um produto ¢
dada por:

A(qo) = [D(@)dq
0

Em termos geométricos, A(go) € a drea sob a curva de
demanda entre q =0 € q = qo.

Exemplo 2: A fungdo de demanda de um produto é p = 4(25 — q") reais por unidade.
Determine a quantia total que os consumidores estio dispostos a gastar para adquirir trés unidades
do produto.

Uma vez conhecido o prego pp de um produto, o nimero de unidades adquiridas pelos
consumidores é dado pela fung¢fio de demanda. A quantia gasta pelos consumidores para adquirir qo
unidades do produto ao prego py €, portanto, peqo.

Em uma economia competitiva, a quantia total que os consumidores gastam com um
produto geralmente ¢ menor do que a que estariam dispostos a gastar. A diferenca entre as duas
quantias pode ser considerada uma poupanga do consumidor e é conhecida como excedente do

consumidor (EC).
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quantia total que o consumidor

L quantia gasta pelo consumido
estd dispostoa gastar para | —

T
.. . = [Excedente do consumidor]
para adquirir q, unidades

adquirir g, unidades

p=D(@ y p=Da)
e == S

Py 2
7/ /| \
d
. L g ‘
o £ 0 kil
(a) Disposicio total para gastar (b) Gasta real (¢) Excedente do consumidor

p (reais por unidade)
1 Logo, se qo unidades de um produto sfio vendidas por um preco

e o consunin unitério po e p = D(q) é a fungfio de demanda do produto, entdo, o excedente

Po- pDg) do consumidor ¢ dado por: EC = ID(q) dq — pogo
i 0

1 G
T q

% (unidades)

Exemplo 3: Se p = — 0,3g° + 90 é a fungfio de demanda para um produto, e seu preco
unitario de mercado é 60 reais, determine o excedente do consumidor.

Exemplo 4: Encontre o excedente do consumidor para a fungdio de demanda p =50 — 0,06q°
em um nivel de vendas de 20 unidades.

O excedente do produtor é o equivalente para o produtor do excedente do consumidor.

A funcio de oferta p = S(q) representa o preco unitario que os produtores estdo dispostos a
aceitar para fornecer qo unidades de um produto. Os produtores que estavam dispostos a aceitar um
preco unitério menor que po = S(qo) pelo produto se beneficiam do fato de que o prego € po. O

excedente do produtor ¢ a diferenga entre a quantia recebida pelo produtor e a quantia que ele
estaria disposto a aceitar.
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= y
[quantia recebi%% pelo produtor}

para fornecer q, unidades

qua{ntia qu&o produtor
— | esta dispostoa aceitar para | = [Excedente do produtor]
fornecer q, unidades

; Se qg unidades de um produto sfio vendidas a um prego po ¢ p = S(q)
' é a funcfio de oferta, entfio, o excedente do produtor ¢ dado por:

i 9o
EP =pogo— |S(9)dg
0

Exemplo 5: Se p = 0,3¢° + 30 ¢ a fungdo de oferta de um produto, determine o excedente do
produtor para o nivel de produgdo qp = 4.

Exemplo 6: Se a fungio de oferta de um produto € p = q* + 4q + 4 e o prego unitério de
mercado é po = 25, determine o excedente do produtor.
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