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Motivacao

Este projeto tem como objetivo principal mostrar aos alunos de
Algebra Linear que o estudo das formas quadraticas e classificacao das
conicas, um dos ultimos contetidos apresentados na disciplina, é uma
aplicacao de varios resultados vistos no decorrer do curso. Para obter
conicas na forma reduzida, é feita uma mudanca coordenadas, que por
sua vez requer o conhecimento de operacoes como diagonalizacao de
operadores e resolucao de sistemas lineares (homogéneos) e de
conceitos como autovalores, autovetores, transformacoes lineares,
bases de um espaco vetorial e ortogonalidade. O Teorema Espectral
garante que essa diagonalizacao ¢ possivel. Outro aspecto oportuno
consiste no fato de que pode-se prever a classificacao da conica em
questao através dos autovalores obtidos no processo de diagonalizacao.
Sera realizado um exemplo para melhor ilustrar o procedimento em
pauta.




Conicas

Definicao:

Uma codnica em R? é um conjunto de pontos cujas coordenadas em
relacao a base candnica satisfazem a equacao:

Ax* + Bxy + Cy* + Dx + Ey + F = 0 (1)

onde AouBouC #0




Note que esta equacao pode ser escrita na forma matricial:

[x ¥ [B‘;lz Bézl L]+ El[]+F=00




Note que a primeira matriz da equacao (2) é simétrica. Logo, pela definicao a seguir,
ela corresponde a um operador autoadjunto.

Definicao:

Seja V um espaco vetorial com produto interno, a uma base ortonormal e T:V—V um
operador linear. Entao T é chamado um operador autoadjunto se [T]§ é uma matriz
simétrica.

A seguir, um importante resultado, o Teorema Espectral, nos dira em que condicoes
existe uma base ortogonal do R?* composta por autovetores de T, isto é, quando o
operador é diagonalizavel.




Teorema Espectral

Seja <,> um produto interno em R™. Se T: R*—R" é um operador autoadjunto, entao
existe uma base ortogonal de R™ composta por autovetores de T.




De acordo com o Lema a seguir, temos que quando existe tal base de autovetores,
[T]g é diagonal.

Lema:

B

Um operador T: V>V admite uma base B em relacao a qual a matriz [T ]B é diagonal
se, e somente se essa base B for formada por autovetores de T.

Portanto, a matriz simétrica da equacao (2) é diagonalizavel.




Para 1ilustrar o processo, determinaremos que figura a conica a seguir
representa:

2x2 + 2y? + 2xy + 7V2x + 5v2y + 10 = 0 (3)




Figura 1



Classificacao das Conicas

Consideremos novamente a equacao (1) e sua forma matricial (2):

Ax? +Bxy +Cy?+Dx+Ey+F =0 (1)

x v [Bf/lz Bézl [;C,]+ D E] [;]+F=0(2)

Seguindo o procedimento mostrado no exemplo pode-se escrevé-la da seguinte
forma:

b onl[g ]+ B +F=0@




Dessa forma temos:

}\1x12 + }\Zylz + axq + b3’1 +F=0 (5)
Completando quadrados e fazendo as mudancas de variavel adequadas, obtemos:

I. Paraldield, #0: AMx,> +M,y,°+f =0(6)

II. Parad;,#0eA,=0: Mx,°+ay,+f=0(7)




Caso I: /11x22 + /12y22 +f =0

i A, Ay e f tém o mesmo sinal: tém-se o conjunto vazio
ii. A1e A, tém o mesmo sinal, que ¢é diferente do sinal de f: tém-se uma elipse

iii. ~ Aie A, tém sinais opostos: tém-se uma hipérbole para f # 0 e um par de retas
concorrentes para f =0

Figura 3: retas

Figura 2: hipérbole
5 p concorrentes




Caso II: Ax,° +ay, + f=0

i a + 0: tém-se uma parabola

i a=0:tém-se um par de retas paralelas para A; e f com sinais opostos e o
conjunto vazio para A; e f com sinails iguais

fv
—

Figura 4: parabola Figura 5: retas
paralelas
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