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Determinantes

Relembrando...
Vimos que:
e Se A é 2x2 e det(A)#0 entdo existe AL;

eSe existe Al entdo o sistema linear Ax=b tem solucdo
Unica (x= Alb).

Podemos concluir que estes conceitos estao relacionados:

Determinantes ~ sistemas lineares ~ invertibilidade



Definicao

Determinante é:
eUm numero real associado a uma matriz quadrada.

eUma funcao real de uma variavel matricial, isto €, €
uma funcao que associa um numero real a uma matriz
quadrada.

det:M (IR) — IR
A det(4d)



Como obter o determinante?

e Ha varias formas equivalentes de se definir
determinante, o que fornece formas alternativas de
calculo, adequadas para diferentes formas de

matrizes.

| Seja A uma matriz quadrada. A funcdo determinante & |
| denotada por det e nés definimos det (A4) como a soma de |
| todos os produtos elementares com sinal de A. O nimero |
{ det (A) € chamado determinante de A. |




Permutacoes (simples)

Permutar € o mesmo que trocar. Nos problemas de permutacéo simples, a
ideia que fica € de trocar ou embaralhar as posicoes de todos os elementos.
Observe os exemplos:

//1) Quantos nimeros de 3 algarisrnﬂs\ ' f'odemus mprgsenmimmbém em um
distintos podemos formar utilizando os diagrama de arvore™:
algarismos 3, 5e 7?
Note o uso da palavra "distintos”, ou
seja, sem repetir o mesmo algarismo. 3

As possibilidades sdo: —

357, 375, 537, 573, 735 e 753. = <3 7
L J i ;

3 5

Utilizando o principio fundamental
da contagem, temos:

3-2-1 = 6 possibilidades 5 3
3 possibilidades 2 possibilidades 1 possibilidade




Produtos elementares

e Se A € uma matriz nxn, dizemos que um produto de n entradas
de A, tais que nao ha duas da mesma linha ou coluna de A é uma
produto elementar da matriz A

(yp Ay Ay

Como A é 2x2 para construir os produtos elementares devemos ter
2 elementos de linhas distintas, entdao estamos fazendo uma
permutacao do conjunto {1,2} nas posicoes das colunas




Produtos elementares

d, ay, 4y De quantas maneiras diferentes
produtos :
podemos organizar os elementos do
dyr Ay dpy : L
elementares conjunto dos inteiros {1,2,3}?
dy A3 A3

Como A é 3x3 para construir os produtos elementares devemos ter 3 elementos de
linhas distintas, entao estamos fazendo uma permutacao do conjunto {1,2,3} nas
posicoes das colunas:

a, a, a;

Ay dyp 4y

a, a, a, || Predutes (y) Gyl s Gy 3. A3y 3.0y -3
elementares

Ay Gy sy iy Gy Uy Gpyelyp ooy Gyp by Uy




Produto elementar com sinal

Um produto elementar
a,.d, ...d_ .
1J, 2].2 nj
Multiplicado por +1 ou -1 € chamado produto elementar
com sinal de A. Nos usamos o +1 se (j4,)5,-.-,),) € Uma
permutagao par e o —1 se (j,j,,..-,jp) € UMa permutagao
impar




Como determinar o sinal do
oroduto elementar:

Uma permutacao
(1,J2,---5Jpn) t€M UMA
inversao se um
inteiro j, precede
um inteiro menor j..

Definicio

Uma permutacgdo ¢ chamada par se o nimero total de inver-
sGes € um inteiro par e € chamada fmpar se o nimero total
de inversdes € fmpar. |




Finalmente, o determinante de A é
escrito simbolicamente como...

onde o simbolo do somatorio indica que os termos devem

ser somados sobre todas as permutagdes (j;,j5,.--,j,) € 0 +
ou — € selecionado de acordo com a permutacao sendo

par ou impar.



Exemplo: determinante de ordem
3

dy dyy dp

| _ Ay 0y Ay Ty Uy Oy T 5.0y, .05
Ayy Ay Ayl™ _ _

A13.0dpy. A3~ dyp .Uy A3z~ Ay . dy3.03)
dy) dyp ds;

Regra de Sarrus:

aﬂ\ am 343 |8 A4z

4y . 322 323 5'21 asy

p ,351, E=‘32 ,,a33 Rt 332
& & i

= =3 B ) (+) (+) (+)



Propriedades da funcao
determinante

Seja A uma matriz quadrada nxn

D1: O determinante de uma matriz é unico.

D2: Se A tem uma linha ou coluna de zeros, entao det(A)=0.

D3: det(A)=det(A").

D4: Se A é uma matriz triangular entdo det(A) é o produto das entradas da diagonal principal
det(4)=a; a,...a,,

D5: Se B é a matriz que resulta quando uma unica linha (ou coluna) de A é multiplicada por
um escalar k, entao

det(B)=k det(A).
D6: Se B é a matriz que resulta quando duas linhas (ou colunas) de A sdo permutadas, entao

det(B)= - det(A).



Mais propriedades dos determinantes

D7: Se B € a matriz que resulta quando um multiplo de uma linha
de A é somado a uma outra linha de A, ou qguando um multiplo
de uma coluna de A é somado a uma outra coluna de A, entao

det(B)= det(A).

D8: Se A tem duas linhas proporcionais ou duas colunas
proporcionais, entdao det(A)=0.



Calculo do determinante por
triangularizacao

As propriedades vistas até agora nos permitem calcular o determinante de
uma matriz utilizando as operacoes elementares.

| )
Exemplo: Calcule det(A) onde A=]) 4 §
Observe que: 3 9 15
0 1 2] [2 4 8],.1,]1 2 4 (1 2 4]
LiL, o Ly«—3L+L,4
2 4 8| =10 = |0 1 2 — 0O 1 2
3 9 15 13 9 15 3 9 15 0 3 3
(1 2 4
Ly«—3L,+L,
= [0 1 2
0 0 -3




Ca

triangularizacao

culo do determinante por

0 1
2 4 8
'3 9 15
Ly« —3L,+1L,
— 0
0
det( 4) = |2
3
1 2
=-210 1
0 O

Lo L,

8

2 Lels,
0 :>2
3 15 |

4

2

_3_

2 4 8
8 | = 1 2
15 9 15
~2(-3) =6

Ly« -3L+L;
— 0




Mais propriedades dos determinantes

D9: Sejam A e B matrizes nxn e k um escalar qualquer temos que:
det(kA4)=k"det(A4)

ka,, ka,, a, a, a, dp

Exemplo:  get(k4) = = kk.

ka,  ka,, ka, ka, a, dy

D10: Sejam A, B, C matrizes nxn que diferem em uma unica linha (r-ésima) ,
suponha que nesta linha para todo j=1,...,n

(C),=(4),+(B),

entao:

det(C )=det(A)+det(B)
Exemplo: (Quadro)



Mais propriedades dos determinantes

D11: Se B é uma matriz nxn e E é uma matriz elementar nxn entao:

det( EB)= det(E).det(B)
Consequéncia:

det(E,E,...E_B)=det(E,).det(E,)...det( E,).det(B)

D12: Uma matriz quadrada é invertivel se, e somente se, det(A)=0.

D13: Se A e B sao matrizes quadradas de mesmo tamanho entao:

det(A.B)=det(A4).det(B)
]
det(4)

D15: Se A é ortogonal (A1=A") entdo det(A1)=1 ou -1.

D14: Se A é invertivel entao: det(A_ 1):



Determinantes, sistemas e invertibilidade

Teorema “do Curso”: Se A € uma matriz nxn, entao as seguintes afirmacoes
sao equivalentes:

a) Aéinvertivel.

b) Ax=0s6tem a solucao trivial.

c) A forma escalonada reduzida porlinhasde Aél..

d) A pode ser expressa como um produto de matrizes elementares.
e) Ax=b é consistente para cada vetor coluna b de tamanho nxl1.

f)  Ax=b tem exatamente uma solucao para cada vetor coluna b nx1.

g) det(A)=O0.



