GANO00007 — Introducéo a Algebra Linear -Al-2019.1
Profa. Ana Maria Luz F. Amaral
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2. Verifique se os produtos abaixo estdo bem definidos e, em caso afirmativo, calcule-os.

2 1
3/l 0 2 0 1|2
a) [l 1/3 =2]|-1/2| b)|-1/2|1 1/2 1] ¢)| | d) )
411-3 5 -1 0}|2
2 1
Solucao.
a) A ordem da primeira matriz é 1x3 e a da segunda é 3x1, logo o produto esta bem definido e tera
ordem 1x1:
2
L 173 -2)|-1/2| =[1.2 + 1/3.(-1/2) + (-2).2] = [-13/6]
2
b) A ordem da primeira matriz é 3x1 e a da segunda é 1x3, logo o produto esta bem definido e tera
ordem 3x3:
1 1 Y -

~1/2|L 12 <= Y Y, y
L Y -

c) A ordem da primeira matriz é 2x1 e a da segunda é 2x2, logo o produto matricial ndo esta definido,

|

pois o nimero de colunas da primeira nao coincide com o nimero de linhas da segunda.

d) A ordem da primeira matriz é 2x2 e a da segunda é 2x1, logo o produto matricial esta bem definido
e tera ordem 2x1.

ol

3. Uma matriz quadrada A se diz simétrica se AT = A e anti-simétrica se AT =—A.

(a) Mostre que a soma de duas matrizes simétricas é também simétrica e que o mesmo ocorre
para matrizes anti-simétricas.

(b) O produto de duas matrizes simétricas de ordem n é também uma matriz simétrica?
Justifique sua resposta.



Solucao.
(a) Sejam A e B duas matrizes simétricas. Desse modo AT = A e BT = B.
(A+B)T=AT+ BT"=A + B, logo A + B é simétrica.

Analogamente, sejam A e B matrizes anti-simétricas de ordem n, isto é, AT=.Ae BT =-B.
Temos (A + B)T = AT+ BT = - A + (- B) = - (A+B), logo A + B é uma matriz anti-simétrica de
ordem n.

(b) Nao. Lembre-se que para mostrar que uma propriedade nao é valida, basta exibir um contra
exemplo. Assim, considere as seguintes matrizes simétricas:

1 2 -1 3 1 2Y\-13 5 5
e . O produto delas resulta em = que nao é simétrica.
2 -1 3 1 2 -1\ 3 1 -5 5

1 2 a-b
4. Determine niimeros reais a e b para que a matriz A=|a+b 2 0 | sejasimétrica.
1 0 4
Solucao.
Para que A seja simétrica, devemos ter A = AT,
1 a+b 1
AT=| 2 2 0 |. Assim, igualando A e AT:
a-b 0 4
1 2 a-b ] 1 a+b 1 (asb=2 a:%
a+b 2 0 |=| 2 2 0 'Dal’{a—bzlou{b:}/'
1 0 4 a-b 0 4 2
5.
a) Verifique que as matrizes da forma X ==+ (i J, C € M, satisfazem a igualdade X2 =1, onde I é a

matriz identidade de ordem 2. Dizemos que as matrizes da forma X sao raizes quadradas da matriz

identidade I.

b) Determine todas as raizes quadradas da matriz identidade I de ordem 2.

Solucao.
1 0)1 O 10

a) Calculando X2, temos = VceR.
c -1{c -1) (0 1

b)

Solucao 1.

Precisamos determinar A tal que A2 = 1.

a b 2 10
Seja A = Labod eR. A= Ap= |2 PO abrbdy
c d ac+cd bc+d 0 1

Assim, temos que resolver o sistema de equagdes:
a’?+bc=1 [a’+bc=1
ab+bd = OOu b(a+d)= O.
ac+cd =0 |c(a+d)=0
bc+d? =1 |bc+d?=1

Esse sistema nao é linear, ndo podemos resolvé-lo da mesma maneira que foi feita no exercicio 3.
Vamos considerar quatro casos, a partir das equacdes 2 e 3:

e 1°caso:b=0ec=0. Substituindo no sistema anterior, teremos a =*1 ed==*1.



0
Assim, deste caso, temos as solucoes 1 e + [O 1)

e 2°caso:b#0ec#0.

Para que as equacdes 2 e 3 sejam satisfeitas, a+d=0, o que implica em d = - a.
1-a°
Da equacao 1, bc = 1 — a2, podemos fazer ¢ = 5
Substituindo d = -a na equacao 4, chegamos ao mesmo resultado.
a b
Desse caso, temos as solugdes +| 1—a’ al
b

e 3’caso:b#0ec=0.
Teremos a>=1ed>=1, 0 que nos dard a =*1 ed==1.
Mas para que a equacdo b(a+d) = 0 seja satisfeita com b # 0, devemos ter a = -d.

1 b
Logo, as solucgdes desse caso sao * {0 1] .

e 4°caso:b=0ec#0.
Teremos novamente a>=1ed? =1, 0 que nos darda a=*1 ed==1.
Mas para que a equagao b(a+d) = 0 seja satisfeita com ¢ # 0, devemos ter a = -d.

1 0
Desse caso, temos as solucgdes i( 1] .
C —_

1 b
Note que as solugdes * [O sao contempladas nas solugdes do 2° caso fazendo a=1. Portanto, as

solucdes serdao as matrizes:

a b 1 0
+1, +|1-a? . b#0e i(c J,CGSR*.
b

Solucao 2. Se atd=0=>d=-a=bctal=1=

2
l1-a
(a) Se b # 0, teremos ¢ = .
a b
Desse subcaso, resultam as solugdes do tipo +| 1- a’ _a
b

(b) Se b =0, teremos a> =1 = a = £1. Veja que ¢ € IR.

1 0
Deste subcaso, resultam as solucdes do tipo * c J .

2% caso. Seatd#0 =>b=c=0=a’=1ed?’=1,0 que nosdard a==x1 ed==1.

Esse caso fornece as solucoes do tipo + I.
Portanto, as solucdes serdo as matrizes:

a b 1 0
+1, +|1-a? b=0e + ceR".
s —-a c -1

6. Se A e B sdao matrizes reais de ordem 2 que comutam com a matriz




8

1 0
X = |: } isto é, AX = XA e BX = XB. Mostre que AB = BA.

0 -1
Solucao.
) a b e ) )
Sejam A = c dl’ a,b,c,d €eR eB = g h , e,f,g,h € R, matrizes que comutam com a matriz

dada no enunciado, podemos escrever:

CTESTTET - (06 2He e D e -

multiplicagoes em cada membro da igualdade e igualando os resultados obtemos:

e

Desse modo:
(a 0] [e 0] (ae 0 j

AB = = = BA.

0 d){0 h 0 dh
7. Diga se sao verdadeiras ou falsas as afirmacdes abaixo. Caso verdadeira prove, caso contrario dé
um contra-exemplo.

(a) Se AB =0, entao A =0ouB =0.

(b) Se AB =0, entdao B.A=0.

(c) Se pudermos efetuar o produto A.A, entdo A é uma matriz quadrada.

Solucao.

01 0 1 0 1}0 1 0 0
(a) Falso. Por exemplo, sejam A= e B= , AB= = .
01 00 0 1{0 O 00

0 1y0 1 0 0
(b) Falso. Usando as mesmas matrizes A e B do item acima, temos, AB = = ,

0 1o o) (0 0
0 10 1) (0 1
mas BA= = :

(c) Verdadeiro, pois se A é uma matriz m x n e se podemos efetuar A x A = m = n.

1 3 -5
A=(0 -2 4 |
2 3 6

_ tr(A)=1+(-2)+6=5

9.

,P1 P2 P3 P4 P5 Pﬁ

Pl(o 0 0 0 1 07
B0 0 0 0 1 o
PBl1 .1 ¢
Ac) =Bs 01 0
(©) PBlO 1 0 0 1 of
P10 0 o0 ¢ 0 0
FE{o 1 0 1 ¢ o

Observando as linhas de A(G), vemos que P, tem trés elementos j

trés pessoas — mais do que qual
; qualquer outro ;
lado, P ndo influencia ninguém. qu membro do grupo.

guais a 1 na sua linha, de modo que P, influenci '.
ci
Portanto, P, deve ser o lider do grupaEl Por rml:rf:1



