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Vetores Ortogonais

Produto interno

.

Definicao Seja V' um espaco vetorial sobre o corpo IR, Um produto interno em V ¢
uma aplicacao (-,-) :' V x V — K satisfazendo as sequintes propriedades:

(7)) (v, w) = (w,v);
(ii) (u+ v, w) = (u,w) + Av, w);
(i71) (v,v) = 0 e (v,v) =0 se, e somente se, v = 0.

Um espaco V' com produto interno é chamado euclidiano se ele tem dimensao finita®.

Exemplo Se V' = R", o produto interno canénico (também chamado produto escalar) é
definido por
n L]
<T:-EJ’)=T'1¢’=Z$:'%=(T1 Cee Tp) : :
i=1 Un

emque r = (Ty,...,Tn) €Y= (Y1, - Yn)-



Vetores Ortogonais

Definicao Sejam u,v vetores do espaco com produto interno V. Esses vetores sao or-
togonais (ou perpendiculares) se (u,v) = (. Nesse caso escrevemos u L v.

Exemplo: Seja V=IP, (IR) e sejam p=2x2-2x+1 e q=3x%+2x-2, p e (
s&0 ortogonais, isto € <p,g>=0, onde
<p,g>=2.3+(-2).2+1.(-2)=0

Em IP, (IR) se p= a,x*+a,;x+a, e q= b,x? +b,x+b,
<p,g>:=a,b,,a, b,,a, b,




.

Conjunto Ortogonal de Vetores

Diz-se que um conjunto de vetores {vy, V>,.., v} de V
(espaco vetorial euclidiano) é ortogonal se dois
vetores quaisquer distintos sdao ortogonais, isto €

v;, v>=0 para i#]

Teorema: Um conjunto ortogonal de vetores nao-
nulos A= {vy, V>,.., v} € L.l

Demonstracdo: quadro

> Lista 6: Questdes 3,4,5a)




B Norma

Detfinicao Seja V' um espaco vetorial sobre o corpo IR. Uma norma em V ¢ uma
aplicacao || - || : V' — [0, 00) satisfazendo ds sequintes propriedades:

() [[v|| = 0 sewv #0;

(i) I\l = |\l [[v]}, para A € K;

(#d) [lv+wl < Jlvf| + [|ewl].

Se V' possui wma norma, dizemos que V' € um espaco normado.

O valor ||v|| pode ser interpretado geometricamente como o comprimento do vetor v. Se |[v|| =1,
o vetor v ¢ chamado unitario.

Seja V' um espago com produto interno. Consideremos (com abuso de notacao) ||v|| :=
(v, v)1/2.




Vetores Ortogonais

Comecamos justificando a definicao de perpendicularidade dada acima.

Teorema (Pitdgoras)
Seja V' um espaco com produto interno e ||z = (x,z)'/2. Entdo, se x L y, temos

lz +lI* = ll=lI* + llylI*.
Demonstragao: Basta desenvolver ||z + y|*:
|z +yll* = (z+y,2+9) = (z,2) + (z.9) + (,2) + (. 1) = [lz]I* + [[yll",

pols r e y sao ortogonais.
]

Suponhamos agora que V' seja real. Entao (z +y,z +y) = ||z||* + 2{z,y) + ||y]|>. Se vale o
Teorema de Pitagoras, entao x L y.




Processo de ortogonalizacao
de Gram-Schmidt
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Gram-Schmidt: Ideia geométrica em IR?

Explicacdo no quadro!
https://www.geogebra.org/m/EfMYAgQK




Gram-Schmidt: Ideia geométrica em IR?

Explicacdo no quadro!
https://www.geogebra.org/m/qZJTjQrM




Processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt

Em matematica e analise numérica, o processo de Gram-Schmidt € um método para

ortogonalizacdo de um conjunto de vetores em um espaco V com produto interno. O processo

de Gram-Schmidt recebe um conjunto finito, linearmente independente de vetores 5 ={w, ..., v}

e retorna um conjunto ortogonal B’ ={w, ..., w} que gera o mesmo subespaco S inicial. Onde
w =1

{Ua, w,}
wo = Vg —
Sty u'l>
(U3, Wy (U3, W2}
w3 =v3 ——————y — — U
wy » wep {Wws , Wad
vy, W v W v Wy :
w; = v; — Wi, l>ull Wi 0:>u'g e S Y >u.',_-, coni=1..... n
wyr wyp <u'o ) Wod <g,-1 ; Wie1d _

Se B'={wm, ..., w,;} é umabase ortogonal de um espaco com produto internoV,

~ W, W W ,
B ={ L2 “} € uma base ortonormalde V

W,




4 Teorema(Gram-Schmidt)

> “Todo espaco de dimensédo finita com produto interno
(espaco euclidiano) possui uma base ortonormal’

» O Teorema de Gram-Schmidt garante a existéncia de
uma infinidade de bases ortonormais.
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