


FUNCAO DE DUAS VARIAVEIS

Trabalhamos ate agora exclusivamente com funcoes reais de uma variavel real. mas
sabemos que existem situacoes praticas nas quais a funcdo depende de duas (ou mais) variaveis. Por
exemplo: de modo geral. a concentracdo C de uma droga no sangue ¢ funcéo de duas variaveis: a
quantidade da droga mmistrada na injecdo e o tempo desde que a mjecdo foi aplicada.




EXEMPLOS

1) Uma combinacdo de dois medicamentos esta sendo
testada no combate a certa infecg¢dao bacteriana. Os
estudos mostraram que a dura¢ao de infec¢cao em testes
de laboratério pode ser modelada pela fungao
f(x,y)=x?*+2y?-18x+2xy+120, onde x € a dose do primeiro
medicamento em centenas de mg e y € a dose do
segundo medicamento em centenas de mg. Determine a
dose de cada medicamento para que a duracao da
infecgao seja minima.




EXEMPLOS

2) Certa doenca pode ser tratada administrando pelo menos 70 unidades do medicamento C, mas
este remédio pode produzir graves efeitos colaterais. Em busca de uma alternativa menos arriscada,
um médico decide usar os medicamentos A e B, que nao produzem efeitos colaterais se a dose
combinada dos dois medicamentos for menor que 60 umdades. O médico sabe que, quando x
unidades do medicamento A e y umdades do B siao admunmistradas a um paciente, o efeito &

equivalente ao de administrar 2z umidades do medicamento C, onde
* 2
z=005(xy - 2x" =y +95x + 20v)
a) Para que doses x e v o nivel equivalente z do medicamento C é maximo?!

b) Se o médico admimstrar doses adequadas de A ¢ B, sera possivel tratar a doenga sem efeitos

colaterais?



4.1 — Funcoes de duas variaveis

Definicao: Uma funcio real f de duas variaveis ¢ uma relacdo que. a cada par ordenado
(X. y) de numeros reais pertencente a um dado conjunto D. associa um unico numero real z.
indicado por f{X. ).

O conjunto D € chamado de dominio da funcdo e o numero z = f(x. y) € chamado de
imagem ou valor de (X, v) por .

Na equacdo z = f(X. v) chamamos z de variavel dependente e X e y de variaveis
independentes.

Em geral. utilizamos apenas uma expressdo em X e v para especificar f{x. v). Nesse caso.
fica subentendido que o dominio da funcdo fe o conjunto de todos os pares ordenados de numeros
reais para 0s quais a expressao € valida.




EXEMPLOS DE GRAFICOS

fal




EXEMPLOS

Seja f{x. y) = xe” + In x. Determine o dominio de fe calcule f{1. 0) e f{2. 2).

Solucio: A expressido xe' € definida para todos os mumeros reais X e y e In x é definido
apenas para X > 0, entdo o dominio de f € o conjunto de todos os pares ordenados (X. v) de niumneros
. . ) " " 7 -
reais tais que X > 0. Temos que f{l. 0)=1e"+In1=1 e fi2.2)=2e*+m2=15.5

100m

d

- O Quociente de Inteligéncia (QI) de wma pessoa € dado pela funcdo f{m. a) = onde m € a

idade mental e a € a idade cronologica. Calcule: a) f{12. 11): b) f{(16. 17)

Solucéo: a) f{12, 11) = % = 109.1 b) f(16. 17) = % = 94,12

Observacao: Funcoes de trés ou mais variaveis sio definidas por uma extensdo da definicdo
de funcio de duas variaveis.

Exemplo: fixX. v.z)=xy+xz +yz

L




DERIVADAS PARCIAIS

Em muitos problemas que envolvem funcdes de duas variaveis, o objetivo € determinar a
taxa de variacdo de uma funcdo em relacdo a uma das variaveis enquanto a outra € mantida
constante. Vamos supor, por exemplo. que a concentracdo C = f(X. t) de uma droga no sangue &
funcdo da quantidade x de droga injetada e do tempo t desde que a droga foi injetada. Se t
permanece constante. a taxa de variacdo de C em relacdo a x descreve a concentracdo da droga no
sangue em funcao da quantidade injetada. Se X permanece constante. a taxa de variacdo de C em
relacdo a t descreve a concentracdo da droga no sangue em funcao do tempo.

Dada uma funcdo de duas variaveis z = f(X., y). suponha que o valor de y seja mantido
constante e o valor de X varie livremente. Nesse caso. f se torna funcdo apenas de X e podemos
calcular a sua derivada da forma usual. Esta derivada € chamada de derivada parcial de f em
relacao a x e representada por

f, ou .::_z
cX

Exemplo: (quadro) @



Analogamente. se mantivermos X fixo e permitirmos que y varie. teremos uma funcao
apenas da variavel v. Neste caso, a derivada € chamada de derivada parcial de f em relacioaye
representada por

-

7
ty, ou —

cy

-

Para o exemplo dado temos: £(x. y) =x3y +1=3x"y + 1




Podemos obter uma definicdo formal para a derivada parcial usando uma expressdo analoga
a que define a derivada para func¢des de uma variavel.

Definicio: Seja fuma funcao real de duas variaveis reais x e v.

A derivada parcial de fem relacao a x € a funcao tal que
£(x.y) = lim X+ AX V)—1(X V)
Mor—0 &h

se 0 limite existir

A derivada parcial de fem relacao a vy € a funcao tal que
£ (}i j}") — lim f(‘!{* Yy ﬂ"y)_ t(}{- y)
Ay—0 Ay

se 0 limite existir

Observacio: Na pratica. para achar fy consideramos y como constante e derrvamos f em
relacio a x utilizando as regras de derivacdo para funcdes de uma variavel: para achar f;
consideramos X como constante e dertvamos f em relacdo ay.

Exemplos: Quadro @
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