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Limites que envolvem

O

(infinito)



Exemplos:

Vamos analisar, por exemplo. o comportamento da fun¢do f{(x) = — quando X se aproxima de zero

X
X -0.1] -0,01] -0,001
f(x)

0 0.001 0.01 0,1




Exemplos:

X

Vamos analisar a funcao g(x) = — para valores de X proximos de — 3
(X+3)°
x |-3.1] -301 | -3001 |-3] —-2999 | -299 | -29
2(x) -
3
-3 A




Exemplos:

Consideremos agora a funcdn h definida por hix) = —1~1 para todo x real
X -
e X 5+ 1,
Atribuindo a x valores proximos de 1, porém menores que 1, temos:

kx 0 08 | 079 | 09 0,899 0,999
fix)




e atribuindo a x wvalores proximos de 1, porém maiores que 1,

15

T

1,25

1.1

1,01

1,001

xy

temos:



Observacao: Os simbolos ® e — % ndo representam um numero real. Sdo apenas notagoes
para mdicar que f{xX) aumenta ou diminui ilimitadamente quando X se aproxima de um numero real.

Assim, quando escrevemos, por exemplo, que lim f{X) = . ndo estamos dizendo que (X) esta cada

K—=+C

vez mais proximo de um numero real, ou que o limite existe.



De modo geral temos:

Teorema: Se lim f(x) = L. onde L e um numero real diferente de zero. e lim g(x) = 0

X—+C X—>C
.. (X . o o
entido lim $ = o, com 0 sinal dependendo dos sinais de L e de g(x) a direita de c.

x—c O X

Observacao: O teorema anterior pode ser enunciado para o limite a esquerda de ¢ com as
mesmas conclusoes.



Exercicios

9—-X
1) lim

x—57 };—5

X" +1

3) lim -
x>0 X +X

L

5) lim
x—=0" X~ — X~

—JX
2) lim
x—2" X — 2
1 -X
4) lim
x—=-2" X +
Xx—2
6) lim
x—-1" X +1




Limites no infinito

Vamos comegar pela analise do comportamento da funcio [ definida por

X 1(x)

U =]

] 0

+2 0.600000
+3 (). 800000
+4 (). 882353
a uchs 0923077
=10 098019
+50 0.999200
=100 0.999800
+ 1 000 () .0994040%

e
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Em geral, usamos a notagdo lim f(x) = L para indicar que os valores de f(x) tendem para o
X— T

numero L quando x aumenta ilimitadamente. Analogamente. escrevemos lim f(x) = M para indicar
X—— L

que os valores de f(x) tendem para o numero M quando x dimimnui ilimitadamente.

Teorema: Se n € um numero inteiro positivo e ¢ € um numero real entdo

. v _ C

lim Lﬂ =0 e Im — =0

X=X X Xx—»—-L Y
Exemplos: 1) lim % =0 2) lm i4 =0

X— 0 X K—— 0 X



O Immite no infinito de uma funcdo polinomuial € 1gual ao limite de seu termo de maior
expoente (pois se colocarmos esse termo em evidencia. todos os demais tendem a zero). Por
exemplo:

i 3 ) ; 3 3 . g
lim (2}{'—4}{'—3}{4‘7):111112}{'(1— 23+2 + / }=l1m 2X' = w
X

X— XxX— 0 4 X—

X' 2x7,

Como consequéncia, quando tivermos o lmite no infinito de um quociente de dois
polinomios. ele sera igual ao limite do quociente dos termos de maior expoente do numerador e do
denominador. Assim. por exemplo:

. 6x’ +5x* —3x+7 . 6x’ .
Iim 3 = Iim - = lim 3x* ==
X—— @ 2X _6}(+9 X—»— X 2}{ X—>»—X




Assintotas horizontais e assintotas verticais

Os limites que envolvem mifinito podem ser usados para descrever retas conhecidas como
assintotas, que estdo frequentemente associadas a graficos de funcoes racionais.

) = Vamos considerar. por exemplo. o grafico da funcdo f
esbocado ao lado.

O grafico se aproxima da reta horizontal v = 2 quando x
aumenta ou diminui ilimitadamente. Essa reta € chamada de
assintota horizontal. As assintotas horizontais do grafico de

=* uma funcio fpodem ser determunadas calculando:

-
.

Im f(x) e Im fix)

X——o0

Se algum desses limites existe (¢ um mumero real). entdo o valor do limite deternuna a
assintota horizontal.

O grafico de uma funcdo também pode se aproximar de uma reta vertical quando x se
aproxima de um determunado nmimero. como no grafico acima. A reta X = 5 € chamada de assintota

vertical do grafico de .



Assintotas horizontais e assintotas verticais

Definicao: Seja fuma funcio real.

Se ftende para mfinito (ou menos mfinito) quando x tende para um numero a pela dreita ou
pela esquerda. a reta X = a € wmna assintota vertical do grafico de f.

Se Im f(x)=Db; e Im f(x)=Db; onde b; e br sdo mumeros reais. as retas y=Db; e v=1b; sdo
X—3% OO XE——o0

assintotas horizontais do grafico de £

Observacoes: 1 — Para localizar as possivels assinfotas verticais do grafico de uma funcio
p(x)
q(x)
as assinfotas horizontais devemos calcular os limutes de f quando x tende para « e quando x tende
para — oo, Se algum desses limites existe (€ finito). entdo o valor do hmite determuna a equacédo da
assintota horizontal.

racional ftal que f(x) = devemos procurar valores de x tais que q(x) = 0 e p(x) # 0. Para achar

2 — As funcdes polinomiais ndo possuem assintotas horizontais nem assintotas verticais.



Exemplos: 1) f{x) = 3{—
X" —4

7 b
Solucdo: m ——— =w e Im ——— =—wx
=2 x° —4 x=-27 ¥x- —4

7 B
. X~ . X
m ——— =lelm —=1
X——o0 };* _;]_ @ oy _4

Entdo x =2 e Xx =— 2 sado assintotas verticais e y = 1 ¢ assintota horizontal




Exemplo so com assintota vertical!

%
2) f(x) = y
X —2 e
L
|
. N : . .
Solucdo: Im = — 0 | |
X—» 2 ’j{—: al ?:
L "'| I s—N
..:I! 'I:
. %2 - ?
: X . X | W
lm ——we lm = o0
r—>-= ¥ —2 e ¥ —2

Entdo x = 2 é assintota vertical e nido existem assintotas horizontais



X

3) X)) = —
vX© +1

~ 2 .
Solucdo: Vx~ +1 #0 para todo nimero real

Im > =—1le lm i =1

T . Yo o
T NXT 41 g ot |

Nao existem assintotas verticais € v =1 e y=— 1 sdo assintotas horizontais




Propriedades
dos Limites

Infinitos

Dados Conclusdo
lim f(x}) = +oo lim g{x) = +eo lim (f + g)ix) = +eo
x*a X*@ X*3a
lim fix) = -c0 | lim gix) = =e fim (f + g)(x) = -
A3 K+ g x+a
. . . 3 +0 e b>0
Li_l;l';f':xrl=+m i:ﬂg{xl=haﬁﬂ :n{f-gl[xll— {_m & b<0
. ~oc se b >0
i = — oo i = f- =
!:ﬂ fix) !:Jr:; gix} =b+#0 ::_r:; (f « ghlx} {h‘ e b<0
lim f(x) = +eo | lim gi{x) = +oo lim (f«glix) = +eo
Mg X8 X+
lim fix) = +eo | lim gix) = - lim (f-gllx) = ~e=
K*B x+8 X+a
lim f{x) = -es | lim gix) = -co lim (f-ghx) = +oo
K¥a Xa HN+3a

1
i = lim —— =
lim Hx} = + o m = ©
Ii fix) = lim ‘1— =0
#:; - X+a f{x)

lim f(x) =0

Xx+d

. 1
lim ‘—|= +
i:-i-u-. f(x] «




Ndo poderemos estabelecer uma lei para os seguintes casos:

lim
XA

flx) = 400

lim
| M*d

gix)

+ oo

lim
X3

fix)

Iim
K3

gix)

lim {f - gl{x)

lim (f - gh{x)

K¥*a

Hm
x4+ g

lim
XA

fix)

lim
X+8

gix)

im (f + g){x) = ?
X0

fix)

lim
e |

gix)

lim (f - gllx] = 7

X+ @

lim
X+3

flx)

lim
X+3

gix)

lim 1 (x) = 7
x+a U




Dever de casa: Lista 3,4
e>S
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