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Resumo

Nosso principal objetivo é o estudo dos modelos difusivos e cinéticos para quimiotaxia.

Esta é o movimento celular induzido pela presença de substâncias qúımicas. A

quimiotaxia é um mecanismo importante em várias áreas da biologia, como a imunologia.

Apresentaremos um histórico sobre a modelagem da quimiotaxia, que começa nos anos 70

com o modelo difusivo de Keller-Segel desenlvolvido para estudar o ińıcio da agregação

do Dictyostelium discoideum, discutiremos a construção do modelo e apresentaremos

simulações numéricas para obtenção de suas soluções utilizando o método das diferenças

finitas. Os modelos cinéticos serão apresentados de forma que mostraremos a relação

entre o modelo de Othmer-Dumbar-Alt e o modelo de Keller-Segel.
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Abstract

Our main objective is to study diffusion models and kinetic models for chemotaxis. By

the latter we mean the cellular movement induced by the presence of chemical substances.

Chemotaxis is an important mechanism in several areas of the biology, one example

being immunology. We will present a report of modelling chemotaxis that begins in

the seventies with the Keller-Segel model, this was introduced to study the beginning of

the Dictyostelium discoideum aggregation process. We will discuss the construction of

the model and we will present numeric simulations for obtaining its solutions using the

finite-difference method. The kinetic models will also be presented so tas to display the

relationship between the Othmer-Dumbar-Alt model and the Keller-Segel model.
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especial para Thais, Soninha, Andressa e Fernando.

Aos amigos que fiz no Rio que foram fundamentais para a minha adaptação aqui. Em
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7 Método impĺıcito para o modelo de (K-S) em duas dimensões - Parte I . . 58
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Introdução

A modelagem matemática para fenômenos biológicos é uma ferramenta que está

sendo cada vez mais usada no estudo dos processos naturais. Neste sentido a teoria

das equações diferenciais parciais mostra-se um instrumento de grande importância

pois fornece subśıdios para a criação de diversos modelos e ao mesmo tempo permite

que se verifique através de uma análise qualitativa, se a equação matemática utilizada

para modelar o problema em questão realmente se adequa ao fenômeno descrito pelo

modelo. Não devemos perder de vista que a teoria qualitativa não elimina o interesse e a

importância de se ter informações quantitativas sobre o mesmo, as quais podem ser obtidas

através da discretização da equação diferencial parcial que está modelando o fenômeno

usando métodos numéricos adequados.

O objetivo desta dissertação é apresentar modelos difusivos e cinéticos para o

fenômeno biológico conhecido por quimiotaxia (movimento celular induzido pela presença

de substâncias qúımicas), estudar os aspectos qualitativos envolvidos na construção do

modelo difusivo (modelo de Keller-Segel) e na análise das suas soluções, apresentar a

relação existente entre o modelo cinético (modelo de Othmer-Dumbar-Alt) e o difusivo e

obter informações quantitativas sobre o modelo difusivo através de simulações numéricas

usando o método das diferenças finitas.

A dissertação está estruturada da seguinte maneira. No Caṕıtulo 1 faremos um estudo

detalhado da modelagem da quimiotaxia apresentando a motivação biológica, o histórico

da modelagem deste fenômeno, a construção do modelo difusivo, a relação entre os modelos

cinético e difusivo e um breve estudo sobre as soluções de ambos com objetivo de ilustrar a

teoria matemática desenvolvida para tal estudo. No Caṕıtulo 2 desenvolveremos o estudo

dos métodos numéricos utilizados para se obter informações quantitativas sobre as soluções

do modelo de Keller-Segel. No Caṕıtulo 3 apresentaremos as simulações numéricas.
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Caṕıtulo 1

Modelagem da Quimiotaxia

1.1 Motivação Biológica

As células recebem est́ımulos do ambiente no qual estão imersas e respondem a isto. A

resposta geralmente envolve movimento ou para longe ou em direção ao est́ımulo externo.

Quando o movimento celular é induzido pela presença de substâncias qúımicas chamamos

este de quimiotaxia. De um modo geral o movimento de um organismo em resposta a um

est́ımulo externo é chamado de taxia. Luz, pH e concentração de oxigênio também podem

ocasioná-lo. Para alguns tipos de células este movimeto é geralmente composto de duas

fases diferentes: deslocamento direcionado (“run”) e reorientação (“tumble”). No caso

das amebas e leucócitos, a presença da substância qúımica muda o padrão de alteração,

isto é, a fase de reorientação.

A quimiotaxia está presente em vários processos biológicos. Por exemplo, no

funcionamento do sistema imunológico (quando as células devem migrar da corrente

sangúınea para combater os agentes invasores) e na agregação celular (quando células se

juntam de forma a aumentar a possibilidade de sobrevivência). Em relação a este último

exemplo já foram feitas várias pesquisas sobre o ciclo de vida do Dictyostelium discoideum

(Figura 1.1)1, mais conhecido como ameba do bolor de lodo, um microrganismo eucarioto

que vive em ambientes úmidos e se alimenta de bactérias. Sob condições nutricionais

adequadas D. discoideum prolifera como uma ameba unicelular, forma na qual passa

a maior parte da sua vida, porém, quando as amebas são submetidas a carência de

alimento, a proliferação pára; primeiro elas tendem a distribuir-se uniformemente depois

elas começam a agregar-se em centros (sinais qúımicos são liberados por algumas delas,

atraindo as outras para as centrais emissoras). Moléculas de cAMP (3’-5’-monofosfato

ćıclico de adenosina) são o sinal qúımico mediador do recrutamento das amebas. Ao

mesmo tempo, a cAMP é degradada por uma enzima (fosfodiesterase), que também

1Dispońıvel em http://www.zi.biologie.uni-muenchen.de/zoologie/dicty/dicty.html.
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CAPÍTULO 1. MODELAGEM DA QUIMIOTAXIA 3

é produzida pelas amebas. Após a agregação, as células começam a se diferenciar e,

via migração e segregação dos distintos tipos celulares, se organizam como uma lesma

(“slug”) migratória multicelular a qual se movimenta em direção à luz, umidade ou

calor. Após um tempo, pára de se movimentar e se erige na forma de um corpo de

frutificação multicelular constitúıdo de um talo e de uma cabeça repleta de esporos. A

cabeça repleta de esporos é sustentada pelo talo que a mantém distante do solo, o que

permitirá uma dispersão mais eficiente dos esporos quando os mesmos forem liberados

O talo é constitúıdo por células mortas e os esporos são células termo-resistentes que

têm a função de iniciar um novo ciclo de vida quando forem induzidos a germinar. O

ciclo de vida do D. discoideum é um objeto interessante de estudo porque apresenta

diferenciação celular. O D. discoideum agrega células isoladas e começa um processo

de desenvolvimento multicelular. Após a agregação as células apresentam propriedades

coletivas e se movimentam e alteram suas caracteŕısticas em resposta a sinais qúımicos

adequados a cada momento do desenvolvimento.

Figura 1.1: Ciclo de vida do Dictyostelium discoideum. Cortesia de Florian Seigert and Kees

Wiejerv - Zoologisches Institut München Ludwig-Maximilians-Universität München.

A modelagem matemática do estágio de agregação, que é mediado por uma

quimiotaxia positiva (movimento na direção do gradiente da concentração qúımica,

ou seja, em direção à alta concentração), será nosso principal objeto de estudo.

Principalmente no que diz respeito ao D. discoideum.
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1.2 Um breve histórico da modelagem em

Quimiotaxia

O primeiro modelo para movimento quimiotático apresentado à comunidade cient́ıfica

foi o modelo de Patlak-Keller-Segel, mais conhecido como modelo de Keller-Segel (K-S).

Ele foi primeiramente apresentado por Patlak em 1953, mas foi amplamente difundido

com os trabalhos de Evelyn Fox Keller e Lee A. Segel no ińıcio dos anos 70. Eles

apresentaram o modelo para estudar o movimento macroscópico (mais especificamente

o ińıcio da agregação) do Dictyostelium Discoideum como um processo desencadeado por

uma substância qúımica atrativa: cAMP (acrasina). O modelo simplificado consiste de

duas equações diferenciais acopladas

∂ρ

∂t
= ∇.(D∇ρ− χρ∇S), (1.1)

∂S

∂t
= D0∆S + ϕ(ρ, S). (1.2)

Este será chamado de K-S. Nessas equações ρ = ρ (x, t) ≥ 0 é densidade de amebas

na posição x e tempo t, e S = S (x, t) é a densidade de quimioatraente (cAMP). As

constantes positivas D0 e D são os coeficientes de difusão do quimioatraente e das amebas,

respectivamente, e χ > 0 é a sensitividade quimiotática (D0, D e χ podem depender de

ρ e de S). A função ϕ(ρ, S) é tipicamente

ϕ = αρ− βS, α > 0, β ≥ 0, (1.3)

que descreve a produção de quimioatraente pelas amebas a uma taxa constante α e algum

tipo de decaimento qúımico com uma taxa β. Em geral este sistema é considerado em

um domı́nio limitado com condições de contorno de Neumann.

Descreveremos a construção do modelo e suas vaŕıaveis na Seção 1.4. Modelos

para descrever o movimento quimiotático dos organismos têm sido desenvolvidos,

principalmente sob a perspectiva microscópica, que interpreta o movimento de uma

população como conseqüência de movimentos microscópicos irregulares dos membros da

mesma. Em geral, estes modelos microscópicos têm sido desenvolvidos de forma que

tenham uma relação com o modelo K-S (por exemplo, algum destes modelos tem o

modelo K-S como seu limite difusivo - ver [5]); tal relação tem sido amplamente estudada

por um grande número de cientistas e dependendo do modelo tem-se um problema ainda

em aberto.

W. Alt, em 1980 [2], apresentou um modelo para a densidade celular em um espaço

de fase a partir de equações cinéticas. Ele foi o primeiro a utilizar teoria cinética para

quimiotaxia. Denotando por σ (t, x, θ, τ), a densidade de indiv́ıduos movendo-se em (t, x)
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na direção θ e tendo começado sua jornada em um tempo τ anterior, onde σ é uma função

suave, ele apresentou o seguinte sistema integro-diferencial

∂

∂t
σ (t, x, θ, τ) +

∂

∂τ
σ (t, x, θ, τ) + θ∇x (c(t, x)σ (t, x, θ, τ)) = −β (t, x, θ, τ) σ (t, x, θ, τ)

onde τ > 0, θ ∈ Sn−1 (esfera unitária no espaço n-dimensional para n = 1, 2, 3), e

velocidade c(t, x) de um ind́ıviduo do ińıcio da jornada que pára em um tempo t no ponto

x, com uma dada probabilidade β (t, x, θ, τ) por unidade de tempo. Temos ainda que

σ (t, x, η, 0) =

∫ ∞

0

∫

Sn−1

β (t, x, θ, τ) σ (t, x, θ, τ) k (t, x, θ, η) dθdτ

para cada η ∈ Sn−1, onde dθ é a medida de superf́ıcie em Sn−1, k (t, x, θ, η) denota a

probabilidade de uma nova escolha de direção η após um indiv́ıduo ter parado a jornada

com direção θ em (t, x) . W. Alt mostrou que, sob algumas hipóteses adcionais de contorno

e hipóteses relacionadas ao tamanho de alguns parâmetros, a densidade

ū(t, x) :=

∫

Sn−1

σ̄ (t, x, θ) dθ =

∫

Sn−1

(∫ ∞

0

σ (t, x, θ, τ) dτ

)
dθ

satisfaz a primeira equação do modelo K-S (ver Proposição 2 em [2]).

Em, 1988, Othmer, Dumbar e Alt apresentaram um outro modelo cinético para a

densidade celular em um espaço de fase

∂tf(x, v, t) + v · ∇f(x, v, t) =

∫

V

(T [S](x, v, v′, t)f(x, v′, t)− T [S](x, v′, v, t)f(x, v, t))dv′.

onde f(x, v, t) é a densidade de células no ponto x com velocidade v no instante t,

T [S](x, v, v′, t) ≥ 0 é a taxa de alteração da velocidade de v ′ para v, no ponto (x, t)

na presença do quimioatraente dado por S e V é o conjunto de todas as velocidades

admisśıveis. Usando a notação

f = f(x, v, t) ,

f ′ = f(x, v′, t) ,

T [S] = T [S](x, v, v′, t) ,

T ∗[S] = T [S](x, v′, v, t) ,

reecrevemos o modelo de Othmer, Dumbar e Alt de forma simplificada

∂tf + v · ∇f =

∫

V

(T [S]f ′ − T ∗[S]f)dv′. (1.4)

A equação acima é um exemplo de uma equação integro-diferencial de Boltzmann que foi

originalmente desenvolvida para o estudo de gases. Othmer e Hillen apresentaram uma
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dedução formal, em trabalhos de 2000 (ver [9]) e 2002 (ver [17]), de que a equação (1.4)

sob certas condições e com uma equação para o quimioatraente acoplada tem o modelo

K-S como limite difusivo.

Em 2002, Chalub, Markowich, Perthame e Schmeiser [5] apresentaram uma prova

rigorosa de que a equação (1.4) com algumas hipóteses adcionais e acoplada a

∆S = −ρ

tem como limite difusivo o modelo K-S. Este trabalho foi generalizado em 2003 por

Hwang, Kang e Stevens (ver [17]) considerando a seguinte equação para o quimioatraente

acoplada
∂S

∂t
−∆S = ρ.

Desde 1970, vários modelos foram apresentados para o estudo da quimiotaxia, cada

qual apresentando diferentes hipóteses na sua construcão, existindo desde modelos

aleatórios discretos para uma dimensão no espaço e cont́ınuos no tempo (ver [18]) até

modelos que utilizam a lei de Cattaneo para propagação do calor com velocidade finita

(ver [6]). Para um histórico mais completo ver [10].

1.3 Preliminares

Apresentaremos notações que serão utilizadas nas próximas Seções.

• (x, t) representa um ponto arbitrário em R
n × R+, onde x ∈ R

n (n = 2, 3) e t ∈
[0,∞).

• Γ representa a solução fundamental da equação do calor em R
n × R

∗
+

Γ(x, t) =
1

(4πt)
n
2

e−
|x|2

4t (1.5)

• Para Ω ⊂ R
n (n = 2, 3) e 1 ≤ p ≤ ∞ temos que Lp(Ω) representa o espaço de

Banach com medida de Lebesgue

Lp(Ω) =
{
f : Ω→ R

n mensurável
∣∣ ‖f‖Lp(Ω) <∞

}
,

onde

‖f‖Lp(Ω) =

(∫

Ω

|f(x)|pdx
)1/p

,

para 1 ≤ p <∞ e para o caso p =∞ temos que

‖f‖L∞(Ω) = ess sup
{
|f(x)|

∣∣ x ∈ Ω
}
.
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Além disso denotaremos por

Lp
+(Ω) =

{
f ∈ Lp(Ω)

∣∣ f ≥ 0
}
.

• Seja Q = I × Ω, I um intervalo aberto arbitrário, por exemplo I = (a, b). Para

1 ≤ p ≤ ∞, Lp(Q) = Lp(I; Ω) = Lp(I × Ω) representa o espaço de todas as funções

Lebesgue mensuráveis com norma

‖f‖Lp(Q) =

(∫ b

a

∫

Ω

|f(x, t)|p dxdt
)1/p

finita.

• Lp
loc =

{
f

∣∣ f ∈ Lp(K) ∀K compacto ⊂ interior de Ω
}

• Para Ω ⊂ R
n (n = 2, 3), 1 ≤ p ≤ ∞ e k um inteiro não negativo W k,p(Ω) representa

o espaço de Sobolev

W k,p(Ω) =
{
f ∈ L1

loc

∣∣ ‖f‖W k,p(Ω) <∞
}
,

onde

‖f‖W k,p(Ω) =


 ∑

|α|≤k

‖Dα
wf‖pLp(Ω)




1/p

,

para 1 ≤ p <∞ e para o caso p =∞

‖f‖W k,p(Ω) = max
{
‖Dα

wf‖Lp(Ω)

∣∣ |α| ≤ k
}
,

Dα
wf representa a derivada de f no sentido das distribuições (derivada fraca de f)

e α é multi-́ındice (α = (α1, . . . , αn) com αi ∈ N, 1 ≤ i ≤ n e |α| =
∑n

i=1 αi).

• W k,2(Ω) = Hk(Ω) quando k é um inteiro não negativo.

• Para Ω ⊂ R
n (n = 2, 3) e s ∈ R definimos

Hs(Ω) =
{
f ∈ S ′(Ω)

∣∣ ‖f‖Hs(Ω) <∞
}
,

onde

‖f‖Hs(Ω) =

(∫

Ω

(1 + |ξ|2)s/2f̂ dξ

)1/2

,

f̂ é a transformada de Fourier de f e S ′(Ω) é o dual do espaço de Schwartz S(Ω)

S(Ω) =

{
f ∈ C∞

∣∣ sup
x

∣∣xαf (β)(x)
∣∣ <∞∀α, β ∈ N

n

}
.
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• Cα(Ω) representa o espaço de Banach das funções que são Hölder cont́ınuas com

0 < α < 1, e Ck,α(Ω) representa o espaço de todas as funções cujas derivadas até

ordem k são Hölder cont́ınuas com expoente 0 < α < 1. Cα(Ω) = C0,α(Ω) e

C0,α =
{
f ∈ C(Ω) limitada

∣∣ [f ]α <∞
}
,

onde

[f ]α = sup
x,y∈Ω

x6=y

{ |f(x)− f(y)|
|x− y|α

}

e para f ∈ C0,α(Ω)

‖f‖C0,α(Ω) = sup
x∈Ω
‖f(x)‖+ [f ]α.

Ck,α =
{
f ∈ Ck(Ω) limitada

∣∣ [Dβf ]α <∞∀|β| ≤ k, β ∈ N
n
}
,

e para f ∈ Ck,α(Ω)

‖f‖Ck,α(Ω) = max
0≤|β|≤k

sup
x∈Ω
‖Dβf(x)‖+ [Dβf ]α.

• A notação tensorial ⊗ representa que u⊗ v = (uivj)i,j=1,...,n com u, v ∈ R
n.

A seguir apresentaremos um resultado que será usado na Seção 1.5.

Teorema 1.3.1. (Teorema de Representação de Lax-Milgran) Dado um espaço de Hilbert

(H, (·, ·)), uma forma bilinear coerciva e cont́ınua B(·, ·), ou seja,

|B(h, v)| ≥ const‖h‖‖v‖ e |B(v, v)| ≤ const‖v‖2, (1.6)

e um funcional linear cont́ınuo Φ ∈ H∗, existe um único u ∈ H tal que

B(u, h) = Φ(h) ∀h ∈ H

Demonstração. Ver Teorema 2.7.7 em [4].

1.4 Equações Básicas - Caso Difusivo

O modelo K-S é um dos pioneiros no estudo da quimiotaxia e foi apresentado pela

primeira vez à comunidade cient́ıfica com o objetivo de mostrar a agregação do D.

Discoideum como uma manifestação de instabilidade na distribuição uniforme das amebas

e do cAMP ([13]). Na construção do modelo são consideradas as seguintes variáveis:

• ρ(x, t) = densidade de amebas2;

2ρ será usualmente uma função continua.
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• S(x, t) = densidade de cAMP;

• η(x, t) = densidade de fosfodiesterase e

• C(x, t) = densidade de um certo composto instável.

Por hipótese estamos trabalhando com x ∈ R
2. As equações descrevem os seguinte fatos:

a) cAMP (substância mediadora da agregação) é produzida pelas amebas a uma taxa

f(S) por ameba.

b) A cAMP é degradada por uma enzima extracelular chamada fosfodiesterase

produzida a uma taxa g(S, η) por ameba.

c) cAMP e fosfodiesterase reagem formando um certo composto instável C que decai

imediatamente em fosfodiesterase e um produto degenerado.

S + η
k1
−−→
←−−
k−1

C−−→
k2
η + produto (1.7)

d) cAMP, fosfodiesterase e o composto se difundem de acordo com a lei de Fick.

e) A concentração espaço-temporal da ameba se altera por um processo de difusão

aleatória e por quimiotaxia, na direção positiva do gradiente de cAMP.

Considerando uma região A fixa e arbitrária, no plano onde as amebas estão

localizadas, pela lei do equiĺıbrio de massa obtemos:

∂

∂t

∫∫

A

ρ dxdy =

∫∫

A

Qρdxdy −
∫

∂A

Jρ · n ds

onde Qρ (x, t) é a massa de amebas criada por unidade de área por unidade de tempo,

Jρ (x, t) é o fluxo da massa de amebas e n é um vetor unitário normal exterior a ∂A

(fronteira de A). A equação acima implica, pelo Teorema da Divergência,

∂ρ

∂t
= Qρ −∇ · Jρ.

Obtemos analogamente equações para S, η e C.

Por conservação da massa temos que

Qρ = 0 .
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Para obter QS, Qη e Qc devemos considerar a produção pelas amebas e os termos da

reação qúımica (1.7).

QS = −k1Sη + k−1C + ρf(S) ,

Qη = −k1Sη + (k−1 + k2)C + ρg(S, η) ,

QC = k1Sη − (k−1 + k2)C .

Os fluxos são dados pelas seguintes expressões

Jρ = D1∇S −D2∇ρ ,
JS = −DS∇S ,

Jη = −Dη∇η ,
JC = −DC∇C .

onde Di = Di (ρ, S), i = 1, 2, DS, Dη e DC podem ser assumidos constantes. D1 é a

medida da força da influência do gradiente do cAMP no fluxo da ameba e D2 é a medida

do poder do movimento aleatório de um indiv́ıduo da população de amebas. Uma forma

posśıvel para D1 é

D1 =
δρ

S
(1.8)

onde δ é uma constante.

A partir das hipóteses e equações anteriores obtemos as seguintes equações para ρ, S, η

e C (sistema completo de Keller-Segel):

∂ρ

∂t
= −∇ · (D1∇S) +∇ · (D2∇ρ), (1.9)

∂S

∂t
= −k1Sη + k−1C + ρf(S) +DS∆S, (1.10)

∂η

∂t
= −k1Sη + (k−1 + k2)C + ρg(S, η) +Dηη, (1.11)

∂C

∂t
= k1Sη − (k−1 + k2)C +DC∆C. (1.12)

onde k1, k−1 e k2 são taxas constantes da reação qúımica cAMP-fosfodiesterase.

Na modelagem foi assumido desde o ińıcio que existe uma população homogênea de

células. Supõe-se que no ińıcio do ciclo de vida das amebas as propriedades da células

sejam de tal forma que mantenham a distribuição uniforme estável. Entretanto, em algum

ponto do ciclo, as caracteŕısticas individuais das células mudam de tal forma que tornam a

distribuição uniforme instável. Qualquer pertubação pode desencadear a agregação. Para

uma análise preliminar da agregação como consequência da instabilidade na distribuição

uniforme, é razoável o estudo de um modelo mais simples. Neste sentido foram feitas
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simplificações que permitiram reduzir o problema a duas equações para ρ e S. Para tais

simplificações admitimos hipótes adicionais biologicamente razoáveis:

• O composto C está em em equiĺıbrio qúımico (Hipótese de Haldane):

k1Sη − (k−1 + k2)C = 0. (1.13)

• A concentração total de enzimas, tanto na forma livre quanto na forma ligada, é

constante:

η + C = η
0
. (1.14)

Substituindo (1.14) em (1.13) encontramos

η =
η0

1 +KS
, K =

k1

k−1 + k2
.

Assim o sistema (1.9)-(1.11) pode ser reescrito na forma:

∂ρ

∂t
= −∇ · (D1∇S) +∇ · (D2∇ρ), (1.15)

∂S

∂t
= −k(S)S + ρf(S) +DS∆S. (1.16)

Na equação acima

k(S) =
η

0
k2K

1 +KS
.

Observamos que o sistema acima está modelando matematicamente os seguintes fatos:

as amebas difundem aleatoriamente e realizam movimento quimiotático; o quimioatraente

descrito por S difunde e é criado pelas amebas a uma taxa f e decai a uma taxa k.

Para que o modelo simplificado tenha validade é necessário verificar se ele prevê

agregação. Antes do ińıcio desta as amebas se distribuem de maneira uniforme e começam

a se agregar em torno de certas instabilidades. Vamos analisar as propriedades das

soluções na vizinhança dos pontos de equiĺıbrio: ρ = ρ0 e S = S0, onde ρ0 e S0

são constantes. A dependência temporal destas soluções é importante pois se todas as

pertubações do equiĺıbrio decrescerem com o tempo então qualquer pertubação que possa

ocorrer num estado de equiĺıbrio decairá, porém se as pertubações crescerem com o tempo

o aparecimento de qualquer pertubação marcará o ińıcio da instabilidade.

No equiĺıbrio os valores de ρ e S são relacionados por:

ρ0f(S0) = k(S0)S0. (1.17)

Perto do equiĺıbrio nós consideramos que o lado direito do sistema (1.15)-(1.16) pode ser

substituido por expansões em série de Taylor de ρ e S ao redor do ponto de equiĺıbrio
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(ρ0, S0). Isto é consideramos soluções da forma:

ρ = ρ
0
+ ρ̄(x, t) ,|ρ̄| � ρ

0
,

S = S0 + S̄(x, t) ,|S̄| � S0 .

Ignorando termos de ordem quadrática em ρ̄ e S̄, reescrevemos o sistema (1.15)-(1.16):

∂ρ̄

∂t
= −D1(ρ0, S0)∆S̄ +D2(ρ0, S0)∆ρ̄, (1.18)

∂S̄

∂t
= −k̄S̄ + ρ0f

′(S0)S̄ + f(S0)ρ̄+DS∆S̄, (1.19)

onde

k̄ = k(S0) + S0k
′(S0). (1.20)

Procuraremos soluções da forma

ρ̄ = ρ̂ cos(q1x+ q2y)e
σt, (1.21)

S̄ = Ŝ cos(q1x + q2y)e
σt, (1.22)

onde ρ̂, Ŝ, q1, q2 e σ são constantes.

Substituindo (1.21) e (1.22) em (1.18) e (1.19) obtemos:

(F − σ) Ŝ + f (S0) ρ̂ = 0 (1.23)

D1(ρ0, S0)q
2Ŝ −

(
D2(ρ0, S0)q

2 + σ
)
ρ̂ = 0 (1.24)

onde

q2 = q2
1 + q2

2, (1.25)

F = f ′(S0)ρ0 − k̄ − q2DS. (1.26)

As equações (1.23)-(1.24) para ρ̂ e Ŝ têm solução não trivial se, e somente se, o

determinante dos coeficientes desaparece, ou seja,

σ2 − σ(F − q2D2)− (q2f(S0)D1 + q2D2F ) = 0 .

As ráızes desta equação são reais e serão ambas negativas se, e somente se,

F < −f(S0)D1

D2
. (1.27)

onde Di = Di(ρ0, S0), i = 1, 2. Substituindo F por (1.26), e usando (1.17) e (1.20)

podemos reescrever (1.27) como a seguinte condição de instabilidade:

D1(ρ0, S0)S0

D2(ρ0, S0)ρ0
+
ρ0f

′(S0)

k̄
> 1 . (1.28)
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Admitindo D1 da forma (1.8), podemos reescrever (1.28) como

δ

D2
+
ρ0f

′(S0)

k̄
> 1.

Perto de estabilidade marginal (quando σ = 0) obtemos de (1.21)-(1.22) e (1.24)

(escolhendo coordenadas adequadas) que

ρ = ρ0 + εD1 cos(qx)eσt, S = S0 + εD2 cos(qx)eσt,

onde ε� 1.

Resumidamente, se a condição (1.28) não for satisfeita as instabilidades decrescem, ou

seja, o processo de agregação não se inicia e se ela for satisfeita a agregação começa.

Portanto o argumento acima indica que o sistema:

∂ρ

∂t
= ∇(D∇ρ− χρ∇S) ,

∂S

∂t
= D0∆S + ϕ(ρ, S) ,

com ϕ (ρ, S) = αρ−βS, obtido fazendo D1 = χρ, D2 = D, k(S) = β, DS = D0 e f(S) = α

em (1.15)-(1.16), é um “bom” modelo para o ińıcio da agregação, pois para valores de

ρ0 “grandes” (valores que tornem a condição de instabilidade (1.28) verdadeira) ocorrerá

agregação, ou seja, existe um determinado valor de ρ0 que é o limiar entre a ocorrência

ou não da agregação e pela condição (1.28) este valor está relacionado com propriedades

como a sensitividade quimiotática e a produção de cAMP. Portanto a agregação começa

inevitavelmente quando as taxas de sensitividade e produção da acrasina aumentam

suficientemente, fato observado experimentalmente.

Consideremos a partir deste momento, como modelo K-S, o sistema (1.1)-(1.2),

juntamente com (1.3), com algumas condições inciais e condições de fronteira de Neumann,

ou seja,

∂ρ/∂t = ∇(D∇ρ− χρ∇S) , x ∈ Ω, t > 0

∂S/∂t = Do∆S + αρ− βS, x ∈ Ω, t > 0

∂ρ/∂n = ∂S/∂n = 0, x ∈ ∂Ω, t > 0

ρ (x, 0) = ρ0(x), S (x, 0) = S0(x), x ∈ Ω





(K-S)

onde Ω denota um domı́nio limitado em R
n com fronteira ∂Ω. Apesar da dimensão

biologicamente importante ser n = 2 também consideraremos a dimensão n = 3.

Uma questão importante sobre o sistema é o que podemos dizer sobre suas soluções.

Apresentaremos a seguir resultados que discutem a existência global ou local no tempo

de soluções para o sistema em questão considerando D = Do = 1 e ∂Ω suficientemente

suave.
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Teorema 1.4.1. (Existência Global - Nagai) Seja Ω um domı́nio limitado em R
2. Assuma

ρ0, S0 ∈ H1+ε0 para algum 0 < ε0 ≤ 1, e ρ0 ≥ 0, S0 ≥ 0 em Ω.

i) Se ∫

Ω

ρ0(x)dx < 4π/(αχ),

então (K-S) admite uma única solução clássica (ρ, S) em Ω̄× (0,∞) satisfazendo

sup
t≥0

{
||ρ(t)||L∞(Ω) + ||S(t)||L∞(Ω)

}
<∞.

ii) Sejam Ω = {x ∈ R
2; |x| < L} e (ρ0, S0) funções radiais em x. Então a mesma

afirmação de (i) é válida sob a condição

∫

Ω

ρ0(x)dx < 8π/(αχ).

Demonstração. Veja Teorema 1.1 em [15]

A existência local de soluções para (K-S) no caso Ω ⊂ R
2 foi apresentada por Yagi [24]

e posteriormente por Biler [3], sendo que o último garante a existência de uma solução

local para (K-S) com condições iniciais que podem ser menos regulares que as utilizadas no

resultado do primeiro. Apresentaremos a seguir os dois resultados, sendo que o primeiro

será enunciado conforme está apresentado em [15].

Teorema 1.4.2. (Existência Local - Yagi) Assuma ρ0, S0 ∈ H1+ε0(Ω) para algum 0 <

ε0 ≤ 1 e ρ0 ≥ 0 , S0 ≥ 0 em Ω. Seja Tmax o tempo de existência máxima de (ρ, S).

i) (K-S) tem uma única solução (ρ, S) não negativa satisfazendo

ρ, S ∈ C
(
[0, Tmax) : H1+ε1(Ω)

)
∩ C1

(
(0, Tmax) : L2(Ω)

)
∩ C

(
(0, Tmax) : H2(Ω)

)

para qualquer 0 < ε1 < min{ε0, 1/2}. Além disso (ρ, S) tem uma outra propriedade

de regularidade:

ρ ∈ C1
(
(0, Tmax) : H1(Ω)

)
, S ∈ C 1

4

(
(0, Tmax) : H3(Ω)

)
∩C 5

4

(
(0, Tmax) : H1(Ω)

)
.

ii) Se Tmax <∞, então

lim
t→Tmax

(
‖ρ(t)‖H1+ε0 (Ω) + ‖S(t)‖H1+ε0 (Ω)

)
=∞,

lim sup
t→Tmax

‖ρ(t)‖Lp(Ω) =∞ para qualquer 1 < p ≤ ∞,

lim sup
t→Tmax

‖S(t)‖H1+ε(Ω) =∞ para qualquer 0 < ε ≤ ε0.
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iii) Existe c > 0 tal que se ∫

Ω

ρ0(x)dx < c

então a solução (ρ, S) de (K-S) existe globalmente no tempo.

Demonstração. Ver [24]

Observação 1.4.1. A suavidade das soluções (ρ, S) de (K-S) é obtida utilizando-se

argumentos padrões de regularidade para equações parabólicas, e pelo prinćıpio do máximo

obtem-se que:

i) (ρ, S) é uma solução clássica,

ii) Se ρ0 ≥ 0, ρ0 6= 0, então ρ(x, t) > 0, S(x, t) > 0 em Ω× (0, Tmax).

Para apresentarmos o resultado de Biler devemos primeiramente converter (K-S) para

o sistema

ρ(t) = et∆ρ0 −
∫ t

0

(
∇e(t−s)∆

)
· (ρ(s)∇S(s)) ds,

S(t) = e−βtet∆S0 + α

∫ t

0

eβ(s−t)e(t−s)∆ρ(s)ds,

(1.29)

onde et∆ = Γ ∗ · (convolução com respeito as variáveis espaciais onde Γ é o núcleo do

calor definido em (1.5)). Procurando por soluções “bem comportadas”(“mild solutions”)

de (1.29), isto é, ρ, S satisfazendo (1.29) para cada t ∈ [0, T ], com ρ ∈ X :

X = C ([0, T ];M(Ω)) ∩
{
w : [0, T ]→M(Ω)

∣∣∣∣ sup
0<t≤T

t1/3‖w(t)‖L3/2(Ω) <∞
}
, (1.30)

para algum T > 0, ondeM(Ω) denota o espaço de medidas (com sinal) finitas em Ω ⊂ R
2,

Biler apresentou o seguinte resultado

Teorema 1.4.3. (Existência Local - Biler) Seja Ω um domı́nio bi-dimensional com

fronteira suave3. Então existe um δ > 0 tal que dado ρ0 ∈ M(Ω), ∇S0 ∈ L2(Ω),

satisfazendo a condição

`(ρ0) ≡ lim sup
t→0

t1/3‖et∆ρ0‖L3/2(Ω) < δ,

existe uma solução local no tempo, (ρ, S), de (1.29) com ρ único e pertencente ao espaço

X definido em (1.30).

Demonstração. Veja Teorema 2 em [3]

3incluindo por exemplo o caso Ω = R
2.
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Observação 1.4.2. X é um subespaço do espaço das funções fracamente cont́ınuas (no

sentido das distribuições) com valores em M(Ω). A necessidade de considerar funções

fracamente cont́ınuas (C) ao invés das cont́ınuas no sentido usual (C) é uma dificuldade

técnica ligada ao fato do semigrupo do calor et∆ não ser fortemente cont́ınuo em certos

espaços de funções. Deste modo X é dotado com duas normas: sup0≤t<T ‖w(t);M(Ω)‖,
controlando a variação total de w(t), e uma norma mais fina que requer a integrabilidade

suplementar de w(t). A motivação destas duas normas pode ser encontrada em [3].

Existem muitos motivos para uma solução deixar de existir em um determinado espaço,

um deles é o fato da norma se tornar ilimitada, por exemplo, o espaço Lp exige norma

Lp finita. Neste contexo apresentaremos as definições (em linguagem matemática) de três

efeitos importantes que podem ocorrer com as soluções de (K-S).

Definição 1.4.1. Seja (ρ(x, t), S(x, t)) uma solução de (K-S) para o dado inicial (ρ0, S0)

correspondente.

• Dizemos que o modelo descreve agregação, se lim inf
t→∞

‖ρ(·, t)‖L∞(Ω) > ‖ρ0( · )‖L∞(Ω)

e ‖ρ(·, t)‖L∞(Ω) < const para todo t.

• A solução explode, ou seja, ocorre “blow up”, se ‖ρ(·, t)‖L∞(Ω) ou ‖S(·, t)‖L∞(Ω)

tornam-se ilimitados em tempo finito ou infinito, isto é, existe um tempo Tmax com

0 < Tmax ≤ ∞ tal que

lim sup
t→Tmax

‖ρ(·, t)‖L∞(Ω) =∞ ou lim sup
t→Tmax

‖S(·, t)‖L∞(Ω) =∞.

Caso Tmax <∞ dizemos que exite “blow up” em tempo finito.

• Dizemos que ocorre colapso quimiotático4 se

lim sup
t→∞

‖ρ(·, t)‖L∞(Ω) < ‖ρ0( · )‖L∞(Ω).

Observação 1.4.3. Estes três comportamentos podem ser observados em soluções

diferentes de uma mesma equação dependendo da escolha das condições iniciais.

Uma questão importante e amplamente discutida na literatura sobre quimiotaxia é:

“Quando as soluções de (K-S) explodem em tempo finito?”. Os primeiros resultados

apresentados procurando responder a essa pergunta foram obtidos para o sistema (K-S)

com uma modificação na equação para a substância quimioatraente, transformando o

sistema parabólico em um sistema parabólico-eĺıptico.

4O termo colapso é usado algumas vezes para designar o que definimos como “blow-up”.
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∂ρ/∂t = ∆ρ− χ∇ · (ρ∇S)

∆S + α(ρ− 1) = 0.
(1.31)

O sistema (1.31) é obtido de (1.1)-(1.3) após um reescalonamento e a hipótese de que

a difusão da substância qúımica é muito mais rápida do que a da espécie em questão (D.

discoideum). Utilizaremos este procedimento na Seção 1.5.

Nagai observou em [15], utilizando técnicas de expansão assintótica para soluções

radialmente simétricas de (1.29) com condições homogêneas de Neumann, que as condições

para a existência global e para “blow-up”em tempo finito do sistema (1.31) são as mesmas

do sistema original (K-S) comD = D0 = 1. Sob as mesmas condições utilizadas por Nagai,

Herrero e Velasquez mostaram que existem soluções radiais de (1.31) que exibem colapso

quimiotático (ver [8]), e em [7] eles mostraram que existem soluções com “blow-up”em

tempo finito para o sistema (1.31) com x ∈ R
3, apresentando quais as condições para que

aconteça “blow-up”tanto em duas quanto em três dimensões espaciais. Resumidamente,

Herrero e Velasquez e os trabalhos por eles mencionados em [7], mostraram que, supondo

x ∈ R
n, para n igual a 3, as condições iniciais sempre podem ser escolhidas e organizadas

de forma que ocorra “blow-up”. Para n = 1 o “blow up” nunca acontece para o caso com

coeficientes de difusão e sensibilidade quimiotática constantes; para n = 2, com simetria

esférica, temos um caso de fronteira, onde o “blow-up” pode ocorrer ou não, dependendo

das condições iniciais. É importante ressaltar que o “blow-up” depende muito fortemente

da escolha dos parâmetros do modelo de Keller-Segel. Por exemplo, com difusão constante,

e fazendo a taxa da sensibilidade constante, ou uma constante dividida por S, temos

resultados muito diferentes. Para um histórico mais completo sobre os trabalhos que

discutem a ocorrência de “blow-up” no modelo de Keller-Segel veja [10].

O sistema (K-S) com algumas modificações também é utilizado para o estudo de

outros organismos como as mixobactérias (myxobacteria), que são bactérias deslizantes

que frutificam (“fruiting gliding bacteria”), deslizam em superf́ıcies adequadas ou na

interface da água como o ar; seu ciclo de vida tem algumas semelhanças com o ciclo do

D. Discoideum, estas bactéria também se agregam em condições de inanição. O seguinte

sistema é utilizado para o estudo do seu estágio de agregação:

∂ρ

∂t
= D∇(∇ρ− ρχ (S)∇S), (1.32)

dS

dt
= ϕ(ρ, S), (1.33)

com

χ (S) =
β

α + βS
, (1.34)
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α e β constantes. Em particular, o crescimento de S determina quando ocorre ou não

“blow-up”. Apresentaremos em particular três tipos de dinâmica para S.

• Crescimento linear:

ϕ(ρ, S) = ρ− µS, (1.35)

µ constante, onde nós supomos que a taxa de produção de S é proporcional a

densidade local de ρ.

• Crescimento exponencial

ϕ(ρ, S) = (ρ− µ)S, (1.36)

µ constante. Aqui a população da espécie de controle cresce exponencialmente.

• Crescimento saturado:

ϕ(ρ, S) =
ρS

(1 + νS)
− µS + γr

ρ

1 + ρ
(1.37)

µ, γr e ν constantes. A saturação na produção das espécies de controle é certamente

mais reaĺıstico no contexto biológico. Na forma acima a produção pode ser

localmente muito grande se ν é suficientemente pequeno, mas eventualmente ela

satura. Além disso existe uma parcela que indica produção independente de S.

O efeito destas dinâmicas no comportamento das soluções de (1.32)-(1.33) é estudado

detalhadamente em [18] onde também são apresentadas as soluções numéricas deste

sistema de acordo com a dinâmica escolhida.

Observamos que o estudo do modelo difusivo motivou o desenvolvimento de toda

uma teoria para análise do comportamento de suas soluções e que ainda comporta novos

resultados.

1.5 Modelos Cinéticos × Modelos Difusivos

O objetivo desta seção é estudar os modelos cinéticos de quimiotaxia e seus limites

macroscópicos (limites de difusão). Como pudemos observar o modelo de Keller-Segel não

leva em consideração a velocidade com que as amebas estão se locomovendo no estágio

de agregação. Já apresentamos na Seção 1.2 o modelo cinético que é uma equação para a

densidade celular f no espaço de fase, ou seja, f = f(x, v, t) ≥ 0,

∂tf + v · ∇xf =

∫

V

(T [S]f ′ − T ∗[S]f)dv′, (1.38)

onde x, v e t denotam, respectivamente, posição, velocidade e tempo, x ∈ R
n, v ∈ V, t > 0

e f ′ = f(x, v′, t) .
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Esclareceremos alguns detalhes que foram omitidos na Seção 1.2 pois não eram

relevantes naquele momento. Neste modelo é assumido que a reorientação no movimento

celular é um processo de Poisson com taxa

λ[S] =

∫

V

T ∗[S]dv′

e T ∗[S]/λ[S] é a densidade de probabilidade para a mudança na velocidade de v para v ′

dado que a reorientação ocorre para uma célula na posição x no tempo t.

O conjunto V já foi apresentado como o conjunto de todas as velocidades admisśıveis.

Assumiremos que V é compacto e invariante por rotação. Nós restringiremos nossa

atenção para conjuntos V esfericamente simétricos, como bolas, esferas ou cascas esféricas

(com o centro na origem). Quando V é uma esfera, dv é a medida da superf́ıcie.

Além da equação para a densidade de células devemos considerar a equação para a

substância qúımica. Assim o sistema a ser considerado é:

∂tf + v · ∇f =

∫

V

(T [S]f ′ − T ∗[S]f)dv,

∂tS = DS∆S + αρ− S

τS
. (1.39)

Definimos ainda a densidade da célula na posição x por

ρ =

∫

V

fdv , (1.40)

Na equação (1.39), 1/τS equivale ao β da equação (1.2), ou seja, está representando um

decaimento qúımico, τS é o tempo de decaimento da substância S. O sistema (1.38)-(1.39)

não está incluindo processos de nascimento-morte de células, o que põe uma limitação

no modelo, que é válido somente em intervalo de tempo onde a divisão celular não é

importante.

Na Seção 1.2 mencionamos que Alt [2] deduziu (1.1) de uma equação de transporte

que é similar a (1.38) e que Othmer e Hillen mostraram formalmente que (1.38)-(1.39),

tem como um limite difusivo um modelo de Keller-Segel, sob algumas hipóteses espećıficas

no núcleo de reorientação T [S]. Vamos apresentar uma dedução formal na mesma direção

adotada por eles. Adotaremos como hipótese que τ0 = ετ1, onde τ0 é o tempo t́ıpico entre

duas reorientações aleatórias, τ1 é o tempo t́ıpico entre duas reorientações quimicamente

orientadas e ε pode ser entendido como o tamanho caracteŕıstico do passo da ameba

do bolor do lodo (o indiv́ıduo dá um passo ε para escolher a direção), matematicamente:

ε := comprimento micoscópico/comprimento macroscópico(do passo), 0 < ε� 1. Vamos

reescalonar o sistema, considere

t̃ = t/t0 , x̃ = x/x0 , ṽ = v/v0 ,
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com t0 = τ0/ε
2 , x0 = v0τ0/ε . Além disto:

T [S] =
Tε[S/S0]

τ0vd
0

, f0 =
ρ0

v3
0

, ρ0 =
S0DS

αx2
0

,

onde v0 uma velocidade máxima em V , S0 um valor escolhido apropriadamente para a

densidade do quimioatraente e dimensão d = 2 ou d = 3 para o conjunto V , em geral

d = 3. Observemos que
∂

∂t
=
∂t̃

∂t

∂

∂t̃
=

1

t0

∂

∂t̃
,

∂

∂x
=
∂x̃

∂x

∂

∂x̃
=

1

x0

∂

∂x̃
,

∇x =
1

x0

∇x̃ ,

além disso, considerando S̃ = S/S0, temos que

∆S =
S0

x2
0

∆S̃.

Utilizando estas informações obtemos de (1.38)

1

t0

∂f

∂t̃
+
v0ṽ

x0
· ∇xf =

1

τ0v3
0

∫

V

(Tε [S/S0] f − T ∗ε [S/S0] f
′) dv′,

ε2

τ0

∂f

∂t̃
+
v0εṽ

v0τ0
· ∇x̃f =

1

τ0v3
0

∫

V

(Tε [S/S0] f − T ∗ε [S/S0] f
′) dv′,

e de (1.39)

S0

t0

∂S̃

∂t̃
=
DSS0

x2
0

∆S̃ − αρ0ρ̃−
1

τS
S̃S0.

Após uma manipulação algébrica o sistema (1.38)-(1.39) é reescrito, retirando˜,

ε2∂tfε + εv · ∇xfε = −Tε[Sε](fε) , (1.41)

δ∂tSε = ∆Sε + ρε − δ
t0
τS
Sε , (1.42)

com

ρε =

∫

V

fεdv , (1.43)

Tε[S](f) =

∫

V

(T ∗ε [S]f − Tε[S]f ′)dv′ ,

δ =
v2
0τ0
DS

.

onde δ, em (1.42), é a razão entre a difusão celular e a difusão da substância qúımica.

Suporemos a difusão qúımica muito maior, isto é, DS →∞, e portanto δ = 0.
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Logo, escrevemos:

∆Sε = −ρε = −
∫

V

fεdv. (1.44)

O limite difusivo (limite macroscópico) de (1.41) acoplado a (1.44) corresponde a ε→ 0

e será estudado com respeito as condições iniciais

fε (x, v, 0) = f0(x, v), x ∈ R
n, v ∈ V (1.45)

Em [11] a equação (1.41) com condição inicial (1.45) é considerada acoplada a

∂Sε

∂t
−∆Sε = ρε =

∫

V

fεdv (1.46)

ao invés de (1.44).

Em [5] os cálculos formais do limite difusivo de (1.41)-(1.44) são feitos para x ∈ R
3,

considerando a solução fundamental do laplaciano para obter Sε apartir da equação (1.44),

ou seja,

Sε(x, t) = ρε ∗ (4π|x|)−1 =
1

4π

∫

R3

ρε(y, t)

|x− y|dy. (1.47)

O modelo macroscópico resultante quando ε → 0 em (1.41)-(1.44) depende das

propriedades do operador de reorientação Tε[S]. Uma propriedade básica deste operador

é que sua integral com respeito a velocidade se anula (conservação celular: o número

de células que muda da velocidade v para v′ é igual ao que muda de v′ para v), deixando

a equação de conservação macroscópica:

∂ρε

∂t
+∇ · Jε = 0 (1.48)

com o fluxo

Jε(x, t) =
1

ε

∫

V

vfε(x, v, t)dv

Consideremos as expansões assintóticas

Tε[S] = T0[S] + εT1[S] +O(ε2);

fε = f0 + εf1 +O(ε2);

Sε = S0 + εS1 +O(ε2).

O operador de reorientação também pode ser expandido com coeficientes

Tk[S](f) =

∫

V

(T ∗k [S]f − Tk[S]f ′)dv

Obtemos então que

Tε[Sε]fε = T0[Sε]fε + εT1[Sε]fε +O(ε2)

= T0[S0 + εS1]fε + εT1[S0 + εS1]fε +O(ε2). (1.49)
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Por expansão em Taylor temos que

T0[S0 + εS1] = T0[S0] + εDT0[S0]. S1 +O(ε2), (1.50)

onde DT0[S0]. S1 é a derivada de T0 calculada em S0 na direção de S1, isto é, DT0[S0]. S1

é um operador de reorientação cujo núcleo é a derivada de T0 (no sentido de Fréchet) com

respeito a S, calculada em S0 na direção de S1.

Substituindo (1.50) em (1.49) obtemos

Tε[Sε]fε = (T0[S0] + εDT0[S0]. S1) fε + εT1[S0]fε +O(ε2)

= T0[S0]fε + ε (DT0[S0]. S1) fε + εT1[S0]fε +O(ε2)

= T0[S0] (f0 + εf1) + ε (DT0[S0]. S1) f0 + εT1[S0]f0 +O(ε2)

= T0[S0]f0 + εT0[S0]f1 + εT1[S0]f0 + ε (DT0[S0]. S1) f0 +O(ε2) (1.51)

Comparando os coeficientes em (1.41) e (1.51) obtemos que

T [S0](f0) = 0, (1.52)

v · ∇xf0 = −T0[S0](f1)− T1[S0](f0)− (DT0[S0]. S1) (f0). (1.53)

Além disso, de (1.47) temos que

S0 = ρ0 ∗
1

4π|x| com ρ0 =

∫

V

f0dv (1.54)

Para prosseguirmos com nossos cálculos formais necessitamos de algumas hipóteses

adicionais em relação ao operador de reorientação com ordem O(ε0), T0[S].

Hipótese 1. Existe uma distribuição de velocidade limitada F (v) > 0, independente de

x, t, e S, tal que o equiĺıbrio detalhado T ∗0 [S]F = T0[S]F ′ acontece. O fluxo produzido por

esta distribuição de equiĺıbrio se anula, e F é normalizado:

∫

V

vF (v) dv = 0 ,

∫

V

F (v) dv = 1 .

A taxa de reorientação T0[S] é limitada, e existe uma constante γ = γ[S] > 0 tal que

T0[S]/F ≥ γ, ∀ (v, v′) ∈ V × V , x ∈ R
3, t > 0.

Precisamos ainda de dois lemas

Lema 1. Sejam χ : R→ R, g : V → R, e sejam

φS
ε [S] =

Tε[S]F ′ + T ∗ε [S]F

2
, φA

ε [S] =
Tε[S]F ′ − T ∗ε [S]F

2
,
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denotam, respectivamente, a parte simétrica e anti-simétrica de Tε[S]F ′ (Ou seja,

Tε[S]F ′ = φS
ε [S] + φA

ε [S], T ∗ε [S]F = φS
ε [S]− φA

ε [S]) . Então
∫

V

Tε[S](Fg)χ(g)dv =
1

2

∫

V

∫

V

φS
ε [S](g − g′)(χ(g)− χ(g′))dv′ dv

+
1

2

∫

V

∫

V

φA
ε [S](g + g′)(χ(g′)− χ(g))dv′ dv .

O mesmo acontece para Tk[S] com definição análoga de φS
k [S] e φA

k [S].

Demonstração.
∫

V

Tε[S](Fg)χ(g)dv =

∫

V

dvχ(g)

∫

V

dv′ (T ∗ε [S]Fg − Tε[S]F ′g′)

=

∫

V

dv′χ(g′)

∫

V

dv (Tε[S]F ′g′ − T ∗ε [S]Fg) ,

ou seja,
∫

V

Tε[S](Fg)χ(g)dv =
1

2

∫

V

∫

V

T ∗ε [S]Fgχ(g)− Tε[S]F ′g′χ(g)dvdv′

+
1

2

∫

V

∫

V

Tε[S]F ′g′χ(g′)− T ∗ε [S]Fgχ(g)dv′dv

=
1

2

∫

V

∫

V

(
φS

ε [S]− φA
ε [S]

)
gχ(g)−

(
φS

ε [S] + φA
ε [S]

)
g′χ(g)dvdv′

+
1

2

∫

V

∫

V

(
φS

ε [S] + φA
ε [S]

)
g′χ(g′)−

(
φS

ε [S]− φA
ε [S]

)
gχ(g′)dv′dv

∫

V

Tε[S](Fg)χ(g)dv =
1

2

∫

V

∫

V

φS
ε [S]gχ(g)− φS

ε [S]g′χ(g) + φS
ε [S]g′χ(g′)− φS

ε [S]gχ(g′)dv′dv

+
1

2

∫

V

∫

V

−φA
ε [S]gχ(g)− φA

ε [S]g′χ(g) + φA
ε [S]g′χ(g′) + φA

ε [S]gχ(g′)dv′dv

=
1

2

∫

V

∫

V

φS
ε [S]g (χ(g)− χ(g′)) + φS

ε [S]g′ (χ(g′)− χ(g)) dv′dv

+
1

2

∫

V

∫

V

φA
ε [S]g (χ(g′)− χ(g)) + φA

ε [S]g′ (χ(g′)− χ(g)) dv′dv

∫

V

Tε[S](Fg)χ(g)dv =
1

2

∫

V

∫

V

φS
ε [S]g (χ(g)− χ(g′))− φS

ε [S]g′ (χ(g)− χ(g′)) dv′dv

+
1

2

∫

V

∫

V

φA
ε [S]g (χ(g′)− χ(g)) + φA

ε [S]g′ (χ(g′)− χ(g)) dv′dv

=
1

2

∫

V

∫

V

φS
ε [S] (g − g′) (χ(g)− χ(g′)) dv′dv

+
1

2

∫

V

∫

V

φA
ε [S] (g + g′) (χ(g′)− χ(g)) dv′dv.



CAPÍTULO 1. MODELAGEM DA QUIMIOTAXIA 24

Lema 2. Suponha que a Hipótese 1 seja válida. Então vale a igualdade de entropia

∫

V

T0[S](f)
f

F
dv =

1

2

∫

V

∫

V

φS
0 [S]

(
f

F
− f ′

F ′

)2

dv′dv ≥ 0. (1.55)

Para g ∈ L2(V ; dv/F ), a equação T0[S](f) = g tem uma única solução f ∈ L2(V ; dv/F )

satisfazendo
∫

V
f dv = 0 se, e somente se,

∫
V
g dv = 0.

Demonstração. A igualdade em (1.55) é obtida aplicando-se o Lema 1 com g = f/F ,

χ = id e observando-se que a hipótese do equiĺıbrio detalhado é equivalente a φA
0 [S] = 0.

O fato
∫

V
gdv = 0 é uma conseqüência direta da conservação celular e é uma condição

necessária para a solvabilidade de T0[S](f) = g.

Suponhamos agora

∫

V

fdv = 0. Pelo equiĺıbrio detalhado temos que

φS
0 [S] = T0[S]F ′

φS
0 [S]

F
= T0[S]

F ′

F
≥ γF ′

φS
0 [S] ≥ γFF ′.

Substituindo esta informação em (1.55) obtemos

∫

V

T0[S](f)
f

F
dv ≥ γ

2

∫

V

∫

V

FF ′
(
f

F
− f ′

F ′

)2

dv′dv

≥ γ

2

∫

V

∫

V

FF ′
(
f 2

F 2
− 2

ff ′

FF ′
+
f ′2

F ′2

)
dv′dv

≥ γ

2

∫

V

∫

V

F ′
f 2

F
− 2ff ′ + F

f ′2

F ′
dv′dv

≥ γ

2

∫

V

f 2

F

(∫

V

F ′dv′
)

︸ ︷︷ ︸
=1 pela Hip.1

dv + γ

∫

V

∫

V

ff ′dv′dv +
γ

2

∫

V

f ′2

F ′

(∫

V

Fdv

)

︸ ︷︷ ︸
=1

dv′

≥ γ

∫

V

f 2

F
dv + γ

∫

V

f ′
(∫

V

fdv

)

︸ ︷︷ ︸
=0 por hip.

dv′

∫

V

T0[S](f)
f

F
dv ≥ γ

∫

V

f 2

F
dv. (1.56)

Vamos utilizar o Teorema de Representação de Lax-Milgram para concluir o lema.

Considere

H = L2(V, dv/F ) ∩
{
f

∣∣
∫

V

fdv = 0

}
.

Definindo o operador bilinear

B(f, g) =

∫

V

T0[S](f)
g

F
dv,
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queremos mostrar que ele é coercivo e limitado (1.6). Temos por (1.56) que

‖B(f, f)‖ ≥ γ‖f‖2

na norma L2(V, dv/F ). Logo vale a coercividade que se refere ao Lax-Milgram, vamos

verificar a limitação. Observemos que

H =

{
f ∈ L2(V, dv/F )

∣∣
∫

V

fdv = 0

}

é um espaço de Hilbert com a norma L2(V, dv/F ). Assim vamos reduzir o operador B a

este espaço. Observemos que

B(f, g) =

∫

V

T0[S](f)gdv/F =

∫

V

∫

V

(T ∗0 [S]f − T0[S]f ′) gdvdv′/F

e a limitação de B segue da limitação de T0[S] e T ∗0 [S], estabelecida na H́ıpotese 1 e do

volume de V ser finito.

Agora consideremos o funcional Φg(h) =

∫

V

gh
dv

F
. Este funcional é limitado pois

C

∫

V

hgdv/F
por Cauchy-Schwartz

≤ C

(∫

V

h2dv/F

)1/2 (∫

V

g2dv/F

)1/2
def
= C‖h‖ ‖g‖.

Por Lax-Milgram existe um único f tal que B(f, h) = Φg(h) ∀ h ∈ H, reescrevendo

obtemos

0 =

∫

V

(g − T0[S]f)
h

F
dv.

Logo g−T0[S]f é perpendicular a todo h ∈ L2(V, dv/F ) e portanto é zero. Assim provamos

a existência da solução.

Temos como conseqüência de (1.55) que o núcleo de T0[S] é gerado pela distribuição

F . Então deduzimos da equação (1.54) que

f0(x, v, t) = ρ0(x, t)F (v). (1.57)

Agora vamos analisar a equação (1.53)

v · ∇xf0 = −T0[S0](f1)− T1[S0](f0)− (DT0[S0]. S1) (f0).

Como a distribuição de equiĺıbrio independe de S, o termo DT0[S0]. S1 desaparece e a

equação (1.53) fica:

v · ∇xf0 = −T0[S0](f1)− T1[S0](f0). (1.58)
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Do Lema 2 obtemos que (1.58) corresponde a equação

f1(x, v, t) = −κ(x, v, t) · ∇ρ0(x, t)− Θ(x, v, t)ρ0(x, t) + ρ1(x, t)F (v) , (1.59)

quando se aplica T0[S0], onde κ = κ[S0] e Θ = Θ[S0] são soluções de

T0[S0](κ) = vF ,

T0[S0](Θ) = T1[S0](F ) ,

e ρ1, a densidade macroscópica de f1, é uma nova variável. Observe que estas soluções

são obtidas uma vez que vF e T1[S0](F ) satisfazem a condição de solvibilidade do Lema

2 pois

∫

V

v F (v)dv = 0 (pela Hipótese 1) e

∫

V

T1[S0](F )dv = 0 (pela conservação celular).

De (1.48) temos que

Jε(x, t) =
1

ε

∫

V

v
(
f0 + εf1 +O(ε2)

)
dv. (1.60)

Por (1.57) juntamente com a Hipótese 1 temos que

∫

V

v f0dv = 0, logo a equação (1.60)

se reduz a

Jε(x, t) =

∫

V

vf1dv +O(ε). (1.61)

Obtemos das equações (1.48) e (1.61) que

∂ρ0

∂t
= −∇

(∫

V

v f1dv

)

= −∇
(∫

V

v (−κ(x, v, t) · ∇ρ0(x, t)− Θ(x, v, t)ρ0(x, t) + ρ1(x, t)F (v)) dv

)

= −∇ (−D[S0]∇ρ0 + Γ[S0]ρ0)

∂ρ0

∂t
= ∇ (D[S0]∇ρ0 − Γ[S0]ρ0) (1.62)

onde

D[S0](x, t) =

∫

V

v ⊗ κ[S0](x, v, t)dv ,

Γ[S0](x, t) = −
∫

V

vΘ[S0](x, v, t)dv .

Então o limite formal de (1.41) e (1.47) é (1.62) acoplado a solução para S0 em (1.54).

Vamos agora apresentar dois modelos espećıficos para o núcleo de reorientação e

calcular explicitamente as fórmulas para seus coeficientes de transporte macroscópico.

Para mais exemplos de núcleos de reorientação e sua relevância biológica veja [17].
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Exemplo 1. Considere

Tε[S] = T0[S] + εT1[S] ,

T0[S](x, v, v′, t) = λ[S](x, t)F (v) ,

T1[S](x, v, v′, t) = a(S)v · ∇S − b(S)v′ · ∇S ,

com F (v) > 0 e suponha também que λ[S](x, t) ≥ γ.

Em ordem ε0 temos

0 = T0(f0) ,

ρ0 =

∫

V

f0 ,

∆S0 = ρ0 .

Das duas primeiras equações obtemos:

f0 = ρ0F (v) .

Em ordem ε1 temos

v · ∇f0 = −(T1(f0) + T0(f1)) ,

ρ1 =

∫

V

f1 ,

∆S1 = ρ1 .

Definimos:

D[S] =
1

λ[S]

∫

V

v ⊗ vF (v)dv ,

Γ[S] = − 1

λ[S]

∫

V

vT1[S](F )dv = χ[S]∇S ,

χ[S] = −
(
b(S)µ(V )

∫
V
|v|2Fdv + a(S)

∫
V
|v|2dv

)

3λ[S0]
,

onde µ(V ) =

∫

V

dv. Multiplicando a primeira equação por v e integrando em V obtemos:

λ[S0]D[S0]∇ρ0 = λ[S0]χ[S0]∇S0ρ0 − λ[S0]

∫

V

vf1dv .

Escrevemos ∫

V

vf1dv = χ[S0]∇S0ρ0 −D[S0]∇ρ0 .

Em ordem ε2 e integrando em V obtemos

∂tρ0 +∇ ·
∫

V

vf1dv = 0 ,
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ou seja:

∂tρ0 = ∇ · (D[S0]∇ρ0 − χ[S0]∇S0ρ0) ,

que junto com a equação

−∆S0 = ρ0

é o modelo de Keller-Segel parabólico-eĺıptico que obtivemos quando consideramos que

a difusão da substância quimioatraente é muito maior que a difusão dos indiv́ıduos da

população cuja densidade está sendo descrita por ρ. É interessante ressaltar que o modelo

macroscópico obtido inclui o modelo de Keller-Segel que apresenta “blow-up” em tempo

finito.

Exemplo 2. Suponha uma função suave ψ(S, S̃), positiva, não-decrescente no segundo

argumento, definida em R+ × R+ tal que

0 < ψmin ≤ ψ(S, S̃) ≤ α1S̃ + α2 ,

onde α1,2 são constantes reais positivas.

Considere

Tε[S](x, v, v′, t) = α+ψ(S(x, t), S(x+ εv, t))

+ α−ψ(S(x, t), S(x− εv′, t)), (1.63)

onde α± são constantes positivas. Temos então pela expansão de Tε[S] = T0[S] + εT1[S]:

T0[S] = (α+ + α−)ψ(S, S) ,

T1[S] =
∂ψ

∂S̃
(S, S)(α+v − α−v) · ∇S .

A partir destas expressões podemos ver que o limite ε → 0 deste modelo é a equação

de Keller-Segel

∂tρ0 = ∇ · (D[S0]∇ρ0 − χ[S0]∇S0ρ0) ,

com

D[S] =
1

3(α+ + α−)ψ(S, S)µ(V )2

∫

V

|v|2dv ,

χ[S] =
∂ψ

∂S̃
(S, S)

1

3ψ(S, S)µ(V )

∫

V

|v|2dv

que junto com a equação

−∆S0 = ρ0

é o modelo de Keller-Segel parabólico-eĺıptico.



CAPÍTULO 1. MODELAGEM DA QUIMIOTAXIA 29

Para ψ(S, S̃) = Ψ(S̃−S), α+ = 1, α− = 0, obtemos D e χ constantes (modelo clássico

de Keller-Segel).

Escolhendo ψ(S, S̃) = Ψ(S)Ψ̃(S̃) podemos reproduzir um modelo arbitrário de Keller-

Segel, desde que:

Ψ̃(S) = exp

(
3

µ(V )∫
V
|v|2dv

∫ S

S0

χ[S ′]dS ′
)
,

Ψ(S) =

∫
V
|v|2dv

3µ(V )2Ψ̃(S)D[S]
.

Sempre que 0 < ψmin ≤ ψ(S, S̃) ≤ α1S̃ + α2 temos existência global.

Observação 1.5.1. Semelhanças e diferenças entre os dois exemplos:

• Ambos os modelos convergem formalmente para o modelo de Keller-Segel.

• O segundo exemplo tem existência global — não apresenta “blow-up” em tempo

finito.

Até o presente momento fizemos somente cálculos formais como um indicativo de que o

limite de uma equação do tipo Boltzmann para a densidade celular no espaço de fase, com

algumas condições sobre o núcleo, acoplada a uma equação eĺıptica para o quimioatraente

é um modelo de Keller-Segel. A seguir enunciaremos os resultados apresentados em [5]

que garantem formalmente este limite.

Teorema 1.5.1. (Existência Global) Assuma que V é uma bola, considere f 0 ∈ L1
+ ∩

L∞(R3 × V ) e suponha que existe C tal que ∀ x ∈ R
3, v, v′ ∈ V, t ∈ R

+ e S ∈ W 1,∞(R3)

0 ≤ T [S](x, v, v′, t) ≤ C(1 + S(x+ v, t) + S(x− v′, t)) .

Então o modelo cinético (equações (1.41), (1.44) e (1.47) com com condição inicial (1.45))

possui solução global f ∈ L∞((0,∞);L1
+ ∩ L∞(R3 × V )), S ∈ L∞((0,∞);Lp(R3)), 2 ≤

p ≤ ∞ (com ε = 1).

Demonstração. Ver Teorema 3, Seção 4 em [5].

Teorema 1.5.2. (Espaço de Existência de fε e Sε) Suponha F ∈ L∞(V ) uma distribuição

positiva de velocidades, com
∫

V
Fdv = 1 e

∫
V
vFdv = 0. Sejam φS

ε e φA
ε as partes

simétrica e anti-simétrica de T [S]F ′, respectivamente. Suponha que existe q > 3, γ > 0 e

uma função não decrescente Λ ∈ L∞loc([0,∞)), tal que

f 0 ∈ Xq := L1
+(R3 × V ) ∩ Lq

(
R

3 × V ;
dx dv

F q−1

)
,

φS
ε [S] ≥ γ(1− εΛ(‖S‖W 1,∞(R3)))FF

′ ,
∫

V

φA
ε [S]2

FφS
ε [S]

dv′ ≤ ε2Λ(‖S‖W 1,∞(R3)) .
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Então existe t∗ > 0, independente de ε, tal que a solução do sistema cinético (equações

(1.41), (1.44) e (1.47) com com condição inicial (1.45)) satisfaz, uniformemente em ε,

fε ∈ L∞((0, t∗); Xq) ,

Sε ∈ L∞((0, t∗); Lp ∩ C1,α(R3))

rε =
fε − ρεF

ε
∈ L2

(
R

3 × V × (0, t∗);
dx dv dt

F

)
,

onde α < q−3
q

e 3 < p <∞.

Demonstração. Ver Teorema 4, Seção 5 em [5].

Teorema 1.5.3. (Convergência) Suponha que as hipóteses do Teorema 1.5.2 sejam

satisfeitas. Além disto suponha que para famı́lias Sε uniformemente limitadas (quando

ε → 0) em L∞loc([0,∞);C1,α(R3)), com 0 < α ≤ 1, tais que Sε e ∇Sε convergem para S0

e ∇S0 respectivamente em Lp
loc(R

3 × [0,∞)) para p > 3/2, tenhamos a convergência

Tε[Sε]→ T0[S0] em Lp
loc(R

3 × V × V × [0,∞)) ,

Tε[Sε](F )

ε
=

2

ε

∫

V

φA
ε [Sε]dv

′ → T1[S0](F )

em Lp
loc(R

3 × V × [0,∞)) .

Então as soluções do modelo cinético (equações (1.41), (1.44) e (1.47) com com condição

inicial (1.45)) satisfazem

fε → ρ0F em L∞((0, t∗); Xq) fraca- ∗
Sε → S0 em Lp

loc(R
3 × (0, t∗)) , 3 < p <∞ ,

∇Sε → ∇S0 em Lp
loc(R

3 × (0, t∗)) ,
3

2
< p <∞ .

Os limites são soluções fracas do sistema de Keller-Segel submetido as condições

iniciais:

ρ0(t = 0) =

∫

V

f 0 dv .

Demonstração. Ver Teorema 5, Seção 5 em [5].

Mencionamos na Seção 1.2, que os resultados de Chalub, Markowich, Schmeiser e

Perthame, apresentados em [5], foram generalizados por Hwang, Kang e Stevens em [11].

Estes provaram rigorosamente que o modelo cinético tem limite de difusão macroscópico

em duas e três dimensões (espacias) também quando a equação para a densidade do

quimioatraente é do tipo parabólico conforme modelo original de Keller e Segel. A

convergência em duas dimensões espaciais é biolgicamente mais interessante. A seguir
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apresentaremos os resultados de Hwang, Kang e Stevens que generalizam os Teoremas

1.5.1, 1.5.2 e 1.5.3. Para tal considere a equação (1.41) com condição inicial (1.45)

acoplada a (1.46), ou seja,




ε2∂tfε + εv · ∇xfε = −Tε[Sε](fε)

fε (x, v, 0) = f0(x, v), x ∈ R
n, v ∈ V,

∂Sε

∂t
−∆Sε = ρε =

∫

V

fεdv.

(1.64)

Onde Sε é obtido a partir da solução fundamental da equação do calor em R
n ×R+, isto

é,

Sε(x, t) = Γ ∗ ρε(x, t) =

∫ t

0

∫

Rn

1

(4π(t− s))
n
2

e
− |x−y|2

4(t−s) ρε(y, s)dyds. (1.65)

Teorema 1.5.4. (Existência Global - Generalização) Considere f 0 ∈ L1
+ ∩ L∞(Rn × V )

onde n = 2 ou 3 e suponha que existe C tal que ∀ x ∈ R
n, v, v′ ∈ V, t ∈ R

+ e

S ∈ W 1,∞(Rn), o núcleo de reorientação não-negativo satisfaça

0 ≤ T [S](x, v, v′, t) ≤ C(1 + S(x+ v, t) + S(x− v′, t)) .

Então o sistema (1.64)-(1.65) possui solução global f(·, ·, t) ∈ L∞((0,∞);L1
+ ∩ L∞(Rn ×

V )), S ∈ L∞((0,∞);Lp(Rn)), 2 ≤ p ≤ ∞ para qualquer ε > 0 fixado.

Demonstração. Ver Teorema 2.5, Seção 2 em [11].

Teorema 1.5.5. (Espaço de Existência de fε e Sε - Generalização) Suponha F ∈ L∞(V )

uma distribuição positiva de velocidades, com
∫

V
Fdv = 1 e

∫
V
vFdv = 0. Sejam φS

ε e

φA
ε as partes simétrica e anti-simétrica de T [S]F ′, respectivamente. Suponha que existe

q > n con n = 2, 3, γ > 0 e uma função não decrescente Λ ∈ L∞loc([0,∞)), tal que

f 0 ∈ Xq := L1
+(Rn × V ) ∩ Lq

(
R

n × V ;
dx dv

F q−1

)
,

φS
ε [S] ≥ γ(1− εΛ(‖S‖W 1,∞(Rn)))FF

′ ,
∫

V

φA
ε [S]2

FφS
ε [S]

dv′ ≤ ε2Λ(‖S‖W 1,∞(Rn)) .

Então existe t∗ > 0, independente de ε, tal que a solução fε, Sε, do sistema (1.64)-(1.65)

satisfaz

fε ∈ L∞((0, t∗); Xq) ,

Sε ∈ L∞((0, t∗); W 1,p(Rn) ∩ C1,α(Rn))

rε =
fε − ρεF

ε
∈ L2

(
R

n × V × (0, t∗);
dx dv dt

F

)
,

onde α =
q − n
q

e 1 ≤ p <∞.
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Demonstração. Conforme indicado em [11] a demonstração segue os mesmos

procedimentos da prova do Teorema 4, Seção 5 em [5].

Teorema 1.5.6. (Convergência - Generalização) Suponha que as hipóteses do Teorema

1.5.5 sejam satisfeitas e além disto suponha que para famı́lias Sε uniformemente limitadas

em L∞loc([0,∞);C1,α(Rn)), para algum α quando ε→ 0 com 0 < α ≤ 1, tais que Sε e ∇Sε

convergem para S0 e ∇S0 respectivamente em Lp
loc([0,∞); Rn) para p > n/(n − 1), com

n = 2, 3, nós temos a convergência

Tε[Sε]→ T0[S0] em Lp
loc([0,∞); Rn × V × V ) ,

Tε[Sε](F )

ε
=

2

ε

∫

V

φA
ε [Sε]dv

′ → T1[S0](F )

em Lp
loc([0,∞); Rn × V ) .

Então as soluções fε e Sε de (1.64)-(1.65) satisfazem

fε → ρ0F em L∞((0, t∗); Xq) fraca-∗ ,
Sε → S0 em Lp

loc((0, t
∗); Rn) , 1 ≤ p <∞ ,

∇Sε → ∇S0 em Lp
loc((0, t

∗); Rn) , 1 ≤ p <∞ .

Demonstração. Ver Teorema 3.4, Seção 3 em [11].

Os Teoremas 1.5.3 e 1.5.6 abordam a existência local do limite difusivo. Entretanto

não é totalmente conhecido se o modelo limite (KS) existe globalmente ou explode em

tempo finito. Os fatores matemáticos que influenciam para que ocorra “blow-up” no

modelo de Keller-Segel ainda são questões em aberto. Como pudemos ver no Exemplo

1 o limite macroscópico pode incluir o caso em que o modelo de Keller-Segel apresenta

“blow-up”em tempo finito, portanto nada melhor do que esperar “blow-up”em tempo

finito para o modelo cinético, porém não existe nenhuma prova de que isto ocorra de

fato. No Exemplo 2, temos pelo Teorema 1.5.1, a garantia de que o modelo cinético com

núcleo de reorientação (1.63) possui solução global e seu limite difusivo pode apresentar

“blow-up” em tempo finito. A relação entre modelos cinéticos e modelos difusivos para

quimiotaxia, assim como o estudo do comportamentos de suas respectivas soluções são

assuntos que apresentam grande perspectiva no que diz respeito a pesquisa recente na

área de modelagem matemática.



Caṕıtulo 2

Métodos das Diferenças Finitas

O objetivo deste caṕıtulo é apresentar os métodos que utilizamos para discretizar

(K-S) e obter as soluções numéricas que serão apresentadas no próximo caṕıtulo.

Os métodos de diferenças finitas são meios de se obter soluções numéricas para

equações diferenciais parciais. A idéia que os fundamenta é substituir as derivadas parciais

por aproximações baseadas na expansão por série de Taylor das funções na vizinhança

dos pontos de interesse. Por exemplo, a derivada parcial ∂u/∂t pode ser definida como o

limite da diferença
∂u

∂t
= lim

∆t→0

u (x, t+ ∆t)− u (x, t)

∆t
.

Se, ao invés de tomarmos o limite ∆t→ 0, nós considerarmos ∆t suficientemente pequeno

e diferente de zero, obtemos a aproximação

∂u

∂t
≈ u (x, t + ∆t)− u (x, t)

∆t
+O (∆t) . (2.1)

Esta aproximação é chamada diferença finita de ∂u/∂t, porque ela envolve pequenas

diferenças (mas não infinitesimais) da variável dependente u. Uma aproximação do tipo

(2.1) é chamada de diferença adiantada.

Temos também que

∂u

∂t
= lim

∆t→0

u (x, t)− u (x, t−∆t)

∆t
,

de forma que a aproximação

∂u

∂t
≈ u (x, t)− u (x, t−∆t)

∆t
+O (∆t) (2.2)

é igualmente uma diferença finita para ∂u/∂t. Chamamos este tipo de aproximação de

diferença atrasada.

Podemos definir a diferença centrada como uma aproximação para

∂u

∂t
= lim

∆t→0

u (x, t+ ∆t)− u (x, t−∆t)

2∆t
,

33
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ou seja,
∂u

∂t
≈ u (x, t+ ∆t)− u (x, t−∆t)

2∆t
+O

(
∆t2

)
. (2.3)

Quando aplicamos a diferença adiantada para ∂u/∂t a equação do calor

∂u

∂t
= ∆u (2.4)

obtemos o método explicito, se aplicarmos a diferença atrasada obteremos o método

impĺıcito (fully implicit). A diferença centrada da forma (2.3) não é utilizada na prática

para a discretização do tempo na equação (2.3) pois pode gerar um método numérico

instável1. Para este tipo de equação utilizamos diferença centrada da forma

∂u

∂t
≈ u (x, t + ∆t/2)− u (x, t−∆t/2)

∆t
+O

(
∆t2

)
(2.5)

que aparece no método de Crank-Nicolson.

Podemos definir de forma análoga aproximações por diferença finita para a derivada

parcial de u em relação a x.

Para a segunda derivada parcial, como por exemplo ∂2u/∂x2, podemos definir a

diferença centrada simétrica

∂2u

∂x2
≈ u (x+ ∆x, t)− 2u (x, t) + u (x−∆x, t)

∆x2
+O

(
∆x2

)
(2.6)

Existem outras fórmulas de aproximações por diferença finita, com diferentes graus de

precisão, ver [22] por exemplo.

Os métodos das diferenças finitas envolvem uma discretização inicial do domı́nio onde

está definida a equação diferencial parcial. Vamos tomar como problema modelo a equação

do calor (2.4) em sua versão unidimensional com condições de contorno de Neumann e

uma condição inicial dada





∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
, (t ≥ 0, 0 ≤ x ≤ 1)

u (x, 0) = g (x) , (0 ≤ x ≤ 1)
∂u

∂t
(0, t) = 0, (t ≥ 0)

∂u

∂t
(1, t) = 0, (t ≥ 0)

(2.7)

Para isso, dividimos o eixo da variável x em espaços de tamanhos iguais (∆x). Por

exemplo, se dividimos o intervalo [0, 1] em n + 1 intervalos iguais, ∆x será igual a

1/ (n + 1). O eixo da variável t é igualmente dividido em espaços de tamanhos iguais

(∆t); de forma que dividimos o plano-xt em uma grade de pontos (“mesh points”) da

1A forma (2.3) é utilizada para discretização espacial.
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forma (i∆x, j∆t) com n+2 pontos de grade no eixo da variável x. Vamos nos concentrar

nos valores de u (x, t) nos pontos desta grade, para isso escrevemos

uj
i

def
= u (i∆x, j∆t) , (2.8)

para os valores de u (x, t) nos pontos da grade (i∆x, j∆t).

2.1 Método Expĺıcito das Diferenças Finitas

Neste método substituiremos o problema diferencial (2.7) por uma versão discretizada

dele usando as equações (2.1) e (2.6), logo

u (x, t+ ∆t)− u (x, t)

∆t
+O (∆t) =

u (x + ∆x, t)− 2u (x, t) + u (x−∆x, t)

∆x2
+O

(
∆x2

)
.

(2.9)

Ignorando os termos de O (∆t) e O (∆x2), usando a notação de (2.8) e reorganizando

as equações de diferenças obtemos

uj+1
i = αuj

i+1 + (1− 2α)uj
i + αuj

i−1, (2.10)

onde

α =
∆t

(∆x)2 ; (2.11)

com condições iniciais e de contorno (Neumann), respectivamente, da forma

u (i∆x, 0) = g (i∆x) = u0
i , 0 ≤ i ≤ n+ 1 (2.12)

uj
0 = uj

1; u
j
n+1 = uj

n. (2.13)

Por meio da equação (2.10), a solução numérica pode ser obtida passo a passo na

direção de t. Observemos que, enquanto a equação (2.9) é exata, (2.10) é somente uma

aproximação. Visto que a equação (2.10) fornece os novos valores uj+1
i explicitamente em

termos dos valores anteriores uj
i−1, u

j
i , u

j
i+1, o método baseado nesta equação é chamado

método expĺıcito.

A equação (2.10) também pode ser interpretada como um modelo para um passeio

aleatório sobre uma grade regular, onde uj
i denota a probabilidade de ponto marcado

estar na posição i no passo de tempo j, e α denota a probabilidade dela mover-se para

direita ou para a esquerda por uma unidade e (1− 2α) é a probabilidade de ele ficar

no lugar. Para tal interpretação fazer sentido probabiĺıstico devemos pedir que α ≤ 1 e

(1− 2α) ≤ 1, ou seja, α ≤ 1/2.

Um algoŕıtmo para resolver numericamente a equação (2.7) possui duas fases:

inicialização e solução. Onde o número de pontos da grade em [0, 1] é n + 2, o tamanho
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Algoritmo 1 Resolve (2.7) utilizando o método explicito das diferenças finitas

Input n, k,M

h← 1/(n+ 1)

α← k/h2

wi ← g (ih) (0 ≤ i ≤ n+ 1)

t← 0

Output 0, t, (w0, w1, . . . , wn+1)

for j = 1 to M do

for i = 1 to n do

ui ← αwi−1 + (1− 2α)wi + αw1+1

end for

u0 ← u1 {condições de Neumann}
un+1 ← un

t← jk

Output j, t, (u0, u1, . . . , un+1)

(w0, w1, . . . , wn+1)← (u0, u1, . . . , un+1)

end for

do passo na variável t, ∆t, será denotado por k, e o número de passos em t a ser calculado

é M . Esta estrutura está presente nos Algoritmos 1, 2 e 4.

A equação (2.10), juntamente com sua condição de contorno (2.13), também pode ser

escrita em notação matricial. Seja U j o vetor de valores de u no tempo t = jk, onde

k = ∆t. Então

U j =




uj
1

uj
2
...

uj
n




(2.14)

A equação (2.10), pode ser escrita como

U j+1 = AU j, ou seja, U j+1 = Aj+1U0,

onde A é uma matriz n× n dada por

A =




1− α α 0 . . . 0

α 1− 2α α . . . 0

0 α 1− 2α . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 1− α



. (2.15)
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Observe que uj
0 = uj

1 e uj
n+1 = uj

n por causa de

∂u

∂t
(0, t) = 0,

∂u

∂t
(1, t) = 0,

por isso a matriz A tem dimensão n× n e apresenta 1− α na primeira e última linha da

diagonal. Na Seção 2.5 voltaremos a estudar este método.

2.2 Método Puramente Impĺıcito

Neste método substituiremos o problema diferencial (2.7) por uma versão discretizada

dele usando as equações (2.2) e (2.6), logo

u (x, t)− u (x, t−∆t)

∆t
+O (∆t) =

u (x+ ∆x, t)− 2u (x, t) + u (x−∆x, t)

∆x2
+O

(
∆x2

)
.

(2.16)

Ignorando os termos de O (∆t) e O (∆x2), usando a notação de (2.8) e reorganizando

as equações de diferenças obtemos

−αuj
i+1 + (1 + 2α)uj

i − αuj
i−1 = uj−1

i . (2.17)

onde α é o mesmo definido na equação (2.11) e com condições iniciais e de contorno

(Neumann), respectivamente, da forma (2.12) e (2.13). Este método é conhecido como

método puramente impĺıcito (“fully implicit method”).

A equação (2.17) apresenta três termos com u no ńıvel j e somente um termo no ńıvel

j − 1. Se u é conhecido na grade de pontos no ńıvel j − 1, o valor no ńıvel j só pode

ser calculado resolvendo um sistema de equações, para obtermos tal sistema devemos

reescrever a equação (2.17) usando a notação matricial já apresentada na Seção anterior.

Seja U j como descrito em (2.14), então a equação (2.17) representa um sistema de n

equações para determinar o vetor U j assumindo que o vetor U j−1 já é conhecido. Este

sistema de equações é da forma

CU j = U j−1, (2.18)

onde C = −A e A é a matriz n × n descrita em (2.15). Observe que o sistema tem

n equações por causa da condição (2.13). Podemos resolver este sistema utilizando

diferentes métodos: decomposição LU, Gauss-Seidel, Jacobi, SOR (“Successive Over-

Relaxation”, estudaremos este método mais detalhadamente na Seção 2.4), dentre outros.

Apresentaremos no Algoritmo 2 uma rotina que resolve o sistema obtido a partir da

equação (2.17) usando o fato que que a matriz C é tridiagonal, uma vez que utiliza uma

subrotina espećıfica para este tipo de sistema.
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Observação 2.2.1. Considerando um sistema Cx = b, nesta rotina os elementos da

diagonal principal de C serão denotados por d1, d2, . . . , dn, os da superdiagonal por

c1, c2, . . . , cn−1 e os da subdiagonal por a1, a2, . . . , an−1, os números do lado direito do

sistema são b1, b2, . . . , bn e a solução é armazenada em x1, x2, . . . , xn. Desta forma

usaremos para acessar a rotina o comando x ←tri(n,a,d,c,b). Para o sistema (2.18)

usaremos os valores iniciais ui = g(ih) no lugar do vetor b. A rotina tri fornece o valor

de u no passo j + 1 e o escreve sobre o valor que estava armazenado do passo j. As

entradas di são alteradas durante a execução de tri por isso são reinicializadas em cada

passo no tempo.

Algoritmo 2 Resolve (2.7) utilizando o método implicito das diferenças finitas

Input n, k,M

h← 1/(n+ 1)

α← k/h2

ui ← g (ih) (0 ≤ i ≤ n+ 1)

t← 0

Output 0, t, (u0, u1, . . . , un+1)

for i = 1 to n− 1 do

ci ← −α
ai ← −α

end for

for j = 1 to M do

d1 ← 1 + α

dn ← 1 + α

for i = 2 to n− 1 do

di ← 1 + 2α

end for

b← (u1, . . . , un)T

(u1, . . . , un)← tri(n, a, d, c, b)

u0 ← u1 {condições de Neumann}
un+1 ← un

t← jk

Output j, t, (u0, u1, . . . , un+1)

end for

A rotina tri pode ser encontrada no Algoritmo 3.

Na Seção 2.4 apresentaremos outro algoritmo para resolver o sistema (2.17). O método

ı́mplicito das diferenças finitas voltará a ser estudado na Seção 2.5.
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Algoritmo 3 Método tridiagonal - v ← tri(n, a, d, c, b)

Input n, ai, bi, ci, di

for i = 2 to n do

di ← di − (ai−1/di−1)ci−1

bi ← bi − (ai−1/di−1)bi−1

end for

vn ← bn/dn

for i = n− 1 to 1 step −1 do

vi ← (bi − ci vi+1)/di

end for

2.3 Método de Crank-Nicolson

Este método é essencialmente uma combinação dos dois citados anteriormente. Usando

uma parâmetro θ, a diferença temporal centrada (2.5), ignorando os termos de O (∆t2)

e O (∆x2) e usando a notação de (2.8) podemos combinar o método expĺıcito e impĺıcito

de modo a discretizar (2.7) da seguinte forma:

u
j+1/2
i − uj−1/2

i

∆t
=

θ

∆x2

(
uj+1

i+1 − 2uj+1
i − uj+1

i−1

)

+
1− θ
∆x2

(
uj

i+1 − 2uj
i − uj

i−1

)
. (2.19)

Esta equação pode ser reescrita como

uj+1
i − uj

i

∆t
=

θ

∆x2

(
uj+1

i+1 − 2uj+1
i − uj+1

i−1

)

+
1− θ
∆x2

(
uj

i+1 − 2uj
i − uj

i−1

)
. (2.20)

Observe que se θ = 0 a equação acima descreve o método explicito, quando θ = 1 teremos

o método impĺıcito. O caso com θ = 1/2 que é conhecido como método de Crank-

Nicolson devido aos seus criadores, John Crank e Phylis Nicolson.

Usando a notação de (2.8) e expansão por série de Taylor da função u na vizinhança

dos pontos de interesse observamos porque a equação (2.19) pode ser escrita da forma

(2.20), visto que

−





uj+1
i = u

j+1/2
i +

∆t

2

(
∂u

∂t

)j+1/2

i

+
∆t2

4 · 2

(
∂2u

∂t2

)j+1/2

i

+O(∆t3)

uj
i = u

j+1/2
i − ∆t

2

(
∂u

∂t

)j+1/2

i

+
∆t2

4 · 2

(
∂2u

∂t2

)j+1/2

i

−O(∆t3)

uj+1
i − uj

i = ∆t

(
∂u

∂t

)j+1/2

i

+ O(∆t2)︸ ︷︷ ︸
ordem mais alta

.
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Pela equação (2.5) temos que

(
∂u

∂t

)j+1/2

i

=
u

j+1/2
i − uj−1/2

i

∆t
+O(∆t2).

Observa-se que o método de Crank-Nicolson tem uma ordem mais alta (em relação ao

tempo) de convergência para a solução da equação diferencial parcial do que os métodos

anteriores.

Vamos reorganizar a equação (2.20) de modo a obter uma expressão geral para o

método de Crank-Nicolson:

uj+1
i − uj

i

∆t
=

[(
uj+1

i+1 − 2uj+1
i + uj+1

i−1

)
+

(
uj

i+1 − 2uj
i + uj

i−1

)]

2 (∆x)2 ,

2uj+1
i − ∆t

(∆x)2

(
uj+1

i+1 − 2uj+1
i + uj+1

i−1

)
= 2uj

i +
∆t

(∆x)2

(
uj

i+1 − 2uj
i + uj

i−1

)
,

−αuj+1
i+1 + (2 + 2α)uj+1

i − αuj+1
i−1 = αuj

i+1 + (2− 2α)uj
i − αuj

i−1. (2.21)

A equação (2.21) apresenta três termos com u no ńıvel j + 1 e três termos no ńıvel j.

Se u é conhecido na grade de pontos no ńıvel j, o valor no ńıvel j+1 só pode ser calculado

resolvendo um sistema de equações, para obtermos tal sistema devemos reescrever a

equação (2.21) usando a notação matricial já apresentada nas seções anteriores. Seja

U j como descrito em (2.14), então a equação (2.21) representa um sistema de n equações

para determinar o vetor U j+1 assumindo que o vetor U j já é conhecido. Este sistema de

equações é da forma

(I + C)U j+1 = (I + A)U j, (2.22)

onde I é a matriz identidade de ordem n, C = −A e A é a matriz n × n descrita em

(2.15). Observe que o sistema tem n equações por causa da condição (2.13). Como U j já

é conhecido podemos reescrever o sistema (2.22) como

C̃U j+1 = b̃, (2.23)

com C̃ = I+C e b̃ = (I+A)U j o qual deve ser atualizado a cada passo no tempo. Como já

mencionamos este sistema pode ser resolvido usando diferentes métodos, apresentaremos a

seguir (no Algoritmo 4) um esboço do procedimento para resolver o sistema (2.23) usando

a rotina tri uma vez que a matriz C̃ é tridiagonal.

Na Seção 2.4 apresentaremos outro algoritmo para resolver o sistema (2.23). O método

de Crank-Nicolson das diferenças finitas voltará a ser estudado na Seção 2.5.
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Algoritmo 4 Resolve (2.7) utilizando o método de Crank-Nicolson das diferenças finitas

Input n, k,M

h← 1/(n+ 1)

α← k/h2

ui ← g (ih) (0 ≤ i ≤ n+ 1)

t← 0

Output 0, t, (u0, u1, . . . , un+1)

A(1, 1)← 1− α
A(n, n)← 1− α
A(1, 2)← α

A(n, n− 1)← α

for i = 2 to n− 1 do

A(i, i− 1)← α

A(i, i + 1)← α

A(i, i)← 1− 2α

end for

I ← matriz identidade

C̃ ← I − A
c← superdiagonal de A

a← subdiagonal de A

for j = 1 to M do

b̃← (I + A)(u1, . . . , un)T

d← diagonal de A

(u1, . . . , un)← tri(n, a, d, c, b̃)

u0 ← u1 {condições de Neumann}
un+1 ← un

t← jk

Output j, t, (u0, u1, . . . , un+1)

end for

2.4 SOR

O acrônimo SOR vem de “Successive Over-Relaxation” e designa um método iterativo

para resolver um sistema linear da forma

Ax = b. (2.24)
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De um modo geral, em um método iterativo, uma certa matriz Q é prescrita e o problema

original (2.24) é reescrito na forma equivalente

Qx = (Q− A)x+ b. (2.25)

Daqui podemos retirar um método iterativo que consiste em:

• Escolher um vetor inicial x(0);

• Iterar

x(k) = (I −Q−1A)x(k−1) +Q−1b. (2.26)

Podemos reescrever a equação acima da forma

x(k) = Gx(k−1) + c, (2.27)

onde G = (I −Q−1A) e c = Q−1b.

Vamos agora estabelecer critérios que nos permitam determinar quando existe

convergência para os métodos iterativos. Da equação (2.25) e (2.26) obtemos que

x(k) − x = (I −Q−1A)(x(k−1) − x) = G(x(k−1) − x). (2.28)

Escolhendo uma norma conveniente obtemos que

‖x(k) − x‖ ≤ ‖G‖‖x(k−1) − x‖, (2.29)

ou seja,

‖x(k) − x‖ ≤ ‖G‖k‖x(0) − x‖. (2.30)

Então se ‖G‖k < 1 podemos concluir que

lim
k→∞
‖x(k) − x‖ = 0.

Rigorosamente o seguinte teorema garante a convergência de um método iterativo

Teorema 2.4.1. (Teorema das Condições necessárias e suficientes para convergência de

um método iterativo) Para a fórmula de iteração

x(k) = Gx(k−1) + c

produzir uma sequência convergindo para (I − G)−1c, para qualquer vetor inicial x(0) é

necessário e suficiente que o raio espectral de G seja menor que 1.
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O raio espectral de G é definido pela equação

ρ(G) = max{|λ|
∣∣ det(G− λI) = 0}.

Além disso temos que

ρ(G) = inf
‖·‖
‖G‖.

Supondo que a matriz A de (2.24) pode ser particionada da forma

A = D + L + U,

onde D é a matriz diagonal formada pelos elementos da diagonal de A, L é a matriz

triangular inferior com diagonal nula e U é a matriz triangular superior com a diagonal

nula, podemos caracterizar o método SOR como o método onde

Q = ω−1(D + ωL),

G = (D + ωL)−1(−ωU + (1− ω)D).

Deste modo a equação (2.29) para este método pode ser escrita da forma

(D + ωL)x(k) = (1− ω)Dx(k−1) − ωUx(k−1) + ωb. (2.31)

Na prática o método SOR é variante do método Gauss-Sidel: para resolver (2.24)

calculamos a k−ésima iterada de Gauss-Sidel

x̃
(k)
i =

1

aii

[
bi −

i−1∑

j=1

aijx
(k)
j −

n∑

j=i+1

aijx
(k−1)
j

]
, (2.32)

para i = 1, 2, . . . , n (n é a dimensão de A), onde x
(k)
j é o j-ésimo elemento do vetor x na

k-ésima iterada e aij é o elemento da i-ésima linha e j-ésima coluna da matriz A, como

um passo intermediário e então calculamos o valor final a partir da equação

x
(k)
i = x

(k−1)
i + ω

(
x̃

(k)
i − x

(k−1)
i

)
, (2.33)

onde ω é um parâmetro de relaxação. Se ω = 1 a equação (2.33) reduz-se a equação

(2.32). Substituindo a equação (2.32) em (2.33) e reorganizando os termos obtemos que

aiix
(k)
i + ω

i−1∑

j=1

aijx
(k)
j = (1− ω)aiix

(k−1)
i − ω

n∑

j=i+1

aijx
(k−1)
j + ωbi, (2.34)

para i = 1, 2, . . . , n, que é a equação (2.31) em função dos elementos do vetor x e dos

elementos das matrizes D, L e U .

Os seguintes teoremas apresentam resultados acerca da convergência do método SOR.
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Teorema 2.4.2. (Kahan - condição necessária) Para que haja convergência do método

SOR, qualquer que seja a iterada inicial, é necessário que ω esteja no intervalo (0, 2).

Demonstração. Ver [12].

Teorema 2.4.3. (Ostrowski-Reich - condição suficiente) Se a matriz A for simétrica e

definida positiva, e considerarmos ω no intervalo (0, 2), há convergência do método SOR,

qualquer que seja a iterada inicial.

Demonstração. Ver [16] e [20].

No Algoritmo 5 apresentaremos uma rotina que executa o método SOR para resolver

(2.24).

2.5 Análise de Estabilidade

Os métodos das diferenças finitas descritos neste caṕıtulo são casos particulares da

fórmula linear de 1-passo de diferenças finitas que pode ser escrita da forma

r∑

µ=−`

βµu
j+1
i+µ =

r∑

µ=−`

αµu
j
i+µ (2.35)

para algumas constantes βµ, αµ, com β0 6= 0. Se βµ = 0 ∀ µ 6= 0 o método é expĺıcito e se

βµ 6= 0 para algum µ 6= 0 o método é impĺıcito.

De um modo geral seja S∆t, com S∆t : B → B, uma famı́lia de operadores lineares

limitados que aplica uj em uj+1, onde B é um espaço de Banach, então podemos

representar (2.35) por

uj+1 = S∆tu
j,

consequentemente

uj+1 = (S∆t)
ju0, (2.36)

onde o sub́ındice ∆t em S indica que os coeficientes da fórmula das diferenças finitas

dependem do passo no tempo.

A seguir apresentaremos algumas definições que indicam a confiabilidade que podemos

obter na discretização pelo método das diferenças finitas de um determinado problema de

valor inicial envolvendo uma equação diferencial parcial

∂tu(t) = Au(t), 0 ≤ t ≤ T u(0) = u0, (2.37)

onde u(t) é uma função de x, isto é, u(x, t) e A : B → B é um operador linear neste espaço

(no caso da equação do calor A = ∂2
x) e condições homogêneas de contorno podem ser

incluidas por uma restrição de B apropriada.
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Algoritmo 5 Método SOR - SOR(n,A, b, x, eps,maxit, ω)

Input n,A, bi, xi, eps, maxit, ω {x1, x2, . . . , xn são os elementos do vetor-chute inicial

x, eps é a tolerância, maxit é o número máximo de iterações}
for i = 1 to n do

if |aii| < eps then

Output “Algorithm fails because |aii| < eps ”

Exit

end if

end for

k ← 0 {k é contador das iterações}
cont← 1

while (k ≤ maxit) and (cont = 1) do

k ← k + 1

xold← x {xoldi, 1 ≤ i ≤ n are the old values of vector x}
for i = 1 to n do

sum← 0

for j = 1 to n do

if j 6= i then

sum← sum+ aij ∗ xj

end if

end for

xi ← (bi − sum)/aii

xi = xoldi + w ∗ (xi − xoldi)

end for

cont← 0

for i = 1 to n do

if |xi − xoldi| ≥ eps ∗ |xi| then

cont← 1

end if

end for

end while

if cont = 1 then

Output “Algorithm fails: no convergence”

end if
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Definição 2.5.1. (Consistência) {S∆t} tem ordem de precisão p se

‖u(t+ ∆t)− S∆tu(t)‖ = O(∆tp+1) quando ∆t→ 0 (2.38)

para qualquer t ∈ [0, T ], onde u(t) é uma solução suficientemente suave do problema de

valor inicial (2.37) para qualquer valor inicial u0. {S∆t} é consistente se tem ordem de

precisão p > 0.

Definição 2.5.2. (Convergência) {S∆t} é convergente se

lim
∆t→0
j∆t=t

‖(S∆t)
ju(0)− u(t)‖ = 0 (2.39)

para qualquer t ∈ [0, T ], onde u(t) é uma solução do problema de valor inicial (2.37) para

qualquer valor inicial u0.

Definição 2.5.3. (Estabilidade) {S∆t} é estável se para algum C > 0

‖(S∆t)
j‖ ≤ C (2.40)

para todo j e ∆t tal que 0 ≤ j∆t ≤ T .

Este limite na norma do operador ‖(S∆t)
j‖ é equivalente a

‖uj‖ = ‖(S∆t)
ju0‖ ≤ C‖u0‖ (2.41)

para todo u0 ∈ B e 0 ≤ j∆t ≤ T . A estabilidade de {S∆t} também é verificada se

‖S∆t‖j ≤ 1 +O(∆t). (2.42)

Este fato é garantido pelo lema abaixo (ver Lema 4.4.2 em [22]) fazendo s∆t = ‖S∆t‖.

Lema 3. Seja {s∆t} um conjunto de números não-negativos indexados por ∆t e seja

T > 0 fixado. Então (s∆t)
j ≤ C para algum C ≥ 0, uniformemente para todo ∆t e j com

j∆t ≤ T se, e somente se, s∆t ≤ 1 +O(∆t)

Vamos analisar a estabilidade dos métodos descritos nas Seções 2.1, 2.2 e 2.3. Usaremos

o método de Fourrier, neste método tentamos encontrar uma solução da equação de

diferenças finitas que tenha a forma de um modo de Fourrier, isto é,

un
j = gneijβh (i =

√
−1), (2.43)

onde β = βk = kπ e h = ∆x. Aqui estamos usando pontos de grade da forma (j∆x, n∆t)

ao invés da forma anterior (i∆x, j∆t) para que não ocorra confusão entre sub́ındice i e
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número complexo i =
√
−1. A função g = g(β) é denominada fator de amplificação e

verifica-se (veja Teorema 3.4 em [22]) que a condição (2.42) é equivalente a:

|g∆t|n ≤ 1 +O(∆t), (2.44)

quando ∆t→ 0 uniformemente em β.

Estabilidade do Método Expĺıcito das Diferenças Finitas

Substituindo o modo de Fourrier (2.43) em (2.10) obtemos que

un+1
j = αun

j+1 + (1− 2α)un
j + αun

j−1

gn+1eijβh = αgnei(j+1)βh + (1− 2α)gneijβh + αgnei(j−1)βh

g = αeiβh + (1− 2α) + αe−iβh

g = 2α cos βh+ (1− 2α)

= 1− 2α(1− cos βh)

= 1− 4α sin2 βh/2

Visto que 0 ≤ sin2 βh/2 ≤ 1, temos g ≤ 1 para qualquer α positivo. Se g ≥ 1, o fator de

amplificação satisfaz (2.44) e isto nos deixa a restrição α ≤ 1/2 para que o método seja

estável.

Estabilidade do Método Impĺıcito das Diferenças Finitas

Substituindo o modo de Fourrier (2.43) em (2.17) obtemos que

−αun
j+1 + (1 + 2α)un

j − αun
j−1 = un−1

j

−αgnei(j+1)βh + (1 + 2α)gneijβh − αgnei(j−1)βh = gn−1eijβh

−αeiβh + (1 + 2α)− αe−iβh = g−1

−2α cos βh+ (1 + 2α) = g−1

1 + 2α(1− cos βh) = g−1

1 + 4α sin2 βh/2 = g−1

g =
1

1 + 4α sin2 βh/2

Visto que |g| ≤ 1 para qualquer α positivo, o fator de amplificação satisfaz (2.44) e

podemos dizer que o método impĺıcito das diferenças finitas é incondicionalmente estável.
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Estabilidade do Método de Crank-Nicolson

Substituindo o modo de Fourrier (2.43) em (2.21) obtemos que

−αgn+1ei(j+1)βh + (2 + 2α) gn+1eijβh − αgn+1ei(j−1)βh = αgnei(j+1)βh + (2− 2α) gneijβh

− αgnei(j−1)βh

−αgeiβh + (2 + 2α) g − αge−iβh = αeiβh + (2− 2α)− αe−iβh

−2gα cos βh+ (2 + 2α)g = 2α cos βh+ (2− 2α)

2gα (1− cos βh) + 2g = −2α (1− cos βh) + 2

g(α4 sin2 βh/2 + 2) = 2− α4sin2βh/2

g =
1− α2 sin2 βh/1

1 + α2 sin2 βh/2
, (2.45)

chamando µ = 2 sin2 βh/2 em (2.45) temos que 0 ≤ µ ≤ 2 e para qualquer α positivo

1− αµ
1 + αµ

≤ 1 e −1− αµ ≤ 1− αµ.

Logo |g| ≤ 1 para qualquer α positivo, o fator de amplificação satisfaz (2.44) e podemos

dizer que o método de Crank-Nicolson é incondicionalmente estável.

A seguir enunciaremos um resultado que apresenta as condições para qua a solução

obtida pelo método das diferenças finitas convirja para a solução anaĺıtica de (2.37).

Teorema 2.5.1. (Teorema de Equivalência de Lax) Seja {S∆t} uma aproximação

consistente para o problema de valor inicial linear e bem-posto (2.37). Então {S∆t} é

convergente se, e somente se, é estável.

Demonstração. Ver [21].

Este teorema pode ser resumido na seguinte expressão:

Estabilidade + Consistência = Convergência.

Para o nosso problema espećıfico, obter soluções numéricas para (K-S), testamos a

validade de nossas discretizações através de simulações com dados iniciais e condições

para as quais conhecemos a solução anaĺıtica do problema (veja Apêndice B).
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2.6 Algoritmos para o Caso Espećıfico

Nesta seção apresentaremos as discretizações obtidas para o sistema (K-S) utilizando

o método das diferenças finitas, as quais foram utilizadas para obtenção dos resultados

que serão apresentados no próximo caṕıtulo. Considere o sistema (K-S)

∂ρ/∂t = ∇(D∇ρ− χρ∇S) (2.46)

∂S/∂t = Do∆S + αρ− βS, (2.47)

∂ρ/∂n = ∂S/∂n = 0, (2.48)

ρ (x, 0) = ρ0(x), S (x, 0) = S0(x). (2.49)

Vamos desenvolver a expressão (2.46):

∂ρ

∂t
= D∆ρ− χ∇(ρ∇S),

∂ρ

∂t
= D∆ρ− χ∇ρ · ∇S − χρ∆S. (2.50)

Estudaremos quantitativamente o modelo de Keller-Segel em uma e duas dimensões.

2.6.1 Caso Unidimensional

O sistema (K-S) com a vaŕıavel espacial x ∈ I ⊂ R pode ser escrito da forma

∂ρ

∂t
= D

∂2ρ

∂x2
− χ∂ρ

∂x

∂S

∂x
− χρ∂

2S

∂x2
, (2.51)

∂S

∂t
= D0

∂2S

∂x2
+ αρ− βS, (2.52)

∂ρ/∂x = ∂S/∂x = 0, (2.53)

ρ (x, 0) = ρ0(x), S (x, 0) = S0(x).

Vamos discretizar (2.51)-(2.52) com x ∈ [0, 1] dividindo o intervalo em n+1 intervalos

iguais de tamanho ∆x = 1/(n + 1). O eixo-t será dividido em espaços iguais a ∆t de

forma que avaliaremos os valores de ρ e S em pontos de grade da forma (i∆x, j∆t), ou

seja,

ρj
i = ρ (i∆x, j∆t) ,

Sij = S (i∆x, j∆t) .

As condições iniciais (2.49) e de contorno (2.53) ficam respectivamente da forma

ρ(i∆x, 0) = f(i∆x), 0 ≤ i ≤ n + 1,

S(i∆x, 0) = g(i∆x), 0 ≤ i ≤ n+ 1
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e

ρj
0 = ρj

1, ρj
n+1 = ρj

n, (2.54)

Sj
0 = Sj

1, Sj
n+1 = Sj

n. (2.55)

Método Expĺıcito

Faremos primeiramente a discretização da equação (2.51). Usando a aproximação por

diferença adiantada (2.1) para as derivadas parciais de ρ em relação a t e em relação a

x, usando a diferença centrada simétrica (2.6) para aproximar as derivadas parciais de

segunda ordem de ρ e S obtemos

ρj+1
i − ρj

i

∆t
=

D

(∆x)2

[
ρj

i+1 − 2ρj
i + ρj

i−1

]
− χ

(∆x)2

[
ρj

i+1 − ρj
i

] [
Sj

i+1 − Sj
i

]

− χ

(∆x)2ρ
j
i

[
Sj

i+1 − 2Sj
i + Sj

i−1

]
,

ρj+1
i = ρj

i
+

D∆t

(∆x)2

[
ρj

i+1 − 2ρj
i + ρj

i−1

]
− χ∆t

(∆x)2

[
ρj

i+1 − ρj
i

] [
Sj

i+1 − Sj
i

]

− χ∆t

(∆x)2ρ
j
i

[
Sj

i+1 − 2Sj
i + Sj

i−1

]
,

ρj+1
i = ρj

i+1

[
Ds− χs

(
Sj

i+1 − Sj
i

)]
+ ρj

i

[
1− 2Ds+ χs

(
Sj

i+1 − Sj
i

)]
+ ρj

i−1Ds, (2.56)

com

s =
∆t

(∆x)2 · (2.57)

Usando (2.1) e (2.6) na equação para S, (2.52), temos que

Sj+1
i − Sj

i

∆t
=

D0

(∆x)2

[
Sj

i+1 − Sj
i + Sj

i−1

]
+ αρj

i − βSj
i ,

Sj+1
i = Sj

i
+
D0∆t

(∆x)2

[
Sj

i+1 − Sj
i + Sj

i−1

]
+ ∆tαρj

i −∆tβSj
i ,

Sj+1
i = Sj

i+1D0s + Sj
i [1− 2D0s−∆tβ] + Sj

i−1D0s+ ∆tαρj
i , (2.58)

com s definido em (2.57).

Por meio das equações (2.56), (2.58) a solução numérica para (K-S) pode ser obtida

explicitamente passo a passo na direção de t.

Para que o método seja estável devemos exigir que Ds ≤ 1/2 e D0s ≤ 1/2.

O Algoritmo 6 nos mostra como obter uma solução numérica para (K-S) utilizando o

método expĺıcito das diferenças finitas.
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Algoritmo 6 Método expĺıcito para o modelo de (K-S) em uma dimensão

Input n, dt, M , D, D0, χ, α, β {dt é o tamanho do passo no tempo, M é o número de

passos em t}
h← 1/(n+ 1)

s← dt/h2

ρi ← f (ih) (0 ≤ i, k ≤ n+ 1)

Si ← g (ih) (0 ≤ i, k ≤ n + 1)

if (Ds ≤ 1/2) ou (D0s ≤ 1/2) then

for j = 1 to M do

for i = 1 to n do

ρj
i ← ρi+1(Ds− χs(Si+1 − Si)) + ρi (1− 2sD + sχ(Si − Si−1)) +Dsρi−1

Sj
i ← sD0Si+1 + Si(1− 2sD0 − dtβ) + sD0Si−1 + dtαρi

end for

ρj
0 ← ρj

1 {condições de Neumann}
ρj

n+1 ← ρj
n

Sj
0 ← Sj

1

Sj
n+1 ← Sj

n

for r = 0 to n + 1 do

ρr ← ρj
r

Sr ← Sj
r

end for

end for

else

Output “erro de estabilidade”

end if

Método Impĺıcito

Vamos discretizar primeiramente a equação (2.51). Usando a aproximação por

diferença atrasada (2.2) para a derivada parcial de ρ em relação a t, a diferença adiantada

(2.1) para as derivadas parciais de ρ e de S em relação a x e usando ainda a diferença

centrada simétrica (2.6) para as derivadas parciais de segunda ordem de ρ e S em relação

a x obtemos
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ρj
i − ρj−1

i

∆t
=

D

(∆x)2

[
ρj

i+1 − 2ρj
i + ρj

i−1

]
− χ

(∆x)2

[
ρj−1

i+1 − ρj−1
i

] [
Sj

i+1 − Sj
i

]

− χ

(∆x)2ρ
j−1
i

[
Sj

i+1 − 2Sj
i + Sj

i−1

]
,

ρj
i
−Ds

[
ρj

i+1 − 2ρj
i + ρj

i−1

]
= ρj−1

i − χsρj−1
i+1

[
Sj

i+1 − Sj
i

]
+ χsρj−1

i

[
Sj

i+1 − Sj
i

]

− χs
[
Sj

i+1 − 2Sj
i + Sj

i−1

]
,

−Dsρj
i+1 + ρj

i (1 + 2Ds)−Dsρj
i−1 = −χsρj−1

i+1

[
Sj

i+1 − Sj
i

]

+ ρj−1
i

[
1 + χs

(
Sj

i − Sj
i−1

)]
, (2.59)

com s = ∆t/∆x2.

Para cada passo j no tempo podemos escrever a equação (2.59) na forma matricial

como o sistema

MP j = bj−1, (2.60)

onde M é uma matriz n× n, M = I +DsA0 com

A0 =




1 −1 0 . . . 0

−1 2 −1 . . . 0

0 −1 2 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 1



, (2.61)

cada componente do vetor bj−1 é dada por

bj−1(i) = −χsρj−1
i+1

[
Sj

i+1 − Sj
i

]
+ ρj−1

i

[
1 + χs

(
Sj

i − Sj
i−1

)]
(2.62)

e

P j =




ρj
1

ρj
2
...

ρj
n



. (2.63)

Observe que o sistema (2.60) tem n equações por causa da condição (2.54).

Usando (2.2) e (2.6) na equação (2.52) para S temos

Sj
i − Sj−1

i

∆t
=

D0

(∆x)2

[
Sj

i+1 − 2Sj
i + Sj

i−1

]
+ αρj

i − βSj
i .

Organizando a expressão acima escrevemos

−D0s
[
Sj

i+1 − 2Sj
i + Sj

i−1

]
−∆tαρj

i + ∆tβSj
i + Sj

i = Sj−1
i

−D0sS
j
i+1S

j
i [2D0s+ ∆tβ + 1]−D0sS

j
i−1 = Sj−1

i
+ ∆tαρj

i , (2.64)
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com s como definido em (2.57).

Para cada passo j no tempo podemos escrever a equação (2.64) na forma matricial

como o sistema

NSj = dj−1, (2.65)

onde N é uma matriz n × n, N = D0sA0 + ∆tβI + I com A0 definida em (2.61), cada

componente do vetor dj−1 é dada por

dj−1(i) = Sj−1
i + ∆tαρj

i (2.66)

e

Sj =




Sj
1

Sj
2
...

Sj
n



. (2.67)

O sistema (2.65) tem n equações por causa da condição (2.55).

Neste método as soluções numéricas para (K-S) são obtidas resolvendo-se os sistemas

(2.60), (2.65) para cada passo j no tempo utilizando um dos métodos mencionados

anteriormente, por exemplo a rotina tri ou o método SOR.

Método Crank-Nicolson

Usando (2.2) para a derivada parcial de ρ em relação a t, (2.20) com θ = 1/2 para a

segunda derivada parcial de ρ em relação a x, (2.2) para as derivadas parciais de primeira

ordem de ρ e S em relação a x e (2.6) obtemos de (2.51) que

ρj
i − ρj−1

i

∆t
= D

[
1

2

ρj
i+1 − 2ρj

i + ρj
i−1

(∆x)2 +
1

2

ρj−1
i+1 − 2ρj−1

i + ρj−1
i−1

(∆x)2

]

− χ

[
ρj−1

i+1 − ρj−1
i−1

2∆x

] [
Sj

i+1 − Sj
i−1

2∆x

]
− χρj−1

i

[
Sj

i+1 − 2Sj
i + Sj

i−1

(∆x)2

]
,

−Ds
2
ρj

i+1 + ρj
i (1 +Ds)− Ds

2
ρj

i−1 = ρj−1
i+1

[
Ds

2
− χs

4

(
Sj

i+1 − Sj
i−1

)]

+ ρj−1
i

[
1−Ds− χs

(
Sj

i+1 − 2Sj
i + Sj

i−1

)]

+ ρj−1
i−1

[
Ds

2
+
χs

4

(
Sj

i+1 − Sj
i−1

)]
, (2.68)

com s = ∆t/∆x2.

Para cada passo j no tempo podemos escrever a equação (2.68) na forma matricial

como um sistema

M̃P j = b̃j−1, (2.69)
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onde M̃ é uma matriz n × n, M̃ = I +
Ds

2
A0 com a matriz A0 definida em (2.61), cada

componente do vetor b̃j−1 dada por

b̃j−1(i) = ρj−1
i+1

[
Ds

2
− χs

4

(
Sj

i+1 − Sj
i−1

)]

+ ρj−1
i

[
1−Ds− χs

(
Sj

i+1 − 2Sj
i + Sj

i−1

)]

+ ρj−1
i−1

[
Ds

2
+
χs

4

(
Sj

i+1 − Sj
i−1

)]

e P j definido em (2.63).

Na equação para S, (2.52), além de utilizarmos (2.20) com θ = 1/2 e (2.2) para

aproximar ∂S/∂t, utilizamos a média entre o valor de S no passo atual, j, e o valor no

passo anterior, j − 1, para aproximar S(x, t) de forma que obtemos

Sj
i − Sj−1

i

∆t
= D

[
1

2

Sj
i+1 − 2Sj

i + Sj
i−1

(∆x)2 +
1

2

Sj−1
i+1 − 2Sj−1

i + Sj−1
i−1

(∆x)2

]

+ ∆tαρj−1
i −∆tβ

[
Sj

i + Sj−1
i

2

]
,

−D0s

2
Sj

i+1 + Sj
i

[
1 +D0s+

∆tβ

2

]
− D0s

2
Sj

i−1 =
D0s

2
Sj−1

i+1

+ Sj−1
i

[
1−D0s−

∆tβ

2

]

+
D0s

2
Sj−1

i−1 + ∆tαρj−1
i . (2.70)

Para cada passo j no tempo podemos escrever a equação (2.70) na forma matricial

como um sistema

ÑSj = d̃j−1, (2.71)

onde Ñ é uma matriz n × n, Ñ =
D0s

2
A0 +

∆tβ

2
I + I com A0 definida em (2.61), cada

componente do vetor d̃j−1 é dada por

d̃j−1(i) = =
D0s

2
Sj−1

i+1 + Sj−1
i

[
1−D0s−

∆tβ

2

]

+
D0s

2
Sj−1

i−1 + ∆tαρj−1
i

e o vetor Sj definido em (2.67).

Obtemos as soluções numéricas para (K-S) resolvendo os sistemas (2.69), (2.71) a cada

passo j no tempo.
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2.6.2 Caso Bidimensional

O sistema (2.50) e (2.47) com a variável espacial x= (x, y) ∈ Ω ⊂ R
2 pode ser escrito

da forma

∂ρ

∂t
= D

(
∂2ρ

∂x2
+
∂2ρ

∂y2

)
− χ

(
∂ρ

∂x

∂S

∂x
+
∂ρ

∂y

∂S

∂y

)

− χρ

(
∂2S

∂x2
+
∂2S

∂y2

)
, (2.72)

∂S

∂t
= D0

(
∂2S

∂x2
+
∂2S

∂y2

)
+ αρ− βS. (2.73)

Método Impĺıcito

Vamos discretizar (2.72), (2.73) no quadrado [0, 1]× [0, 1]. Para isso dividimos os eixos

das variáveis x e y em espaços de tamanhos iguais a ∆x e ∆y respectivamente e o eixo-t

é dividido em espaços de tamanhos iguais a ∆t, de forma que o espaço-xyt fique dividido

em pontos de grade da forma (i∆x, k∆y, j∆t), ou seja,

ρj
i k = ρ (i∆x, k∆y, j∆t) , (2.74)

Si kj = S (i∆x, k∆y, j∆t) . (2.75)

Assumindo ∆x = ∆y = h = 1/(n + 1) o quadrado [0, 1] × [0, 1] está dividido em

(n+ 1)2 quadrados iguais.

Na discretização de (K-S) as condiões iniciais (2.49) e de contorno (2.48) ficam

respectivamente da forma

ρ(i∆x, k∆y, 0) = f((i∆x, k∆y, ), 0 ≤ i, k ≤ n+ 1,

S(i∆x, k∆y, 0) = g((i∆x, k∆y, ), 0 ≤ i, k ≤ n+ 1

e

ρj
0 k = ρj

1 k, ρj
i 0 = ρj

i 1, ρj
n+1 k = ρj

n k, ρj
i n+1 = ρj

i n

Sj
0 k = Sj

1 k, Sj
i 0 = Sj

i 1, Sj
n+1k = Sj

n k, Sj
i n+1 = Sj

i n.

Usando a aproximação por diferença atrasada (2.2) para a derivada parcial de ρ em

relação ao tempo e para as derivadas parciais de primeira ordem em relação a x e em

relação a y, usando a aproximação por diferença centrada simétrica (2.6) para as derivadas
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parciais de segunda ordem de ρ em relação a x e y. Obtemos de (2.72) que

ρj
ik − ρ

j−1
ik

∆t
= D

[
ρj

i+1 k − 2ρj
i k + ρj

i−1 k

(∆x)2 +
ρj

i k+1 − 2ρj
i k + ρj

i k−1

(∆y)2

]

− χ

[
ρj−1

i k − ρ
j−1
i−1 k

(∆x)

][
Sj−1

i k − S
j−1
i−1 k

(∆x)

]
− χ

[
ρj−1

i k − ρ
j−1
i k−1

(∆y)

][
Sj−1

i k − S
j−1
i k−1

(∆y)

]

− χρj−1
i k

[
Sj−1

i+1 k − 2Sj−1
i k + Sj−1

i−1 k

(∆x)2 +
Sj−1

i k+1 − 2Sj−1
i k + Sj−1

i k−1

(∆y)2

]
.

Podemos reorganizar a expressão acima e obter

ρj
i k = (1 + 4Ds)−1 [

Aux(i, k) +Ds
(
ρj

i+1 k + ρj
i−1 k + ρj

i k+1 + ρj
i k−1

)]
, (2.76)

com s = ∆t/h2 e

Aux(i, k) = ρj−1
i k − χs

(
ρj−1

i k − ρ
j−1
i−1 k

) (
Sj−1

i k − S
j−1
i−1 k

)
− χs

(
ρj−1

i k − ρ
j−1
i k−1

) (
Sj−1

i k − S
j−1
i k−1

)

− χsρj−1
i k

(
Sj−1

i+1 k + Sj−1
i−1 k + Sj−1

i k+1 + Sj−1
i k−1 − 4Sj−1

i k

)
.

Vamos discretizar (2.73) usando a aproximação por diferença atrasada (2.2) para a

derivada parcial de ρ em relação ao tempo e usando a aproximação por diferença centrada

simétrica (2.6) para as derivadas parciais de segunda ordem de S em relação a x e y.

Obtemos

Sj
ik − S

j−1
ik

∆t
= D0

[
Sj

i+1 k − 2Sj
i k + Sj

i−1 k

(∆x)2 +
Sj

i k+1 − 2Sj
i k + Sj

i k−1

(∆y)2

]

+ αρj−1
i k − βS

j−1
i k .

Assumindo ∆x = ∆y = h, s =
∆t

h2
e reorganizando a expressão acima temos que

Sj
i k = (1 + 4D0s)

−1 [
E(i, k) +D0s

(
Sj

i+1 k + Sj
i−1 k + Sj

i k+1 + Sj
i k−1

)]
, (2.77)

com s = ∆t/h2 e

E(i, k) = Sj−1
i k (1− β∆t) + α∆tρj−1

i k .

Se iterarmos as equações (2.76)-(2.77), a solução numérica para (K-S) pode ser

obtida para cada passo no tempo e estaremos realizando o processo descrito em (2.32).

Escrevendo

Y = = (1 + 4Ds)−1 [
Aux(i, k) +Ds

(
ρj

i+1 k + ρj
i−1 k + ρj

i k+1 + ρj
i k−1

)]
,

ρj
i k = ρj

i k(1− ω) + ωY,
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iterando estas equações e procedendo de forma análoga para S estamos procurando

soluções para (2.72)-(2.73) usando o método SOR descrito em (2.33).

No Algoritmo 7 mostramos como utilizar o método impĺıcito para obter soluções

numéricas para o modelo (K-S) em duas dimensões.
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Algoritmo 7 Método impĺıcito para o modelo de (K-S) em duas dimensões - Parte I

Input n, dt, M , eps, maxit, ω, D, D0, χ, α, β {eps é a tolerância, maxit é o número

máximo de iterações, dt é o tamanho do passo no tempo, M é o número de passos em

t}
h← 1/(n+ 1)

s← dt/h2

ρi k ← f (ih, kh) (0 ≤ i, k ≤ n+ 1)

Si k ← g (ih, kh) (0 ≤ i, k ≤ n + 1)

for j = 1 to M do

loop← 0 {loop é o contador das iterações}
contρ ← 1

contS ← 1

for i = 1 to n do

for k = 1 to n do

E(i, k)← Sj−1
i k (1− β∆t) + α∆tρj−1

i k

Aux(i, k) ← ρj−1
i k − χs

(
ρj−1

i k − ρ
j−1
i−1 k

) (
Sj−1

i k − S
j−1
i−1 k

)

− χs
(
ρj−1

i k − ρ
j−1
i k−1

) (
Sj−1

i k − S
j−1
i k−1

)

− χsρj−1
i k

(
Sj−1

i+1 k + Sj−1
i−1 k + Sj−1

i k+1 + Sj−1
i k−1 − 4Sj−1

i k

)

end for

end for

while (loop ≤ maxit) and (contS = 1) do

loop← loop + 1

Sold← S

contS ← 0

for i = 1 to n do

for k = 1 to n do

Z ← (1 + 4D0s)
−1(E(i, k) +D0s(Si+1k + Si k+1 + Si−1 k + Si k−1))

Z ← Si k(1− w) + wZ

Si k ← Z

end for

end for

Sj
0 k ← Sj

1 k, S
j
i 0 ← Sj

i 1 {condições de Neumann}
Sj

n+1 k ← Sj
n k, S

j
i n+1 ← Sj

i n

if ‖S − Sold‖ ≥ eps then

contS ← 1

end if

end while

{Aqui entra a Parte II}
end for
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Algoritmo 8 Método impĺıcito para o modelo de (K-S) em duas dimensões - Parte II

loop← 0 {loop é o contador das iterações}
while (loop ≤ maxit) and (contρ = 1) do

loop← loop + 1

ρold ← ρ

contρ ← 0

for i = 1 to n do

for k = 1 to n do

Y ← (1 + 4Ds)−1(Aux(i, k) +Ds(ρi+1 k + ρi k+1 + ρi−1 k + ρi k−1))

Y ← ρi,k(1− w) + wY

ρi k ← Y

end for

end for

ρj
0 k ← ρj

1 k, ρ
j
i 0 ← ρj

i 1 {condições de Neumann}
ρj

n+1 k ← ρj
n k, ρ

j
i n+1 ← ρj

i n

if ‖ρ− ρold‖ ≥ eps then

contρ ← 1

end if

end while

if contρ = 1 ou contS = 1 then

Output “SOR Algorithm fails: no convergence”

end if



Caṕıtulo 3

Simulações Numéricas

Considere o sistema (K-S) abaixo

∂ρ/∂t = ∇(D∇ρ− χρ∇S) , x ∈ Ω, t > 0

∂S/∂t = Do∆S + ϕ(ρ, S), x ∈ Ω, t > 0

∂ρ/∂n = ∂S/∂n = 0, x ∈ ∂Ω, t > 0

ρ (x, 0) = ρ0(x), S (x, 0) = S0(x), x ∈ Ω.





(K-S)

Na Seção 1.4 analisamos as propriedades das soluções de (K-S) na vizinhança dos

pontos de equiĺıbrio: ρ = ρ0 e S = S0, onde ρ0 e S0 são constantes. Isto é consideramos

soluções da forma

ρ = ρ0 + ρ̄(x, t) ,|ρ̄| � ρ0 , (3.1)

S = S0 + S̄(x, t) ,|S̄| � S0 .

Usando os coeficientes do modelo (K-S) acima, a equação (1.17), que mostra comos

os valores de ρ e S estão relacionados no equiĺıbrio, pode ser reescrita da forma

ρ0α = βS0.

Logo

S0 = ρ0
α

β
. (3.2)

Assim podemos escrever a condição de instabilidade (1.28) da forma

ρ0 >
βD

αχ
. (3.3)

Mostraremos nas simulações que a agregação acontecerá quando tornarmos a condição

(3.3) verdadeira, ou seja, podemos manipular os valores de ρ0 (concentração inicial de

células), α (taxa de produção de cAMP) e χ (sensitividade quimiotática) de forma que

60
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obteremos numericamente soluções cujas propriedades estão de acordo com o estudo

anaĺıtico do modelo.

Exemplo 1: Uma Dimensão Espacial

Dados de entrada:

• D = D0 = 0, 36 e χ = 0, 1;

• α = 0, 2; β = 0, 1 (mais produção do que decaimento de cAMP);

• ρ0 = 80, ρ(x, 0) = ρ0(1− 0, 1 cos(2πx)) e S(x, 0) = ρ0
α

β
;

• x ∈ [0, 1] e ∆x = 1/14;

• ∆t = 1/14 e M = 70 (número de passos em t), ou seja, T = M∆t = 5.

O solução numérica, ρ(x, t), para estes dados pode ser vista nas Figuras 3.1 e 3.2. Na

Figura 3.2 b) observamos que após o tempo T a densidade de células está praticamente

constante, pois a variação de ρ em relação a x é muito pequena (entre 80, 6 e 80, 635).

0
1

2
3

4
5

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
76

77

78

79

80

81

82

83

84

85

tempo t

P(x,t)−metodo Implicito c/ tri

distancia x

Figura 3.1: ρ(x, t) - Exemplo 1

Aumentando o valor de χ e mantendo os outros dados iguais observamos agregação.

Nas Figuras 3.3 a) e b) temos o valor de χ = 0, 15, em b) a variação de ρ em relação a

x no tempo T apresenta uma diferença significativa (entre 79 e 82, 5 aproximadamente)

quando comparada com a Figura 3.2 b). Nas Figuras 3.4 a) e b) temos o valor de χ = 0, 2

e a agregação é bem viśıvel devido a grande variação de ρ numa determinada região do

espaço x no tempo T .
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76

77

78

79

80

81

82

83

84

85

distancia x

P(x,t) inicial−metodo implicito

(a) ρ(x, 0)
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(b) ρ(x, T )

Figura 3.2: ρ(x, 0) e ρ(x, T ) - Exemplo 1
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(a) ρ(x, t)
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P(x,t) final−metodo implicito
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(b) ρ(x, T )

Figura 3.3: ρ(x, t) e ρ(x, T ), χ = 0, 15 - Exemplo 1

Se ao invés de aumentarmos o valor de χ, aumentarmos o valor de ρ0 também

observamos agregação. Nas Figuras 3.5 e 3.6 temos χ = 0, 1, ρ0 = 160, ρ(x, 0) =

160(1− 0, 1 cos(2πx)) e os outros dados de entrada permanecem os mesmos.

Exemplo 2: Duas Dimensões Espaciais

Dados de entrada:

• D = D0 = 0, 36 e χ = 0, 4;

• α = 0, 5; β = 0, 1;

• ρ0 = 20, ρ(x, y, 0) = ρ0(1− 0, 1 cos(2πx) cos(2πy)) e S(x, y, 0) = ρ0
α

β
;
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(a) ρ(x, t)
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(b) ρ(x, T )

Figura 3.4: ρ(x, t) e ρ(x, T ), χ = 0, 2 - Exemplo 1
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Figura 3.5: ρ(x, t), ρ0 = 160 - Exemplo 1

• (x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] e ∆x = 1/20;

• ∆t = 1/20 e M = 69 (número de passos em t), ou seja, T = M∆t = 3, 45.

O comportamento da solução numérica ρ(x, t) obtida para o modelo (K-S) com estes

dados de entrada pode ser visto na Figura 3.7.

Quando aumentamos a taxa de produção de cAMP α para 0, 5, e a sensitividade

quimiotática χ para 0, 6, mantendo os outros dados inalterados, observamos o fenômeno

da agregação (Figura 3.8).
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Figura 3.6: ρ(x, 0) e ρ(x, T ) com ρ0 = 160 - Exemplo 1
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Figura 3.7: ρ(x, y, 0) e ρ(x, y, T ) - Exemplo 2

Exemplo 3: Duas Dimensões Espaciais

Neste exemplo vamos mostrar a mudança do comportamento da solução numérica

ρ(x, y, t) a medida que aumentamos o valor de ρ0, onde

ρ(x, y, 0) = ρ0(1− 0.1 cos(2πx) cos(2πy)).

Dados de entrada:

• D = D0 = 0, 36 e χ = 0, 5;

• α = 0, 2; β = 0, 1;
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Figura 3.8: ρ(x, y, T ) com α = 0, 6 e χ = 0, 5 - Exemplo 2

• ρ(x, y, 0) = ρ0(1− 0, 1 cos(2πx) cos(2πy)) e S(x, y, 0) = ρ0
α

β
;

• (x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] e ∆x = ∆y = 1/10;

• ∆t = 0, 25 e M = 127 (número de passos em t), ou seja, T = M∆t = 31, 75.

Na Figura 3.9 temos ρ0 = 20, na Figura 3.10 ρ0 = 21 e na Figura 3.11 ρ0 = 22.

Observamos que o acúmulo de células numa determinada região do espaço vai aumentando

conforme o valor de ρ0 é aumentado.
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Figura 3.9: ρ(x, y, 0), ρ(x, y, T ) com ρ0 = 20 - Exemplo 3
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Figura 3.10: ρ(x, y, 0), ρ(x, y, T ) com ρ0 = 21 - Exemplo 3
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Conclusões

Observamos que o estudo do modelo difusivo motivou o desenvolvimento de toda uma

teoria para análise do comportamento de suas soluções, uma vez que é interessante do

ponto de vista da modelagem determinar quando podemos garantir a existência global

das soluções de (K-S) e/ou quando podemos prever “blow-up” em tempo finito para suas

soluções.

Pudemos observar nas simulações numéricas as condições para as quais as soluções de

(K-S) apresentam agragação seguindo os passos descritos por Keller e Segel em [13] para

analisar o comportamento de soluções na vizinhança dos pontos de equiĺıbrio.

Mostramos formalmente que o modelo cinético tem como limite macroscópico o modelo

difusivo e como núcleos espećıficos podem ser escolhidos no modelo de Othmer-Dumbar-

Alt, (1.4), de forma compat́ıvel com o modelo difusivo de Keller-Segel sem que haja

“blow-up” em tempo finito no modelo cinético mas com “blow-up” em tempo finito no

modelo macroscópico (ver Exemplo 2, Seção 1.5).

Como pudemos observar através da leitura de artigos sobre modelagem de quimiotaxia,

a relação entre modelos cinéticos e difusivos, assim como o estudo do comportamento de

suas respectivas soluções são assuntos que apresentam grande perspectiva no que diz

respeito a pesquisa recente na área de modelagem matemática.
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Apêndice A

Programas

Algoritmo 9 Método tridiagonal para resolver sistemas - Rotina tri

function v=tri(N,a,d,c,b)

%Resolve Um sistema tridiagonal de equaç~oes lineares de dimens~ao N

%di s~ao os elementos da diagonal

%ci s~ao os elementos da superdiagonal

%ai s~ao os elementos da subdiagonal

%global N a b c d

for i=2:N

d(i)=d(i)-(a(i-1)/d(i-1))*c(i-1);

b(i)=b(i)-(a(i-1)/d(i-1))*b(i-1);

end

v(N)=b(N)/d(N);

for i=N-1:-1:1

v(i)=(b(i)-c(i)*v(i+1))/d(i);

end

68
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Algoritmo 10 Met. SOR para resolver sistemas

function x=SOR(N,A,b,x,eps,maxit,w)

%this program solves Ax=b using the SOR method

%N is the number of equations and unknows

%A(i,j) are the elements of a matrix A, b(i) are the elements of b

%x(i) are the initial guesses of x, eps is the tolerance

%maxit is the maximum number of iterations

%w is the relaxation paramenter

cont=1;

for i=1:N

if abs(A(i,i))<eps

warning(’ |A(i,i)|<eps’);

return

end

end

k=0;

while ((k<=maxit)&(cont==1))

k=k+1;

xold=x; %xold(i), 1<=i<=N are the old values of x

for i=1:N

sum=0;

for j=1:N

if (j~=i)

sum=sum+A(i,j)*x(j);

end

end

x(i)=(b(i)-sum)/A(i,i);

x(i)=xold(i)+w*(x(i)-xold(i));

end

cont=0;

for i=1:N

if abs(x(i)-xold(i))>=eps*abs(x(i))

cont=1;

end

end

end

if cont==1

warning(’Algorithm fails: no convergence’);

end
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Algoritmo 11 Met. expĺıcito para o modelo de (K-S):1 dimensão - cód. MATLAB

clc; %limpa a tela

clear; %limpa as variáveis

n=input(’Entra com o numero de pontos em X: ’);

N=n-2; %intervalo [0,1] dividido em n-1 intervalos iguais

dt=input(’Entra com o passo para t: ’);

M=input(’Entra com o numero de passos para t: ’); T=dt*M; %tempo final

D=input(’Entra com difusibilidade da celula ’);

Do=input(’Entra com o difusibilidade do quimioatraente: ’);

qui=input(’Entra com o sensitividade quimiotatica: ’);

alpha=input(’Entra com a taxa de producao de quimioatraente pela celula: ’);

beta=input(’Entra com a taxa de decaimento do quimioatraente: ’);

h=1/(N+1); %passo no tempo

s=dt/(h^2);

S(1:N+2,1:M)=0; %inicializando a variável S

P(1:N+2,1:M)=0; %inicializando a variável rho

x=[0:h:1]; % discretizaç~ao do eixo-x

t=[0:dt:T]; % discretizaç~ao do eixo-t

po=input(’Entra com massa inicial de celulas: ’);

p=po*(1-0.1*cos(2*pi*x)); % condiç~ao inicial para rho

q=po*(alpha/beta)*ones(size(p)); % condiç~ao inicial para S

S(:,1)=q(:); %armazenando a condiç~ao inicial

P(:,1)=p(:); % o MATLAB só aceita indices inteiros positivos logo

%S(:,1) armazena o equivalente a S no tempo 0 e S(:, M+1) S no passo M

if (D*s<=1/2)|(Do*s<=1/2) %testa a condiç~ao de estabilidade

for j=2:M+1

for i=2:N+1

P(i,j)=p(i+1)*(D*s-qui*s*(q(i+1)-q(i))) ...

+p(i)*(1-2*s*D+s*qui*(q(i)-q(i-1)))+s*D*p(i-1);

S(i,j)=s*Do*q(i+1)+q(i)*(1-2*s*Do-dt*beta)+s*Do*q(i-1)+dt*alpha*p(i);

end

P(1,j)=P(2,j); P(N+2,j)=P(N+1,j); %condiç~oes de Neumann

S(1,j)=S(2,j); S(N+2,j)=S(N+1,j); %condiç~oes de Neumann

for r=0:N+1 %atualiza o vetor p e q para o próximo passo no tempo

p(r+1)=P(r+1,j);

q(r+1)=S(r+1,j);

end

end

else error(’erro de estabilidade’);

end



APÊNDICE A. PROGRAMAS 71

Algoritmo 12 Met. impĺıcito com rotina tri para o modelo de (K-S): 1 dimensão - cód.

MATLAB
clc; %limpa a tela

clear; %limpa as variáveis

n=input(’Entra com o numero de pontos em X: ’); N=n-2;

dt=input(’Entra com o passo para t: ’);

M=input(’Entra com o numero de passos para t: ’); T=dt*M; %tempo final

D=input(’Entra com difusibilidade da celula ’);

Do=input(’Entra com o difusibilidade do quimioatraente: ’);

qui=input(’Entra com o sensitividade quimiotatica: ’);

alpha=input(’Entra com a taxa de producao de quimioatraente pela celula: ’);

beta=input(’Entra com a taxa de decaimento do quimioatraente: ’);

h=1/(N+1); %passo no tempo

s=dt/(h^2);

S(1:N+2,1:M)=0; %inicializando a variável S

P(1:N+2,1:M)=0; %inicializando a variável rho

x=[0:h:1]; % discretizaç~ao do eixo-x

t=[0:dt:T]; % discretizaç~ao do eixo-t

po=input(’Entra com massa inicial de celulas: ’);

p=po*(1-0.1*cos(2*pi*x)); % condiç~ao inicial para rho

q=po*(a/b)*ones(size(p)); % condiç~ao inicial para S

S(:,1)=q(:); %armazenando a condiç~ao inicial

P(:,1)=p(:); % o MATLAB so aceita indices inteiros positivos logo

%S(:,1) armazena o equivalente a S no tempo 0 e S(:, M+1) S no passo M

I=eye(N,N); %matriz identidade

Ao(1,1)=1; Ao(N,N)=1; %construç~ao da matriz Ao, seç~ao 2.6.1

Ao(1,2)=-1; Ao(N,N-1)=-1;

for i=2:N-1

Ao(i,i-1)=-1;

Ao(i,i+1)=-1;

end

for i=2:N-1

Ao(i,i)=2;

end

A=D*s*Ao+I; %matriz M, seç~ao 2.6.1

d_A(1:N)=0; %inicializaç~ao da diagonal de A

for i=1:N-1

c_A(i)=A(i,i+1);

a_A(i)=A(i+1,i);

end
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B=((1+dt*beta)*I+s*Do*Ao); %matriz N, seç~ao 2.6.1

d_B(1:N)=0; %inicializaç~ao da diagonal de A

for i=1:N-1

c_B(i)=B(i,i+1);

a_B(i)=B(i+1,i);

end

for j=2:M+1

d_A(:)=diag(A); %declara diagonal dentro deste laço pois

d_B(:)=diag(B); % a rotina tri altera a diagonal

F=q’+dt*alpha*p’; %vetor d, seç~ao 2.6.1

q(2:N+1)=tri(N,a_B,d_B,c_B,F(2:N+1)); %resolvendo o sistema

q(1)=q(2); %condiç~ao de Neumann

q(N+2)=q(N+1); %condiç~ao de Neumann

S(:,j)=q(:);

for i=2:N+1 %vetor b, seç~ao 2.6.1

aux(i-1)=-qui*s*p(i+1)*(q(i+1)-q(i))+p(i)*(1+qui*s*(q(i)-q(i-1)));

end

p(2:N+1)=tri(N,a_A,d_A,c_A,aux); %resolvendo o sistema

p(1)=p(2); %condiç~ao de Neumann

p(N+2)=p(N+1); %condiç~ao de Neumann

P(:,j)=p(:);

end

figure

surf(t,x,P); % ‘‘plota’’ soluç~ao para rho em 3-D

title(’P(x,t)-metodo Implicito c/ tri’)

xlabel(’tempo t’)

ylabel(’distancia x’)
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Algoritmo 13 Met. impĺıcito com rotina SOR para o modelo de (K-S): 1 dimensão - cód.

MATLAB
clc; %limpa a tela

clear; %limpa as variáveis

n=input(’Entra com o numero de pontos em X: ’); N=n-2;

dt=input(’Entra com o passo para t: ’);

M=input(’Entra com o numero de passos para t: ’); T=dt*M; %tempo final

D=input(’Entra com difusibilidade da celula ’);

Do=input(’Entra com o difusibilidade do quimioatraente: ’);

qui=input(’Entra com o sensitividade quimiotatica: ’);

alpha=input(’Entra com a taxa de producao de quimioatraente pela celula: ’);

beta=input(’Entra com a taxa de decaimento do quimioatraente: ’);

h=1/(N+1); %passo no tempo

s=dt/(h^2);

S(1:N+2,1:M)=0; %inicializando a variável S

P(1:N+2,1:M)=0; %inicializando a variável rho

x=[0:h:1]; % discretizaç~ao do eixo-x

t=[0:dt:T]; % discretizaç~ao do eixo-t

po=input(’Entra com massa inicial de celulas: ’);

p=po*(1-0.1*cos(2*pi*x)); % condiç~ao inicial para rho

q=po*(a/b)*ones(size(p)); % condiç~ao inicial para S

S(:,1)=q(:); %armazenando a condiç~ao inicial

P(:,1)=p(:); % o MATLAB so aceita indices inteiros positivos logo

%S(:,1) armazena o equivalente a S no tempo 0 e S(:, M+1) S no passo M

I=eye(N,N); %matriz identidade

Ao(1,1)=1; Ao(N,N)=1; %construç~ao da matriz Ao, seç~ao 2.6.1

Ao(1,2)=-1; Ao(N,N-1)=-1;

for i=2:N-1

Ao(i,i-1)=-1;

Ao(i,i+1)=-1;

end

for i=2:N-1

Ao(i,i)=2;

end

A=D*s*Ao+I; %matriz M, seç~ao 2.6.1

B=s*Do*Ao+I+dt*beta*I; %matriz N, seç~ao 2.6.1

teps=sqrt(eps); %eps é o erro ‘‘default’’ do MATLAB

w=input(’Entra com o valor de w: ’); %parâmetro de relaxaç~ao

maxit=100; %número máximo de iteraç~oes do SOR
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for j=2:M+1

X=zeros(size(q(2:N+1)’)); %inicializando a variável auxiliar X

F=q’+dt*alpha*p’; % vetor d da seç~ao 2.6.1

X=SOR(N,B,F(2:N+1),X,eps,maxit,w); % resolvendo o sistema para S

S(2:N+1,j)=X;

S(1,j)=S(2,j); %condiç~ao de Neumann

S(N+2,j)=S(N+1,j); %condiç~ao de Neumann

q(:)=S(:,j);

for i=2:N+1 %vetor b da seç~ao 2.6.1

aux(i-1)=-qui*s*p(i+1)*(q(i+1)-q(i))+p(i)*(1+qui*s*(q(i+1)-q(i))...

-qui*s*(q(i+1)-2*q(i)+q(i-1)));

end

Y=zeros(size(p(2:N+1)’));

Y=SOR(N,A,aux,Y,teps,maxit,w); % resolvendo o sistema para rho

P(2:N+1,j)=Y;

P(1,j)=P(2,j); %condiç~ao de Neumann

P(N+2,j)=P(N+1,j); %condiç~ao de Neumann

p(:)=P(:,j);

end

figure

surf(P) % ‘‘plota’’ soluçao para rho em 3-D

title(’P(x,t) - metodo implicito com SOR’)

xlabel(’tempo t’)

ylabel(’distancia x’)
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Algoritmo 14 Met. Crank-Nicolson com rotina tri para o modelo de (K-S): 1 dimensão

- cód. MATLAB
clc; %limpa a tela

clear; %limpa as variáveis

n=input(’Entra com o numero de pontos em X: ’); N=n-2;

dt=input(’Entra com o passo para t: ’);

M=input(’Entra com o numero de passos para t: ’); T=dt*M; %tempo final

D=input(’Entra com difusibilidade da celula ’);

Do=input(’Entra com o difusibilidade do quimioatraente: ’);

qui=input(’Entra com o sensitividade quimiotatica: ’);

alpha=input(’Entra com a taxa de producao de quimioatraente pela celula: ’);

beta=input(’Entra com a taxa de decaimento do quimioatraente: ’);

h=1/(N+1); %passo no tempo

s=dt/(h^2);

S(1:N+2,1:M)=0; %inicializando a variável S

P(1:N+2,1:M)=0; %inicializando a variável rho

x=[0:h:1]; % discretizaç~ao do eixo-x

t=[0:dt:T]; % discretizaç~ao do eixo-t

po=input(’Entra com massa inicial de celulas: ’);

p=po*(1-0.1*cos(2*pi*x)); % condiç~ao inicial para rho

q=po*(a/b)*ones(size(p)); % condiç~ao inicial para S

S(:,1)=q(:); %armazenando a condiç~ao inicial

P(:,1)=p(:); % o MATLAB so aceita indices inteiros positivos logo

%S(:,1) armazena o equivalente a S no tempo 0 e S(:, M+1) S no passo M

I=eye(N,N); %matriz identidade

Ao(1,1)=1; Ao(N,N)=1; %construç~ao da matriz Ao, seç~ao 2.6.1

Ao(1,2)=-1; Ao(N,N-1)=-1;

for i=2:N-1

Ao(i,i-1)=-1;

Ao(i,i+1)=-1;

end

for i=2:N-1

Ao(i,i)=2;

end

A=D*s/2*Ao+I; %matriz M-tilde, seç~ao 2.6.1

d_A(1:N)=0; %inicializaç~ao da diagonal de A

for i=1:N-1

c_A(i)=A(i,i+1);

a_A(i)=A(i+1,i);

end
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B=((1+dt*beta/2)*I+s*Do/2*Ao); %matriz N-tilde, seç~ao 2.6.1

d_B(1:N)=0;

for i=1:N-1

c_B(i)=B(i,i+1);

a_B(i)=B(i+1,i);

end

for j=2:M+1

d_B(:)=diag(B);

d_A(:)=diag(A);

E=((-Do*s/2*Ao)+(1-dt*b/2)*I)*q(2:N+1)’+dt*alpha*p(2:N+1)’; %vetor d-tilde

q(2:N+1)=tri(N,a_B,d_B,c_B,E); % resolvendo o sistema para S

q(1)=q(2); %condiç~ao de Neumann

q(N+2)=q(N+1);

S(:,j)=q(:);

for i=2:N+1 %vetor b-tilde, seç~ao 2.6.1

aux(i-1)=p(i+1)*(D*s/2-qui*s/4*(q(i+1)-q(i-1)))...

+p(i)*(1-D*s-qui*s*(q(i+1)-2*q(i)+q(i-1))) ...

+p(i-1)*(D*s/2+qui*s/4*(q(i+1)-q(i-1)));

end

p(2:N+1)=tri(N,a_A,d_A,c_A,aux); % resolvendo o sistema para rho

p(1)=p(2); %condiç~ao de Neumann

p(N+2)=p(N+1);

P(:,j)=p(:);

end

figure

surf(t,x,P);

title(’P(x,t)-metodo Crank-Nicolson c/ tri’)

xlabel(’tempo t’)

ylabel(’distancia x’)
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Algoritmo 15 Met. Impĺıcito para o modelo de (K-S): 2 dimensões - cód. MATLAB

clc; %limpa a tela

clear; %limpa as variáveis

n=input(’Entra com o numero de pontos em X: ’); N=n-2;

dt=input(’Entra com o passo para t: ’);

M=input(’Entra com o numero de passos para t: ’); T=dt*M; %tempo final

D=input(’Entra com difusibilidade da celula ’);

Do=input(’Entra com o difusibilidade do quimioatraente: ’);

qui=input(’Entra com o sensitividade quimiotatica: ’);

alpha=input(’Entra com a taxa de producao de quimioatraente pela celula: ’);

beta=input(’Entra com a taxa de decaimento do quimioatraente: ’);

h=1/(N+1); %passo no tempo

s=dt/(h^2);

S(1:N+2,1:M)=0; %inicializando a variável S

P(1:N+2,1:M)=0; %inicializando a variável rho

al_D=(1+D*4*s)^(-1);

al_Do=(1+Do*4*s)^(-1);

[X,Y] = meshgrid(0:h:1,0:h:1); %discretizaç~ao de (x,y)

po=input(’Entra com massa inicial de celulas: ’);

P=po*(1-0.1*(cos(2*pi*X)).*(cos(2*pi*Y))); % condiç~ao inicial para P=rho

S=po*(a/b)*ones(size(P)); %condiç~ao inicial para S

maxit=1000; %número de iteraç~oes para o SOR

w=input(’Entra com o valor de w: ’); %parâmetro de relaxaç~ao do SOR

teps=sqrt(eps); %eps é a toler~ancia ‘‘default’’ do MATLAB

for j=1:M

contq=1;

contp=1;

loop=0;

for i=2:N+1 %calculando os vetores do lado direito

for k=2:N+1

E(i,k)=S(i,k)*(1-beta*dt)+alpha*dt*P(i,k);

Aux(i,k)=P(i,k)-qui*s*((P(i,k)-P(i-1,k))*(S(i,k)-S(i-1,k))...

+(P(i,k)-P(i,k-1))*(S(i,k)-S(i,k-1)))-qui*s*P(i,k)*(S(i+1,k)...

-4*S(i,k)+S(i-1,k)+S(i,k+1)+S(i,k-1));

end

end

%Aqui entra a Parte II

end %do laço do j
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%Parte II

while (loop<=maxit)&(contq==1) %inicio SOR para S

loop=loop+1;

Sold=S;

contq=0;

for i=2:N+1

for k=2:N+1

Z=al_Do*(E(i,k)+Do*s*(S(i+1,k)+S(i,k+1)+S(i-1,k)+S(i,k-1)));

Z=S(i,k)*(1-w)+w*Z; S(i,k)=Z;

end

end

S(:,1)=S(:,2); S(:,N+2)=S(:,N+1); %condiç~oes de Neumann

S(1,:)=S(2,:); S(N+2,:)=S(N+1,:); %condiç~oes de Neumann

if norm(S-Sold)>=teps %verificando convergencia para Q

contq=1;

end

end

loop=0;

while (loop<=maxit)&(contp==1) %inicio SOR para P=rho

loop=loop+1;

Pold=P;

contp=0;

for i=2:N+1

for k=2:N+1

Y=al_D*(Aux(i,k)+D*s*(P(i+1,k)+P(i,k+1)+P(i-1,k)+P(i,k-1)));

Y=P(i,k)*(1-w)+w*Y; P(i,k)=Y;

end

end

P(:,1)=P(:,2); P(:,N+2)=P(:,N+1); %condiç~oes de Neumann

P(1,:)=P(2,:); P(N+2,:)=P(N+1,:); %condiç~oes de Neumann

if norm(P-Pold)>=teps %verificando convergencia para P=rho

contp=1;

end

end

if (contp==1)|(contq==1)

%Avisando se houve erro de convergencia do SOR neste passo do tempo

sprintf(’O passo no tempo e %d.’,j)

warning(’SOR Algorithm fails: no convergence’);

end



Apêndice B

Teste e Validação dos Programas

Para algumas condições iniciais nós conhecemos a solução anaĺıtica para o modelo

(K-S):

∂ρ/∂t = ∇(D∇ρ− χρ∇S) , x ∈ Ω, t > 0

∂S/∂t = Do∆S + ϕ(ρ, S), x ∈ Ω, t > 0

∂ρ/∂n = ∂S/∂n = 0, x ∈ ∂Ω, t > 0

ρ (x, 0) = ρ0(x), S (x, 0) = S0(x), x ∈ Ω.





(K-S)

Apresentaremos a seguir a solução anaĺıtica obtida para uma determinada condição

inicial e faremos comparações com a solução numérica. Não fizemos escolhas f́ısicas para

as condição inicial e para os parâmetros envolvidos no modelo (K-S).

Consideremos a seguinte condição inicial para o modelo (K-S):

ρ(x, 0) = ρ0 constante,

S(x, 0) = S0 constante.

A partir desta condição temos que

∂ρ

∂t
= 0, (B.1)

∂S

∂S
= αρ− βS. (B.2)

Da equação (B.1) observamos que

ρ(x, t) = ρ0 constante. (B.3)

Usando o método do fator integrante para (B.2) obtemos

∂

∂t

(
eβtS

)
= αρeβt,

eβtS
∣∣t
0

= αρ
eβt

β

∣∣∣∣
t

0

,

S(x, t) = e−βtS0 + α
ρ

β

(
1− e−βt

)
. (B.4)
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Testamos os programas com esta condição inicial tanto para o caso unidimensional

como para o caso bidimensional.

Uma Dimensão Espacial

Dados de entrada:

• ρ(x, 0) = 3 e S(x, 0) = 1;

• x ∈ [0, 1] e ∆x = 1/9;

• ∆t = 0, 1 e M = 99 (número de passos em t), ou seja, T = M∆t = 9, 9;

• D = D0 = 0, 36 e χ = 0, 1;

• α = 0, 2; β = 0, 1 (mais produção do que consumo de cAMP).

Obtivemos os seguintes resultados nas simulações: calculamos o valor de ρ(x, t), S(x, t)

obtidos analiticamente nos pontos de grade e chamando de ρ̃(x, t), S̃(x, t) a solução

numérica de (K-S) obtivemos que

‖ρ(x, t)− ρ̃(x, t)‖ = 1.4243× 10−12;

como S(x, t) independe de x, fixamos um x0 e verificamos que

‖S(x0, t)− S̃(x0, t)‖ = 0.0704,

para qualquer x0 fixado. Apresentamos as soluções numéricas nas Figuras B.1 e B.2.
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Figura B.1: ρ̃(x, t) - Método Impĺıcito
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Figura B.2: S̃(x, t) - Método Impĺıcito

Duas Dimensões Espaciais

Dados de entrada:

• ρ(x, y, 0) = 3 e S(x, y, 0) = 1;

• (x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] e ∆x = ∆y = 1/9;

• ∆t = 0, 1 e M = 100 (número de passos em t), ou seja, T = M∆t = 10;

• D = D0 = 0, 36 e χ = 0, 1;

• α = 0, 2; β = 0, 1 (mais produção do que consumo de cAMP).

Obtivemos os seguintes resultados nas simulações: calculamos o valor de ρ(x, y, t),

S(x, y, t) obtidos analiticamente nos pontos de grade e chamando de ρ̃(x, y, t), S̃(x, y, t)

a solução numérica de (K-S) obtivemos que

‖ρ(x, y, T )− ρ̃(x, y, T )‖ = 5.0192× 10−8;

‖S(x, y, T )− S̃(x, y, T ))‖ = 0.0923.

Para duas dimensões espaciais só é posśıvel visualizar ρ̃(x, y, t), S̃(x, y, t) para um tempo

fixo t = t0 (Figura B.3).
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Figura B.3: Método Impĺıcito - 2 dimensões espaciais
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