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Geometria Analitica e Calculo Vetorial
Turma F3 - Segunda Prova
Gabarito

r+y+2z=1

eoplano I1: 3z —y+ 32 = 2.
—r+3y+z=-1

(Valor: 3,0) Considere a reta r : {

(a) Determine as equagOes paramétricas de r.
(b) Determine a distancia de r a II.

(c) Determine, se possivel, a equagdo cartesiana do plano IT" que é paralelo ao plano II e contém r.

SOLUCAO:
(a)
x=145t/3
riq y=t teR
z=—4t/3

(b) Substituindo as equagoes paramétricas de r na equagao cartesiana de II, vemos que:
3(1+5t/3) —t+3(—4t/3) =2 3=2 Absurdo!

Logo, r é paralela ao plano e, portanto, para calcular a distancia pedida, escolhemos um ponto da reta,
digamos P = (1,0,0) e temos que
3(1)-0+3(0)—-2[ 1

VETCEEE VR

(¢) Como os planos sdo paralelos, entao eles tém o mesmo vetor perpendicular. Logo II' : 3z —y + 3z = ¢.

d(r,IT) = d(P,1I) = |

Para encontrar c, precisamos de um ponto pertencente a II'. Mas o enunciado diz que II' contém r e assim
qualquer ponto de r pertence a II', por exemplo, P do item anterior. Entao, substituindo as coordenadas

de P na equagdo 3z — y + 3z = ¢, encontramos ¢ = 3 e, com isso, II' : 3z — y + 3z = 3.
(Valor: 4,0) Considere o plano a: 2x +y + z = 1 e as retas
r={(2+2s,—-3+5s,1 —4s); s€ R}, m={(1+2t,4+¢t2+4t), t € R}.

(a) Parametrize a.

(b) Determine o dngulo entre r e «.

(¢) Determine a posigao relativa entre as retas.
)

(d) Determine a distancia entre as retas.
SOLUGCAO:

a) Tomando trés pontos ndo colineares pertencentes ao plano, por exemplo P; = (0,0,1), P, = (0,1/2,1/2)
e P; = (1/2,0,0), temos os vetores paralelos ao plano P Py= (0,1/2,—-1/2) e P Py= (1/2,0,—1). Assim,
escolhendo tais vetores paralelos ao plano e o ponto P;, podemos parametrizar « da forma:

r=3
a y=1= t,s€R
z:lf%fs
b) Como 7= (2,1,1) L a e W= (2,5, —4)||r, segue que
| < U, > | 5 5

sin < (r,a) = — = = .
() = Mg = v 330



A .0 . 5
Logo o angulo entre r e o € § = arcsin 3730

c) As retas sdo reversas. Para isso, basta verificar que os vetores paralelos as retas nao sdo multiplos ( o
que implica em serem concorrentes ou reversas) e, para concluir que sdo reversas, basta verificar que nao
se interceptam. Cuidado: Se vocé s6 verificou que elas nao se interceptam, ndo pode concluir que sao

reversas, pois poderiam ser paralelas também!

d) Os vetores paralelos & r e m sdo, respectivamente, @ = (2,5, —4) e ¥ = (2,1, 4). Para calcular tal distancia,
devemos encontrar o vetor EF' perpendicular aos vetores @ e ¥, com F € 7 e F' € s. Desta forma, a distdncia

entre as retas seréa | EF |. Veja a figura para ilustrar:

Logo, devemos ter E = (24 2s,—3+ 5s,1 — 4s), para algum s € R, e F' = (1 + 2t,4 + ¢, 2+ 4t), para algum
—
t € R. Assim, EF= (—142t—2s,7+t—5s,14+4t+4s) deve ser paralelo ao vetor ¥x @ = w = (24, —16, —8),

.
isto é, deve existir A € R tal que FF'= Aw, ou ainda:

—1+2t—25 = 24\,
T4+t—5s = —16A,
1+4t+4s = —8A.

Resolvendo o sistema temos s = 3/4, t = —19/28 e A = —9/56. Logo E = (7/2,3/4,-2), F = (-3, %, -2)
e, consequentemente, a distancia é | EF | = 9—@.

3. (Valor: 2,5) Considere a esfera de equagao
24y 422 -2 —42—-4=0

Encontre as condigoes sobre o raio de uma esfera com centro em (1, —3,6) a fim de que esta nao intersecte

a primeira esfera.

SOLUCAO:

Completando quadrados na equagao dada teremos
=12+ +(2-2?%=9

Portanto, trata-se de uma esfera de centro em A; = (1,0,2) e raio R; = 3.
Vamos calcular a distancia entre os centros L = d((1,0,2), (1,-3,6)) = v9+ 16 = 5.

Chamando de R o raio da esfera que tem centro em Ay = (1,—3,6), podemos cocluir que para que as

duas esferas nao se intersectem devemos ter R <2 ou R > 8



4. (Valor: 2,5) Considere a superficie de equacdo S : —x? + 9% + 22 — 4y +22+5=0.

(a) Identifique S e a curva C de intersegdo com S e o plano xz = 0, faga um esbogo de S e C no mesmo

grafico.

(b) Encontre uma reta contida em S que passe por (3,2,2) € S.
SOLUCAO:
(a) Completando quadrados:
—2? P+ —dy+ 22+ 5=0<= —a?+ P —dy+ 22+ 22=-5

—
22+ (y—22+(z+1)2=54+44+1=0<= (y—2)2+ (z + 1) = 2°.
Vemos que S é um cone circular reto de vértice V = (0,2, —1):

X

A

/ a \Z— -/5/ /

Y

Além disso, repare que a interse¢do com S e o plano x = 0 d4 uma degeneragdo que é o ponto
P =1(0,2,-1).

(b) A reta procurada é r = {(3+1¢,2,2+1t), t € R}.
5. (Valor: 1,0) Sejam P = (2,1,—1) e @ = (0,—1,0). Dados A = (0,3,0) e B = (6,3, 3), determine
>

possiveis pontos C da reta PQ tal que a area do paralelogramo de lados nao paralelos AC e AB seja
18.



«—
Solugdo: Como C €PQ, entao devemos ter C' = (2 — 2t,1 — 2¢,—1 + t), para algum t € R. Assim,

temos que a area do referido paralelogramo é:

i j k
— —
HACXABH: 2—-2t —2-2t -1+t || =18
6 0 3

18 = [|[(=6 — 6t, —12 4+ 12¢, 12+ 12¢)|| = 6 || (=1 — t, —2 + 2t,2 + 2t)||

3= [I(=1—t,—2+2t,2420) = /(1 + 1) + (=2 +2t)2 + (2 + 2¢)?
9=14+2t+1t>+4—8t+4t> + 4+ 8t + 41>
92 +2t =0
t(9t4+2) =0

t=0out=-2/9

Logo, C = P, parat =0, ou C' = (22/9,13/9,—11/9), para t = —2/9.



