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Exercicios de Geometria Diferencial.
LISTA TV.

Sejam X e Y dois campos de vetores em um aberto U C S que sao linearmente indepen-
dentes em um ponto p € U. Prove que é possivel parametrizar uma vizinhanga V C U de
p de forma que Vq € V as curvas coordenadas passando por ¢ coincidem com as curvas
integrais de X(q) e Y(q).

. Prove que Vp € S existe uma parametrizagdo X (u,v) em uma vizinhanga V de p de forma

que as curvas coordenadas se intersectam perpendicularmente para cada g € V. Diz-se
que tal parametrizagao é ortogonal.

Seja p € S um ponto hiperbdlico de S. Demonstre que é possivel parametrizar uma
vizinhanca de p de forma que as curvas coordenadas da parametrizagao sejam as curvas
assintéticas de S.

Seja p € S um ponto nao umbilico. Demonstre que é possivel parametrizar uma vizin-
hanca de p de forma que as curvas coordenadas sejam linhas de curvatura.

Sejam g, as : I — R? duas curvas regulares p.p.c.a. tais que suas curvaturas kq, € ka,
satisfazem ko, = ko, # 0, s € I. Seja V uma vizinhanca dum ponto (sg,vo) tal que

X1(s,v) = a1(s) + vay(s), Xo(s,v) = ag(s) + vah(s)
sejam superficies regulares. Demonstre que X;(V') e X5(V) sao superficies isométricas.

Deduza do anterior que X;(V) é localmente isométrico & um aberto do plano.

Seja F' : R3 — R3 um movimento rigido e S uma superficie tal que F(S) = S. Demonstre
que F restringido a S é uma isometria de S em ela mesma. Deduza assim que se S é
uma superficie de revolugao com eixo e entdo os giros ao redor de e sdo isometrias da
superficie em ela mesma.

Seja S o cilindro de equacao 2 + 32 = 1. Construa uma isometria de S em ele mesmo
com exatamente dois pontos fixos.

Demonstre que em uma parametrizacgao isotérmica a curvatura de Gauss pode se calcular
como

1
K=——AlogE.
2E %8

Onde Af denota a Laplaciana de f para os pardmetros (u,v), ou seja Af = fuu + foo-
Seja X (u,v) uma parametrizagdo de uma superficie da qual sabemos que E = 4/(1 +
u?+v?)?2 = G, F = 0. Calcula sua curvatura de Gauss. Faz a mesma operagio para uma
parametrizagao Y (u,v) na qual E =4/(1 —u? —v?)?2 = G, F =0, com u? +v? < 1.
Considere
—2u? u?
E=1+4? F=0 G=u', e=——, f=0, g=———">
N A A

com u > 0. Demonstre que para qualquer ponto (ug,vg) existe uma vizinhanga dele, U,

e uma parametrizacio X : U — R3 de uma superficie tal que os simbolos da primeira e
segunda forma fundamental dela sao os anteriores.

Demonstre que as superficies parametrizadas como
X(u,v) = (ucosv,usinv, logu), Y (u,v) = (ucosv,usinv,v)

tem a mesma curvatura de Gauss nos pontos X (u,v) Y (u,v), porém, Y o X ~! nao é uma
isometria.

Considere um helicoide, um cilindro circular reto e uma esfera. Demonstre que nenhuma
dessas trés superficies pode ser localmente isométrica a nenhuma outra delas.
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Seja X uma parametrizagdo de uma superficie onde £ =1 = G e F = cosf(u,v), com
0 < O(u,v) < 7. Prove que a curvatura de Gauss da superficie é

_ O
sinf’

Prove que nao existe nenhuma superficie que tenha uma parametrizagao onde £ =1 =G,
F=0ee=0,f=1=g.

Existe uma parametrizacao de uma superficie onde £ = 1, F' = 0, G = cos
f=0,9=17
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