Exercicios Geometria Riemanniana.
LISTA I. Conexao de Levi-Civita. Geodésicas e aplicagao exponencial

1. Seja a € S™(1). Calcular o gradiente da fungdo altura f : S"(1) — R dada por f(p) =
(a,p), se consideramos na esfera sua métrica usual. Provar que as hipersuperficies de
nivel de f sao ortogonais ao campo gradiente de f.

2. Provar que em (R™, gg), um campo X ao longo de uma curva regular « é paralelo se e s6
se X é constante. Deduzir que o transporte paralelo ao largo de « é a identidade.

3. Sejam (M7, ¢1), (M3*, g2) duas variedades Riemannianas. Em Mj x My considera-se a
métrica produto g = g1 X ¢go.

(A) Denotemos por V!, V2 V as conexdes de Levi-Civita de (M, g1), (Ma, g2) e (M; x
My, g). Demonstrar que para Xi1,Y; € X(M;), X5,Ys € X(M3) temos

V(x1,%2) (Y1,Y2) = (V&th V§<2Y2).

(B) Demonstrar que una curva diferenciable a = (a1, as) :]a, b[— My x M é geodésica
em (M; x Ma,g) se e s6 se cada «; é geodésica em (M;,g;), i = 1,2.

(C) Parai = 1,2, sejam p; € M; e Aj(p;) = {vi € Ty, M;|1 € I, 1)}, onde I(p;,v;) é 0
intervalo maximal de defini¢ao das geodésicas v;(., p;, v;) em (M;, g;) com condigoes
inicidis v; (0, ps, v;) = pi, ¥4(0, pi, v;) = v;. Assim, a exponencial expgi de (M;, g;) esté
definida em A(p;). Notemos por exp(pi,p2) a exponencial em (M; x Ma, g), definida
em A(p1, p2) = {(v1,v2) € T, M1 x T}, M>[1 € I((Phpz),(vhvz))}? onde Li(p1 p2).(v1,02))
é o intervalo maximal de definicao da geodésica

’7('7 (p17p2>7 (Uh UQ)) = (71('7]9131)1)’72(-71927U2))-
Provar que A;(p1) x Az2(p2) € A(p1,p2) e que

exp(p1,p2) = (englmexpsz) em Aq(p1) x A2(p2).

4. O espago hiperbdlico n-dimensional como hipersuperficie do espacgo de Lorentz-
Minkowksi. (Note no que segue o parecido com a esfera S"(1) em R"*!). Em R**!
considera-se o produto Lorentziano dado por

n
(z,y)L = szyz ~ Tn41Yn+1,
i=1

sendo z = (21,...,%n41), ¥ = (Y1, ..., Yns1). Notemos por V a conexdo plana usual em
R”*!. Demonstrar que dados X,Y, Z € X(R"+1),

XY, 2)) = (VxY,Z) +(Y,VxZ)p.

(A) Chamemos H"(—1) = {p € R"™[(p,p)r. = —1, 2, 41(p) > 0}, que é uma das duas
componentes de um paraboloide hiperbdlico em R™*1. Provar que H"(—1) é uma
hipersuperficie de R™*1.

(B) Mostrar que dado p € H"(—1), o espaco tangente a H"(—1) é dado por T,H"(—1) =
{v e R"" /{v,p), = 0}. Dado p € H"(—1), chamamos g, : T,H"(—1)xT,H"(—1) —
R ao tensor g,(v,w) = (v,w)r, Yv,w € T,H"(—1). Demonstrar que (H"(—1),g) é
uma variedade Riemanniana.

(C) Seja V a conexao de Levi-Civita para g. Provar que

(VxY)p=(VgY)p— (X,,Y,)p, Vp € H'(-1),

donde X,Y € X(H"(—1)) e X,Y € X(R"!) sdo estensdes locais de X,Y em torno
de p (Dica: usar a caracterizacao da conexao de Levi-Civita).

(D) Dados p € H"(—1) e v € T,H"(—1) com ||v|]| = 1, provar que a curva t € R —
~(t) = cosh(t)p + sinh(¢)v é uma geodésica em (H"(—1),g) com v(0) = p, v'(0) = v.
Demonstrar que a exponencial exp,, : T,H"(~1) — H"(—~1) é um difeomorfismo.
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Provar que los simbolos de Christoffel do espago hiperbdlico com o modelo do semiespaco
(R™)*, g’ = - go) com respeito & parametrizacdo ((R")",14) sdo

,TL /n ,1; /i 1
an - 7Fii = Fnz - an - T
Tn
para cadai=1,...,n— 1, e o resto de simbolos valem zero.

Demonstrar que dados R > 0 e a € R, uma parametrizacao pelo comprimento de arco
da circunferéncia de raio R centrada em a na métrica hiperbdlica do semiplano superior
é y(t) = (a+ Rtanht, &) (sdo as geodésicas da métrica hiperbélica).

Achar as parametrizacoes pelo comprimento arco para todas as geodésicas do plano

hiperbdlico no modelo do disco (B?(0,1), Wgo), donde gg é el produto escalar

usual em R2.
O transporte paralelo ndo depende da parametrizagdo da curva. Sea « :|a,b[— M uma
curva regular em uma V.R., ¢ :]c, d[—]a, b[ um difeomorfismo e 8 = a o ¢.
a) Provar que a aplicagdo H : X(a) — X(8) | H(X) = X o ¢ é um isomorfismo de
espacos vetoriais.
b) Demonstrar que VX € X(«), Dc(lf) =¢'2Xog
¢) Deduzir que X € X(«a) é paralelo ao longo de « se e s6 se X o ¢ é paralelo ao longo
de .
d) Sejam [sg, s1] Cle, d| e [to, t1] = ¢([s0, $1]) Cla, b]. Provar que se ¢ é crescente, entao
(@) = 751(8):
Seja M uma variedade diferencidvel conexa e f € C1(M). Provar que se X(f) = 0
VX € X(M), entdo f é constante.
Exercicio 5 Cap. III do livro Geometria Riemanniana de Manfredo Do Carmo.
Exercicio 8 Cap. III do livro Geometria Riemanniana de Manfredo Do Carmo.
Exercicio 9 Cap. III do livro Geometria Riemanniana de Manfredo Do Carmo.
Escolha um entre os exercicios 11, 12,13 ou 14 do Cap. III do livro Geometria Rieman-
niana de Manfredo Do Carmo.




