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Exercicios Geometria Riemanniana.
LISTA III. Distancia. Variedades completas.

. Seja (N, g) uma V.R., e M C N uma subvariedade sua. Chamamos de d & distancia em

N associada a g e de d(g),,) a distancia em M associada a métrica inducida. Provar que
dlp < dg),,) € dar um exemplo onde a desigualdade estrita vale em um par de pontos.

. Seja ¢ 1 (My,91) = (Ma,gs) una isometria local entre duas V.R. Demonstrar que a

relagao entre as distancias associadas a ambas as métricas é

sz (¢(p)v ¢(Q)) < dM1 (p7 q)v Vp,q € M;.

Provar que se ¢ é uma isometria entre ambas V.R., entao a desigualdade anterior converte-
se em igualdade. Deduzir que se dois V.R. sao isométricas, entao seus didmetros coincidem
(o didmetro é um invariante Riemanniano).
Considere o modelo Lorentziano do espago hiperbdlico n-dimensional, H"(—1) = {p €
R/ (p,p)r, = —1,241(p) > 0} com a métrica g = ((., .)1) H,(—1), sendo

n

(z,y)L = szyz — Tnt1Ynt1, z,y €
i=1

Rn+1

Demonstrar que (H"(—1), g) é completa. Deduzir que este é realmente um modelo valido
para o espaco hiperbdlico n-dimensional, no sentido em é isométrico a, por exemplo, ao
modelo do semi-espago para o espaco hiperbdlico n-dimensional.

Demonstrar que o fato de uma V.R. ser completa ndo é um invariante por isometrias
locais (mas sim por isometrias).

Um raio em uma V.R. (M,g) é uma geodésica v : [0,4+o00o[— M tal que V¢t > 0,
d(v(0),~v(t)) = L(v)[5. Demonstrar que se (M, g) é uma V.R. completa e nao compacta,
entao de todo ponto de M sai pelo menos um raio.

Sejam (Mji,g1), (M2, g2) duas V.R. completas. Chamemos d1,ds,d as distancias associ-
adas as métricas g1, g2 € g1 X g2, respectivamente. Demonstrar que

d((p1,p2), (q1,42)) = Vdi(p1,q1)? + da(p2, 42)2.

Concluir que
diam(M; x My, g1 X go) = \/diam(M, g1)? + diam(My, go)?.

Seja f : (M,g) — (M,g) um difeomorfismo entre dois V.R., sendo (M,g) completa.
Suponhamos que existe ¢ > 0 tal que

[|dfp(v)]] < ¢]|v]|, Vpe M, Yv e T,M.

Provar que (M, g) também é completa.

Seja f : (M,g) — (M,g) uma isometria local entre duas V.R., tendo que a primeira é
completa e a segunda é conexa. Suponhamos alids que cada par de pontos de M podem
ser ligados por uma tnica geodésica. Demonstrar que f é uma isometria

Em R" e para cada k € Z, define-se a funcio hy : R* — R / hi(z) = (1 + ||z||?)~%*.
Probar que Vk € Z, g, = hi(,) é uma métrica Riemanniana sobre R™ (aqui {,) é o
produto interno usual de R™). Estudar se g, é completa em termos de k (Dica: reduzir
o estudo aos casos k = 0,1).

. Uma V.R. (M, g) dizse HOMOGENEA se Vp, q € M, 3¢ € Iso(M, g) tal que ¢(p) = ¢
(i.e. Iso(M,g) age transitivamente sobre M).

(A) Demonstrar que (R", go), (S*(1),91) e (H?(—1),g_1) sdo variedades homogéneas.
(B) Provar que toda variedade homogénea é completa.

Seja (R?)T = {(x,y) € R? / y > 0}. Definimos

Y(zy) = ( (1) 1(/)y ) ) Y(z,y) € (R?)T.

(A) Provar que g 6 uma métrica Riemanniana nao completa sobre (R?)* (Dica: estudar
el segmento vertical {(0,y) / 0 <y < 1}).
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(B) Demonstrar que dados dois pontos p,q € (R?)* com a mesma segunda coordenada,
0 segmento
() =00 —-thp+tqg,  te[0,1],
é uma geodésica ligando p a g que minimiza a distancia associada a g entre tais
pontos.
Seja (M, g) uma V.R. completa, e X € X(M) um campo limitado, isto é, existe ¢ > 0 tal
que || X|] < ¢ em M. Provar que X é un campo completo.
Provar que toda V.R. de dimensdo 1 é localmente isométrica a (R, go).
Seja ¢ : M — M um homeomorfismo local e proprio (i.e., a imagem inversa de um
compacto de M é compacto em M ). Provar que ¢ é una projeccao recobridora com um
numero finito de folhas.
Seja 7 : [a,b] = M uma curva diferenciavel. Dados v € T’y M, w € T,y M, demonstrar
que existe um campo diferencidvel W ao longo de v tal que W(a) = v e W(b) = w.



