
Geometria Riemanniana.
Alguns operadores em coordenadas locáis em uma variedade Rieman-
niana (M, g)

(1) Gradiente de uma função.
Dada f ∈ D(M), definimos o gradiente de f no ponto p ∈ M , (∇f)p ∈ TpM , como

o único vetor satisfazendo

gp((∇f)p, v) = v(f), ∀v ∈ TpM.

Se (U, (x1, . . . , xn)) é uma carta local:

∇f =

n∑
i,j=1

∂f

∂xj
gij

∂

∂xi
, em U,

onde (gij) é a matriz inversa de (gij).
(2) Divergencia de um campo.

Seja X ∈ χ(M). A divergencia de X é uma função dada por

divX(p) = Traço

(
TpM → TpM
v 7→ ∇vX

)
Se (U, (x1, . . . , xn)) é uma carta local e X|U =

n∑
i=1

ai
∂

∂xi
:

divX =

n∑
j=1

[
∂aj
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+
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j
ij

]
=

1√
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(ai
√
G),

onde Γk
ij são os śımbolos de Christhoffel na carta (U, (x1, . . . , xn)) e

√
G = det(gij).

(3) Hessiana de uma função.
Dada f ∈ D(M) definimos a Hessiana de f , ∇2f , como

(∇2f)(X,Y ) = X(Y (f))− (∇XY )(f), ∀X,Y ∈ χ(M)

(4) Laplaciana de uma função.
Dada f ∈ D(M) definomos sua Laplaciana, ∆f como

∆f = div∇f = Traço(∇2f).

Se (U, (x1, . . . , xn)) é uma carta local:

(∆f)|U =
n∑

j,k=1

∂2f

∂xj∂xk
gjk +

n∑
j,k=1

∂f

∂xk

∂gjk

∂xj
+

n∑
i,j,k=1

∂f

∂xk
gikΓj

ij ,

onde Γk
ij são os śımbolos de Christhoffel na carta (U, (x1, . . . , xn)) e (gij) é a matriz

inversa de (gij).
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