Como o Geogebra aproxima o aluno do
grande enigma do Polindmio de Taylor
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Resumo

Aula de hoje explicara de maneira geral como se usa 0s
principais recursos do Geogebra e principalmente aquelas
ferramentas que serdo utilizadas para uma melhor compreenséo
do PolinGmio de Taylor.

1. Serdo apresentados 0s conhecimentos béasicos sobre o
PolinGmio de Taylor.

2. O aluno aprendera a esbocar o grafico de uma fungéo junto
com alguns polinbmios de Taylor de diversas ordens.
Também sera esbocado o intervalo 6timo de aproximacao
para os polinémios.

3. O aluno aprenderd a fazer uma animacdo que ilustrara a
relacdo entre a ordem do Polindbmio e a longitude do
intervalo 6timo de aproximacéo.

4. Por altimo, serdo discutidas questdes que manifestam
algumas caracteristicas do Polinémio de Taylor.



O Polinomio de Taylor

Definicdo: Seja f uma funcéo n vezes diferenciavel em X,, entdo
definimos o enésimo polinémio de Taylor para f em torno de Xq

como sendo: ~ ) = SGro)+ S xo)(x = x0)+ T

PRALED £
31 7!

I:x—x;;jj + .+

Chamado de notacdo Sigma.
Ou ainda:

T‘ 1f UDHH v';__
& @)

No caso em que Xo=0, o Polindmio de Taylor é chamado de
Polindbmio de Maclaurin.

Teorema de Taylor: Se f for diferenciavel até ordem n+1 em um
intervalo | que contém X e X,, entdo existe um c entre x e X, tal
que:

Fix)= flxg)+ frl..zll..'—"_‘|+_.,+f..l-l-zll-.'—.'-ﬂl' +'qu Idlx xﬁ‘l'"_
71 n+ 1!
Polinbmio Resto

Definicdo: O resto de ordem n associado a f em Xq como sendo
Rn(X)=f(x)-P(x).



Esse Teorema € usado para aproximar o valor desconhecido
de f(x) pelo Polinbmio de Taylor Pn(x), Lembrando que
F(x)=P(x)

Exemplo: Aproxime /1,3 com uma funcéo quadratica.

Seja f(x)=V/(1 + x), =0 e x=0,3
S"(0)

2!

P2(0,3)=£(0) + f(0)03-0)+ (03 -0)°

Je)
3!

intervalo (0;0.3) .

R:(0.3) = (0.3-0)

, onde ¢ é um ponto que pertence ao

Além disso, € possivel calcular qual o intervalo | 6timo de
aproximacao de uma funcéo f pelo polinbmio de Taylor de ordem
n com as casa decimais exatas.

Exemplo: Encontrar o intervalo 6timo de aproximacao de f(x), no
qual o polindmio de Maclaurin(x,=0) de ordem 2 que aproxima a

funcdo f(x)=cos(x),considera-se I=(-a,a), com erro menor que
107 (isto é, precisdo de 2 digitos).

1) O polinémio de MacLaurin de ordem 2 é:

S0y 5
21 7 ou

P2(x) = £(0) + /(O + Pa(9= 1427

2) O erro segundo o polinémio de Taylor é:

) 5 sen(c) s
6 ou. 6 , para algum ¢ €(0,x) se x>0 ou (x,0)se x<O0.

Esse erro deve ser menor que 107,V X € |.

Sabe-se também que :

sen(c) 4

6

|'59”('5i]| 3
IR,(X)|= < ~ 6 " paratodo |x| = a ( ja que x3 é
estritamente crescente em | x3 < ad)

Ja que [sen(c)| =1, Vc € R, temos:



69 < 102>a3 < 0,06—a = /0,06 —a < 0,4

Portanto o intervalo 6timo é de [-0.4,0.4] (centrado em 0)

O Geogebra

Esta € a tela principal do Geogebra.

Comecamos pelos componentes dessa tela.

7 GeoGebra [E=E e =
Arquive Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
Ol ABC =N
\_/ e /]
} Janela de Algebra b Janela deVlsuahzagao |
5
4
3
s <
1
0
5 5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 6 8
-1
-2
Entrada: 1]

A tela principal ¢ a graduada, a “Janela de visualizagdo™ onde
se tem a representacdo grafica das funcdes inseridas em Entrada
na parte inferior da janela.

A tela branca na lateral esquerda, “Janela Algébrica”, como o
proprio nome diz, mostra as equacdes e fungbes daquilo que foi
inserido em entrada.

Na entrada inserem-se funcdes, equacOes e inimeros tipos de
operacoes.



Na parte de cima ha dois menus importantes.

Primeiro Menu

Em “Arquivo” temos algumas opcOes comuns a varios
programas, como criar novo documento, abrir algum

arquivo a ser utilizado, gravar, etc. Algumas opcdes
interessantes sao:

e Abrir do GeogebraTube: uma biblioteca de imagens e
animacg0es que podem ser Uteis em muitos trabalhos
e Exportar para usar o que foi criado no Geogebra em diversas
outras plataformas, como Word.
7 GeoGebra [E=R[E=E (55
Editar Exibir Opgdes Ferramenta_sJﬁAﬂ—— B Enfrar
e e N EE =
B Aprir.. Cirl+0  hnela de Visualizagio <
& Abr?rdu G.euGebraTube.. -
® Gravar Ciri+5
2} Compartilhar...
[& Visualizar Impresséo Cirl+P ) 4
|| Fechar Alt+F4
Entrada: - @



€ GeoGebra
Arquivo Editar Exibir Oy

GeeyGebraTube

[l |Se

» Janela de Algebra

Isosceles Triangles - Examples and Non-Examples

e, Chris Bolognese

o Involute profile

bier I

o Falkirk Wheel (Scotland)
I Michael Borcherds
Entrada: o - 1]

-

e Em editar:

Arquivo Exibir Opgbes Femamentas Janela Ajuda Entrar
3 Desfazer Ctri+Z
Ml — Refazer Crl+Y ? 3
b danel  copiar ciri+C ®
Colar Clrl+V
Copiar para Area de Transferéncia Ctrl+Shift+C s
Inserir Imagem de ]
a
£ Propriedades Cirl+E
Selecionar Tudo Ctrl+A 3
2 <
1
o
] 5 4 3 2 -1 0 1 2 3 4 5 [ 7 ]
-1
2
Entrada | 1]




e NO menu exibir;

£ Geolebra [E=H e
Arquivo Editar OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
. : ) R ——
A .,[ Janela de Algebra Cirl+Shift+A | ABC a2 ‘%’
® _|F7 Planiha Ciri+Shift+3 | o 5
» Janelade Alf % Janela CAS Ctrl+Shift+K [
;_-,\ Janela de Visualizagio Ctrl+Shift+1
@ Janela de Visualizagio 2 Ctrl+Shift+2 54
A Janela de Visualizagio 3D Ctrl+Shift+3
Z% Protocolo de Construcio Ctrl+Shift+L .
<. Calculadora de Probabilidades Ctri+Shift+P
Teclado
v Campo de Entrada 3
¢ Layout ...
w 2 q
2 Atualizar Janelas Ctri+F
Recalcular Todos os Objetos  Ctri+R N
i
] 5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 [ 8
14
24
Entrada:

A opcéo Planilha é voltada para Estatistica e Probabilidade,
esboco de linhas de tendéncia ou regresséo.

A janela CAS (Calculo Simbdlico) € uma ferramenta
importante para quem quer aprender a mexer no Geogebra por

apresentar maltiplas funcionalidades para calculos que envolvem
constantes desconhecidas.

Ao abrir a Janela CAS, aparece a seguinte tela:




£ Geoliebr e
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar
15 ,
) Janela de Algebra b Janela CAS b Janela de Visualizagao 4}
1 8
5
4
3
<
2
1
o
4 3 2 1 [ 1 2 3 4 5
-1
Entrada: 1)
; | £y ws (.47
S olele &Aoo S "

Observe que o menu situado abaixo do primeiro (chamado
Menu Algébrico e que ainda nédo foi explicado) é substituido por
um menu da Janela CAS, esse menu mostra as principais funcoes
dessa janela. Observe ainda que a mesma possui 0 que chamamos
de divisdo em células (na imagem aparece a célula 1). Ela
funciona de forma que a o digitar um comando numérico ou
algébrico o processamento interno do programa realiza oS
calculos e retorna uma saida. De modo geral, a Janela CAS tem o
mesmo objetivo da janela de Entrada, porém possui maiores
opcOes de operacoes.

10



e O menu Ajuda pode ser interessante até mesmo para nao
iniciantes. Ele possui tutoriais que explicam como realizar
varias tarefas, exibe manuais com comandos e forum de

discussoes
7 GeoGebra =5 =R
Arquivo Editar Exibir Opgiies Ferramentas Janela Entrar...
A ,/ B wL e Tutoriais 4%.
o I e =l el @ manua F1 il
» Janela de Algebra £ | » Janela de Visi Férum do GeoGebra [
Reportar Erro
5]
i Sobre/Licenca
ad
3]
2 q
1]
o
& 5 4 3 2 1 o 1 2 3 3 5 & [
14
2]
Entrada: ]

Segundo Menu (Ou Menu Algébrico):

Hé& varias opc¢Oes de construcdo geometrica a mao livre. Os

desenhos, dicas e nomes ja sdo autoexplicativos, veja as imagens
a sequir:

11



Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

[
Ponto em Qbjeto 5
Vincular / Desvincular Ponto
4
g Intersecio de Dois Objetos
3
IZ‘ Ponto Médio ou Centro
4
2
IE‘ Numero Complexo
1
0
-4 2 2 -1 [ 1 2 3 4 5 [ 7 8 9 10
-1
Entrada | =

Arquive Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
» Janela de Al ()
Segmento 5
Segmento com Comprimento Fixo
4
Semirreta
3
Caminho Poligonal
<
2
Vetar
Vetor a Partir de um Ponto !
[\
-4 k- -2 -1 0 1 2 3 4 5 & 7 8 [ 10
-1
Entrada: | =
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Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

e 5o

» Janela de Algebra )
——— Reta Perpendicular

Reta Paralela g

Mediatriz

Bissetriz

Reta Tangente

Reta Polar ou Diametral

Reta de Regress#o Linear

Lugar Geométrico - 0 o T I T ;A T T v - v v

| &l Llolol AT

Entrada: | =

Arquive Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

b Janela de Algebra B
Paligono
@ Poligono Regular 5
Poligono Rigido
4
Poligono Semideformavel
3
<
2
1
0
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 8 7 8 9 10
-1
Entrada: | =
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Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

» Janela de Algebra B
Circulo dados Centro e Um de seus Pontos
Circulo dados Centro e Raio

Compasso

Circulo definido por Trés Pontos

Semicirculo Definido por Dois Pontos
Arco Circular

Arcao Circuncircular

Setor Circular

Setor Circuncircular

Enirada.

Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

EAN

» Janela de Algebra
Elipse

Hipérbole

Parabola

Cdnica por Cinco Pontos

Entrada:

14




Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

» Janela de Algebra [ | » Janela de Visu

Angulo

Angulo com Amplitude Fixa

Distancia, Comprimento ou Perimetro
Area
Inclinagio

Criar Lista

Entrada: | 1)

Arquivo Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda

N Reflex3o em Relacdo a uma Reta

» Janela de Algebra £ | » Janela de 1

IZ‘ Reflex3o em Relagdo a um Ponto

E Inversdo

Rotacdo em Torno de um Ponto
Translacio por um Vetor

Homotetia

Entrada: ‘ =

15



No submenu “ABC” ¢ possivel criar legendas, e criar
funcdes a méo livre (interessante quando vocé tem o desenho da
funcédo, mas néo sabe a sua forma algébrica) Esse submenu, e o da
figura seguinte serdo utilizados nas construcdes para Polinbmio
de Taylor.

£7 GeoGiebra E=En =

Arquive Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

» Janela de Algebra b Janela de Visualizagio B
z - ABC Texto &

Inserir Imagem

/ Caneta
\

“"‘/ Funcio & M3o Livre

7 =
a=p Relacdo

<
=/ .
\_/ Inspetor de Funcdes
1
o T
4 3 2 1 o 1 2 3 4 5 [ 7 8 [ 10
-1
Entrada: )
Criacéo de botdo deslizante:
£ GeoGebrs =
Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
» Janela de Algebra b Janela de Vlsua\lza;ao S e a— [E4]
/12 caxa para Exibir / Esconder Objetos
QK Botio
a=[1| Campo de Entrada
3
<

o

Entrada: @
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A pratica parte 1

Exemplo:

Comecamos inserindo uma funcdo qualquer, para isso basta

escrever a fungdo no campo “entrada” no inferior da tela,
lembrando-se de nomea-la (f(x)). Por exemplo:

7 GeoGebra E=1 w5
Arquivo Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajud

Entrar...

=
Fel i
N
il
2l
o
o) s
flaE
|
i
L]
b

PJ\dAIgD b Janela de Vis Ig

X

.f()— n(x)

Entrada: fix}=senx)|
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Outro exemplo, que usaremos para o proposito do Polinbmio de
Taylor:

'{}GeoGebra EI@
Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda
IIIIIIIIIEII =
» Janela de Algebra b Janela de Visualizacio (<
Funcio
~@ glx) = ¢
5
4
3
<
2
1
__
g-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 [ 7 8 a 10 1
-1
Entrada: a{x)=exp(x) s @
- A -
Parte 1. Como gerar o Polindbmio de Taylor
- ~ - ~ -

Para gerar o Polinbmio de Taylor basta por o comando abaixo:
QGeoGebra EI@
Arquive Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
=
» Janela de Algebra b Janela de\u’lsua\lza;ao =
- Funcio
S f(x) =& s

4
3
2 <
1

I

T & 5 4 3 -2 -1 o 1 2 3 4 5 [ 7 8
-1
E
Entrada: [PolindmioDeTaylor[ <Fungio>, <Centro>, <0rdem> | m 2| @

18



Completando com g, 0,1, cria-se o Polindmio de Taylor de grau

1.

QGeoGebra
Arquive Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

--..H----MH-

Entrada:| p1{x}=PolinémioDeTaylor[f, 0, 1]

¥ Janela de Algebra b Janela de Visualizagdo
Fungéo
@ gx) = ¢
@ plx) = 1+x
5
4
3
4
2
1
7]
-4 -3 -2 gl o 1 2 7 B 9 10 11
-1
01

Clicando com o botéo direito com uma funcdo selecionada, ha

opcdes de mudangca de cor

estilo

das linhas

@GeoGEbrﬂ
Arquive Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda
..--.---.EH.
» Janela de Algebra b Janela de Visualizagio
- Fungio
8 f(x) =€ s
L@ glx) = 1+x
4
3
2
1
7
T & -5 4 E R 4
-1
E
Entrada:

LYK

= o=

Entrar...

==

Fung&o g: PolinémioDeTaylor(f, 0, 1]
Exibir Objeto

Exibir Rétulo

Habilitar Rastra

Renomear
Apagar

# Propriedades .

o]

19




Q GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Op¢

» Janela de Algebra

Funcio
® f(x) =¢"
) g(x) = 1+x

Tl FH®

&

Entrada:
—

Funcio

| Bésico| Cor | Estilo I Avancado I Progamagﬁo|

Visualizar I:I 255, 153, 204 (#FF99CC)

[==]rE=]
o Entrar
o L
©
4
7 a
s 3

0 GeoGebra

PT

Arquivo Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda

[ e — s
hallio o SN = .

Entrada:

? e

b Janela de Algebra - 4]
FuncZo — =
Fungio f Basmol Cor‘ Estilo ‘ Avangadol Progama@ao|

L@ f(x) =€
: (x) ¢ g Espessura daLinha
L og(x) = 1+x

12 5 7T 8 11 13

Opacidade do Trago

<

20



Arquivo  Editar  Exibir Op(;(')es Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
? 3
» JaneladeAIgebra 'i 3 Jane\ade\f\suallzagao (<
- Funglo g
s fix) = &
Ll og(x)=1+x
54
44
3]
4
2]
1
% .
f-a -3 -2 -1 o 1 2 3 4 5 G 7 B ] 10 1
RE
g
Entrada: =| @

Seguindo adiante, temos o Polinbmio de ordem 2 e 3:

Nq.ll"\FO Editar Exibir Opgaes Ferramentas Janela Ajuda
? 1
» Janela de Algebra } Janela de Vi [
Funcio n2 5
-8 gx) = &
@ pl(x) = 14x
2
@ p2x) = 1+x+ﬁ
q
1 2 3 4 5 8 7 8 a 10 1
-1
p1
Entrada: 3‘ 1)

21



Q GeoGebra EI@

Arquive Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

IIIIIIIIIEHI -

» Janela de Algebra b Janela de Visualizagdo &
Fungio
-8 glx) = ¢
[
X: &
@ p2x) = 1+x+ a0
el 4
3
4

Entrada: @

Para confeccionar legendas, como na imagem seguinte, temos
duas formas:

€7 GeoGebra [E=H [ =
Arguive Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
» Janela de Algebra b Janela deVlsuaIlzagao

Funcio
@ f(x) = €

L ]

® h(x)=1 <

h(x) = 1+x+ 2 fix)=fungdo

® p(x) = 1+1+1_!+);.!

Texto hix}=P2
@ textol = "h(x) = 1 - PGO=F3 4
@ texto2 = “"p(x) = 1 -
@ textod = “g(x) = 1.
@ textod = “f(x) = e
@ texto5 = "f(x)=fungio"
-
@ textoT = "n{x}=P2"

@ texto8 ="p{x)}=P3"

mll + 3 4 5 [ 7 8

Entrada: 3

1) Simplesmente arrastando a funcio da Janela de Algebra para a
Janela de visualizagdo, como as legendas da esquerda;

2) Clicando no menu “ABC” ¢ depois inserir texto, como as
legendas da direita.

22



Aparecera a seguinte tela:

ﬂ? GeoGebra

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

» Janela de Algebra b Janela de Visualizagédo

Gl Ofo]4] a2l 2]

7 Texto

Editar

[C] Férmula LaTeX | Simbolos ~ ‘ Objetos »

[« T T T T T T 11

Visualizar

[ @ auoa | [ ok || canceiar

Entrada:

Quem souber editar texto em LaTex, € s6 clicar no quadrado de
Formula LaTex e aplicar a linguagem.

23



Tarefas:

1) Calcular o intervalo 6timo de aproximacdo com a fungéo f(x)
=c0s(X) em Xo=0:

a) Para grau 1
b) Para grau 2
c) Para Grau 3
d) Para Grau 4

2) Compare 0s intervalos obtidos com o grau do polindémio, qual a
relacédo entre eles?

3) Com qual polindmio se aproxima melhor cos(0,6)? E cos(0,8)?

4)Criar uma imagem com a funcdo f (x)=argcosh(x) e os
polindbmios de Taylor centrado em X,=2, até grau 4, com cores
diferentes e legendadas.

5) Calcular o intervalo 6timo de aproximacdo com o Polindmio de
Taylor de ordem 1, com erro menos que 10~* e representar.

6) Construa a funcao f(x)=sen(x), juntamente com os poliémios
de ordem 1,2,3,4 e responda: Qual a diferenca entre grau e
ordem?

24



A pratica parte 2

Agora, vamos fazer uma animagdo GIF com os diferentes
graus de polinémio:

Primeiro criar o polindmio com ordem genérica, por
exemplo, ordem. Assim que for criado,aparecera uma tela
automaticamente pra vocé criar um controle deslizante para
ordem.

QGEnGehra = = || 2
Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

Al Alrs =l 7\ Il I e =g el ==
luuuuuuuu@uu
} Janela de Algebra b Janela de Visualizagdo
Fungio 5
@ glx) = &
5
Criar Controles Deslizantes @

if_z Criar Controle(s) Deslizante(s) para: ordem

o

| Criar Controles Deslizantes | | Cancelar

Entrada: pn{x)=PolinémicDeTaylor[g, 0, ordem] s @

Porém, ele sera criado de acordo com o padréo do programa,
que ndo é proprio pro polinémio de taylor. Clicar no botéo direito
do mouse , e depois em configuracdes. Nessa tela é possivel
mudar o intervalo do controle, a variacdo (incremento) o estilo do
controle e da animacéo.

25




bs GeoGeb

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

» Janela de Algebra [ [ » Janela de Visualizagd =
- Fungao 5
0 glx) =& ordem=1
) pn(x) = 14+x
- Nimero Nimero ordem
© @ ordem=1 .
“. Exibir Objeto
A% Exibir Rétulo
Animar
v Fixar Objeto
#  Posigio Absoluta na Tela q
Renomear
/7 Apagar
2 Propriedades
Ju
04 -3 -2 1 o 1 2 3 4 5 [ T 8 o 10 11
RE
on
Entrada: | pn(x)=PolinémioDeTaylor[g, 0, ordem] =| @
QGeoGehla
Arquive Editar Exibir Op a0 H e ]
Funcdo o : —— =
E e f‘E Béasico| Controle Deslizante |0m|Fosngao|Avangado|Fmgrama.g30|
» Janela de Algebra g Intervalo
FIJH;E[O— . MNimero
. @ ordem min: |1 max: |20 Incrementa:
® f(x) =¢* ‘ | | |
=1
® 5(x) = 14= Controle Deslizante
-~ Nimero
© @ ordem=1

Fixo Aleatdrio (F9) [Ho.nzoma.l v] Largura: |200 | px

Animac3o

Welocidade: 1 Repetir.

= Crescente
+= Decrescente
= Crescente (Uma Vez)

Entrada: 7 3@

26



A mudanca depende de vocé mexer no botdo deslizante,

porém ao criar a animagao o botdo mexe sozinho:

Q GeoGebra
Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
D Mova Janela Cirl+M :} E
-
Nova y!
B A Ctr+0  anela de Visualizagio B
[ Abrir do GeoGebraTube ... s
Abrir Arquivo Recente »dem=1
B
=
@ Gravar Cirl+S 4
Gravar Como ..
Lb Compartilhar. 3
Exportar v [ Planilha Dindmica como Pagina WEB (html) .. Ctrl+Shift+W
= [ . [= Janela de visualizagio coma Imagem (png, eps) .. Ciri+Shiftel
4 Visualizar Impressio Ctrl+P q
Janela de Visualizagdo como GIF Animado
[l Fechar Alt+F4 Copiar para Area de Transferéncia Ctrl+Shift+C
Janela de Visualizagio como PSTricks .. Cirl+Shifi+T
Janela de Visualizacio como PGFITIkZ ...
=
-7 Janela de Visualizacio como Asymptote ... 2 3 7 8
-1
2
a
Entrada: 3@
QGeDGEbra | = || = H £3 \
Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
(2 [ b Janela de Visualiza (=
5
ordem="1
®
- Namero +
@ ordem=1 Exportar como GIF Animado @
Controle Deslizante: :Urdem =1 -
Opgles
Tempo entre Quadros: | 1500 ms [] Repeticio Automatica da Animacio? 4
-7 -8 & 7 ]
Entrada: @

27



Tarefas:

1) Criar uma animacgédo GIF com:
a) f(x)=cos(x), xo=0
b)f(x)=arcosh(x), Xo=2

2) Porque muitas vezes é necessario usar o Polinbmio de Taylor
ao invés da Aproximacéo Linear?

3)Se numa funcdo duas vezes diferenciavel, J ' (xp) = Umas
J'(20) # 0 o que posso descobrir?

4)Se numa funcdo n vezes diferenciavel, e é verificado que

frEIffj — f”(.'-'i'.'f.-j = = f'::ﬂ—‘-.:'I:I:lj] =1 mas f::ﬂ_f-lzle:] .y 0 que
posso descobrir?

28



RESPOTAS DOS DOIS ITENS DE

TAREFA:

Partel:
1)
=N ER )
BEQBB@DD@DD DD
O 'M = (x)
[a]
I=[-a,a]
1 _
2) IR1l= _555102

Pois sen(x) = 1V x e se x € a [-a,a], 0 valor maximo de x*=a*
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€7 Geotetra o o )
Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar
15 -
3.5 ? 3
» Janela de Algebra » Janela CAS P Janela de Visualizagio )
Fungzo RaizNEsima(((1/100521), 2) 6
- f(x) = cos (x) 1
/T
\' 50 5
5 ValorNumérica[RaizNEsima(((1/100)+21), 2)] u
- 0.14
3
3 || 4
2
/-:
-1
Entrada =
"
e 5|1 4 -2
— —a =10

b)IR2|=

Pois sen(x)

1V x e se X € a[-a,a], 0 valor maximo de x*=a°

£ GeoGetra o e
Arquivo Editar Exibir Dp;ﬁes Ferramentas Janela Ajuda Entrar
15 =
3 5 ? ke
b Janelade Algebra b Janela CAS b Janela de Visualizagao (4]
Fungfio RaizNEsima(((1/100)*31), 2) 5
-4 f(x) = cos(x) 1
Ve
= .
5 ValorNumérico[RaizNEsima(({1/100)731), 3)] B
- 0.39
3
3 || q
2
/
U ) U 1 :
-1
Entrada: 3@
4
£ o 1 a1
—a* =10

c)R3= | 4

Pois sen(x)

41

1V x e sex € a[-aa], o valor maximo de x*=a’
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Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

][ 15 7 =
3.5 hal J 7 &
» Janela de Algebra ] | » JanelaCAS (<] | » Janela de Visualizagi (|
; Funcho RaizNEsima(((11100)41), 4 81
L@ f(x) = cos(x) , | RERNEsmetanooras. 4
G
25 5
2 ValorNumérico[RaizNEsima(((1/100)+41), 4)] 44
- 0.7
3
3 e q
24
/:—
\rq\_:/ J-l u 1 K
-1
Entrada: 3| @
{5}(
e s 15 -2
=—a =10

dR4= | 5t |73

Arquive Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar
=1 15 7 Y~
3.5 \D - ? 3
» Janela de Algebra ] | » Janela CAS (< | » Janela de Visualizaga [
Funcio STESi i
. RaizMEsimal(((1/100)*5!), 5) s
L@ f(x) = cos(x) 1
516
- H s
2 ValorNumérico[RaizNEsima(((1/100)*51), 5)] 4
- 1.04
3 o 2 4
2
/:-
U ) ’ 1 \
-1
Entrada ¢| @
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2) O aumento do grau do polindmio aumenta o intervalo 6timo de
aproximacao (valor de a) criando um erro menor. Assim, quanto
mais longe de X,, maior deve ser o0 grau para que se tenha uma

aproximacao aceitavel do polindmio para com a funcéo original,
ou seja, 0 aumento do grau do polindbmio aumenta o intervalo
6timo de aproximacdo (valor de a) tendo assim um erro menor.

3)Grau 3. Grau 4.

Q GeoGebra EI@

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
Al Al A= 7\ ol ooz It |

MMMMMMMMMMM

» Janela de Algebra b Janela de Visualizagao
Fungéo
@ G(x) = arccosh (x)

. Pl(x) = 1.32 + 0.58 (x — 2)

®

@ P3(x) = 1.32 4+ 0.50 (x — 2) — 0.3 +

“ @ P4x) = 1.32 4 0.58 (x — 2) — 0.3

Entrada:
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5)Solucéo:

'Q GeoGebra EI@

Arquive Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

[14
(IS
N
Nl
Lv]
ol
AE
|4
]
&

]

b Janela de Algebra ¥ Janela de Visualizagio
- Fungio | R

) = |-
e () xz\/xz—l—\/xz—l‘

5]

- |

Entrada: |I"(x)=ahs(Derivadalarccosh(x),x.2]) [a] % =

Como a funcéo f(x) = arcosh(x) é duas vezes derivavel em Rn\ [-
1; 1], decorre do Teorema de Taylor que o PolinOmio de Taylor
de ordem 1 centrado em X, = 2 aproxima a fungéo f com resto de
Lagrange:

PTG PP

2!

para todo X € (-o0,—1) U (+1;4+00) e para algum c no intervalo
(2;x)sex>2o0u (2; x)sex<2.

Sejal=[2-a; 2+ a],com2 -a>1, o intervalo buscado. Como
queremos que o Polinbmio aproxime com uma precisdo da ordem
de 107 nesse intervalo, temos que impor que |R1(x)| < 107* para
todox €2 -a; 2 + a].

Portanto, tem-se que verificar que:
£€) ol | =2
TG =‘f(c.f]_ —— <10

R'_ = [x

paratodo x € | e para algum c entre 2 e X,
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Precisaremos, entdo, de uma cota superior para |f"©le outra para
(x-2)°

21 em funcao de a para depois isolar a na nova desigualdade
obtida.

Calculemos a com ajuda do Geogebra:

a) Introduzir f(x)=arcosh(x) na caixa de Entrada na parte
inferior da Janela de Visualizacgéo.

b) Introduzir o comando f2(x)=abs(Derivada[f, 2]) para obter o
grafico do valor absoluto da segunda derivada.
de f, isto é, de /") .

c) Observar que o valor maximo absoluto de f2(x) no intervalo
| € f2(2-a), pois f2(x) é estritamente decrescente em I. Em
consequéncia sabemos que /@l =./"2-a)

(x—-2)°

d) Plotar a funcdo g(x) = 2! no Geogebra. Observar que 0

valor maximo absoluto de g no intervalo | é

oL

a

g(2 + a) = 2 , pois é estritamente crescente em [2, 2+a] e é
simétrica no eixo x=2.

2 -7 -8 -5 -4 -3 -2 -1 o I h

I=(1.81,2.19)
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2

i R:‘ < "2 -a)+
e)Observar que temos obtido que < . Para ver

quando esse valor € menor do que 107*, representaremos a funcao
rl(a) = f2(2- a)g(2 + a) e a reta y = 0.01. O primeiro ponto de
corte positivo sera a cota superior de a. No nosso casso, r1(x) <
0.01 para todo 0 < x <0.19. Assim, um intervalo 0timo seria
|=(2-0.19; 2+ 0.19) = (1.81; 2.19).

Funcdo ri(a)
Reta y=0.01 Ponto corte (0.19,0.01)

08 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 02

0<a<0.19
QGeoGebra EI@
Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar. ..
\JI\J\J\J\J\J\J\J\@\J\J =
» Janela de Algebra b Janela de Visualizacdo [
Funcio
@ Pl{x) =

e f(x) = sen[x}

Entrada w3 @
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Ordem 2 e grau 1

Arquivo Editar Exibir Op(;5e5 Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
5 ! ? 3
» JaneladeAlgebra 3 Jane\ade\nsuallzagao [
- Funcio 6
@ Plx) = x
i P2(x) = x
@ f(x) = sen(x) 51
a4
34
<

1
Entrada: [a] =| @
Arquive Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
? 3
» Janela de Algebra 3 Jane\ade\nsuallzagao |
- Funcio P3 o]
Pl(x) = x
® P2(x) =x
%3 54
® Pi(x) = l—l'i
@ f(x) = sen(x) .
34
<

Emrada.“ [o] =| 1)
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Ordem 4 e grau 3:

Q GeoGebra EI@

Arquive Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

uIDDD@@DD@DD =

» Janela de Algebra b Janela de Visualizagdo

[E5]

Funcdo F3
@ Pl(x)

® P2(x)

é.F'-‘l(!l:x—l-x? 4
- f(x) = sen(x)

B - § ) ’ 1 : \av ’ ’ ’ N ;

Entrada: @

Assim vemos que a ordem diz qual a parcela do Polinbmio de
Taylor € a Gtlima, e a ordem pode ou ndo aparecer no polinémio
dependendo do valor que 0 mesmo esta centrado, enquanto o grau
representa o expoente maior.

Parte 2:

1)a), b) respostas no arquivo

2) Por isso algum as vezes nao é possivel utilizar apenas
Aproximacao Linear com um x mais afastado de xo. Dependendo
da funcdo, a aproximacao linear ndo é suficiente, ndo trazendo um
erro aceitavel

3)a) fGxo)=0 Corta o eixo OX em X=Xq
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b)

Slxg) =0
f'le) =0
J"(xp) > 0

O ponto (Xo,0) € minimo relativo e xyé raiz de f

c)

Slxg) =0
J'x0) =0

J'xg) = 0
O ponto (Xg,0) € minimo relativo e xondo € raiz de f
d)

Slx0) =0
J'e) =0
J(xg) < 0

O ponto (X 0) € maximo relativoe x, éraizdef

e)

Slxg)=0
J'xg) =0

J(xo) <0
O ponto (X 0) € maximo relativo e Xondo € raiz de f

f)

flxg) =0
S(xg) =10
S =10

Ponto de inflexdo na origem
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9)

Sxp) =0
J"(xg) =0
J"(x0) # 0

Ponto de Inflexao fora da origem

Além disso, ha a regrageral que vale para n = 2: Se sdo
verificadas todas as condicOes do enunciadoen =2:

(m+1) . , L, .
— f7 el =0 entdo ¢ é minimo local

Senéimpar —

L, ") <0 entio ¢ & maximo local
Ex1l: Jfl)=x
fle) =0, fMxp)=0, f"(x) >0
Xo=0 € ponto de inflexéo.
Ex2: flx)=x"
flog) =0, fMxp)=0, f"G)=0_ f%xg)>0

Xo=0 é minimo local.

Ex3: fix)=x
fx0) =0, f"xp)=0 fxg) =0, F¥x0)=0 f(xg)=0
Xo=0 é ponto de inflexdo.

4) X, € ponto critico de s
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Se J(xp) =0

S xg) <0

() > 0

40



Bibliografia
e Curso de Analise - Elon Lages, vol.1, pag. 283
e Caélculo - Howard Anton, vol.1e 2

e Bayon L, Grau J.M.Suaréz P.M.,Calculo.Grados em
Ingernieria. Ediciones de la Universidad de Oviedo. Ediuno.
2011

e Apostila de Introducédo aos Métodos Numéricos-UFF-partel

e Calculo Diferencial & Integral I- Jaime E. Mundz Rivera
Outras referéncias

Videos:

e Calculo II- videoaula 1:
https://www.youtube.com/watch?v=4elAly\Vc500

e Célculo Il — videoaula 2, parte 1,2, e 3 :
https://www.youtube.com/watch?v=g3D2nSqY Pc8,
https://www.youtube.com/watch?v=IkRDGHww1wU ,
https://www.youtube.com/watch?v=A0ulM-IEUJs

e Colecdo de videos Matematica Pratica-Fernando Deeke
Sasse- videoaulas 4,6 e 7:
https://www.youtube.com/watch?v=n6ViNFTAfOs&list=PL59
4978F3375E6D38

Sites:

e Moodle da professora Begoiia:
http://www.professores.uff.br/balarcon/moodle/course/view.

php?id=2

41


https://www.youtube.com/watch?v=4elA1yVc5oo
https://www.youtube.com/watch?v=A0uIM-lEUJs
http://www.professores.uff.br/balarcon/moodle/course/view.php?id=2
http://www.professores.uff.br/balarcon/moodle/course/view.php?id=2

e Laboratorio:http://www.professores.uff.br/balarcon/LabCalc
ulo.html

42



