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Prefacio

Este livro comecou a nascer a partir do interesse, pelo goraator,
pela famosa conjectura da estabilidade, durante seu miesr@doutorado,
combinada com seu recente interesse pela teoria de fluxosioguolari-
dades, em particular a teoria seccional hiperbalica.

Este interesse, aliado aos estudos e contribuicbes dirdemoora em
exibir mais exemplos na teoria seccional hiperbdlica e tsdes do se-
gundo autor sobre o conceito de hiperbolicidade essempmakibilitou a
existéncia deste livro.

Com o advento da teoria hiperbdlica, devido a Peixoto [57hml8
[68], os sistemas Axioma A (ou hiperbdlicos) entraram enmaderponen-
temente, uma vez demonstrada a estabilidade destes. Adaamgectura
da estabilidade versava sobre a reciproca, isto é, se @sasestaveis sdo
hiperbdlicos. Esta conjectura gerou intensa atividaderea de sistemas
dinamicos e finalmente foi resolvida por Mafié [45], em um nmoental
trabalho. Anteriormente, matematicos como Liao, PlisskiAoetc, tam-
bém contribuiram com resultados parciais. Logo em seguisi@)do os
métodos de Mafié, Palis resolveu a chamada conjectutaataabilidade
[56].

Da conjectura da estabilidade, duas perguntas naturaigauar A
primeira, se a conjectura era verdadeira pra fluxos e a sags@dima pro-
priedade mais fraca que estabilidade, atualmente changadeodriedade
estrela, era suficiente para garantir a hiperbolicidaderdifeomorfismo.
A primeira foi demonstrada por Hayashi [32], através do seleppsaon-
necting lemmaa segunda foi demonstrada independentemente por Hayashi
[33] e Aoki [3].

Naturalmente, uma terceira pergunta poderia surgir: arjgdgde es-
trela é suficiente para implicar a hiperbolicidateeum flux@ De fato, a

vii
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pergunta ja nasceu morta, pela existéncia do famatrsdor de Lorenzum
sistema que possui a propriedade estrela porém nao é hiperb6

Mesmo assim, uma das principais caracteristicas destensist a pre-
senca de singularidades acumuladas por 6rbitas periddstasevou Gan
e Wen a enunciarem e demonstrarem o seguinte teordlmeos estrela
sem singularidades sédo hiperbdlicos’

Por outro lado, motivados pelo estudo sistematico do atdatborenz,
novas tecnologias foram criadas, culminando no conceidhgije conhe-
cemos comdiperbolicidade seccionaMatematicos como Morales, Paci-
fico, Pujals, Shilnikov, Turaev entre outros, desenvolvetais tecnolo-
gias e o conceito dftuxo seccionalmente Axiomas@irgiu em [48]. Além
disso, diversos exemplos de sistemas do tipo Lorenz, pemnem classe
dos fluxos seccionalmente Axioma A.

Naturalmente, podemos resgatar a seguinte pergunta, toaoefstrela
€ seccionalmente Axioma A? Mesmo assim, a resposta é nagativm
contra-exemplo é apresentado neste livro. Porém acreuitame a res-
posta seja afirmativa para a maioria dos fluxos estrela, dedgirimeiro
autor em colaborag¢do com C. Morales tem resultados paneatia direcéo
e isto também é comentado neste livro.

A finalidade do livro entéo é descrever com mais detalhestedte
capitulo da teoria dos Sistemas Dinamicos. Optamos pogesdiodos 0s
conceitos na linguagem de fluxos, simplesmente pelo fatcaguaioria
dos textos sobre conceitos recentes envolvidos séo afadssmo caso de
difeomorfismos. Para os conceitos basicos de dinamicaddijies no caso
de fluxos temos o belissimo livro de Palis-de Melo [21]. O enés livro
entdo segue esta linha.

Finalmente, ainda ha uma pergunta muito natural: Por quaahtais
fluxos deestrelé&? Bem, a resposta pode ser um tanto jocosa, 0s sistemas
gue apresentam tal propriedade séo caracterizados pelddatdo serem
aproximados por sistemas exibindo érbitas criticas nderbh@licas. Em al-
guns trabalhos, o conjunto de difeomorfismos com esta faagde foi de-
notado porF (M), e a notagao evoluiu para o caso de fluxos catd),
ja outros trabalhos usavam a notagéM), e ao longo do tempo, devido
aquela estrelinha ali em cima na notacdo, comecaram a seadoa de
fluxos... estrela!

O livro esta organizado da seguinte forma. No capitulo lseewbs 0s
conceitos béasicos de Equacdes Diferenciais Ordinariasjalergodica e
apresentamos os conceitos de estabilidade e a propriestaela.eUsando
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o lema de Franks, mostramos que a estabilidade implica aipdayple es-
trela.

No capitulo 2 estudamos duas entidades: os pocos e as sidgdés.
Primeiramente, recordamos o teorema de Pliss que garaitteléie po-
cos diante da propriedade estrela. Mostramos também demmsisestaveis
gue séo hiperbdlicos ndo apresentam ciclos. Introduzimés®connect-
ing lemmade Hayashi e obtemos o importante resultado que fluxos éstave
ndo possuem singularidades acumuladas por orbitas ps&djue foi o
principal empecilho para mostrar a hiperbolicidade de fiestaveis.

No capitulo 3 estudamos diversos conceitos necessariasdeaen-
volver a teoria dos capitulos seguintes: indices de onbéaddicas, pontos
pré-periodicos e limites fundamentais. Além disso, eshatssituacdes em
gue é possivel criar interse¢cdes homoclinicas.

O capitulo 4 é de certa forma o mais técnico. Nele apresestariaxo
linear de Poincaré, extremamente Util para lidar com flugas singulari-
dades. Caracterizamos a hiperbolicidade através do fiuearlde Poincaré
e introduzimos o importante conceito de dominacdo. Apteseos tam-
bém resultados devido a Mafié e Liao sobre a existéncia dendegéo em
orbitas periddicas na presenca da propriedade estrela.

No capitulo 5 mostramos a hiperbolicidade do fecho dasaspieriddi-
cas de fluxos estrela sem singularidades no caso separadepafasao
simplifica diversos argumentos e assim é possivel exporamarglmento
de reducéo de indice, usandergodic closing lemmede Mafié.

No capitulo 6 apresentamos a prova devido a Hayashi dQestabili-
dade implica hiperbolicidade para fluxos.

No capitulo 7 estudamos os conjuntos minimalmente naathifieos,
gue constituem obstrucdes para a hiperbolicidade, tajaicms se dividem
em duas categorias os simples e 0s ndo-simples. Em particatiramos
que tais conjuntos ndo-simples ndo existem no fecho das®geriodicas,
para fluxos estrela sem singularidades,

No capitulo 8 introduzimos o conceito de ciclos heterodisimmais.
Tais ciclos formam um mecanismo para previnir a hiperbaéide, e o prin-
cipal resultado deste capitulo é mostrar que tais cicloer&tem diante
da propriedade estrela. Talvez esta seja uma das provaséoaisas do
livro. Com isto, obtemos a ndo existéncia de conjuntos natrimnte nao-
hiperbdlicos simples.

O capitulo 9 entdo culmina com a prova do teorema de Gan e Wen,
citada acima.
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No capitulo 10 apresentamos avancos sobre o estudo de flsixeme
com singularidades e introduzimos o conceito de hiperiialie seccional.

O livro termina com quatro apéndices. No primeiro coleta®se-
sultados basicos de dinamica hiperbdlica. No segundo agEEmdletamos
e enunciamos diversas versfes do lema de Franks. Como agenas-
amos o importante teorema que mostra dominacgéo nas Orleitéslicas
a partir da propriedade estrela, que € um teorema longosexpemos a
prova de uma versdo mais simples no caso de difeomorfismosarfis
cies no terceiro apéndice, parailustrar os métodos usaduesso geral. No
ultimo apéndice apresentamos dicasuesolugdes dos diversos exercicios
deixados ao longo do texto.

Finalmente, os autores agradecem a Davi Obata pela ineslic@a-
boracédo na confeccao deste livro. Também agradecem ao @arios
Morales pelas conversas frutiferas a respeito da hiperatie seccional.
Alexander Arbieto agradece a hospitalidade do InstitutdVideematica
Pura e Aplicada, ele agradece também a todo o grupo queipardic Se-
minario de Teoria Ergédica da UFRJ, que acontece todasgasteuintas,
pelo ambiente agradavel que o grupo proporciona, ele aggadAnnelise
Casellato pela paciéncia e carinho, finalmente ele dediedlieso a sua
qguerida irm& Eliane Regina Mendoza Arbieto. Bruno Santiag@dece
ao primeiro autor, pela oportunidade de aprender essa raatarmaravi-
Ihosa e por sempre nos motivar a ir cada vez mais longe, aggaalmbém
aos colegas da UFRJ, pelas excelentes e animadas discoss@esati-
cas e ndo-matematicas. Ele dedica este trabalho a Natteti@dgnani,
por todo o amor que lhe tem. Tatiana Sodero agradece ao puiaugtor
pela oportunidade de participar deste engrandecedortpmijdedica este
livro ao seu querido namorado Marcelo Tavares pelo apoioiehta Este
trabalho é parcialmente suportado pelo CNPq, FAPERJ e PRCEINE

AA.,B.S., TS.
Maio de 2011
Universidade Federal do Rio de Janeiro,
Brasil.
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Capitulo 1

Estabilidade, Kupka-Smale
e Fluxos Estrela

Neste capitulo, além de estabelecer certas notagGesdsivas con-
tar um pouco da histéria da conjectura da estabilidade, eticylar, ire-
mos apresentar a propriedade estrela.

1.1 Equacdes Diferenciais Ordinéarias

Nesta se¢do iremos apresentar as notacoes e definicoessh@isicserao
usadas neste livro.

No que segueyl denotara uma variedade Riemanniana suave compacta
e sem bordo. Todos os campos vetoriais usados estardo defimth.
SeX é um campdC' entdo os teoremas basicos de Equacées Diferenciais
Ordinarias (ver [21]), aliado a compacidade, implicam gxiste um fluxo
{Xt}ea €MmM globalmente definido, isto & = R, Xp = 1d € Xi1s = Xt o Xa.

Em geral, usaremos as letrdsy e Z para denotar um campo.

Dadox € M, a orbita dex é definida comdX((X)}«r € € denotada
por O(x). Algumas vezes usamd3'(x) e O (x) para denotar 6rbita fu-
tura e passada derespectivamente, isto@*(x) = {X(X)}0 € O (X) =
{Xi(X)}t<0. Usamos tambémx(X;(x)) = Xjo.q(X) = {Xs(X)},_, para denotar
uma corda, ou seja, um pedaco de orbita. Uma singularidadeg®aotoo
tal queX(o) = 0. O conjunto de singularidades é denotado por Sihg(

1
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Uma 6rbitaO(x) é periddica se existee O(x) e T > 0 tal queXt(p) =
p. Neste caso, temos q@¥x) = {Xi(p);0 <t < T} e dizemos que é um
ponto periédico. O menadr > 0 que satisfaxt(p) = p € dito o periodo de
p e é denotado pot(p). O conjunto de pontos periédicos é denotado por
Per(X). Definimos o conjunto de elementos criticosdeomo

Crit(X) = Per(X) U Sing(X).
Hiperbolicidade de Orbitas Criticas

Definicdo 1.1. Uma singularidader é hiperbdlica se para qualquer auto-
valor 1 de DX(o") temos que Ra) # 0.

Para definir a hiperbolicidade de uma o6rbita peridédica peguds do
conceito do mapa de Poincaré associado a tal orbita.

Figura 1.1: Mapa de Poincaré

SejaO(p) uma orbita periddica de um campoe X1(M). Pelo pontg
consideremos uma secao transveksab campaoX. A orbita dep volta a
intersecta no tempar(p). Pela continuidade do fluxo @& a érbita por
um pontox € X suficientemente préximo detambém volta a intersectar
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¥ em um tempo proximo a(p). Portanto s& c X € uma vizinhanca dp
suficientemente pequena, podemos definir uma aplidcdcad — X que a
cada ponto € V associaP(x), sendoP(x) o primeiro ponto onde a 6rbita
dexvolta a intersectaX. Esta aplicacdo é denominadmapa de Poincaré
associado a orbit@(x) e a se¢ad.

Definicdo 1.2. Um ponto periédico p € hiperbdlico se qualquer autovalor
A de DRp) satisfaza| # 1.

Variedades Invariantes

Dado um pontg € M, definimos osconjuntos estav@hstavel locais
dep como

WE(p) = {y € M; d(Xi(y). X(p)) < & ¥t >0},

WU(p) = {y € M; d(X_t(y), X=(p)) < & : VYt > O}

respectivamente. Em palavras, o conjunto estavel locairdgantop € M
€ formado pelos pontos cuja 6rbita futura esta sempre pedgiandrbita
futura dex, e similarmente para o conjunto instavel.

Poderiamos pensar também no conjunto dos pontos cuja $elajaro-
xima arbitrariamente da 6rbita de Isto nos leva a definir osonjuntos
estavelnstavel

WE(p) = {y € M; d(X:(y). Xi(p)) — O, t — +oo},

WH(p) =ty € M; d(Xe(y), X(p)) = O, t — —oo}.

Podemos também considerar os conjuntos egtaselvel de uma orbita
via W (O(p)) = Useorp WX (anélogo paray (O(p))), o = s u.

Tais conjuntos séo definidos apenas dinamicamente e, eaffpoimao
possuem nenhuma estrutura especial.

Um fato nao-trivial € o Teorema da Variedade Estavel, qued&na
presenca da hiperbolicidade, os conjuntos estavel e glstdw, na reali-
dade, subvariedades imersas. Mais que isto, estes congatidangentes
aos espacos estayinktavel dep pelo mapa de Poincaré.

Para maiores detalhes sobre a teoria de variedades irtestianeitor
pode consultar o apéndice A deste livro.
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O fluxo Linear de Poincaré

Como a variedad®1® é Riemanniana, para todon&o singular pode-
mos definimNy := (X(x))* como o subsespagb- 1-dimensional ortogonal
a reta gerada poX(x) emTxM. Isto gera o fibrado norm& sobre o con-
junto M* = M — Sing(X).

ObviamenteDX; ndo deixaN invariante, porém podemos forcar a in-
variancia através das projecdes ortogonisTxM — Ny, e definir ofluxo
linear de Poincaré Rlo campaX:

PY(X) : Nx = Ny Via P (X) = mx(x) © DXe(X).

P00
DXt(X) - v
X(x)

Figura 1.2: Fluxo Linear de Poincaré

O fluxo linear de Poincaré é muito Gtil no estudo de propriedéiper-
bélicas de fluxos sem singularidades e sera estudado nalcagiDe fato
la daremos uma definicdo equivalente, porém um pouco maisare

Agora vamos relacionar o fluxo linear de Poincaré com o mapa de
Poincaré. A primeira observacao é que podemos definir, de méeira-
mente analogo, o mapa de Poincaré para uma dnibaperiddica Com
efeito, sejax € M — Sing(X), e fixe um tempa € R, de modo que
Xi(X) # x. Considerando sec¢fes tranversais pequenas erem X;(Xx),
respectivamente, e Xy, pelo Teorema do Fluxo Tubular Longo, a apli-
cacaoP : Xy — Xy, que a cadd € X, associa o primeiro ponto em que
a Orbita dey intersectay,y € um difeomorfismo de clas€?} (de fato,P
possui a mesma classe de diferenciabilidade que o caihph esta apli-
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cacdo, damos o nome deapa de Poincardle x a X;(x). Para detalhes,
recomendamos ao leitor [21].

Uma observag&o importante € que se as segdes transveosessshi-
das de um modo conveniente, entdo a derivada do mapa de o@oa
fluxo linear de Poincaré, como mostra 0 exercicio a seguirui &gp :
TM — M denota o mapa exponencial lfe(veja [23]).

Exercicio 1.3. Sejam x M — Sing(X) e y= X;(X) como acima. Definindo
Nx(6) = B(0,6) N Ny, temos secdes transversaig = expNy(d) e Xy =
expNy(6). Nestas condi¢Ges, prove que se:E, — X, € 0 mapa de
Poincaré e B(x) : Ny — Ny é o fluxo linear de Poincaré, entédo temos

DP(x) = P{(X).

Recorréncia, Futuro e Passado

Um conjunto que carrega a informagao assintética do siséemeon-
junto ndo errante. Por definicdo, o conjunto ndo-errand denotado por
Q(X) é definido da seguinte maneira. Dizemos guey se para toda viz-
inhancal dex eV dey existeT > 0 tal queXt(U) NV # 0. Desta forma
definimosQ(X) = {x; x > x}.1

Podemos olhar a informagao assint6tica dada por um Unido pbefi-
nimos o conjunta-limite de x como

w(X) = {y € M; existet, — co tal queX;,(X) — y}.
Analogamente, o conjunte-limite é

a(X) = {y € M; existet, —» —oo tal queX;, (X) — y}.

A topologia G
SejamX e Y € ¥}(M), defina?

d(X,Y) = sup|IX(x) — Y(X)I| e d(DX, DY) = sup||[DX(x) — DY(X)||.
XeM XeM

10bserve que nao é claro queseja transitiva, de fato este é um ponto interessante na

teoria da dinamica genérica.
°Na verdade a definic&o usa cartas locais. Para maioresetetadja [21]
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Dizemos que dois campose Y € X1(M) estdoC! — € - préximos se
maxd(X, Y), d(DX, DY)} < e.

Em particular, em todo o livro, a notagde — X significa que os
camposX, € ¥1(M) convergem & € ¥*(M) na topologieC*.

Um subconjunto de um espaco topoldgico é residual se é aaénin
enumeravel de subconjuntos abertos e densos. Um espadagiopa@ de
Baire se todo subconjunto residual é denso.

Considere o espag@'(M,R%) de aplicacdes de clas€ definidas na
variedade compacthl. SendoC!(M,RS) um espaco métrico completo
temos que este é um espaco de Baire. Mais ai@t@al, RS) é separavel,
isto é, possui uma base enumeravel de abertos (Ver [21]).

Lembrando que sendo: TM — M a projecéo natural, um cam@
€ uma aplicacadX : M — T M tal quer o X é a identidade erM, a partir
disso vemos qu&*(M) é subconjunto fechado @ (M, R9), logo X1(M) é
um espaco de Baire separavel.

O leitor pode verificar que a topologit é invariante poscaling Isto é
fundamental, pois permite realizar perturbacdes locatssao usadas no
closing lemmaconnecting lemmatc. Em topologias mais altas estes re-
sultados estdo em aberto. Por este motivo neste livro sexopsideramos
a topologiaC®.

1.2 Fluxos Kupka-Smale

Uma classe de fluxos muito usada na teoria sdo os fluxos KupledeS

Definicdo 1.4. Um campo X é&upka-Smalese todo elemento critico é
hiperbdlico e além disso se; e o> sdo elementos criticos de X, entdo
W5(O(01)) € transversal a WO(o2)).

Sua importancia vem dos seguintes fatos. Por definicdo &tefortes
de hiperbolicidade local, j& que todo elemento critico &tbplico, o teo-
rema de Hartman-Grobman diz entdo que numa vizinhanca dgugua
elemento critico a dindmica € linear. Isto também leva éstade local
do sistema préximo a tais pontos. Tais fluxos também n&o possom-
portamentos homoclinicos ou heteroclinicos ndo-trasaigristo € bem
util, como ficard mais claro no decorrer do texto. Além digsopnhecido
que tais fluxos sédo abundantes, como afirma o proximo teorema.
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Teorema 1.5(0O teorema de Kupka-Smale (teorema 3.1 de [21], p.118))
Existe um residuakS de ¥}(M) tal que todo Xe KS é um campo Kupka-
Smale.

1.3 Estabilidade Estrutural e Q-Estabilidade

Uma das principais no¢des em sistemas dindmicos é a deliestddi A
grosso modo, dizer que um um sistema é estavel é dizer qugugualis-
tema suficientemente préximo deste tem a mesma dinamicatfoiea de
oOrbitas) que o original. Em particular, o estudo da dinardeeam implica
o estudo da dindmica do outro. Isto é extremamente Util, gwisodelar
um problema, arredondamentos dos dados experimentaisjraamento
de certas quantidades séo feitos, o que geram fluxos proxdmdisixo
original. A estabilidade permite entdo estudar o fluxo geragbartir do
estudo do ideal.

De qualquer maneira, matematicamente, o significado preei®sta-
bilidade (do ponto de vista topoldgico) é o seguinte.

Definicdo 1.6. Um campo de vetores XeStruturalmente estaved existe
uma vizinhangd/ c X(M) de X tal que para todo ¥ U/ existe um home-
omorfismo h M — M que leva 6rbitas de X em 6rbitas de Y preservando
as orientacfes das trajetorias, isto €, se M es > 0, existee > Otal que,
para0 < t < 6, h(Xi(p)) = Yz(h(p)) para algum0 < t < e.

Podemos restringir o estudo a parte assintotica do sistema.

Definicdo 1.7. Um campo de vetores X @-estavelse existe uma vizi-
nhancall c X(M) de X tal que para todo ¥ U existe um homeomor-
fismo h: Q(X) — Q(Y) que leva 6rbitas de X em 6rbitas de Y preservando
as orientacdes das trajetorias, isto €, se ©2(X) e > 0, existee > 0O tal
que, parad < t < g, h(X(p)) = Ys(h(p)) para algum0 <t < e.

Em ambos os casos, a aplica¢é@dita uma conjugacao.

1.4 Fluxos Estrela

O teorema de Kupka-Smale diz que a hiperbolicidadedesos elementos
criticos ocorre em um residual. Fica natural entdo o estodoststemas
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cujos elementos criticos sao todos hiperbdélicos de manainasta e isto
leva a nocao central abordada neste livro.

Definicdo 1.8.Dizemos que um campo X é estrela se existe uma vizinhanca
U de X tal que se ¥ U e ye Crit(Y) entédo y € hiperbdlico.

O real motivo de definir fluxos estrela ndo é apenas uma extetesa
definicdo de fluxos Kupka-Smale e sim de toda uma teoria aa o
chamada conjectura da estabilidade. Tais motivos ficagtohté o fim
deste capitulo.

Uma classe de exemplos de fluxos estrela é gerada por camjmrsahx
A sem ciclos. Para isto iremos relembrar rapidamente oseitmiscrela-
cionados a hiperbolicidade de conjuntos.

Definicdo 1.9. Um conjunto compacto invariante é dito hiperbdlico se
existe uma decomposigéo continua do espago tangaieT E3a(X)®E"
e constantes G 0 e A > O tais que paratodo x A et> Ovale:

IDX(X)IES(X)| < Ce™ e|IDX_(X)E“(X)| < Ce™.

Observacédo 1.10.Uma observacao muito importante na definicao de hi-
perbolicidade é que ela implica que toda singularidade gqu®ojuntoA
possua tem que ser isolada no conjunto. Isto é devido a addtde da
decomposigéo, que implica na continuidade das dimens&gsilsados.
Assim, a dimenséo de cada fibrado tem que ser localmenteacd@st isto
claramente é falso se houver uma singularidade aproximamtadpbitas
periddicas (ou mesmo regulares) dentro do conjunto hiplebo

Seguindo Smale [68], dizemos que um campo é Axioma A se 0 con-
junto ndo errant€(X) é hiperbdlico e vale

Q(X) = Crit(X).

Os campos Axioma A formam uma classe de exemplos de campos es-
trela ao adicionarmos a condicao de nédo-ciclos (ver apéigic

Exercicio 1.11. Todo campo Axioma A sem ciclos é estrela.

1.5 O Lemade Franks

Resulta que o estudo de fluxos estrela esta intimamenteligad a esta-
bilidade. Isto depende do chamddema de Franks
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Em geral, o conjunt®;(x) = {y € M;d(x,y) < r} denotara a bola de
centro enx e raior, onded € a métrica induzida pela métrica Riemanniana
de M. As vezes, usaremos a notag#a, r) para tal bola.

Por compacidade, podemos assumir que a aplicagao expahexg, :
TpoM(1) - M esta bem definida para togioe M (veja [23]), onde

ToM(1) = {ve T,M @ Ml < 1).

O objetivo desta secéo € mostrar questabilidade implica estrela. A
solucdo deste problema no caso de difeomorfismos foi dadaranks em
[27]. Para resolvé-lo, Franks criou um lema que conseguepantarbacéo
do difeomorfismo original a partir de uma perturbacéo da sravatia,
mas de um modo especial: a perturbacéo obtida é linear nedeczmas
exponenciais dé.

No entanto como o Lema de Franks é um resultado um pouco ¢écnic
sua prova sera postergada até o apéndice B. Aqui vamos anaseiersdes
para singularidades e para Orbitas peridédicas no caso @esflde um modo
conveniente. Os enunciados precisos o leitor ira encomdrapéndice B.

Comegamos com a versado para singularidades.

Lema 1.12(Lema de Franks para singularidadeSgjam Xe ¥(M) e
o € Sing(X). Entdo para toda &vizinhancald c ¥'(M) de X, existem
6 > 0ee > Otais que se L: ToM — T,M é uma aplicagéo linear
satisfazenddL — DX(o)|| < 6, entéo existe ¥ U de modo que:

Y(X) = (Dexp;l(x)expr) oLo exﬂ_rl(x), se xe B(0)
e Y(X) = X(x) no complementar de,Br) para algum r> e.

No enunciado da versao para 6rbitas periddicas vamos usguate
linguagem: dado um ponte que ndo é singularidade, chamamogud®so
de raioe centrado na érbita de p imagem deB.(p) N X pelo fluxo, onde
¥ € uma secdo transversal gm O objeto possui bem o significado que
0 nome sugere: pegamos a bola de ra#o redor dep dentro da secéo
transversal e a levamos pelo fuxo, gerando assim um tuba.aMggura 1.4
no caso em que a orbita ge periddica.

A versao para orbitas periédicas de fluxos do Lema de Framkgud
dada uma pertubacéo linear da derivada do mapa de Poincamdbiti
existe um campo proximo que realiza este isomorfismo linearocmapa
de Poincaré, em coordenadas exponenciais. Além disso, pocahtido
coincide com o original fora de um tubo centrado na Orbitédpéra.
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B(e) NT

Figura 1.3: Figura 1.4:

Lema 1.13(Lema de Franks para orbitas periodicaSgjam Xe ¥(M)

e pe PerX) e P: X — X a correspondente aplicacéo de Poincaré, onde
T é uma secao transversal conveniente. Considénema C--vizinhanca
de X. Entdo, dade > 0 existe un¥ > 0 com a seguinte propriedade. Se
L : Np = N, € um isomorfismo linear cofi. — DP(p)|| < §, ent&o existe
um campo Ye U que satisfaz:

e Y(x) = X(X), se x ndo pertence ao tubo de rai@entrado na Orbita
de p,

e pePerlf)e
e se R : X — X é o mapa de Poincaré para Y, entdo
Py(X) = expy o L o exp,'(X), se xe B(p) N =

e R/(X) = P(x) se x¢ B;(p) N X, para algum r> & tdo proximo
quanto queiramos.

Na verdade, d.ema de Frank€ uma colecao varios resultados dife-
rentes com a mesma filosofia: produzir pertubacdes naadisaie um
dado sistema, a partir de perturbacfes da sua linearizaghwigada).

De fato, veremos (e usaremos) outras versfes, algumasartais, fdo
lema de Franks nos proximos capitulos, enunciaremos praergte tais
versbes quando for necessario. Em particular, usaremosaoveriginal
(encontrada em [27]) para difeomorfismos no apéndice C tiesie

Com as duas versdes enunciadas nesta secao, obtemos ¢oesezsuil
tado.

Proposicao 1.14.Se X possui um elemento critico ndo hiperbdlico entao
X néo é estruturalmente estavel.
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DemonstracaoFaremos o caso em que o elemento critico € uma 6érbita
periddica. O caso de uma singularidade é analogo.

SejaX € X¥Y(M) e p € Per(X) ndo hiperbdlico com periode. Se-
jam U c XY(M) vizinhancaC! de X e e > 0. Consideres > 0 dado
pelo Lema de Franks (para Orbitas periddicas). Seja 0 mapoitearé
P:X — X, deX emp. Se a secao transversal € conveniente, como obser-
vamos acima, a derivada do mapa de Poincaré é dada pelo fhexo tie
PoincaréP™ : Ny — Np. Arigor, para esta demonstra¢éo néo € necessario
falar do fluxo linear de Poincaré e poderiamos usar uma segasversal
qualquer. Porém, como ele sera de fundamental importaosizapitu-
los que seguem, vamos acostumar o leitor com o seu uso desderjio
p ndo é hiperbdlicoP™ possui um autovalor no ciculo unitario do plano
complexo.

Nesse caso, existe : N, — Np linear, 6 proxima deP™ possuindo
autovalord que é umg-ésima raiz da unidade, para algura N.

Pelo lema de Franks, existe um campe U tal quep € Per(Y) cujo
mapa de Poincaréy : ¥ — X é conjugado ao mapa linelpela aplicacdo
exponencial numa pequena vizinhancgdanz.

Logo, tomanda um autovetor dé& : N, — N, associado ao autovalor
A, temos que:

Py(expy(sV) = expy(Lisy) = expy(sy),

desde qués| seja pequeno, de forma gaegp,svesteja na vizinhanca de
onde vale a equacao de conjugacao.

Segue que o0 mapa de Poincarérde portanto o fluxd;, possuem uma
curva de pontos periddicos de perigdem Orbitas distintas. Em particular,
Y possui infinitas érbitas periddicas de perigdo

Por outro lado, pelo teorema de Kupka-Smale, existe um canppdx-
imo deY com finitas oOrbitas periddicas de periodo

Isso prova qu&X nao é estruturalmente estavel. |

O que a proposicao 1.14 diz € que um campo estruturalmedecest
possui somente elementos criticos hiperbdlicos. Comdbiédtede estru-
tural € uma propriedade aberta, isso implica que que tod@aastru-
turalmente estavel é estrela. No entanto, observe quetéuagorova, a
conjugacao com campos suficientemente proximos somenisdda para
mostrar que um campo com infinitas 6rbitas periddicas de utm periodo
ndo pode ser conjugado a um campo que possui finitas orbitdslicas
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com tal periodo (analogamente no caso de singularidade®ntdnto, isto
claramente impede que os referidos campos s€jatbnjugados, pois to-
dos os elementos criticos fazem parte do conjunto ndoterfaasse modo
temos o seguinte resultado:

Teorema 1.15.Todo campd-estavel é estrela.

1.6 A conjectura da Estabilidade

Vamos resumir 0 que vimos até agora. Primeiramente, vimegtsis-
temas Axioma A sem ciclos sd®-estaveis. Isto gera naturalmente o se-
guinte problema, que ficou conhecido como a conjectura daiédade:

“Todo sistemda-estavel é Axioma A sem ciclos?”

Problema semelhante foi resolvido por Mafié, no colosdadtha [45],
no caso de difeomorfismde usando a nogédo de estabilidade estrutural.
Mais precisamente, Mafié mostrou que um difeomorfismo esalotente
estavel que satisfaz a condicao de transversalidade fhifeédlico (re-
comendamaos [45] ao leitor, para as defini¢cdes precisas).

A forca dos métodos usados por Mafié permitiu a Palis, em [B6],
solver o problema acima no caso de difeomorfismos.

De qualquer forma, Mafié j& acreditava que a propriedadel@stsse
suficiente para obter hiperbolicidade. Isto de fato € vexa@afbi mostrado
por Hayashi em [33], veja também [3]. Precisamente, Hayaskirou que
se um difeomorfismos nao é aproximado por difeomorfismos comop
periddicos ndo hiperbdlicos entao ele é Axioma A sem ciclos.

Naturalmente, tentou-se atacar a conjectura da estatgligiara fluxos,
porém levaram-se 9 anos até que Hayashi em [32] resolvelbtepra ao
mostrar seu poderosmnnecting lemmaUma das dificuldades é mostrar
gue as singularidades ndo sdo acumuladas por 6rbitas refdes:; para
este fim entra @onnecting lemmaOutra dificuldade versa sobre o modo
como uma Orbita periodica é destruida, no caso de difeonmmmé$isa 6rbita
deixa de ser hiperbdlica antes de desaparecer, ja no cassogifito ndo é
mais verdade. Isto seréa discutido no capitulo 5. Mais amol@sentaremos
a prova da conjectura no capitulo 6.

3Lembramos que estamos sempre usando a topaldgitodos os problemas desta secéo
estdo em aberto para topologias maiores, is@ €omr > 2.
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Apresentada entéo a dificuldade extra no caso de fluxos, fieaamta
se a propriedade estrela é suficiente para que um campo Sieja®A.
Acontece que o famosatrator de LorenZ um contra-exemplo para isto.
O motivo e mais exemplos seréo vistos no capitulo 10.

De qualquer maneira, tais exemplos sempre apresentaniegidgdes,
portanto uma pergunta mais sensata é se a propriedade @sfkta hiper-
bolicidade para fluxos sem singularidades. A resposta é atfirne foi
dada por Gan e Wen.

Teorema 1.16/Gan-Wen) Todo fluxo estrela sem singularidades é Axioma
A sem ciclos.

A prova deste teorema sera dada no capitulo 9. Como vimosrenta
1.15, naturalmente o resultado de Gan e Wen (com uma ligeidifica-
¢éo) implica o resultado de Hayashi. O leitor pode se pesgyar que
ndo dar apenas a prova deste resultado final. Os motivos S&guoisites:
por opc¢ao didatica tentamos apresentar resultados cadmaiszfortes,
culminando no teorema de Gan e Wen, para mostrar e locabzagraicos
as dificuldades que aparecem no problema; além disso vermnus as
idéias originais de Mafié e as de Liao aparecem no decorreoda.t

De qualquer forma, é de interesse investigar 0 que oCcorrecanmpos
estrela com singularidades, tal problema continua em @bgotém algu-
mas respostas parciais existem e serao vistas no capitulo 10

Outros Cenarios

A conjectura da estabilidade ou mesmo o problema de sabepree a
priedade estrela implica hiperbolicidade faz sentido etrosicenarios.

Por exemplo, podemos nos restringir ao contexto de fluxasipcessi-
veis. ComoM é uma variedade Riemanniana podemos lidar apenas com
campos tais que sua divergéncia seja nula, isto & gi. O fluxo gerado
por tal campo é dito incompressivel pelo seguinte fato.

Exercicio 1.17. Seja X um campo com divergéncia nulaeb a medida
de Lebesgue gerada pela métrica Riemanniana, entdo pacaioctleano
A e para todo & R temos que

Leb(X:(A)) = Leb(a).
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Vamos denotar po¥t (M) o espago de campos com divergéncia nula,
munido da topologi&€!. Podemos definir a versio da propriedade estrela
neste cenario.

Definigéo 1.18.Seja X um campo eff,(M). Dizemos que X é incompres-
sivelmente estrela se existe uma vizinhabta X1 (M) de X tal que toda
Orbita critica de Ye U € hiperbodlica.

A diferenca entre esta definicdo e a definicdo geral da pagiees-
trela é que neste caso, em principio, 0 campo pode ser a@d®ipor um
gue possua uma orbita critica ndo hiperbdlica, porém o cajap@prox-
ima nédo tera divergéncia nula.

Fica claro que uma das dificuldades de estender os resukadbs/e
ao fato de que as perturbacdes devem ser feitas de tal forena campo
final ainda tenha divergéncia nula.

Por outro lado, veremos que a incompressibilidade implicalgumas
simplificagbes em certos argumentos e também torna cestolsa@os mais
fortes. Por exemplo, uma vez mostrado que um fluxo incomipedss
Axioma A, entao automaticamente ele € Anosov. Isto simpbesenpelo
fato, que sera visto na proxima secao, que para todo fluxanpassivel
temos que2(X) = M.

No texto, comentaremos brevemente como se déa a extenséesubs r
tados para o contexto de fluxos incompressiveis.

Outros contextos podem ser considerados, mas nao tratanmeeste
livro. Existe o contexto de campos Hamiltonianos. Neste,c@ascampos a
serem considerados vem da seguinte construcdo«Fixea 2-forma dife-
rencial fechada e nao degeneradamDada uma funcéo diferenciavel
H : M — R, assim como fazemos para encontrar o campo gradiente u-
sando a métrica Riemanniana, podemos encontrar o campdtétaano
Xy como o Unico campo que satisfaz a férmula:

w(Xy(X),Vv) = DH(X)v para todov € TxM.

Podemos entéo definir a propriedade estrela de maneiraganasando
apenas estes campos na definicdo. Mais informacdes, ver [16]

Outro possivel cenario séo as acfes de grupos. Geja grupo de
Lie, dizemos que uma acdo @ sobre a variedad® é uma aplicagédo
diferenciavel da form& : G x M — M. Neste caso, para cadae G,
podemos ver a aplica¢éy : M — M como um difeomorfismo, ondg; é
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definido por:
Ag(X) := A9, X) para todax € M.

Observe que 0 caso em que o gripe Z obtemos a teoria para difeomor-
fismos, enquanto que &= R obtemos o caso de fluxos.

Pode-se definir diversos conceitos dinamicos para acdesugege
a conjectura da estabilidade faz sentido neste cenarianmese ainda
esteja em aberto. Maiores detalhes ver [8].

1.7 Breves palavras sobre a Teoria Ergodica

No decorrer do livro usaremos alguns resultados basica=ndia ergodica
gue iremos apresentar nesta seg&do. As demonstracdesrdseatesios séo
standarde referimos o leitor ao livro [41] para mais detalhes.

Dadof : M — M um difeomorfismo, dizemos que uma medida de
probabilidadeu é f-invariante se para todo conjunto mensurdvet M
temos queu(f~1(A)) = u(A). SeX é um campo, entdo dizemos que a
medidau € X-invariante se ela foxX-invariante para todbreal. Lembrando
gueX; € o fluxo gerado.

A presenca de uma medida invariante acaba gerando recréisto
€ o conteudo do teorema de recorréncia de Poincaré.

Teorema 1.19.Se X é um campo (resp. f é um difeomorfismo) gcama
medida X-invariante (resp. f-invariante) entaajuase todo ponto x € um
ponto recorrente isto é & w(Xx).

Uma boa fébrica de medidas invariantes séo as medidasiéribeno-
tamos powy a medida de Dirac associada ao poxitesto €,6x(A) = 1 se
X € A, caso contrario tema%(A) = 0.

Teorema 1.20.Dado um ponto x M, qualquer ponto de acumulacao do
conjunto de medidas de probabilidade

1 fT }
= (5)(S ds ,
{T 0 ® T>0

€ uma medida X-invariante.
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De fato, variando ligeiramente a prova deste teorema e osaodm-
pacidade dé/, pode-se mostrar que dado> 0, 0s pontos de acumulagéo

de ]
1
{ﬁ Z 6Xmi(xn)} ’
i=0

n>0

ondex, € uma sequéncia de pontos &mou mesmo de

1 n
{ﬁ Z&Yﬂ)mi(xn)} )
i=0

n>0

ondeY" — X sdo medida¥Xy-invariantes.

As medidas obtidas por tais processos sdo chamadasdilas or-
bitais.

Outra construcéo util € a seguinte, dado uma medieam difeomor-
fismof : M — M podemaos definir outra medida(u), dita opush-forward
deyu por f, através da formuld, (u)(A) := u(f~1(A)) para todoA mensu-
ravel. Observe que nesta linguagem, dizer géef -invariante equivale a
dizer quef.(u) = u.

Uma medida invariante € dita ergddica se dado qualquer conjuAto
invariante pelo fluxo, isto & (A) = A para todd, temos que«(A) = 1 ou
0.

Podemos caracterizar as medidas ergddicas da seguinte, fegrtoda
funcaopu-invariante pelo fluxo, isto €, uma funcdo: M — R tal que
f o X¢(x) = f(x) parau-quase tod, é constante fora de um conjunto de
medidau-nula.

Finalmente temos o teorema de Birlh@entral em teoria ergddica.

Teorema 1.21. Sejauy uma medida de probabilidade invariante para: f
M — M. Entéo pargu-quase todo ponto & M e toda fungdo continua
0 seguinte limite existe:

1 n-1 )
lim =" ¢(f1(x)).
n—+oc0 N j:O

Seu for ergddica entéo este limite é igualﬁvﬁdu.

O leitor pode encontrar uma prova deste teorema em [41].
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Capitulo 2

Pocos e Singularidades

2.1 O Teorema de Pliss

Por decomposicao espectral, uma obstrucédo para ser Axiogm#eAin-
finitos pogos (ou fontes). Mesmo assim poderia ndo ser a@asirpara
Q-estabilidade. Mas de fato €. Vamos ver nesta se¢cdo umaesudado
por Pliss, em [59], que nos diz que um campo estrela tem fipdgss.

Teorema 2.1(Pliss) Se X é estrela entao X tem finitos pocos e fontes.

O resultado é intuitivo. De fato, caso um campo tenha infintogos
podemos intuir que estes pogos vao perdendo hiperboliejdadseja, ha
pocos com autovalores (dos respectivos mapas de Poinaséjap se
aproximando do circulo unitario. Entao, pelo lema de Fras&sa pos-
sivel obter um camp® préximo do campo original com um ponto per-
i6dico ndo-hiperbdlico e isto violaria a propriedade datre

De fato, veremos mais adiante (capitulo 4) que a propriedattela
impedira a presenca dos tais autovalores fracos. Entdomuasgdam pouco
o problema e iremos mostrar que qualquer campo com forcaramgfnos
seus poc¢os ndo pode ter infinitos pogos.

Como ferramenta para mostrar a finitude de pocos, Plissdtram
importante resultado numérico, que se mostrou muito Utibatras situa-
¢cOes, ver [2], [77], e tambem [11].

17
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Lema 2.2(Lema de Pliss) Dadose > 0, a€ R e ¢c> 0, entdo existe K- 0
tal que se H: [0, T] — R & de classe €e satisfaz H0) = 0, H(T) < cT e
inf H" > a, entdo o conjunto

P. ={t e [0, T]H(s) — H(t) < (c+ €)(s—t) paratodo se [t, T]},
tem medida de Lebesgue maior do que KT.

DemonstracaoDefinaG(s) = H(s) — (c + €)s. Temos qué&s(0) = 0 e por
hipoteseG(T) < —eT. Podemos entao, ja que a funcao tem que decrescer,
definir dois tipos de sequéncias, ambas podendo ser finitas.

Seja{a;} uma sequéncia de pontos criticos@¢al que sex > a en-
tdoG(x) < G(g), caso existam apenas finitos pontos com tal propriedade,
definimos o ultimo termo da sequéncia coaje= T. De qualquer maneira,
como a funcao tem partes em que tem que decrescer temags-gue.

Seja tambénfb;} uma sequéncia tal que é o primeiro nimero tal que
b > & eG(by) = G(aj.1).

SejaB = —inf G’, comoG tem que acabar decrescendo, ésteestri-
tamente positivo. Pelo Teorema do valor médio obtemos que:

G(a) - G(bi)
B
Afirmamos que Ji(a;, b)) c P.. De fato isso é verdade pela seguinte
observacao:

H(s) - H(t)

<b-a.

H(s)—(c+e)s— (Ht)—(c+et) +(c+e)(s—1)
G(s) - G(t) + (c+ e)(s—t).

Assim,
G(s) - G(t) + (c+e)(s—1t) < (c+ €)(s—1) se, e s6s6(s) < G(t).

Agora tomet € (g, b;), para algum. Se para alguns > t tivermos que
G(s) = G(t), observe que isto implicara a existéncia de um ponto oritic
que satisfaa;, 1, logo por definicdo dé;, temos que = b;. Mas isto gera
uma contradicdo cotne (a;, by;).
Assim,
s 3 8@ -GB) _
Leb(P) > Z(b. ~a)> Z — =
_ 3 8@ -Ga) _ S -6
B B '




“book” — 2011/5/17 — 21:36 — page 19 — #29

[SEC. 2.1: O TEOREMA DE PLISS 19

ComoG(a;) = 0, uma vez que é o maximo global Getemos que
-G(T) . €T
B

> -
Leb(P,) > Z B

Para completar a prova basta observar @U#) = H’(t) — (c+ ¢), e
comoB = —infG’ > (c+ €) — A, temos que

Leb(P,) S € K
T c+e—A
ondeK é uma constante. E isto conclui a prova. O

Aplicaremos este lema, substituindo a fungdgela norma da in-
versa da derivada de um poco periédico em que enxergamascanino
periodo. O que esse lema nos diz é que existem muitos imisrdaltempo
ao longo da orbita, tal que enxergamos contracao uniforossjyelmente
um pouco pior, nesses pedacos de o6rbita.

O proximo lemma nos diz que os pogos de um fluxo estrela agegsen
contracdo uniforme. Isto sera apresentado mais a frentepnema 4.13
num contexto muito mais geral. Obviamente, por reversa@mpod, um
resultado analogo vale para fontes.

Lema 2.3. Se X é estrela entdo existem constantes ¥, o < 0 e uma

vizinhanca?{ de X na topologia € tal que se Ye U entdo todo pogo
periddico de Y com periodo maior que m apresenta contrac&orame no

periodo dada pour.

Prova do teorema 2.1A demonstracéo sera feita para pocos, de maneira
analoga pode-se mostrar a finitude de fontes.

Sejampy 0s pocos periddicos. Pelo teorema de Hartman-Grobman, o
periodo deles ndo pode ser limitado. Fixe m dados pelo lema anterior.
Tome n grande o suficiente tal que(p,) > me sejas; = o +¢€ < 0.

Pelo lema 2.2, existem muitd¢s em [Qx(p,)] com contrac@o uniforme
em arcos de orbitas, isto é,

IDXs(Xe(Pa)I| < o1(s—1); paratodas € [t, 7(pn)].

Por continuidade da derivada, existe 0 tal que se esta na bol® :=
B(X:(pn), r) entdd|DXs(2)|| < o2 < 0. Assim, isto nos diz qu¥s ¢(B) c B,

1Como lidamos com pogos, e por compacidade, a estimativaidaeorema 4.13 para
P!, pode ser usada paExX;.
X
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mas entao pelo teorema do ponto fixo de Brouwer [49] existe anlnita
periédica emB, ou seja,q € Per(X) tal queO(q) c B. Mas entdoB é
uma bacia par®(q) e O(pn) N B # 0. Mas uma 6rbita periddica ndo pode
estar na bacia de uma outra 6rbita periddica. Esta confiadignclui a
demonstracao. m]

2.2 Explosbes

Nesta secdo observamos que a presenca de ciclos entredadarastavel
e instavel de singularidades € uma obstrugao p&x-aatabilidade no caso
Axioma A. Ou seja, se mostrarmos (ueestabilidade implica que o campo
€ Axioma A, entéo de fato, temos que o campo é Axioma A semgiclo

Teorema 2.4. Se X e ¥(M) é Axioma AQ-estavel, entdo ndo existem
ciclos entre as pecas basicas de sua decomposicao espectral

DemonstracaoA demonstracdo sera divida em dois casos. Mas a idéia
toda da demonstracdo estd em mostrar que dado-cialo, comn > 2,
entdo existe um-1-ciclo ap6s uma pequena perturbacdo. Com isso iremos
gerar pontos que em principio ndo deveriam estar no nacteyraas de
fato estdo. Ou seja de certa forma estamos “explodindo” eend@mte.

No primeiro caso vamos supor qug, o1, . . . , oy € umn-ciclo formado
apenas por singularidades. Sejama WY(o0) N W3(o1) ey € WY (o1) N
W5(o). O ingrediente principal para criarro— 1-ciclo é oA-lema. Para
isso basta observar que qualquer disco pequeno transa& séd1) em x
acumula eny no futuro, ou seja, s® é um disco pequeno transversal a
W5(or1) emx entdoy € o Xi(D).

Fazendo uma pequena perturba¢cdo com suportg em obtemosY
proximo deX com uma intersecao enWé (o) e W3(o2), criando umm-1-
ciclo, pois teremos pontos arbitrariamente proximos deedade instavel
deoo que acumulam em.

Fazendo esse processo um numero finito de vezes conseguitros o
Y com um 1-ciclo, ou sejaV“(o) N W3(op) # 0. Mas primeiro observe
gue pela-estabilidade os conjuntos ndo-erranteXdeY sdo conjugados,
porém sex esté nessa intersec¢ao do 1-ciclo, entfax parte do ndo-errante,
isso segue dd-lemma, porém ele ndo deveria estar, fetastabilidade.
Isso também justifica o termo deexploséo.



“book” — 2011/5/17 — 21:36 — page 21 — #31

[SEC. 2.2: EXPLOSOES 21

Figura 2.1:

Vamos investigar agora o caso geral, ou seja, em que ha ¢osjgue
néo sdo singularidades neciclo. SejaQy, . .., Q, umn-ciclo de conjuntos
hiperbdlicos. Primeiro notemos que, no caso de fluxos£s@; temos que

dimWS(0(2) + dimWY(O(2)) = dimM + 1,

ja queW“(0(2)) = UiW?(X(2);w = s t. Observe que devido a isso
podemos supor que para o indice 1 temos que

dimW3(0O(z)) + dimW!(O(z2)) > dimM + 1,

onde21 eQiez e Q.

Sex € WS(Qg) N WH(Q;) ey € W3(Q;) N WH(Q,), como estamos
no caso Axioma A, entao existemy € Qo, 23,1 € Q1 €2 € Q) tais
quex € W3(0O(z)) N WY(O(z1)) ey € WS(O(aq1)) N WY(O(z)). Pela ob-
servagao acima, temos dimenséo suficiente para tornarradgé® eny
transversal, caso ela nédo seja. Usando a densidade dassdrbitddicas
e transitividade, podemos supor gue= O(q:) € uma Orbita periodica e
queO(z) esta préxima de. PeloA-lema, uma vez que a intersecdo em
y é transversal, temos qW&(y) ¢ WY(O(z)). E pela variagcao continua
de partes compactas das variedades invariantes, temasqere® € prox-
imo deW'(O(z,), e, pelo mesmo argumento do caso anterior, fazendo uma
pequena perturbacao pertoxi'emos quaNs(O(z)) N WU(O(z)) # 0.




“book” — 2011/5/17 — 21:36 — page 22 — #32 T

22 [CAP. 2: POCOS E SINGULARIDADES

Criamos entdo um — 1-ciclo, fazendo isso um numero finito de vezes
obtemos um 1-ciclo o que gera um ponto longefdgue é nao-errante,
mais uma vez “explodindo” o ndo-errante. O que concluiagrov O

2.3 O Connecting Lemma de Hayashi

Nesta secao introduziremosonnecting Lemmee Hayashi, que desem-
penhara um papel importante ao longo do texto.

SejaA um conjunto hiperbdlico isoladolé = viz(A) uma vizinhanga
isoladora. Denotaremos por

W:(A) = | JW:(p) ondex = s u;
peA

as variedades estavel e instavel localAdeConsideraremos os seguintes
dominios fundamentais:

D® = WE(A) — Xy(WE(A)) e DY = WE(A) — Xy (WE(A)).

Definicdo 2.5. Uma sequéncia de 6rbitas finitég de X é chamada uma
sequéncia quase-homoclinica associada sey, acumulaem De DV, e
vk N UC # 0 para todo k.

O connecting lemmaata da criagdo de um ponto homoclinico por uma
pequena perturbacao, na presenca de uma sequéncia quasdthiza.

Teorema 2.6(Connecting Lemma de Hayashi [32]Pados Xe ¥(M),
uma C-vizinhanga?{ de X e um conjunto hiperbdlico isolado. Se X
tem uma sequéncia quase-homoclinica associadleeatao existe ¥ U
gue coincide com X em uma vizinhangade que possui um ponto homo-
clinico associado a.

llustramos o Connecting Lemma na figura abaixo supondo quao ¢
junto hiperbdlico isolada é apenas uma singularidaste

Versfes um pouco mais geraisectimnecting lemmapareceram depois
em [76], [75], entre outros. O enunciado que apresentamasaparece
em [30]. Para diferencia-lo, damos outro nome.

Teorema 2.7(Connecting Lemma TunadoBeja Xe X'(M), e ze M -
Crit(X). Entdo para qualquet{ = viz}(X), existem constantgs> 1, T >
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Figura 2.2: Connecting Lemma

1 edy > Otais que para qualqued < § < §p e qualquer par de pontos x
que estao fora de um tude(d) = Uy B(X:(2),6). Se a orbita positiva
de x e a Orbita negativa de y ambas atinge(m B), ento existe ¥ U tal
que Y= X fora deA(6), y esta na Orbita positiva de x e a Y-0Orbita de x até
y atinge Kz, 6).

Q===

Figura 2.4: Ap6s a pertur-
Figura 2.3: Antes da perturbacgéo bacao

O que essa versdo do Connecting Lemma nos diz € que poderos jun
tar a 6rbita de dois pontos contanto que as 6rbitas delesmpass tempo
suficientemente grande proximas uma da outra. Para ilugteagste enun-
ciado é um pouco mais geral, vamos mostrar que ele implaanoecting
lemmade Hayashi para pontos periodicos.

Proposicao 2.8.Seja (p) € Per(X) uma orbita periddica hiperbdlica
de um campo X e dois pontosexWs(O(p)) — ({O(p)} U Crit(X)) e y €
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WHY(O(p)) — ({O(p)} U Crit(X)). Se existirem pontos,x M — Crit(X) e
temposg# > Otais que x — X e X,(X) — Y. Entdo para toda vizinhanca/
de X existe Ye U tal que Y= X em uma vizinhanca de(f) e existe um
ponto homoclinico z de (@) com respeito a Y.

DemonstracdoA demonstracao inteira € basicamente verificar que as con-
digBes daconnecting lemmaé&o satisfeitas e controlar o tamanho dos tubos
para que possamos obter o que queremos sem modificar oufiessre

Como por hip6tese,y ¢ ¥}(M), entdo existem constantps, py >
1, Ty Ty > 1,84, 6y > 0 dados pelo Connecting Lemma aplicadosey.
Tomemos entép = maxopx, py, T = MaxTy, Ty €dp = MiNdy, dy.

Vamos supor que ey ndo estdo na mesma orbita, pois caso contrario
teriamos quex € O(p) e isso nos diz que a variedade instavel acumula na
variedade estavel, e apenas com uma perturbagdo com unmpesumrte
emx nos daria o ponto homoclinico desejado. Temos entéo quelaspe
de orbitasAy = Xjo-17(X), Ay = Xo.11(y) € O(p) séo todos disjuntos uns
dos outros. Agora tomemds< d§p e > 0 pequenos tais que os tubos
Ukefo.-) BO%(9), 6), Urepo.r) BOX(), 6), WE(O(p)) ~O() e WS(O())-O(p)
sao disjuntos.

SejaU uma vizinhanca d& pequena. Agora tomemésg < ¢ pequeno
suficiente tal qud(x, 1) c U e seja

A = ) B0, 60,

te[0,—-T]

Note que coma € WS(O(p)) existegx € Wy(O(p)) tal que a sua orbita ne-
gativa de ating®(x, %) emh = X_,(dx). Observe qu®*(dx) ¢ W (O(p)),
essa observacao nos diz que ao fazermos a perturbgedioda estara na
variedade estavel. Agora repare que pela mesma obseneigiod inicio
da demonstracgéo, se o pedago de orbita aleqy, chamaremos dé&, tiver

y entdo conseguimos criar o ponto homoclinico. Entdo assug ¢ J,
Como assumimos, temos gagN J = 0.

Paray procedemos da mesma forma. Tome @, < § tal que o tubo
Ay(62) = Usepo.r) B(Xi(Y), 02) € disjunto deJ. Como antes, encontramos
dy € W;(O(p)) tal que a drbita positiva dey atinge B(y, ‘;—2) em X, (ay).
Observe que temos tambédn(ay) ¢ W;/(O(p)). Agora temos tudo pronto
para terminar a demonstracéo.

Por hipétese temos que existem sequéngjas> y e s, > 0 tal que
yn = Xs,(Xn) — X. Agora tomen grande suficiente tal que, € B(y, %) e
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Vn € B(X, %). Note quey, e gy ambos estéao fora do tuldg(s-). Logo pelo
Connecting Lemma obtemos que exigte U tal queZ = X fora deAy(d>)

e Y, esta na Orbita futura dg, mas pela observacéo feita acimgainda
esta na variedade estavel @§p(Z)). Agora note que, e gy estéo fora de
Ax(61) e tanto a Orbita futura dgy, como a 6rbita passada dg atingem
B(X, %), aplicando o Connecting Lemma mais uma vez, obte¥hesU
tal queY = Z fora deAy(61), logoY = X fora deA,(61) U Ay(d2), € Ox
esta na Orbita futura dg. Porém temos que, esta na varieadade instavel
de O(p(Y)) e gx esta na variedade estavel @p(Y)), logo criamos uma
intersecdo homoclinica, o que conclui a prova. O

Como aplicagao doonnecting lemmaeremos que um flux@-estavel
nao pode ter singularidades aproximadas por 6rbitas maotes, ou seja,
as singularidades tem que estar afastada das 6rbitasipasod

Teorema 2.9. Se Xe ¥1(M) é Q-estavel entdo SirfX) N Per(X) = 0.

DemonstracaoSuponha que existe € Sing(X) N Per(X). Sejaf{yx} C
Per(X) tal queyyx acumula env-. Primeiramente, usando o teorema 1.15,
temos quer é hiperbdlico. Note que pelo teorema de Hartman-Grobman
{vk} fornece uma sequéncia quase-homoclinica.

Sejald aC!-vizinhanga d&X dada pel&@-estabilidade. Peloonnecting
lemmaexisteY € U com um ponto homoclinicp associado &

N&o pode haver intersecdo homoclinica associada a umdasiicigule
guando o campo -estavel. Com efeitoy também éQ-estavel. Pelo
A-lema temos que € Q(Y). Seja’V uma vizinhanca d& dada pela?-
estabilidade. Tom& € V n KS e denote poh : Q(Y) —» Q(2) a Q-
conjugacao. Dati(p) € um ponto homoclinico associadb(a) € Sing@).
Porém com@ € KS, Z ndo possui intersecdo homoclinica associada a uma
singularidadé PortantdPer(X) N Sing(X) = 0. O

Esse corolario nos diz também que, ao longo desse livro,dguas-
tivermos estudando os camp@sestaveis, basta estudarmos as orbitas peri-
odicas. De fato o Connecting Lemma desempenha um papelrherdal
na demonstracdo de q@eestabilidade implica em Axioma A.

2Pois a direcdo do campo estaria na intersecdo do espacelesiav o instavel, nessa
intersecéo homoclinica, e portanto ndo haveria dimendiciesiie para gerar o espago tan-
gente.
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Capitulo 3

Indices, Limites
Fundamentais, Intersecoes
Heteroclinicas e outras
coisas da vida

Neste capitulo introduzimos diversos objetos que aparetesstudo de
propriedades hiperbdlicas de sistemas dinamicos. Istohene conceito
de indices de elementos criticos, conjuntos pré-periddecdopologia de
Hausdoff, limites fundamentais e interse¢8es heteroclinicas.

3.1 Indices

Definicédo 3.1. Seja p um ponto periédico hiperbdlico para um campo X.
Entéo ele € um ponto fixo hiperbdlico para seu mapa de PoinPar®
indice de p é a dimensao do espaco estavel de p com respeito a P.

Segue da defini¢do que todo pogtea 6rbitaO(p) tem 0 mesmo indice
de p. Uma outra observagdo simples que decorre do teorema dendeco
posicao espectral € que para um campo Axioma A, 0s pontasdpecbs
de uma peca basica tem mesmo indice.

26
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Lema 3.2. SejaA uma peca basica da decomposicao espectral de X, um
campo axioma A, entdo existesiN tal que todo ponto periddico g A
tem indice i.

Demonstragdo E suficiente provar que @ EY é a decomposig&o hiper-
bélica deA entdo dinE® é constante, onde, como de costusr@enota a
parte estavel (contratora) da decomposicé@agarte instavel (expansora).
Mas isto é facil uma vez qua é transitivo. Com efeito, seja € A tal
quew(a) = A. Por um lado, como cad¥ é um difeomorfismo, e a de-
composi¢adEs @ E" é invariante, temos que diEF é constante ao longo
da 6rbita dea. Como a ¢rbita da é densa e os subespagtisvariam con-
tinuamente, segue que para tode A, dimES(x) = dimES(a). Isto prova
o lema. o

Como o indice € um nimero inteiro, entdo é de se esperar gsejele
localmente constante, em relacao a variagcao da Orbitadieaibiperbdlica.

Lema 3.3. Seja (p) uma orbita periddica hiperbdlica de X com indice i
entdo o indice de py) € i, onde Q(py) denota a Y-6rbita da continu-
acédo analitica de p.

DemonstracdoComoO(p) é um orbita periddica hiperbdlica de indice
€, em particular, um conjunto hiperbolico de indiceO Lema, entéo, é
uma consequéncia automatica da robustez de conjuntobébijpess. 0O

Por raz6es semelhantes, vale o seguinte, os indices dasj@sizas de
um campo Axioma A sdo robustos, ou sejayseum camp? suficiente-
mente proximo de um campo Axioma A, com uma peca basida indice
i, entdoY também possui um conjunto hiperbdlico isolado e transitfigo
indicei, digamosAy, que esta contido numa vizinhanca que contém

3.2 Conjuntos Pré-Periddicos

Obviamente as orbitas periddicas sdo importantes na dasata dinamica
de um sistema. Também sao importantes certas 6rbitas quesise"-
periddicas. Aqui apresentamos tais Orbitas e nos proximoiudos ficara
claro a relacdo que estas tem com os fluxos estrela.
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Definicdo 3.4.Dizemos que um ponto p é pré-periddico se existem sequén-
cias X, — X e pontos periédicospe Per(X,) tais que p —» p. Se
além disso todos os pontos periddicos tem indice i entdondigeque p

€ um ponto i-pré-periodico. O conjunto dos pontos pré-phadds de X é
denotado poPer (X) e o dos i-pré-periddicos de X é denotado pef (X)

Outra maneira de definir um ponto pré-periédisddizer que dada uma
vizinhangal de p e umaC!-vizinhangal/ de X, sempre existeny € U e
g € Per(Y) n U. O casai-pré-periodico requer ainda qgeenha indica.
Note que se dimenséo dé € d entdo Pei(X) = Uidgol Per (X).

Com consequéncia imediata da definicdo temosRpiX) c Per (X).
Note também que PHIX) é invariante. Com efeito, se € Per(X) e T
é fixqg entdo, por continuidade, dat¥a= viz(Xt(x) existeU = viz(x) e
U = viz(X) tais que s& € U ey € U entdoYr(y) € V.

No caso Axioma A, teriamos por definicdo que o ndo-errantiast
contido no conjunto pré-periddico. Uma pergunta natura &so ocorre
com alguma generalidade. A resposta foi dada por Pugh ene[603o-
nhecido como @losing lemma

Teorema 3.5(Closing Lemma) Seja X um campo e @ Q(X). Entédo para
toda C-vizinhancal{ de X e U uma vizinhanga de p existesYU e um
ponto periddico g Per(Y) N U.

Assim, obtemos a inclusao:
Q(X) c Per(X).

Vale a pena lembrar que Pugh usoualosing lemmapara demonstrar
seu Teorema de Densidade Geral, que diz@tigenericament&(X) =
Per(X), ver [61].

Uma pergunta natural é se vale a inclusao contraria. Potéré falso.

Exercicio 3.6. Se X é um campo Axiomaddm ciclos entdo existe um
ponto pré-periédico porém errante.

O leitor mais experiente pode notar que talvez a igualdajdevad-
ida genericamente, devido aos trabalhos de Carballo-EsiRhcifico [20],
uma vez que nao hé ciclos genericamente (em um contexto rae.g
Outra pergunta natural é se a primeira inclusdo se manténoc&Emos
periddicos poi-periodicos. Isto segue de um resultado devido a Wen [74].
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Proposicéo 3.7.Genericamente temos gt (X) = Peg(X). Em parti-
cular Q(X) = Per(X).

A prova desta proposigdo usa um argumento classico na tgoréica.
Além de prové-lo, iremos comentar no decorrer da prova o togtois ele
pode ser (e é) util para demonstrar outros resultados.

Demonstracao Primeiro localizamos o problema, no caso, tomamos uma
base enumeravel de aberttk,} de M (por compacidade).

Depois, em cada peca local definimos o conjunto que contém-a pr
priedade que nos interessa, no caso, defink@®mo o conjunto de cam-
posY que possuem um ponto periddico de indieenU,,. Observe que o
conjuntoA,, é aberto por hiperbolicidade, isto € muito importante.

Em seguida, definimos o conjunto que robustamente ndo pogsor
priedade que queremos na peca local. Neste caso, defifdgnosmo o
conjunto dos campo¥ tais que existe uma vizinhand@d tal que todo
Z € U ndo possui um ponto periddico de indicem U,. Observe que
outra maneira de escrever este conjunto é

B, = X}(M) - A,.

Agora,como A é abertq entdo temos quA, U B, é aberto e denso em
XY(M)! E é isto que vai fazer o argumento funcionar. Pois enta@uoiste
conjunto é residual:

R=(")(A U B).

Seja entdX € R e suponha quz € Pei(X). Dada uma vizinhangd
dex sempre existe tal queU, c V ainda é vizinhanca dee por definicdo
X e Ay U B,

Mas por definicdo de poniepré-periédico, temos qu¥ ¢ B,. Logo
X € A, e por definicdo de&\, isto diz queX tem um ponto periédico de
indicei emU,. ComoV é qualquerx € Peg(X). Isto mostra que PHiX) c
Peg(X). E como ainclusdo contraria é ébvia, a primeira parte dpgsigao
esta demonstrada. A segunda parte segueasing lemma O

3.3 A Topologia de Hausdoff e Aplicactes

Nesta se¢do analisamos a variagdo que o conjunto de ponitdipes (ou
uma decomposicdo espectral) sofre na presenca da prajpeiestiela.
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Defina o espago métrick(M) como o conjunto de todos os subcon-
juntos compactos del munido com a métrica de Hausdior

dn(A B) = max{suADd(x, B), squd(y, A)}.
X€E ye

Dados espacos métricse Y. Uma aplicacad- : X — K (Y), é semi-
continua inferiormente eme X se, para todo aberdd deY intersectando
F(x), podemos encontrar uma vizinhangale x emX tal queVNF(y) # 0
para todoy € U. Dizemos que- é semicontinua inferiormente $eé
semicontinua inferiormente em tode& X.

Ja uma aplicacéo do tipp: X — N é semicontinua inferiormente em
X € X se existe uma vizinhang¢a de x tal ques(y) > s(x) para todoy € U.

A aplicagédos é semicontinua inferiormente se o é para tr@oX.

Lema 3.8 (Continuidade Genérica)Sejam X e Y espagcos métricos com-
pletos e uma aplicacdo FX — K (Y). Se F é semicontinua inferiormente
entdo existe um residu# de X tal que todo ponto e é ponto de con-
tinuidade para F. O mesmo vale para a aplicacao) — N.

Definicdo 3.9. Dizemos que uma vizinhangd de um campo estrela X
satisfaz ahipotese Kj) se todo campo £ U € Q-conjugado a X. Além
disso existe um residu® c U tal que para todo campo ¥ R o conjunto
UL, Per(Y) € hiperbdlico.

Note que self satisfaz a hipéteseH(j) entéo todo campd € U é
estrela pelo teorema 1.15. Além disso, pelo teorema de dexsigiio es-
pectral, para cadd € R temos que:

i
|JPertY) = As(V) U+~ U Aqn(Y)
i=0

onde cada\(Y), 1 <i < (Y), é uma peca bésica hiperbdlica. Em particu-
lar, isto define uma aplicac& R — N.
Considere entdo a aplicacéo

F:U — K(M)

J
Y - UPe;(Y)
i=0
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Lema 3.10. Se a vizinhan¢d/{ de X satisfaz a hipotegel;) entéo existe
um residualR; c U tal que todo Y er®; € ponto de continuidade de F.

DemonstracéoPelo Lema 3.8 basta provar gbet semicontinua inferior-
mente enRk.

Definimos os mapaby : U — K(M) assim: Fy(Y) é a unidao dos
pontos periodicos de indice menor que 1 e periodo menor que.

Pela hiperbolicidade dos pontos periddicos &fpara cad&f € U,
Fn(Y) é uma unido finita de Orbitas periddicas. Logo, o indice atkeés
bitas periddicas se mantém. Assim, c&gaé uma fungéo continua.

Finalmente, observe qiY) é o fecho da unido (crescente) dagY).
Basta entdo usar o seguinte exercicio:

Exercicio 3.11. Se RY) = UnanFn(Y) para todo Ye U e Fy € continua
paratodo N, entdo F € semicontinua inferiormente.

E isto termina a prova do lema. O

Com este lema, obtemos informacéo sobre a fusgéo

Lema 3.12. Sejal{ uma vizinhanga de X que satisfaz a hipoigsg e R;
o residual dado pelo lema anterior. Entdo, a aplicacggs : RjNR — N
€ semicontinua inferiormente.

Demonstracdo. ComoR e R séo residuais, sua interse¢éo € residual e, por
abuso de notacgéo, vamos denotar esta interse¢&®, pBasta mostrar que
fixadoY € R; e um numero real < §(Y) existe uma vizinhanc@ de tal

que paratod@ € V N R; temos que < s(Z).

Por hiperbolicidade e continuidade do mdpam Y temos que para
cadai existeU; uma vizinhanca de;(Y) e U; uma vizinhanca d& tais
que s&Z € U; N R; entéo a continuagdo dg(Y), digamod, paraZ esta
contida emU; e alem disso todos os pontos periédicos com indice menor
quej + 1 deZ estdo contidos na unidao dos’s.

Por estabilidade, temos gliepossui pontos periddicos densos de indi-
cel < j. Ousejd; c ULO Per(Z). Em particular, por transitividade, existe
um Unicom tal queA(Z) contémr.

Seja’V = N U, e escolhdJj’'s 2-2 disjuntos. Assim, cadb esta
contido em um UnicA\m;)(Z) e m(i) # m(j) sei # j, uma vez que cada
A1(Z) é conexo. De fato, sendo existiria um abevtdisjunto dosU;’s
possuindo um ponto periddico. Isto € um absurdo com a cadéde deF
no pontoY. Em particulary < m(Z). O
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O préximo resultado segue como corolario imediato do lenterm.

Teorema 3.13.Suponha que a vizinhandd de X satisfaz a hipotegél;),
entdo existe um residu® em 4/ tal que a restricdo | : R* —» N &
constante.

3.4 Limites Fundamentais

Em seguida analisaremos certos conjuntos obtidos poebmia topologia

de Hausddf. A teoria hiperbdlica nos diz que as Orbitas periddicas sao
uma espécie de tijolinhos para obter algum tipo de hiperigaide mais
geral. E bem conhecido que o limite na topologia de HauBder uma
sequéncia de orbitas periodicas € um conjunto invariaaten®, nem todo
conjunto invariante pode ser obtido dessa forma. Parandistitais con-
juntos, aparece a nocéo de limite fundamental.

Definicdo 3.14.Um conjunto compacto e invarianteé umlimite funda-
mentalse existe uma sequéncia de 6rbitas periédicfz,>de campos Y,
tais que ¥ — X natopologia G, e Q(p,) — A na topologia de Hausdgt

O closing lemmapode ser usado para gerar limites fundamentais. De
fato vale o seguinte exercicio.

Exercicio 3.15. Todo conjunto compacto, invariante e transitivo é um li-
mite fundamental.

Por outro lado, como vimos na segdo passada, o indice de uim pon
periddico desempenha um papel importante, e nada maisqustpassar
tal nocéo para os limites fundamentais.

Definicdo 3.16.Um limite fundamentah é dito ser um-limite fundamen-
tal se as Orbitas Pda definicdo anterior tem todas indice i.

O conceito de limite fundamental aparecera em diversoopargste
livro. Em particular ao estender resultados sdbee(X) para limites fun-
damentais.




“book” — 2011/5/17 — 21:36 — page 33 — #43

[SEC. 3.5: INTERSECOES HETEROCLINICAS 33

3.5 Intersec¢Bes Heteroclinicas

Nos préximos capitulos enfrentaremos o problema de deseegkisténcia
de ciclos heterodimensionais em um fluxo estrela, tais séwafos por in-

tersecdes heteroclinicas. Portanto precisamos estuslartersecoes. Ire-
mos obter alguns resultados nesta linha nesta secéo.

Definicdo 3.17.Sejam X um campo € @ pontos periédicos hiperbdlicos.
Dizemos que eles sdmmoclinicamente relacionadss W/(O(p)) inter-
secta transversalmente'\{D(q)) e WH(O(p)) intersecta transversalmente

WH(O(0))-

Exercicio 3.18. Podemos definir uma relagéo entre pontos periddicos hi-
perbdlicos dizendo que p é relacionado a g se p e q sao honwaiente
relacionados. Prove que isso define uma relacdo de equigi@én

O préximo resultado lida com o problema de criar interse@iege
Orbitas periddicas préximas a um conjunto hiperbdlico.eArte enuncia-
lo vamos lembrar uma definicao importante.

Definicdo 3.19.Dado um campo X qualquer, um compatta M invari-
ante pelo fluxo é dittransitivo por cadeiase, para toda > 0 e quaisquer
X,y € I existe umae-cadeia ligando x a y, i.e, sequéncigs}, c M,
{1 € [1; +00), com X% = X, X = y € dX; (%), Xi+1) < €.

O exercicio a seguir é bastante elementar, mas fornece o®up
conjuntos transitivos por cadeias.

Exercicio 3.20. Um compacto\ invariante pelo fluxo é ditéransitivose
possui um ponto cuja 6rbita positiva € densa &mProve que a seguinte
condigdo é suficiente para transitividade: dados quaiscims abertos
U, V emA, existe um tempo:t O tal que X(U) NV # 0. Conclua dai que,
para todo xe M, w(X) e a(X) sdo conjuntos transitivos. Finalmente, prove
gue todo conjunto transitivo € transitivo por cadeias.

Proposicao 3.21.SejaA um conjunto hiperbdlico transitivo por cadeias
para X. Vamos supor que ele nao tem singularidades e que nag@ p
nem fonte, isto €l < Ind(A) < d — 2. Entéo existe uma vizinhang

de X e uma vizinhanga U de tal que para todo Ye U e duas Orbitas
periddicas de Mnteiramentecontidas em U entdo elas séo hiperbdlicas e
homoclinicamente relacionadas.
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Demonstracao Comecamos fazendo duas observacdes elementares da teo-
ria hiperbdlica basica: para conjuntos hiperbélicos, spuaér dois pontos
suficientemente proximos sédo homoclinicamente relaciosiadto segue

do Teorema da Variedade Estavel (basta usar transvedakdzontinuida-

de das variedades invariantes e notar que estas possuermamht@uni-
formemente limitado por baixo). A segunda € que quaisqusimtos de

uma mesma 6rbita peridédica sdo homoclinicamente relagama

Por um lado, a robustez de conjuntos hiperbdlicos nos piedroibter
intersecdes transversais (relativamente a qualquer carppdximo de X)
para pontos préximos, e perto de devido a primeira observacao acima.
Por outro lado, pelshadowing lemmaremos obter uma 6rbita periddica
“densa” (digamospg densa, conB pequeno) em\. Assim, duas orbitas
periddicas de¥ suficentemente proximas deterdo intersecdes transver-
sais com pontos da 6rbita “densa”, e portanto serédo honcetirente rela-
cionadas com a Orbita “densa” e como a relagdo homoclinicansit
tiva, obteremos que as referidas orbitas devem ser horneastiente rela-
cionadas. Vamos aos detalhes.

Primeiro usamos robustez de conjuntos hiperbdlicos, eaiz@(, viz-
inhancaC! de X e § > 0 tais que para todo campbe Uy, 0 invariante
maximal das-vizinhancaV de A, por Y, I' = N Yi(V) € um conjunto
hiperbdlico. Logo, pela primeira observacao acima, eXistee < ¢ tal
que para tod® € Uy, sed(x,y) < € e O(x) e O(y) estdo contidos e,
entdoWs(Oy(x)) e W4(Ov(y)) bem comaN3(Oy(y)) e WH(Oy(x)) se inter-
sectam transversalmente.

Em segundo lugar, por compacidade podemos cobciom finitas bo-
las de raice/6, e com o0s centros pertencentes.2ComoA é transitivo por
cadeias (parX), podemos criar uma pseudo-0rbita peridédica que visita to-
dos os centros dessas bolas. Rtladowing lemmabbteremos uma érbita
periddicaA de X que visita todas essas bolas. Desse modo terdmessa
contido nas/3-vizinhanga deA. Pela continuagdo das o6rbitas periédicas
hiperbolicas, existe um@a-vizinhangald c Uy de X tal que todoY € U
possui uma 6érbita periddica hiperbdliéa, €/6-préxima deA. Em parti-
cular,A esta contido na/2-vizinhanca dey.

Finalmente, tomamads como as-vizinhanca deA. SeY € U e O(p)
e0(q) sao 6rbitas periddicas décontidas emJ, entao, de novo por com-
pacidade, existe um ponto des/2-préximo dep. ComoA esta contido na
&/2-vizinhanga dé\y, obtemos um ponta € Ay, &-proximo dep, donde,
pelo que obtivemos acima, segue @) € homoclinicamente relacionada
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com Ay. De modo andlogo, vemos q@q) € homoclinicamente rela-
cionada conmAy. Como a relagdo homoclinica é transitiva, isso mostra que
O(p) e O(g) sdo homoclinicamente relacionados e conclui a prova. o

Lembre que para um campo Axioma A, nao Anosov, existem varias
oOrbitas fora do ndo-errante, que acabam morrendo numa Bsg@k{ou
nascem de uma peca basica). A teoria diz que existem érlataslas
gue acompanham o comportamento assintético de tais 6(bigeshadow-
ing lemma. O proximo resultado examina isto num contexto mais geral.

Proposicao 3.22.Seja xe M tal que x¢ w(X). SeA := w(X) € um conjunto
hiperbdlico sem singularidades com indit& Ind(A) < d — 2 entéo para
qualquer vizinhanca U deé\ existe uma orbita periddica @) c U de

indicelnd(A) tal que xe WS(O(p)).

Obviamente um resultado analogo vale se consideranifx)s

Demonstracao Primeiro observamos que é suficiente estabelecer a seguin-
te afirmacéo: existepe U comO(y) c U et > 0, tais queX;(x) € W3Yy)
e existe uma sequéncia de orbitas period@gs,) € U, compp — V.

De fato, supondo que a afirmacéo vale, pela proposicéo anteode-
mos supor que quaisquer duas 6rbitas periédicat)esdo homoclinica-
mente relacionadas reduzindose necessario. Ton@®(p) = O(p;). Dada
qualquer vizinhanc¥ de X;(x), tomandan grande, pela variagcao continua
das partes compactas da variedade estavel, temo&/H{@p,)) NV = 0.
Como p, € homoclinicamente relacionada cqmiterando para tras a var-
iedade estavel d®(p), porA-Lema, vemos que ela acumulaWa(O(py)),

e portanto intersectd. Isso prova que(x) € WS(O(p)), o que, por invar-
idncia, implica o resultado.

Agora vamos provar a afirmagéo. Tome uma vizinhahgde A, Ug C
U, e sejae = d(Uo, U)/3. Tomes > 0 tal que todas-pseudo 6rbita pode
sere sombreada, via shadowing LemaTome um pont@ € A qualquer e
7 > 0 grande de modo qui{X.(x),c) < é. E facil ver que os pedacos de
OrbitaX(e,01(C) € Xjr,+00)(X) formam umas-pseudo orbita.

Seja entay o ponto cuja Orbita-sombreia esta pseudo orbita, ou seja,
temos uma reparametrizagéo positiva da get® — R, g(0) = 0 e tal que

d(Xg9(¥), Xr1s(X)) <€, s>0,
d(Xg9(¥), Xs(0)) <€, s<O0.



“book” — 2011/5/17 — 21:36 — page 36 — #46 T

36 [CAP. 3: OBJETOS DIMAMICOS

Isto prova quex € W3(O(y)), e portanto existe urn> 0 tal queX(x) €
W3¥y). Com isso, obtemos que(x) = w(y). De modo similar, a segunda
das desigualdades acima mostra gue WY(c), e portantax(y) = «(c).
Comoa(c) C w(X), poisc € w(X), segue que(y) = w(y). Além disso, o
sombreamenteo também mostra Qfg) c U

Isso nos da um ponto emy) N w(y) e permite criar crias-pseudo-
Orbitas periddicas, contengppara qualques > 0.

y

Figura 3.1:

Como essas pseudo-6rbitas estdo contidasJemois séo criadas u-
sando a 6rbita dg e um ponto enw(y) = w(x), podemos aplicar shad-
owing Lemmae concluir que que existem o6rbitas periodi€(g,) c U
(portanto possuem indiggcom p, € Pn, pn — Y. Isto estabelece a afir-
macao e conclui a prova. m|

Observagédo 3.23.0bserve que no meio da prova obtemos qaeMsyy),
onde ye U, O(y) c U e y é acumulado por 6rbitas periédicas de mesmo
indice que o conjunto hiperbdliaa(x). Similarmente para(Xx).

Observacgéo 3.24.Suponha por exemplo que, nas condi¢cdes do Lema 3.22
i = d- 2. Nesse casw(x) se reduz orbita Qo) de um poco periédico, o
que implica xe  WS5(O(p)), pois xe€ W3(w(x)). Ou seja, o lema é trivial
nesse caso. Se-i 0, temos o resultado analogo pangx).

E possivel mostrar um resultado semelhante ao anteriogmpoom
informacao dinamica mais localizada.

Exercicio 3.25. Sejam Qq,) uma sequéncia de oOrbitas periddicas e K um
compacto invariante tal que @,) — K, na topologia de Hausdgt Seja
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A c K um subconjunto préprio hiperbdlico, transitivo por caagj sem
singularidades com indiciknd(A). Dada U uma vizinhanca d&, existe
um ponto xe K n'U — (A U Crit(X)) tal que a orbita futura de x esta
inteiramente contida em U e existe um outro ponto periddidal mue
O(p) c U com indicdnd(A) tal que xe WS(O(p)). Um resultado analogo
vale se considerarmosYW{O(p)).

Figura 3.2:

O préximo resultado d& o indice de pré-periodicidade de umbopacu-
mulado por Orbitas periddicas. Note que ele vale paiEquercampo.

Teorema 3.26.Seja X € ¥'(M) e x € PerX). Sew(x) for um con-
junto hiperbdlico sem singularidades de indice i entdo x omto i-pré-
periédico.

Observacédo 3.27.0 mesmo vale considerando o passado. Isto é se x
Per(X) e a(x) for um conjunto hiperbélico sem singularidades de indice i
entdo x € um ponto i-pré-periédico.

DemonstracédoSe x for periddico entdo obviamente ele tem indicem
particular éi-préperiddico. Podemos supor que ele é um ponto recorrente
ndo periddico. Por recorréncia podemos ceigaseudo-orbitas periddicas
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comecando enx para todos > 0. O shadowing Lemmamplica quex
€ acumulado por orbitas periddicas proximas.g), que é um conjunto
hiperbdlico de indicé Logo estas oOrbitas periddicas tém indice

Vamos supor entdo que¢ w(X). Em particularx ndo é um elemento
critico. Além disto, temos que 8 i # d — 1. Com efeito, coma(x) €
hiperbadlico, se, por exemplo= d—1 entdaw(Xx) € um poco e isto impediria
guex fosse aproximado por 6rbitas periddicas.

Sejam entadd®(xy) Orbitas periddicas dX tal quex, — x. Como a
topologia de Hausd@ré compacta, podemos supor ddgx,) — K, onde
K € um compacto invariante. Além disso, come K entdow(x) c K.

Por outro lado, podemos tomar uma vizinhanca peqlledaw(x), tal
que: x ¢ U, o maximal invariante,.z X:(U) é hiperbélico com indicee
duas orbitas periddicas contidas ehsdo homoclinicamente relacionadas.

Pela proposicao 3.22, temos que existe uma Orbita peri@fippc U
de indice tal quex € W3(O(p)).

Agora, pelo exercicio 3.25 (na versao para variedade ieBtdemos
que existe um pontp e K N U — (w(x) U Crit(X)) e um ponto perioddicq
tais que: a Orbita negativa ggoermanece erd ey € WY(O(q)).

Agora, comaO(p) e O(g) sdo homoclinicamente relacionadas, pelo
lemmatemos quge WHY(O(p)). Comox, y € K existem sequénciag € M
et, > 0 tais que

Xn =y eX, (%) = X

Pela proposicao 2.8, dadas vizinhangasle X e V de x, existeY € U
com um ponto homoclinico da continuacao@g) pertencente &. Ob-
viamente, podemos supor que essa intersecao € transvosnto, esta
intersecdo homoclinica é aproximada por um ponto periémhoo indicei
(pois a intersecao cria uma ferradura).

Como as vizinhangad{ e V sdo arbitrarias temos queé um ponto
i-pré-periddico. m|

Uma Aplicacéo

Nesta pequena sec¢éo iremos apresentar uma aplicacéo deg@®mistos
neste capitulo. Além disso, o0 objeto que iremos utilizari agarecera
de forma crucial nos préximos capitulos e na prova de um dosres
principais do livro.
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Vamos supor que temos dois pontos periddicos hiperbopiag com
indicesi e j respectivamente. Vamos supor qug 1 < j < d - 2. Vamos
assumir também que existem pontos y tais quew(x) = O(Q), @(X) =
O(p), w(y) = O(p) e a(y) = O(q).

Figura 3.3:0(p) U O(x) U O(q) U O(y)

Veremos que tipo de pré-periodicidade a unido destes cimgjtém.

Proposicao 3.28.0 ConjuntoA := O(p) U O(x) U O(q) U O(y) esta contido
emPer (X) N Per(X).

DemonstracdoPor definicdo deA temos quex € WS(O(g)) ey €
WH(O(q)), assim pelol-lema temos a existéncia de uma colando de
um pontoa préximo dex até um pontdp préximo dey passando pdd(q).

Assim, via uma perturbacéo local podemos criar um ponto letimoco
associado a continuagéo @¢p) que passa pox, O(q) ey.

Mais ainda, podemos supor que a interse¢do homoclinicasveesal.
Mas entao temos um conjunto hiperbdlico de indi¢gue de fato é uma
classe homoclinica).

Assim, esta Orbita homoclinica é aproximada por Orbita®gdeas de
indicei para a perturbagéo do campo original. Logoy,q € Pef(X) e
portantoA c Pef(X). Analogamente, mostra-se qaec Per(X). O
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Figura 3.5: Criacdo de um ponto homoclinico associado arumatao de
O(p)
—
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Capitulo 4

Dominacao

Neste capitulo vamos estudar com mais propriedade o Fluxeakide

Poincaré. Em particular investigamos sua relacdo com abiupeidade

de conjuntos livres de singularidades e introduzimos amde&lominagéo
gue sera central no resto do livro.

4.1 Hiperbolicidade do Fluxo Linear de Poincaré

Lembrando a notagdo usada na secao 1.1, temobgueM — Sing(X) é
0 conjunto de pontos regulares ¥e

SejaA c M*. Definimos K], e N, como os subfibrados dgy M,
cujas fibras sa - X(x) e Nx = (R - X(x))*, respectivamente (lembre que
M é uma variedade Riemanniana). Vamos considerae TAM/[X] é o
fibrado vetorial quociente, com a norma ortogonal

[IVv+R- XX :=inf{|]lv+tX(X)] : t € R}, ondex e M*" ev e TyM.

Consideramos também o isomorfismo isométricdN, — TA, dado pela
restricdo da aplicacdo quocierte TAM — TA. Além disso,DX; é um
fluxo de automorfismos induzido pela restriga;|, .

Com estes fibrados, daremos uma definicdo equivalente dolithaer
de Poincaré daquela dada no capitulo 1. Apesar de um pousdénnica,
sera mais adequada para nossos propositos. De fato nossicéxpsegue
[32], [24] e [25].

41
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Definicdo 4.1. SejaA c M* um subconjunto X-invariante. fuxo linear
de Poincardéle X emA, Pg( : Nao — N, com te R, é o fluxo de automor-
fismos de I\, sobre X4, tal que o diagrama comuta:

P
Na —— Np

TAS—XfTA

Em seguida apresentamos as noc¢des de hiperbolicidade eat@ui
para o fluxo linear de Poincaré que serdo muito importantegenorrer
da teoria. Dado um subfibradoa nota¢dd (x)|r denota a restricéo de
P (X) & fibraFy.

Definicdo 4.2. SejaA ¢ M* um subconjunto compacto e X-invariante.
Dizemos que o fluxo linear de Poincaré B hiperbélico emA se existe
uma decomposicdoN= N°& N" que é B -invariante e existem constantes
positivas CA tais que, paratodot 0 e xe A temos que

IPXMInsll < Ce™ e ([P (X)Inull < Ce™.
A seguir introduzimos a nocao de dominacao.

Definicdo 4.3. SejaA ¢ M* um subconjunto X-invariante, porém nao
necessariamente compacto. Dizemos que o fluxo linear dedéirF,
tem uma decomposi¢do dominada &rsee existe uma decomposicag N
NS @ NY, P\ -invariante e existem constantes positivas @is que, para
todot> 0e xe A temos que

IPS Q) Ins TP (Xe (X)) Inell < Ce™.

Além disso, se a dimenséo do fibraddfbr constante e igual a |, dire-
mos que esta decomposicdo dominada tem indice I.

Observacéo 4.4.Em alguns lugares deste livro, nas estimativas acima, as
vezes iremos usar constantes 8 < 1 no lugar de e,

A seguir, apresentamos uma definigcdo equivalente para @itorte
dominacdo que as vezes se mostra Util. Lembramos queésama
aplicac&o linear entam(A) := ||A||! denota a co-norma d&
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Exercicio 4.5. SejaA ¢ M* como na definicdo acima possuindo uma de-
composicdo N = E @ F, P\ -invariante. Mostre que, existem constantes
positivas C4, tais que, paratodot 0 e xe A

IPY (el < Ce - m(PY(X)Ie),

se, e somente se, @ € uma decomposicao dominada para o fluxo linear
de Poincaré.

O préximo resultado diz que a hiperbolicidade do fluxo pode se
traduzida a partir da hiperbolicidade do fluxo linear de Paia.

Proposicao 4.6.SejaA ¢ M* um conjunto compacto e invarianté é
hiperbdlico se, e s6 se, o fluxo linear de Poincaré sabeehiperbdélico.

Demonstracao Primeiramente, vamos supor qugM = ER @ EX@ Eiéa
decomposic&o hiperbélica pabeiir,u. DefinaE® = p(ES), E¥ = p(EY)
e note qud A = ES®EY é uma decomposicéo hiperbélica paxg. Como
n € um isomorfismo temos que esta induz uma decomposicadetada
porN, = N§ @ Ny. Provemos que esta decomposicao € hiperbdlica para
P!, (lembre que; preserva norma).

Sev e Ng entdo

[IPS(x) - v 7™ o DX¢ - (W)l = IDX; - n(V)Il

Celn(v)ll = Ce|vll.

IA

Um argumento analogo parac Ny mostra a hiperbolicidade do fluxo
linear de Poincaré.

Reciprocamente, suponha agora filue= N3 ® N} € a decomposicéo
hiperbélica pard |, . Note que

0 [X]n —— [X]p ® NY —> N — 0,

0 [X]n —— [X]p ® NS —%= NS —= 0,

ondei é a incluséo e é a projecdo na segunda variavel, séo sequéncias e-
xatas curtas de fibrados vetoriais, onde uma sequénciacextda formada
por quatro aplicacBes entre grupos

05 A LB S50
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tal quelm(i;) = Ker(ij+1), j = 0,1,2. Note também que os diagramas
abaixo comutam
0—=[X]a — = [X]A @ N —"= N4 ——0
\L Dxt‘[X]A \LDX‘“X]A@NU l/ Pt‘NU
0 [X]a ——=[X]a®N* —— N ——0.
0— [X]a — = [X]s & N*—= Ns——=0
l DXty l DX_tlxg ens Ptins

Usando o lema 2.18 de [34], temos queP§én € invertivel em(P (x)) >
IDX:(X)Ix1, Il para todox € A entdo K]a tem um Unico complemento
DX¢lx),ene invariante, emX], & N,

De forma analoga, sB'|ns € invertivel em(P'(X)) > [IDX_¢(X)lixi, I
paratodox € A entdo K] tem um Gnico complementoX|xj,ens invari-
ante, em K] & N=.

As aplicacte$!|ns e P~Y|ns s80 claramente invertiveis, assim nos resta
mostrar as desigualdades acima. Da hiperbolicidade tem@®xjstem
C, A > 0O tais que para todb> 0 ex € A temos que

IPX (% ()Inull < Cet e [P (X-t(x)Insll < Cet

Assim
m(PL () = Cle! e mP(NIye) = Cle'.

Da compacidade d& existeA € R ondeA = max, [|X(X)|l, entdo

X(X) A
IDX+(X)l = |IDX. I [IX(Xst (X <
(O = 10X 5l = XK <
Note que existé € R tal que para todb> t,
-1t )
IX(I
Sendo assim patta> 0 suficientemente grande temos que
m(Plny) > ——— > > [IDXelpxq, |l € m(P~ng) > —— > > [IDX-tlpxg, -

IIX( X)| IIX( Xl
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Com isso provamos que existe um unico subfibr&tode [X]p & NY,
DXilpx,enu-invariante tal queX]a@E" = [X]A@N" e existe um unico subfi-
bradoES de [X]A®NS, DXx,ens-invariante tal queX] ®ES = [X] & NS
parat suficientemente grande. Disto segue que os diagramas ahaixo
bém comutam e, portantfDX_|gs|| < Ce e ||DX|es|| < Ce

[X]r ® EY ——= NU e [X]r ® ES —= NS
DXtlix) peku Plyu DX Iy, eES J/ P!ns
[X]a ® EY —— NU. [X]a ® ES —— N,

4.2 Segquéncias Periddicas de Isomorfismos

ConsidereX um campo estrela. Por defini¢éo existe uma vizinhddghe
X onde todas as Orbitas periodicas de um caMpo sao hiperbolicas.
Observe que isso ndo parece (em principio) implicar em maalwniformi-
dade na forca de contracdo e expansao dos pontos periédicogudo,
surpreendentemente, a propriedade estrela é suficiemtgaamtir isto e,
mais ainda, para garantir dominagdo no fecho das oOrbitasdieas. Este
resultado culminou, no final dos anos 70, dos trabalhos de Rier [58]),
Liao (ver [40]) e Mafié (ver [47]). Aqui seguiremos o artigd]4le Mafié.
SejaGL(N) o grupo dos isomorfismos lineares B¥. Set : Z —

GL(N) é uma sequéncia de isomorfismosidg denoteEjs(E) e Eﬁ‘(&), re-
spectivamente, os subespacos dos vetoeeRN tais que

([ [erv
i=0

sj(v) = sup{

|n20}<oo

uj(v) = sup{‘

([ [E-) v
i=0

Com isto podemos definir a nocdo de hiperbolicidade paraéseips
de isomorfismos.

|n20}<oo,

Definicdo 4.7. Dizemos que uma sequén@aé hiperbdlica se E(E) )
EY(€) = RN para todo je Z.
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Exercicio 4.8. Mostre que basta checar essa condi¢do para apenas um |.
Isto é,E é hiperbdlica se, e somente se, para algum 7. temos I?(E) ®

EY(E) = BN,

De maior interesse no nosso estudo séo as sequéncias Eesidid
isomorfismos, que passamos a defigig ditaperiddicase existay > 1
tal quegj,n, = §;, para todoj.

Exemplo 4.9. Considere a sequéncia dada por:

1

5 2 0
2
0 o 1

0
)| © Eonv1 = !

EZn =

b}

para todo ne Z, na base canénica d&?. E facil ver que para todo & R?,
So(V), Uo(V) < oo, € portanto ndo temosg ) ® Ej(€) = R?. Isso mostra
que mesmo que todas as aplicac@gsejam hiperbdlicas, a sequéncia
pode nao ser hiperbdlica. Por outro lado, uma sequénciarhipieca pode
possuir termos nao-hiperbdélicos, como mostra o seguirgegio:

Eon = [é 2] €81 = [S 0],

Nl

para todo ne Z.

No caso periédico, a relacdo correta entre a hiperbolieidi uma
sequéncia e a hiperbolicidade dos seus termos é dada palotedgma.

Lema 4.10. Uma sequéncia periddica de isomorfisngosZ — GL(N) é
hiperbdlica se, e s6 se, a aplicacao Iine]afj‘gol E; é hiperbdlica, onden
€ o periodo da sequéncia.

DemonstracaoDe fato, suponha qu]é[’j‘ggl E; € hiperbdlica. Diremos que
v e RN é um vetor estavel (resp. instavel) se pertence ao subesptine!
(resp. instavel) dﬂ'j‘gf)l g, e denotaremos os subespaco&lidormados
por esses vetores, respectivamente FogE) e F“@).

Dai, por definigéo, seé um vetor estavel( [ 1% &)vil — 0 quando
k — +c0. Como a sequéncia é periddica, isso imphkgey) < oo, donde
v € E5(E). Similarmente, se € um vetor instavel entaoe Ej(E).

Por outro lado, como os vetores estaie&aveis decompoei™N em

soma direta, e como um vetore Ej(E) ndo pode ter componente em
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FU(€), temos queEg (E) ¢ FS(E). PortantoES(E) = FS(E), e similarmente
Eg(E) = FY(§), donde segue queé uma sequéncia hiperbolica.
Reciprocamente, se o maﬁ?ﬂgl Ej possui um autovalor de médulo
1 entdo um autovetor associado cumprey(v), Up(V) < oo, por perio-
dicidade. Portanto nao temtEqs(?;) ® Ej(€) = RN, e a sequéncia néo é
hiperbadlica. O

O leitor que ndo teve contato com o trabalho de Mafié, [44facente
esta se perguntando o que isso tudo tem haver com a propgiesiaela, ou
(pior ainda) com dindmica! Observe que todos os conceitosdnzidos
nesta secéo envolvem apenas Algebra Linear. Acontece mastema
maneira muito simples de gerar uma sequéncia periddican®isismos,
a partir de um sistema dinamico, como mostra o exemplo arsegui

Exemplo 4.11. Considere um difeomorfismo:fM — M. Suponha que
temos pe Per(f), hiperbdlico, de periodo n. Adotando bases ortonor-
mais em T(pM, 1 < i < n, podemos identificar Of'(p) : TipM —
Tt M com isomorfismos lineares @&'. Entdo, usando o lema 4.10 a
sequéncig&; = Df(f!(p)) € hiperbdlica.

Podemos obter um exemplo idéntico, no caso de campos desgtor
usando o fluxo linear de Poincaré da 6rbita periédica. O gsesesxem-
plos nos ensinam é que essa noc¢do de sequéncias periddicasdade
€ uma forma de tentar obter informagdes sobre Orbitas peai®disando
apenas Algebra Linear. E qual a sua relagdo com a propriesinda?
Ora, como a propriedade estrela envolve robustez na hijgdaale dos
pontos periodicos, é razoavel pensar que isso sera trademio robustez
na hiperbolicidade dasequéncias

De modo a tornar isso rigoroso, considere agora uma faiftée €
A} de sequéncias periddicas de isomorfismos lineares. Dizguesla é
hiperbdlicase toda sequéncia da familia € uma sequéncia hiperbolica e

sud[[¥||l e € AN € Z} < 0.

Se{E@|a € A} e (n9|a € A} sdo familias de sequéncias periddicas de
isomorfismos lineares d&", definimos a distancia entre elas por

d(& n) = supl|[g") - n?||le € A n e Z).

Dizemos que duas familias s@eriodicamente equivalentese para todo
a € A o periodo minimo d&® e ;@ coincide.
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Dizemos que uma familia hiperbélica de sequéncias pea&d@it)|
a € A} éuniformemente hiperbdlicse existes > 0 tal que toda familigy
periodicamente equivalente e suficientemente proximagisi(g, n) < e,
também é hiperbolica.

O leitor atento ja deve suspeitar que a propriedade estriaieaéfonte
de familias uniformemente hiperbdlicas de sequéncia®diess: basta
definir cada sequéncia como no exemplo 4.11 acima. Ou segaifi é
formada pelos campos estrela e cada uma de suas orbitadipasice as
respectivas sequéncias sdo definidas como no exemplo 4.algré&nde
utilidade disto esta no seguinte teorema.

Teorema 4.12(Lema I1.3 [44]) Se{t®|a € A} é uma familia uniforme-
mente hiperbdlica de sequéncias periddicas de isomorfisi®ds, entdo
esxistem constantes X0, me Z e0 < 1 < 1 tais que

1. Sew € A e& possui periodo minimal B m, entdo

k-1
(]_[ ELIERE®)|| < Ka¥

i=0

=0

k-1
< KA,

(ﬂ € B ED)

i=0

j=0
onde k= [n/m].

2. Paratodow € A, | € Z:

-1
gi)llES(E(a)) || 5[2 ]+m(E(a)) <
3. Paratodox € A
1
lim sup= Zlog []_[Efﬁiﬂ] E(a))
n—+oo
e
n-1 m-1 -1
imsw St (1460 (20 <o
—+00 j=0 i=0
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Lembre que, dada uma sequéncia periddica e hiperbélicanmisis-
mos, temos contracé@o e expansdo em direcdes complementaresso
de uma familia hiperbdlica de sequéncias periédicas, as @& contracao
e expansdao de cada sequéncia da familia ndo tém porque senegsmas.

O que o item 1 do Teorema 4.12 diz é que, se a familiafidormemente
hiperbdlicg entdo (a0 menos para sequéncias com periodo suficieneement
grande) as taxas de contracdo e expansédo sdo uniformestedd 2, idiz
gue as sequéncias da familia gozam de uma propriedade dhotipoacao,
mas (e isto é fundamental nas aplicagdes) com uma constardendi-
nagaol uniforme. O item 3 diz que assintoticamente em média, toslas a
sequéncias tem contragérpansa@xponencial Como um campo estrela
da origem a uma familia uniformemente hiperbdlica (provereisso adi-
ante) de sequéncias perioddicas, obteremos essas pralase@amiformes)
para todas as orbitas periodicas numa vizinhacgA,de isso gracas a um
teorema de Algebra Linear!

Bem, apesar disto, o leitor ndo deve se enganar achando qu&aa p
do Teorema 4.12 é facil. De fato, € longa e intrincada. Naaesaeptare-
mos neste livro, mas o leitor pode encontra-la em [44]. Ptmodado, no
apéndiceB apresentamos uma prova, pelo menos do item 2 do teorema, no
caso de difeomorfismos em superficies, para ilustrar aasd#ivolvidas.

4.3 Dominacao para o fluxo Linear de Poincaré

Agora vamos ver rigorosamente como a propriedade estref@éante de
familias uniformemente hiperbdlicas de sequéncias peadd Considere
X um campo estrela® uma vizinhanca dX formada por fluxos estrela.
Considere aind&dl = {& = (X, Y);Y € U, x € Per(Y)}. Usando bases
ortonormais emN,, podemos identificar o fluxo linear de Poincaré\je
P!, : Ny — Ny, com isomorfismos lineares @', ondey € M*.

Para cada € A vamos definir uma sequéncia hiperbol&d de iso-
morfismos lineares.

Sejar 0 periodo dex, denote também por] a parte inteira der. Se
<2, definaE(j") = P{, paratodoj € Z. Ser > 2, a sequéncia € definida
do seguinte modo:

g = PY(x), & = PY(1(9), -+ &1 = PY(Yim-2(9)

g =5 = PLTT (Y 1(9) e £ = £



“book” — 2011/5/17 — 21:36 — page 50 — #60 T

50 [CAP. 4: DOMINACAO

sej—j’ = n[x],i.e, os demais termos da sequéncia sédo obtidos repegmdo-
periodicamente ost] primeiros.

Comof[[j’;]l E(j“) = P{, segue que cad#”) é uma sequéncia hiperbdlica.

Afirmamos quet é uma familia uniformemente hiperbélica. De fato,
suponha que nao seja. Entdo, tao perto quanto se quefaédpossivel
encontrar uma familia periodicamente equivalent&apossuindo uma de
suas sequéncias ndo hiperbdlicas.

Logo, existea = (xY) tal quen® n&o é hiperbdlica. Dadé > 0,
tomandon suficientemente proxima dg vemos, usando a desigualdade
triangular, que
[7]

]_[ 7 = P <o.
j=1

Considerandé > 0 do Lema de Franks aplicaddree U, segue que existe
Y € U comx e Per(Y) e periodo iguak, mas tal quePz(x) = ]’1[].1]l n(j"),
portantox n&o é hiperbdlico par€. ComoZ/ é formado por campos es-
trela, isso € um absurdo, e prova gu& uniformemente hiperbdlica.

Traduzindo o teorema 4.12 nesse contexto particular, etaeto os
subespacos estavel e instavel de um ponto periédico respaente por
ES(x) e EY(x), obtemos o seguinte resultado:

Teorema 4.13.Se X é um campo estrela, entdo existe uma vizinh@hga
de X e existem constantesXK0, me N e0 < 1 < 1 tais que para todo
campo Ye U valem:

1. Se Ye U com pe Per(Y) possui perido minime > m entéo

k-1

[ TIPTCYmi(P) s

=0

< KK

k—

1_[ [[PE™(Yingie1y(P)) e

j=0

=

< KaK,

onde k= [r/m].
2. Paratodo Ye U e todo pe Per(Y), temos

[PFEIE:| [[PT Y PIEe | < .
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3. Para todo Ye U e todo pe Per(Y), temos

<0

) 1 n-1 N
lim sup % 100 |PY(¥omi(P)lex

<0

N—+o0

. 1 n-1 -
lim sup Z log [Py (Yim(j+1)(P))ee
=0

O item 2 do teorema 4.13 diz que para totle U e todop € Per(Y)
obtemos uma decomposic8iy: |pesv) = ES @ EY do fibrado normal nos
pontos periodicos de indige que satisfaz:

”PWX)lEs -||P§m(Ym(x)|Eu

Ou seja, temos uma decomposic¢éo dominada sobgéYpeDbserve que,
para cada oOrbita periédica de indjogo campdY temos uma decomposicao
dominada, dada pela decomposicéo hiperbdlica de tal 6rhitovidade
agora, é que a constante de dominagéo é a mesma para todaiscesgpdr-
iddicas, e é isso que permite dizer que temos uma decompakigdinada
sobre Pgi(Y). Como o indice dessa decomposicéo esta fixado, podemos
passa-la ao fecho, obtendo, em particular o seguinte aelsult

<A

Teorema 4.14.Se X é um campo estrela entdo X admite uma decom-
posicdo dominada & E" para o fluxo linear de Poincaré sobfer(X).
Mais ainda,dimES = |.

Mais ainda, como a for¢ca da dominacao sobre érbitas peaddiaini-
forme na vizinhangd/{, temos o seguinte corolario no caso pré-periddico.

Corolario 4.15. Se X é estrela & < j < d— 2 entdo qualquer subconjunto
compacto invariante e sem singularidadesc Perf;(X) possui uma de-
composicao dominada & F para o fluxo linear de Poincaré. Mais ainda,
dimE = |.

Finalizamos esta secao reenunciando o teorema 4.13 parérreias
futuras (de fato, no fundo tomamos logaritmos, maiorediuesaem [39]).
Para ndo confudir as constantes vamos dar um outro nomesa esta

Teorema 4.16. Seja X estrela. Existe uma vizinhangade X e existem
ndameros; > 0e T > O tais que para todo g Per(Y), com Ye U, temos
que:
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o [IPY(P)esllIPS(Yi(p)lesll < €27 para qualquer & T.
e Ser é o periodo de p, k € um niimero natural e
O=to <ty <---<tj=kré particdo dg0, kr] comt,1 —t > T.

Entéo
15
= 2, 0glPy T (el < 7
i=0

18 -
= Y logIP (Y, (el < 7
i=0

4.4 Mais um critério para hiperbolicidade

Se x é um ponto regular entdo definimos os conjurldséx) e DY(x) da
seguinte forma:

D3(x)
D)

{v e Ny; [IP%(X).vil = 0 quandd — +co}
{v e Ny [IP%(X).Vl| - 0 quandd — —co}.

Para treinar a relacdo entre estes conjuntos e a nocao deal@oj
recomendamos 0 seguinte exercicio para o leitor.

Exercicio 4.17. Seja E® F uma decomposi¢cdo dominada para o fluxo
linear de Poincaré sobre um conjuntoe x€ A.

e SedimE(x) < dimD3(x) entdo Ex) c D5(x).
e SedimE(x) > dimD3(x) entdo D(x) c E(X).
Em particular sedim E(x) = dim D5(x) entao Ex) = D3(x).

Obviamente, um enunciado anélogo vale para o fibFado

Para nossos propdsitos, serd importante notar que é passiaeteri-
zar a hiperbolicidade, novamente usando o fluxo linear decao, porém
usando estes conjuntos. Esta observagdo segue dos tsabalBelgrade,
Sacker-Sell, Mafié e Liao (ver [65], [42] e [38], respectigaie) e iremos
apresenté-la agora.
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Teorema 4.18.Um conjuntoA compacto e invariante sem singularidades
€ hiperbdlico se, e s0 se,

Ny = DS(x) & DY(x) para todo xe A.

No que segue, daremos uma prova deste resultado, até o fatal de
secaoA é um conjunto compacto invariante e sem singularidades.

Primeiramente, usando compacidade, encontramos umianteis
fraco para a hiperbolicidade do fluxo linear de Poincaré.

Lema 4.19. Seja N, = E @ F uma decomposig&o invariante para o fluxo
linear de Poincaré. Suponha que existg ¥ 1 tal que para todo x A
existeml < t(x), s(x) < Ty tais que

1 _ 1
POl < 5 e P09l < 5.
Entéo o fluxo linear de Poincaré sobteé hiperbdlico.
Demonstracdo Observe que para todotemos:
_ 1 1
IPX(IEN < 1P (NP (X el < SIPS " (X))l

Assim, por inducgdo, temos que

(%]
IPR(X)Iell < (%) IPY ™ (X ()l

ondel > 0, T — | < Ty e [a] denota a parte inteira cee Por outro lado,
usando compacidade temos que

C := max{||P$(¥)|ell; ondex € A ese [0, To]} < co.
Assim, temos
15
1P (el < c(é) _cet

Estimativa semelhante € obtida para o fibr&doA prova esta terminada.
]
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A partir deste lema poderiamos tentar mostrar o teoremacbiiBo
seguinte argumento ingénuo porém, nao inteiramente ocorret

Note que por definicdo a decomposigabe D" é invariante poP}.
Vamos supor que a decomposi¢do também é continua.

Caso a decomposicdo ndo fosse hiperbolica para o fluxo linear
de Poincaré, pelo lema anterior poderiamos supor que modtoatural
existexy € A tal que paratodo & t < N temos que

1
IIPS (xn)lpsl > >

Caso contrario, usando o fato gieg soma direta ent®s e DY, teriamos
uma desigualdade semelhante para o fib@ato

Por compacidade, podemos supor gye— x e DS(xy) — DS(X). Mas
entdo para todo> 0 teriamos que

IP% (X)lpsll >

NI

E isto € um absurdo pela definicaod&

Assim o fluxo linear de Poincaré é hiperbdlico, e pela Praws# .6,
A é hiperbdlico. O problema agora é conseguir mostrar a asidtde
da decomposicdo. Isto se resumiria a mostrar que se existsemuéncia
(% Vi) = (% V) tal queP} (x)vk — 0 quanda — oo ent&oP} (x)v — 0
quanda — co. Isto ndo é muito simples de provar pois ndo temos controle
na velocidade da convergéncia éngquanddk — co. O ponto crucial para
contornar este problema é lembrar que a decomposicao éfaitsoma
direta, como sera visto na prova abaixo.

Moralmente estamos usando o principio: “Em sistemas dit@snse
alguma coisa vai pra zero entdo, com grande chance, elapanercial-
mente rapido pra zero”.

Prova do teorema 4.18

Reduzimos a prova do teorema 4.18 em mostrar que a hipotelsendo
acima é satisfeita.

Guiados pela dificuldade apresentada acima (para tentéaranason-
tinuidade da decomposi¢éo), vamos mostrar que sob umagéandi com-
pacidade nés “podemos passar o limite”. E na prova deste tpraza
hipétese de que a soma é direta € usada. Por simplicidadeyerrgue
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0 campoX esta fixado, até o fim desta secdo usaremos a noRigdara
denotar o fluxo linear de Poincalr .

Lema 4.20. Seja Kc ToM um compacto. Dados, k) — (X, V) € k —
+oo tais que{P%"(x v} c K entdo temos que & DS(x). Um resultado
analogo vale para B.

DemonstracdoNote queN, = DS @ DY implica que, sel € Ny é tal que
sud|IP(X)ull; t € R} < oo, entdou = 0. Pois, sal # 0 entdo ele possui uma
componente ndo-nula e®®(x) ou emDY(x), e portantd|P'(x)u|| explode
guanda — +co0 ou quandd — —oco, logo sug||P'(X)ull; t € R} = co.

Para provar que € DS(X) € suficiente mostrar que se= lim P™(X)v,
ondey = lim X (X) et, — +oo, entdou = 0.

Como park suficientemente grande temos diéx)vi € K e P{(X)v =
lim P'(x)vk temos queP'(x)v € K para todot > 0, uma vez queK é
fechado. Deste moda,pertence &.

Analogamente, para tode R, sen é grande o bastantB*(x)v € K.
Assim, temos qu®'(y)u € K, uma vez qué'(y)u = lim P (x)v. Como
K é compacto, isso implica que a érbitaudeelo Fluxo Linear de Poincaré
€ limitada, logo

sup|[P'(y)ull; t € R} < +eo,

e, como vimos, isto nos leva a concluir que 0. O

Pretendemos encontrar tal compacto que nos auxiliara aangste a
hipétese do Lema 4.19 é satisfeita pela decompodi¢amD". Com esse
intuito, definimos o seguinte conjunté: = {(x,Vv); v € DS(xX) e||P{(X)V|| <
1, ¥t > O} que é positivamente invariante pelo Fluxo Linear de Poi#car

Se mostramos qu& é fechado entéo ele ser4 compacto. Para este fim,
tome (x, vk) € Atal que &, vk) — (X, v). Como o fluxo linear de Poincaré
€ continuo, fixadd > 0 temos

IPOMII = lim [IP (xwidl < 1,

pois (X, k) € A. Pela mesma razdo, segue que para todo 8 < k
temos||P3(x)vkl| < 1. Dai, comoM é compacta, decorre do lema 4.20 que
v € DS(X). Portanto, %, v) € A.

Mais adiante veremos confopode nos ajudar. Porém, adiantamos que
aidéia é a seguinte: casdmao fosse apropriado (no sentido do Lema 4.20),
entdo para cada(v) € A em algum tempo futur®'(x)v escaparia dele e
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portanto, mediante um argumento tipo teorema da alfanadgeriamos
uma situacéo de bordo. O lema a seguir explicita isto.

Lema 4.21. Seja(x,Vv) € A tal que(x,6v) ¢ A sempre qué > 1. Entdo
existe um tempo > 0 de modo qué@P"(X)Vv|| = 1.

DemonstracdoComoA é compacto & € D3(x), exister > 0 tal que
IP*(x)vil = suglIP'(x)vll; t > 0}.

Mais ainda, por definicdo d& temos qué/P"(X)v|| < 1.
Por linearidade,

sup|[P'(x)emll; t > 0} = 6 supl|[P'()Vvil; t > O},
paratodd@ > 1. Pela hipotese, sdP'(x)ov|]; t > 0} > 1, logo

sud|IP'(x)v); t > 0} > %.
Assim||PT(X)V|| = sug|IP'(x)v||; t > 0} > 1, e portantd|P*(X)v|| = 1. ]

O préximo lema proibe cotas inferiores para certas seqag€BaoiA.

Lema 4.22. Fixe umO < A < 1. Entdo, n&o existe uma sequénfig k) €
A com tempogt— +oo e de forma quéP* (X )Vvill > A.

Demonstracdo Suponha que exista uma sequéncia &mmom essa pro-
priedade. Entdo, podemos defirtig, (k) = (X (%), P*(X)Vk), €, @ menos
de tomar subsequéncias, tereniisifx) — (€,7). Como &k, k) € A, para
todok, temos €, 1) € A. Em particulary € D3(E).

Por hipétesdingll = 1. Assim,|[n|| > A.

Por outro lado, comé\ é positivamente invariante pelo fluxo linear de
Poincaré, temofP>H (x)v} c A, o que é equivalente @-%C(g )}
A, e portanta) € DY(€), via o Lema 4.20. Combl: = DS(E) @ DY(E) temos
quen = 0. Absurdo, poidin|| > A. m|

Estamos prontos para mostrar o teorema 4.18. Nosso obgetier
umT > 0 tal que|lPT(X)v]| < %||v||, para todov € DS(x) comx € A, pois
isto obviamente implica que a hip6tese do Lema 4.19 é sitdisfe

Se isto ndo ocorre entdo, para tatdo- 0, existe um pontx, e v, €
D3(xn) com vyl = 1 tal que||P"(Xn)Vnll > % Em principio ndo sabemos
se (n, Vn) € A, para obter uma contradigdo com o lema 4.22. O proximo

lema, que sera provado mais tarde, nos ajuda a garantir isso.
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Lema 4.23. Existe um ae (0, 1] tal que se ve D3(X) e||v|] < a entédo
(x,v) € A

Tomandoav, no lugar dev,,, podemos supor qug,|| = a. Dai, como
Vh € D3(Xn) e |IVnll = &, pelo lema 4.23X,,v,) € A. Além disso, &, Vi)
satisfaz|P"(X,)voll > 3a.

Contudo, uma sequéncia,(v,) com tais propriedades viola o lema
4.22, 0 que termina a prova do teorema 4.18.

Prova do lema 4.23Suponha que isso é falso. Entdo, podemos obter uma
sequénciay € DS(Xy), Xk € A, satisfazendv|| < % mas tal queX, V) ¢
A, para toddk.
Comecamos observando que, gepertencer &3(x), SU||IP'(X«)Vkl;
t > 0} é finito. Isto nos permite defini, tal que

% = sud|IP'(x)Vill; t > O}.
k
Como g, ) € A, 0< A < 1.

Pela definicdo ddy, € claro que Xx, Akvk) € A. ComoA é compacto,
existe um tempe > 0 tal que|P™(x)Vkl| = Sud||P'(x)vill; t > O}. Portanto,
pela definicdo day temos qué|P™(X)Akvk|| = 1. Assim, para tod® > 1,
(X, OVK) ¢ A.

Usando o Lema 4.21, retornamos a situacéo de bordo, istaséerax
tempogt tais que|P%(x) Vil = 1.

Comol| x| < [Ivill = 0 quanddk — +o0, Se a sequéncia de tempos
tx fosse limitada, a continuidade do Fluxo Linear de Poncadidaria
[IP%(xi) AkVill — O. Portanto temos qug — +co.

Finalmente, chegamos a conclusdo que a sequénciiVk) € A satis-
faz||P%(x) AWkl = 1, comty — +o0, 0 que é absurdo pelo Lema 4.220



“book” — 2011/5/17 — 21:36 — page 58 — #68

Capitulo 5

O Caso Separado Nao
Singular

Neste capitulo estudamos a hiperbolicidad®eeX) de um campo estrela
desde que pontos periodicos de indices diferentes nao iseiscn.

5.1 O Argumento de Mafé

Em [44], Mafié mostra a seguinte caracterizacdo para difdmmms Ax-
ioma A, na presenca da propriedade estrela.

Teorema 5.1. Seja f um difeomorfismo estrela. f € Axioma A se, e s0 se,
parai=# jtemosPes(f) N Per(f) = 0.

Onde, como semprBer(f) denota os pontos periodicos com indice
i. Como mostrado nos capitulos anteriores, usando o teoret@aedo
lema de Franks, temos uma decomposicdo domiiagda: em Peg(f).
Primeiramente, Mafié mostra que esta decomposicao é defatbdlica.
Por reverséo no tempo, basta mostrar que o fibEadontrai.

O argumento é o seguinte, caso o fibr&lmao fosse contrator, en-
tao seria possivel criar um ponto periddico proximo de(Pecom indice
menor. Para obter este indice, ndo basta obter um pontaljmerigroximo
de um ponto com ma contracao, e sim precisamos de que a Gehitdipa

58
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inteira esteja préxima da 6rbita onde ha méa contracdo. @uE&cisamos

de uma espécie dehadowing Para este fim, Mafié cria seu famase
godic closing lemmaue sera apresentado na préxima secao. No decorrer
do capitulo iremos mostrar como usaemodic closing lemmaara obter
hiperbolicidade no caso de fluxos.

Para terminar a prova do teorema acima, precisamos mostrar
que, Q(f) = Per(f). Neste ponto, Mafié argumenta da seguinte forma:
caso existisse um pontoe Q(f) — Per(f), peloclosing lemma a semi-
continuidade de 6rbitas periédicas (devido a propriedattela), um novo
ponto periddico seria criado préximaxa Mas a criacdo de um ponto per-
iddico se da através de um ponto periddico néo hiperbéliaam €Efeito,
se temos um arcd, com 0< t < 1, de difeomorfismos tal que em uma
vizinhancaU de x fy ndo tem pontos periddicos de periode f; tem,
entdo, por argumentos de conexidade, existiria algutal que f;, possui
um ponto periédico ndo-hiperbdlico dth contradicdo com a propriedade
estrela (maiores detalhes veja lema 3.1 de [46].

No caso de fluxos nao podemos argumentar desta forma, poisi&glo
gue a 6rbita periédica desapareca ao longo do arco, sent hipdebolici-
dade, pelo simples motivo de seu periodo tender a infinitsindy fato de
queQ(X) = Per(X) precisa de outro tratamento que sera feito nos proximos
capitulos.

5.2 OErgodic Closing Lemma de Mafié

Nesta secdo enunciaremos aqui uma versdo do impodsgudic closing
lemmade Mafié. A versdo apresentada aqui sera para aplicacOenpie te
1 de fluxos, e pode ser encontrada eem [32], por exemplo.

ParaX € ¥}(M) sejaB,(X, xX) = {y € M; d(X(X),y) < & para algunt €
R} ae-vizinhanga da 6rbita de.

Vamos definiZ(X) como o conjunto de pontose M tal que para toda
vizinhancal/ deX e paratode > 0, existeY € U,y € Per(Y) com periodo
To > 0 e nUmeros reatis, t; comty < ty, tais que

e X=YemM - B,(X, X),
o d(Yi(y), Xi(X)) < e paratodo O t < T,
o (Xi(;to<t<ti} c{Yi(y)it>0leti—to)/To>1-e.



“book” — 2011/5/17 — 21:36 — page 60 — #70

60 [CAP.5: O CASO SEPARADO NAO SINGULAR

O primeiro item diz que&’ pode ser visto como uma perturbacéo local
de X préximo a 6rbita dex. O segundo item, talvez o mais expressivo, diz
que a orbita periédicg de Y sombreia a 6rbita d& por um bom tempo.

E o terceiro item diz que grande parte Xl@rbita dex e daY-orbita dey
coincidem. Note qu&(X) é X;-invariante.

Lema 5.2 (Ergodic Closing Lemma)Se Xe ¥(M) ent&o para qualquer
medida de probabilidade e Boreleapajue é X-invariante temos

H(E(X) U Sing(X)) = 1.

5.3 O Argumento de Reduc&o do indice

Nesta secdo iremos dar uma prova da versao para fluxos sarnasidgdes
do teorema de separacdo de Mafié, devido a Toyoshiba em [@tho C
a propriedade de separacao é importante para outros asa@mms for-
malizar sua definicao.

Definicdo 5.3. Um campo X é dit@eparade para quaisquer8 < i #
j <d-1temos que

Peg(X) N Per(X) = 0.
O principal resultado desta se¢édo é o seguinte.

Teorema 5.4.Seja X um campo estrela separado sem singularidades entéo
Per(X) é hiperbdlico.

Antes de comecar a prova iremos dar uma idéia geral do argamen

Idéia da Prova

Primeiramente, pela propriedade de separacdo, bastar pjoeacada
Peg(X) é hiperbdlico.

Como vimos nos capitulos anteriores, o fato de ser estreoean
singularidades implica que temos uma decomposi¢édo domisae E"
sobrePej(X) (de fato, temos que usar o Fluxo Linear de Poincaré, mas
deixa pra la, isto é s6 uma idéia). Mais ainda din€ 1.

Vimos também que existem finitos pogos e fontes, e portantasss
| =0el =d-1estdo resolvidos.
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Muito bem, a menos de reverter o tempo basta provaE§éeontrator.
Relembrando a idéia de Mafié, temos quédado contrai, entdo é por
que existe alguma orbitp tal que em média, possui expansado (ou uma
contragdo muito fraca) e podemos supor que esta orbita podechada
via o ergodic closing lemma

Dai, vocé pode fechar e encontrar uma orbita periddica préxMas,

e aqui estd uma observacao importante, o indice desta pebitadica ndo
pode ser maior quk pois, moralmentel?’;((p) expande na direcé@gs. Por
dominacéo, na direca®" tem que haver uma expansao mais forte ainda, e
isso nos diz qu&" esta contido no subespaco instavel da orbita periddica,
e portanto a dimenséo do subespaco instavel da érbita prri&dnaior ou
igual que a dimensao d&', logo o indice da érbita ndo supdra

Se o indice desta orbita fbrentdo temos uma contradicdo com o teo-
rema 4.13, pois ele diz que a forca de contracdo das Orbitidsljpais numa
zizinhaga deX, € uniformemente limitada, porém, a Orbita periédica que
encontramos possui forca de contracao arbitrariamertda.fra

Por outro lado, se o indice for menor guyedigamosi entdo iremos
encontrar uma outra decomposi¢édo domingta F’, com dimEg’) =i e
outro pontoy € Pef(X). SeE’ contrai, podemos sombrear essa orbita e
encontrar um orbita periddica proxima (s6 que agora o queiainio é o
ergodic closing lemma, e sim um Shadowing Lemma generalipath de-
composicdes dominadas, devido a Liao). Mas como a érbijeet@ande
na direcade" isso é carregado para a Orbita peridédica e concluimos ceindic
dela é menor do que ou igual.a

Desse modo, pontos dRef(X) sdo acumulados por pontos periédicos
de indice menor, violando a propriedade de separacao.

Logo, E’ ndo contrai. Dai, podemos repetir tudo de noweduzir o
indiceda decomposi¢cao dominada até que este seja zero. Mas iat@ager
uma fonte contida na 6rbita ge(que é recorrente), o que é absurdo.

Demonstracdo

Pelo Teorema de Pliss, teorema 2.1, ja sabemos qué&®er Peg_1(X)
sdo finitos, logo sdo iguais a seus fechos e portanto hipeosol Dessa
forma é suficiente provar quRei(X) € hiperbdlico para cadadl < d - 1.
Como vimos no Teorema 4.14, o fato de ser estrela e ndo terlaing
idades implica que temos uma decomposicao domifztda EY sobre o




“book” — 2011/5/17 — 21:36 — page 62 — #72 T

62 [CAP.5: O CASO SEPARADO NAO SINGULAR

fibrado normal dé>ef(X) para o fluxo linear de Poincafé, associado ao
campoX. Mais ainda, dinkE = I.

Desejamos provar que tal decomposicao é hiperbdlica e gardasta,
a menos de reverter o tempo, provar dtfeé contrator. Isto se resume a
obter a hipétese do seguinte exercicio, cuja solucao sepleedh 4.19.

Exercicio 5.5. Se existe um inteiro N O tal que

1
PRV esll < >

para todo xe Pef(X), onde m> 0 é o inteiro dado pelo Teorema 4.13
entao E contrai.

Para provar o Teorema 5.4 iremos supor gfi@ao contrai, e chegar a
conclusédo de quX nao é separado.

Vamos comec¢ar com um lema um pouco mais geral, que se encaixa
nesse contexto. Lembre qié€X) € o conjunto dado pelergodic closing
lemma

Lema 5.6. Seja Xe ¥}(M) e A ¢ M um compacto invariante pelo fluxo.
Suponha que o subfibrado normal énadmita uma decomposi¢cao domi-
nada para o Fluxo linear de Poincaré,N= ES & E" de indice constante

igual al. Suponha ainda que o subfibraddiizo é contrator. Entao, existe
um ponto recorrente ¢ A N (X) tal que

>0

n—+co N

n-1
lim > log | PR(Xmi(@)les
i=0

Demonstracdo SeES ndo contrai, entdo, usando o exercicio 5.5, para todo
n > 0 existe um ponto, € A tal que

NI =

[IPX"(n)lesl >

ou seja,
1 —log2
= log |[PY"(Xn)es|| > ———.
= g” X (Xn)le n
Considere as medidas orbitais, pGf, dos ponto,, dadas pog, =
I3 Sxa(x)- POdemos supor, a menos de tomar subsequéncias,que

>
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converge a um pont®w € A e que as medidas, convergem a uma medida
Xm-invarianteu. Em particular, isso implica queé suportada em. Logo,

flog (| PXles

dﬂn.

du = r!iir!oflog||PQ|Es

Mas, como

flog || PXles

n-1
dun = = > 1og PRO4e:
i=0

1 —log2
= log [PR"(les]| > —==,

flogHPQh;s

Pelo Teorema da Decomposigéo Ergddica [41] podemos supaequ
iste uma medida invariante e ergddica para(a qual, por simplicidade
também serd chamada detal que a desigualdade 5.1 vale. Assim, pelo
teorema de Birkhfd, para toda fun¢ég : M — R continua, g quase todo
pontox € M vale

\%

segue que

du > 0. (5.1)

n-1
Jim 3 o04m) = [ 52)
i=0

Para obter o pontniremos aplicar 5.2 a fun¢ap = log ||PQ|E5 . Para
garantir quez € X(X) argumentamos da seguinte forma. Definimos uma
medidaX; invariante,y, pondo

1 m-1
V= ;(xi)*(m,

onde ). é o operador dpush-fowarcho espaco das medidas. CoB(X)
€ um conjuntoX;-invariante, pel@rgodic closing lemmgmos que

m-1 m-1
L= v (200) = = > (O 00 = = 3 1 (20X)) = (2(X).
i=0 i=0
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Logo, existe um ponto recorrerzes A N X(X) (poisu € suportada em
A) de modo que 5.2 valha. Portanto temos,

= flog ”P)nglEs

Antes de passar ao argumento de reducédo do indice, vamasajaie
uma outra versao do lema de Franks. Ela nos permite reabrampacdes
de um campo a partir de perturbacdes do fluxo linear de P@insérque
agora ao longo de untabita regular, e deixando o campo original intacto
fora de um tubo arbitrariamente pequeno que contenha adegtilar.

19
Jm 5 25100 PR @)l 4 =0
i=

O

Lema 5.7(Lema de Franks)Considere Xe ¥'(M) e um pedaco finito de
Orbita, isto €, um ponto 8 M—SingM)e nimero® =ty <ty <ty < .. <
t,. Denotemos;s= ti,1 — t;, i = 1, ...,n. Entdo, para toda Evizinhancal/
de X existe una > 0 de modo que se; L. Nxti 0 — Nxtm(X), i=1.n,sao
mapas lineares tais que

ILi = PR Ol < &,
entdo existem » 0 e um campo ¥ U satisfazendo:
o Y5 (X;(X) = X,,(x),i=0,...,n=-1,
e PI(X,(¥)=Ly,,i=1.ne
e Y(y) = X(y) sey esta fora de um tubo de raio r centrado e(w)O

No apéndice C o leitor encontrara o enunciado preciso e uova [gio
Lema de Franks.

Usando esses lemas, podemos dar o argumento de reducaaady ind
gue estéa contido no seguinte resultado:

Teorema 5.8. Seja X um campo estrela, e considered¢eE" a decom-
posicao dominada de indice | para o Fluxo Linear de Poincagédsobre
Peri(X) obtida anteriormente (cf. Teorema 4.14). Sero é contrator,
entdo existe z Per(X) tal que para toda &-vizinhangal/ de X e todo
e > O existeY € U com uma 6rbita periddica P de indice< |, cuja
Y -6rbitas-sombreia a X-6rbita de z.
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Nx

Figura 5.1:

DemonstracaoPelo lema anterior, existee Peg(X) N X(X) tal que

- [ 1ogP3e

Considerel do Teorema 4.13, e tome< Ao < 1. Entdo, exist@y € N
tal que

1S N
n'I".L n ; log [|PR(Xmi(2))le= du > 0.

1 n-1
2, 109]IPROm(@)le| 2 log 1
=
para todm > ng. Isso implica que
n-1
[ TIPRXmi(@)les]| = A5, (5.3)

para todm > ng.

Comoz € X(X), podemos encontrar um campoCl-proximo deX
possuindo uma Orbita periddic®(p) com periodor de modo que
d(Y:(p), X:(2)) é tdo pequena quanto queiramos, para todotO< 7. Em
particular, isso implica que o periodo ggode ser tomado arbitrariamente
grande, ja que nao é periddico. O argumento se resume a provar que o
indice desta orbita periddica é estritamente menor dd.que

Formalmente procedemos assim: com® grande, podemos dividir a
orbita dep em pedacos de tamaning e um Ultimo pedago de tamanho
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7 — mk ondek = [r/m]. Usaremos entdo isomorfismos lineargs:
NXmi(Z) - NYmi(p)’ 0<i <k eAqg:: NX,(Z) - NY,(p) que levamES® e
E" isometricamente sobre subespacoiNdg ), € cujas imagens inversas
deES e E" por Ag e porAg,1 coincidem.

[/

Tim(pM

Txm@M

X+(2)

p = Y:(p)

Al T A
Xi+1ym@  Xim(2)

Figura 5.2:

Pelo sombreamento, a composicao das isometriasRir; = Ailll o
PR(Xmi(2)oAi : Ny,(p) = Ny, (p) SErd uma aplicagao linear que aproxima
PJ(Ymi). Usando o Lema de Franks obtemos um cagae realiza essas
aplicacdes lineares como fluxo linear de Poincaré. Com |ssmagens
pelas isometrias da decomposi& EY formam uma decomposu;ﬁ)ea
E invariante pelo fluxo linear de Poincaré¥édeixamos como exercicio
para o leitor verificar isso).

Em resumo obtemos, vexgodic closing lemma Lema de Franks, um
campoY arbitrariamente préximo d¥ possuindo um ponto periddiqn
com periodo tdo grande quanto se queira, dafabita esta tio proxima,
quanto se queira, d¥-Orbita dez e tal que que ¢ 0 subflbrado normys|
restrito aY-orbita dep admite uma decomposm;ﬁ) oF satisfazendo:

= ||PX"Xeni+ )e2| »

“P%m(vm(ju)(p)ﬂﬁu

PECYim ()i

= ”PQ(ijNES s
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para todo (< j <k,
[P (i | = [P (el

[P it = 1P k(2]

Agora chegamos a um dos pontos mais importantes do argu-
mento. Aqui, a condi¢do 5.3 serd usada para mostrarmos aukce da
Orbita periddica criada via pequena pertubacaXdedo supera o indice
da decomposicao dominada Bef(X), o qual é igual d. Depois, explo-
rando a forga uniforme nos pontos periddicos de periodalgratada pelo
Teorema 4.13, veremos que, de fato, o indice da Orbita peai@diada é
estritamente menor do qlie

Para o primeiro desses obJet|vos é suficiente provar quaraande
PT € menor do que 1, na dlregﬁ) pois isso prova quE c FY, onde

FS ®F'éa dggompos&ao hiperbdlica geparaY. Pois, dai seguira que,
dimF" > dimE = (dimM - 1) - |, donde dinF* < |, como desejamos.
Pelas igualdades obtidas acima, temos

PLY- ()| < kﬂpﬁﬁﬂmmg S A (o))
| | =[] ;
i=0
:[HH@WMWMM@-FyﬁﬂmM@M_
-0 [[RUCA NS
S [ (AP
1 A —(r—km) 7
I:OI[HPT(V i+1)(P)lzs ]'HPV (Yrikm(p))lﬁuH
= y\ Fr-mii+
A —(r—km) 7
Hﬂmw(mmks”% (Ve
j= g\ r-mii+
S(%YM%FMWNAMQW

onde, na primeira igualdade, multiplicamos e dividimosipeirma dePy

restrita a diregé@s, na segunda desigualdade usamos a dominacéo, e na
terceira desigualdade usamos a estimativa 5.3.
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Comor—km=m(r/m-[r/m]) <m, tomanda::sup{”P%l(x)H; X € M},
obtemos

”P%(Pkm)(vrfkm(pmﬁ“ < km < o,

e desse modo concluimos qH,IEY(VT(p))IEu ’ < (A—lo)k c™. ComoA < Ag se

7 € grandek também o €, e obtemos que

como queriamos.

Agora lembre que o item 1 do Teorema 4.13 produz uma limitagéo
forme para a forca de contracdo de todos os pontos periduigoa vizin-
hanca deX. Sejam,K > 0 do referido teorema. Se tomarmbs 1g < 1
suficientemente préximo de lregrande o bastante, podemos supor que
KA < /1'8. Desse modo, caso tivessemos &ifn= | entédo pelo item 1 do
Teorema 4.13 e pela estimativa 5.3 teriamos

1
<_7
2

PL (Y- (Pl

> A8,

k-1 k-1
K2 [ ]||PoVamtolige]| = [ ] IPEmi(@)les
i=0 i=0

um absurdo. Portanto, o indice da 6rbita periddica é igualmmr <
l. O

Como consequéncia desse teorema, podemos obter um segdénci
camposy™ — X, uma sequéncia de orbitas periédif@gp,)}, com periodo
Tn — o0 € uma sequéncig — 0 satisfazendd(Xi(2), Y{'(pn)) < e, para
todo 0 < t < 7. Além disso, podemos supor que cadg,) admite
uma decomposicao dominada (o que, em principio, seria mesequén-
cia trivial da hiperbolicidade d&(p,)) com indicer < I, e (o ponto prin-
cipal) constante de dominacdppara todm, devido ao item 2 do teorema
4.13. Gracas a essa uniformidade, podemos passar a domamiite,
obtendo assim uma decomposicdo domirgtaE" sobreOx(2) de indice
r < 1. Ou seja, 0 que o Teorema 5.8 nos ensina é que se a decomposicao
ES @ E" obtida pelo Teorema 4.14 né&o for hiperbdlica, entdo podemes
contrar uma outra decomposi¢ao de indice menor! Para usmfuamos
destacar esse fato como o
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Teorema 5.9. Sejam X um campo estrela € & EY a decomposicao para
o Fluxo Linear de Poincaré sobrelj(X), obtida no Teorema 4.14. Se
E® ndo é contrator, entdo existe um ponte Peri(X) e uma decomposigao
dominada para o Fluxo Linear de Poincaré EE", sobreOx(2) de indice
r<l

O préximo exercicio versa sobre limites fundamentais ge@dr po-
¢os ou fontes. Sua solucdo usa as técnicas apresentadaoreé Ele
impede que as orbita3y, (pn) da prova do teorema 5.9 sejam fontes.

Exercicio 5.10. Se X é estrela & € umO-limite fundamental sem singu-
laridades entdoA é uma fonte periédica. Resultado andlogo vale para
d - 1-limites fundamentais.

Vamos provar a seguir um lema que é o passo essencial parzdinal
mos a prova do Teorema 5.4. No que se segéeum inteiro qualquer.

Fixe um compacta\ invariante pelo fluxo de um camp¥ que ad-
mite uma decomposi¢@ldy, = E @ F dominada para o Fluxo Linear de
Poincaré, tal qu& contrai, eF é ndo-uniformemente expansor. Uma corda
(X, Xmn(X)) contida emA é dita umay — F-corda com 0< y < 1 se

n

[ THPR XN < 7™

=1

Dizemos queX, Xmn(X)) € umay — F-corda uniformese Xmi(X), Xmn(X)) €
umay — F-corda para todo & k < n. No que se segue deixaremos suben-
tendido quey-corda significay — F-corda. O proximo exercicio mostra que
cordas suficientemente grandes produzem cordas unifdrmes:

Exercicio 5.11. Para todo0 < yg < y; < lexistem N> 0e0 < c < 1,
dependendo apenas gig e y1, tais que séx, Xmn(X)) € umayp-corda com

n > N entéo existerl < n; < ... < ng < n, (ditos tempos hiperbdlicos) com
0 > nc e de modo qu&, Xmn (X)) éy1-corda uniforme paratoda <i < 0.

A utilidade disto é que cordas uniformes com recorrénciayzem
Orbitas periodicas. Este é o conteldosimdowing Lema de Liaque
apresentamos no apéndice deste livro, e cujo enunciadwdegpmos aqui
para comodidade do leitor.

1De fato esse exercicio é uma versao discreta do Lema NunuiBtiss (Lema 2.2). Por
completude, colocamos uma solugéo completa no final da l@@mo uma dica, sugerimos
ao leitor tentar provar o Lema D.1
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Lema 5.12 (Liao Shadowing Lema)Dados0 < y < 1 eo > 0 ex-
iste ume > 0 tal que se(x, Xmn(X)) € umay-corda uniforme satisfazendo
d(x, Xmn(X)) < € entéo existe um ponto periédico p com periodo mn tal que
d(Xmi(X), Xmi(p)) < o, para todo0 < i < n?.

\Voltando a prova do teorema 5.4, o papel do préximo lema éaprov
que, seES contrai,z & acumulado por érbitas periédicas de indice menor
do que ou igual &, insto implicara que o campo ndo pode ser separado.

Lema5.13. Se E contraiOx(2) N U, Pef(X) # 0

Demonstracdo Por hipétese temos uma decomposicéo domiEsdaEY
sobreOx(2). CasoOx(2) fosse hiperbolico entdo, como a 6rbita zlé
recorrente, bastaria usashadowing lemmaNo caso geral, vamos usar o
lema 5.12.

A idéia da prova € a seguinte: como temos for¢a uniforme ratér
periddicas e a Orbita deé sombreada por oOrbitas periodicas, ela produz
vy-cordas arbitrariamente grandes. Pelo exercicio 5.11ogarardas uni-
formes e recorrentes. Dai pelo lema 5.12 obtemos uma oéréitadica
gue sombreia a 6rbita de E o sombremento implicara que o indice desta
orbita tem que ser menor do que

Em primeiro lugar, vamos aplicar novamente a combinaggodic
closing lemma+ lema de Franks usado na prova do Teorema 5.8, onde
encontramos um campoproximo aX tal que:

k-1 k-1
[ TP Ce@ e | = [ ] [P0

j=0 j=0

>

ondeE  é o subespaco instavel da decomposicao hiperbdlica ao ago
Orbita dex, ek = [x(X)/m]. Pela forca uniforme nas orbitas periddicas de
periodo suficientemente grande, item 1 do Teorema 4.13 padiaelito da
igualdade acima é dominado prn“. Portanto, fazenda(x) — + (0
que pode ser feito porquenao é periddico) obtemos € (0,1) tal que

(z Xmk(2)) € umayg-corda.

Dado agora (k yp < y1 < 1, fazendd suficientemente grande, pelo
exercicio 5.11 obtemos nimernos — +co de modo queZ Xmn(2) sdo
y1-cordas uniformes. Por compacidade obtemos pdiXas(2), Xmn (2},
tao préximos quanto se queira, formando umaorda uniforme.

2Lembre que estamos supondo dEieontrai eF expande ndo-uniformemente.
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Aplicando o lema 5.12, obtemos uma érbita periogicie X cuja Orbita
sombreia a drbita deentre 0s pontoXmn (2) € Xmn, (2).

ComoO(2) admite uma decomposicéo dominada de indipedemos
estendé-la a uma vizinhanth de O(z). Podemos também supor que a
Orbita periédica criada pelo lema 5.12 estd &m logo temos uma
decomposica&® @ EY do subfibrado normall ao longo da 6rbita de,
dominada para Fluxo Linear de Poincaré. Comgn(2), Xmn (2) € uma
y1-corda uniforme, por continuidade, a 6rbitaplexpande na dire¢cag"
com taxay,. Isso implica queEY esta contido no subespaco instavel da
decomposicéo hiperbdlica ao longo @ép), e portanto o indice dp ndo
supera. Isto termina a prova do Lema. |

Pelo lema 5.13, sE® contrai temos que

1 r
Per(X) n Pei(X) o U Pef(X) N Ox(2) # 0,
i=0 i=0

portantoX néo seria separado. No entantoESen&o contrai, aplicamos o
lema 5.6 e o argumento de reducéo de indice (do teorema 5i8¢mas

um pontoy € O(2) que admite uma decomposic¢éo domin&das EY", de
indice menor do que. SeES" contrai o lema 5.13 novamente vai garantir
gue X ndo é separado. Dai, podemos podemos repetir este progasso u
namero finito de vezes e concluir que um pedac®(® é acumulado por
fontes de campos proximos, o que € um absurdo pelo exercidio Bto
acaba a prova do teorema 5.4.

O leitor atento pode notar que em principio, poderiamositras 6rbi-
tas perioddicas dX na prova do teorema acima por 6rbitas periddicas de
campos proximos. Na verdade, podemos obter resultadosgamsalvia o
argumento de reducdo de indice, para limites fundamen@iseguinte
exercicio, que usa as técnicas apresentadas anteriorparg® leitor.

Exercicio 5.14. Seja X um campo estrela/e € um conjunto compacto
invariante sem singularidades que admite uma decomposioatnada
EaF para o fluxo linear de Poincaré tal quBm(E) = pcoml < p < d-2.
Se E néo contrai entdo existe um r-limite fundamentahetal que r< p.
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Aplicacéo

Para ilustrar as técnicas desenvolvidas até entdo, vant@susha decom-
posi¢cdo dominada com algumas propriedades hiperbdlicasipatipo es-
pecial de dindmica.

Novamente, vamos supor quee g sao pontos periédicos de indices
i e j respectivamente, com £ i < j < d- 2. E vamos considerar o
conjuntoA = O(p) U O(X) U O(q) U O(y), ondeO(q) = w(X) = a(y) e
O(p) = w(y) = (X).

Teorema 5.15.0 conjuntoA possui uma decomposicdo domindgara
o fluxo linear de Poincaré da forma&C & F, tal que E é contratore F é
expansor. Mais ainddimE =iedimF =d-j - 1.

A prova deste teorema segue 0s seguintes argumentos.

Primeiramente, pela proposicdo 3.28 temos ué subconjunto de
Pef(X) e Pef(x). Assim, pelo corolario 4.15 temos que o fluxo linear de
Poincaré tem duas decomposicdes dominadas gabeed C; e C, @ F.
Além disso, dinE =i edimF = d - j — 1. Definimos entd@€ = C; N C..

Falta obter a hiperbolicidade dos fibrados F. Para isto, observe que
qualquer medida invariante suportada &ré suportada ou ef@(p) ou em
O(q). Isto segue simplesmente da definicdo do conjunto e donteode
recorréncia de Poincaré.

E suficiente resolver o seguinte exercicio usando as técajmasen-
tadas anteriormente.

Exercicio 5.16. Sejal’ um subconjunto compacto e invariante para um
difeomorfismo f. Se E T,M é um subfibrado continuo e Df-invariante.
Se existe ng N tal que para qualquer medidd finvariante e ergddica
suportada ent” tivermos que:

f 10g 1D f™eldh < O.

Entao o fibrado E é contrator.

O exercicio e a observacgéo anterior termina a prova do tegrema
vez que comdd(p) € uma Orbita periddica de indi¢e o fibradoE esta
contido no subespaco estavel@fp), a hipdtese do exercicio é satisfeita.
A expanséao dé& é obtida de maneira analoga.

30u sejaE @ C e C @ F satisfazem a desigualdade da definicio de dominagéo.
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Hiperbolicidade |

Neste capitulo iremos apresentar a prova da conjecturaalailetade de-
vido a Hayashi, como em [32]. Comentaremos também sobreva pie
qgue o interior dos campos Kupka-Smale sdo compostos porasamyp
xioma A sem ciclos, seguindo os artigos [29] e [72] e usandmpéd ja
desenvolvida ao longo deste livro.

6.1 O CasoQ-estavel: Densidade

Nesta secao, fixamosum campd-estavel. Ja vimos no teorema 1.15 que
isto implica que o camp é estrela. Mais ainda, sabemos pelo teorema
2.9 que toda singularidade € isolada do conjunto n&o-esrant particular
SingX) N PerX) = 0.

Seja entaoV uma vizinhanca dX onde todoY € V é Q-conjugado a
X e todas suas orbitas periddicas séo hiperbdlicas.

Teorema 6.1. Existe um aberto e dendd c V tal que se Ye U entédo Y
€ Axioma A sem ciclos.

A densidade seguird da existéncia de um resi®®ual V tal que todo
Y € R é Axioma A. Ja a abertura segue do teorema 2.4 que diz que todo
Y € R é Axioma A sem ciclos.

A prova sera feita por inducao. Ja sabemos pelo teorema s 21
que Peg(X) é formado por finitos elementos criticos e portantgP@r=
Pep(X) é hiperbdlico.

73
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Suponha que a vizinhangk de X satisfaz a hipoteseH(), como na
se¢ao 3.3 do capitulo 3, provaremos que existe um resijualV’ tal que
seY e R; entdoPet.1(Y) € um conjunto hiperbdlico.

Lema 6.2. Existe um residuaR; c V tal que se Ye R; entdoPer,1(Y) N
o Per(Y) = 0.

Demonstragéo SejaR; o residual dado pelo Lema 3.10 e toe R;. Se,

por contradi¢éo, Peri(Y) acumula enULO Pei(Y), dai existe uma com-
ponenteA(Y) da decomposicéo espectraILdé0 Pek(Y) na qual PgL1(Y)
acumula. SejdJ; uma vizinhanca compacta suficientemente pequena de
Ai(Y) tal queU; N (D7 U DY) = 0. Onde

D® = WE(AI(Y)) — Xa(WE(AI(Y))) e D" = WE(AI(Y)) — Xa(WE(AI(Y))).

Assim temos orbitas periédicas de indjce 1 acumulando e, (Y),
usando oconnecting lemmaencontramos um campd arbitrariamente
préximo deY que coincide conY em uma vizinhanca da,(Y) e possui
um ponto homoclinicg associado a\(Y). O pontoq pode ser tomado
arbitrariamente préximo dBY, assim podemos supor qage¢ U,. Per-
turbandaZ um pouco, se necessario, podemos suporgieonto homo-
clinico transversal & € R;.

Comogq é ponto homoclinico associadoAg(Y) sabemos que existem
p1 € pz2 € A(Y) tais queg € W(p1) N W"¥(p,). Usando a transitividade
da peca e ghadowing lemmancontramop € A (Y) N Per@) tal que a
Orbita dep passa arbitrariamente proximo gee dep,. Pelo teorema da
variedade estavel, temos que partes compactas das vaseidadriantes
variam continuamente. Dai, encontrangbproximo deq (e portanto fora
deU)) tal queq’ € um ponto homoclinico associado ao popto

Sendog’ um ponto homoclinico associadopatemos queq’ esta em
algumAy(Z) que também contém, logo Ai((Y) ¢ Ar(Z). MasZ € R;
implica queA (Z) € uma continuagéo dig(Y) contida emJ;. Contradicao
poisq’ ¢ U,. Isto demonstra o lema. m|

Seja agor(’ € Rj. O Teorema 2.9 diz que Sing(n Per(Y) = 0. Pelo
teorema 4.14 concluimos que existe uma decomposicao ddatiha F
do fibrado normal para o fluxo linear de Poinc&grestrito aPer,(Y).
Desejamos mostrar que tal decomposicao € hiperbdlica.



“book” — 2011/5/17 — 21:36 — page 75 — #85 T

[SEC. 6.1: O CASO Q-ESTAVEL: DENSIDADE 75

Pelo argumento de reducao de indice temoskjaeontrator. De fato,
como feito na secdo 5.3, se supusermoskjnéo contrai entdo, seguindo
0s passos feitos naquela se¢éo, encontraremos um panker.,1(Y) tal
que, pelo Lema 5.13,

i
Ov@ n | JPex(Y) = 0.
i=0

Com efeito, seE ndo contrai, pelo teorema 5.8, a Orbita de um pao
Per.1(X) € sombreada por ¢rbitas periédicas com indice menorj gué
de campos préximos. Argumentos do tglmtadowingusados na prova do
lema 5.13 mostram que a intersec¢éo citada acima é ndo vazia.

Mas isto contradiz o Lema 6.2 pdi(2) c Pef.1(Y) provando assim
queE é contrator.

Para garantir a hiperbolicidade falta provar ¢ué expansor, para isso
usaremos argumentos semelhantes usados por Mafié em [¢5E, ke
nés supuséssemos glendo expande temos entdo garantida a existéncia
de uma érbita periddica d¢ cuja taxa de expansédo é muito fraca. Isto ira
contradizer o item 1 to Teorema 4.13.

Definicdo 6.3. Dizemos que uma vizinhangca compacta U deé uma
vizinhanca admissivel se M Qossui uma e exatamente uma decom-
posic¢éo dominadady,wuyM = E ® F estendendo a decomposi¢aoM =
EaoF.

O seguinte exercicio garante a existéncia de vizinhangasaiveis.

Exercicio 6.4. Mostre que se M possui uma decomposi¢cao dominada
com indice constante, entdo possui uma vizinhanca admissiv

No teorema a seguir, dades> 0, Y € ¥}(M), p € M e sequéncias
Tn > 0 ety > O tais quet, = th1 + Thy €T — 1] < £ vamos denotar
7 = PY(Yi(P)-
Teorema 6.5. Seja E® F a decomposigdo dominada para o fluxo linear
de Poincaré P considerada acima. Em particular E contrai. Ent&o, ou F

expande ou, para toda vizinhanga admissivel Wdg,1(Y), 0 < 1<1le
g > 0, existe um ponto periddico @ Nir Y:(V) com periodo arbitraria-
mente grande e satisfazendo

[7/m]-1
0

P T o) o) <2
i=0
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para alguma sequénciat 0,0 <| < [x/m] — 1, cOM fr/mj-1 = 7.

Este lema é bem técnico e iremos apenas dar uma idéia de soasiem
tracéo na proxima subsecao.

Observacgéo 6.6.Se quisermos enunciar o teorema 6.5 em toda sua gene-
ralidade temos que pedir qU&(X|,) = A, mas no Nosso caso isto & garan-
tido poisA € uma peca basica. Também é necesséaria uma expansédo nao
uniforme na direcéo F, do tipo,

n—

1
fim — Z logm(PY(X;7(B))IF) > 7.
=0
Mas esta hipdtese ndo aparece aqui pois ela € obtida atravésatema
4.13 (ou 4.16).

Vamos supor por absurdo qliendo expande. Pelo teorema 6.5 en-
contramos um ponto periddigne Mz Yi(V) que é hiperbdlico, poi¥ é
estrela, e satisfaz a concluséo do lema. $ejgM = E*® E" a decom-
posicao hiperbdlica da érbita periédica ge Como, pelo teorema 6.5, o
produtério € menor que 1 temos qléep) c EY(p). Disto segue que

H ﬁnm.+. ) v, H l”(tﬁ:nmm)_l(Ytl

Fixe A2 dado no teorema 4.13. Tome, no teorema$.51 < lec> 1
tal quelc < A.

Usando o item 1 do teorema 4.13, continuidade e tomadddeorema
6.5 suficientemente pequena suficientemente grande temos que

[7r/m] 1

—[7r/ m]

H H’Ymm (Yt,(p))| “ < K(C/l)[”/m]

De fato, os fatores na estimativa do teorema 4.13 sao

IPS™ (Y1) (P)IF.

Escolhenda > 0 pequeno, temos qug estdo muito proximos de 1. As-
sim, a menos da constarteestes fatores estao muito préximos de

m-1
1 T ()™ €Y1
i=0
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E isto gera o fatorq)*/™.

Porém, esta desigualdade contradiz o fato 4ue 1. A contradigao
mostra qué- expande.

Provamos entéo que o fluxo linear de Poind@éestrito aPer;,1(Y) é
hiperbolico para tod¥ € R;. Pela Proposicéo 4.Bef.1(Y) € um conjunto
hiperbdélico parar, concluindo a inducao. O teorema esta demonstrado.

Sobre o teorema 6.5

Para facilitar a notagédo, vamos reenuciar o lema no casofeleriorfis-
mos, a versao para fluxos é muito similar. De fato, vamos eaualgo
mais geral, que é o teorema ll.1 de [45].

Sef : M - M é um difeomorfismo entad,M = E® F é uma
decomposicao dominada paraobre o conjunto compacto e invariante
se existenC > 0 e < 1 tal que paratoda € A en > 0 temos que

IDFOYIEMD " (F()IEN < CA.
A nocéo de vizinhanca admissivel citada antes € similar.

Teorema 6.7(Teorema Il.1 de [45]) Seja E® F uma decomposi¢édo do-
minada para f sobré\ um compacto invariante tal qu2(f|,) = A e tal
quedimE é constante. Vamos supor que E contrai e que F tem uma certa
expansado nao uniforme, isto é existe 0 tal que

liminf %Zn: log[I(Df 1) (FI)Iell < —c.
=t

Entéo, ou F é expansor ou, para toda vizinhanga admissived ¥,® <
v < lee > 0, existe um ponto peridédico p no invariante maximal de V,
com periodo arbitrariamente grande N e satisfazendo

N
M <[ IO Ol < 1
j=1

OndeF é dado pela extenséo de F, gerada pela decomposicdo doainad
E @ F e a definicdo de vizinhanga admissivel.
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Lembramos que uma corda "(x)) € dada pelo conjuntx, f(x),...,
fN(X)}. Umay-corda é uma corda( f"(x)) tal que

[ THOEE el <"
j=1

E umay-corda uniforme é uma corda tal que para todg & < n temos
que (f¥(x), f"(x)) € umay-corda.

Lembre que por hipotese o fibraffaccontrai. Se- expande, entao pela
teoria hiperbolica teriamosshadowing lemmaAcontece que, de maneira
semelhante a observacéo por Pliss no caso de pocos;-aorda uniforme
(junto com a contracdo de e a dominacao) tem “estrutura hiperbdlica” o
suficiente para que ocorshadowing

Lema 6.8([40]). Dado0 < ¥ < 1ed > 0 existee > 0 com a seguinte
propriedade. S¢(x;, f" (xi))}}‘:l sdoy-cordas uniformes que formam uma
g-pseudo-orbita periddica, isto €, para toda i < k temos

d(f(x), Xis1) < e € df™(x), X1) < &.

Entao existe uma “sombra” periddica p de f, com periodeMg+: - -+n.
Isto é:
d(f"(p), f"(x1)) < 6 para todo0 < n < ny,

e definindo N= ny + ... n; temos
d(fN*"(p), f"(xi41)) < 6 paratodo0 < n < Ny 1.

Este lema obviamente ira gerar a oOrbita periédica desejmdae que
encontremos as tais cordas. Mais ainda, como a Orbita peaiédtara
proximo de pontos dA entéo ela estara no invariante maximal. Basta usar
6 > 0 pequeno o suficiente.

O problema enté@o é encontrar tais cordas. Primeiro, a lEpd@te ex-
pansédo nao-uniforme dird que ao toredr< yo < 1 temos um subconjunto
densoAq C A tal que para todo pontoe Ag existem infinitog?’s tais que

n

[ D 2(FI)Iell < 75

=1

Por outro lado, podemos caracterizar a expansaé ea seguinte forma.
Dizemos que un C A é um (, y)-conjunto se todo pontwe I' possui um
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inteiro—1 < m < | tal que f™"(x), f™(x)) € umay-corda para toda > 0.
Entéo por definicdo, deé um (, y)-conjunto temos quE|r é expansor.

Por outro lado, vamos dizer que uma cordaf((x)) € uma {, y)-
obstrugdo sex; f™(x)) ndo é umay-corda para toddN < m < n. Para
qualquerx € A, definimos o conjuntd(x) dado por todos os pontos da
forma lim f™(x,), ondem, — o~ e x, — X. A hip6tese sobre o conjunto
nao-errante dé|, garante que € J(x). Essencialmente, isto dara a recor-
réncia das cordas, necessaria para aplicar o lema 6.8. Agamaos umas
constantesyp < y1 <y2 <vyz < L

A seguir iremos resumir 0 processo com o qual Mafié consegee ob
as cordas requeridas, por motivos de apresentacao mudampsuco o
enunciado dos resultados em [45], mas referimos o leitortayariginal
para enunciados mais precisos. O proximo lema garante urnodiia
entre haver expansao ou néo.

Lema 6.9 (Confira o lema 11.6 de [45]) Dadoe > 0O existem \NM > 0O
tais que para todo x A: ou J(x) € um(N, y3)-conjunto (e portanto temos
expansao), ou existe & J(X) N B(x, £) tal que para todo n> N a corda

(y, T"(y)) € uma(M, y2)-obstrucdo. Além disso, existe z, tdo proximo de
X quanto se queira, e i+ 0 tal que (2 € B(y,s) e (z T™(2)) é uma
ys-corda uniforme.

Com a ajuda deste lema, obtemos diversas cordas, se supueésgie
F nao contrai.

Lema 6.10(Confira lema I1.7 de [45]) Se F ndo expande entdo para todo
g > 0, fixando as constantes N e M dadas pelo lema anterior, exiate u
subconjuntaAg C A tal que todo xe Ap possui um pontogx arbitraria-
mente préximo,f> 0 e ye Ag tal que 0(xg) € B(y, €) e(y, f"(y)) € uma
(M, y,)-obstrucéo para todo = N.

Além disso, segr> 0 entao(xg, f™(xg)) € umays-corda uniforme.

Em suma, para provar o lema, tomeomo a unido de todos oBl|(y3)-
conjuntos, comd= ndo expande entdo o conjunto procurada é T #
0. Note que a condigad™(xo) € B(y, &) serve para criar pseudo-0rbitas.
Vamos escolher constantg® kg tais que

y<y0, O<ko <1, y<kyieklys <1l

Assim, usando este lema diversas vezes, num processo dgiimdu
tomandas dado pelo lema 6.8, Mafié constréi uma sequéncia de pgos
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uma sequéncig; > 0 com as seguintes propriedad@sElas formam uma
pseudo-6rbita d(f"(x), xi+1) < £/2. (II) Geram cordas com hiperboli-
cidade controladasen; > 0 entdo &, (X)) € umays-corda uniforme,
porém sd € par en; > 0 temos queX;, f™ (X)) ndo € umay-corda. (1)
Estimativa:seK = min||Df~|¢|| entdo para todi

YKL > (ko)™

Estas cordas formam uma pseudo-oOrbita. Seja0 tal que sal(a,b) < &
entéo
IDF (@Il = kollD (D).

Entéo o lema 6.8 gera uma Orbita periddiocgom perioddN = ng +- - -+ ng
qgueds-sombreia a pseudo-orbita. Assim, definifdo= n; + - - - + n;, para
todo 1< i < k, pela regra da cadeia, temos que

Nis1 Nisy

[ TIDFEN0)Iel = kg | [IDFA(F"C6a)) el
n=1 n=1

Agora, pelas propriedades das cordas, pargar temos

Nis1

[ TIDFEEN el = Ky ™

n=1
E parai par temos
Niv1

[ TR ENO0) el = KK,
n=1

Assim, novamente pela regra da cadeia,

N k-1
I_l ”Df—l(fn(x))h:” > ]_[ k.?j+nj+l'}’2j+lKnj~
n=1 j=1, impar

Agora pela, estimativd [l ), temos que

k-1
Nj+Nje1 - Njs1 e n; 2N N
1_[ ko Ty KV = kghyr

j=1, impar
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Mas forcamos qukgyl > vy. E isto mostra que

N

[ TIDf (GOl > Y.

n=1

De maneira analoga, levando em conta que as cordagséwdas temos

que
N

[ TIDF A OIel < koMyA

n=1

E como forcamos qul&glyg < 1, temos que

N
[ Tiof (o < 2.
n=1

6.2 O CasoQ-estavel: Geral

Nesta secdo concluimos a prova da conjectur@-astabilidade. Como
veremos, uma das principais dificuldades é mostrar umaiespe&tomo-
geneidade de indices em candidatos a serem conjuntos $@sicm um
campoQ-estavel ndo genérico.

Apresentaremos trés modos de lidar com este problema. Cipoim
deles é o argumento original devido a Palis [56], em sua pvava a con-
jectura daQ-estabilidade no caso de difeomorfimos. O segundo é baseado
no connecting lemmaoO terceiro e Ultimo na verdade é uma observacao
gue encontra um certo fendmeno caso existam dois pontos rodice$
diferentes, porém conectados de certa forma. Este Ultim@nieno sera
estudado depois.

O Argumento de Palis

Usaremos os abertdg e U definidos na se¢éo anterior. Sabemos que todo
Y € U é Axioma A, basta provar agora que todoe V é Axioma A
também.

Note que ja sabemos que para tdtle V temos que Sing)nPer{) =
0. Além disso, para todd € U existe umaQ-conjugacéo conY, disto
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segue qué& herda a decomposicao espectralZdeportanto temos que
Q(Y) =Sing(Y) UAL U---U Ay,

onde a unido é disjunta, cadaé um conjunto compacto invariante, transi-
tivo, isolado e tem érbitas periddicas densas. De fath,; (YY) — Q(Z) é
aQ-conjugacado entdo catiéA;) = AiZ € uma peca basica da decomposicao
espectral d&, uma vez qu& € Axioma A.

Seguindo Palis, mostra-se a propriedade de separacay.para

Teorema 6.11. Para cadaA; existe0 < i < d — 1 tal que toda Orbita
periodica emA | tem indice i.

Demonstracao Suponha que existem duas Orbitas periddicas de indices
diferentesO(p) e O(g) em um mesma\;. ComoA; € a imagem pela con-
jugacédo de uma peca basica temos que as variedades invaidastas oOr-
bitas se intersectam mutuamente.

Seguindo [56], por argumentos usados na prova do teoremalakK
Smale, podemos perturbar um pouco o carfte modo a encontraf’ €
V tal que as continuacd€&3(p’) e O(q’) deO(p) e O(q), respectivamente,
sdo as Unicas Orbitas periddicas de diferentes indicesjt@issuas va-
riedades invariantes se intersectam mutuamente.

TendoO(p’) e O(q') indices diferentes, assumimos que uma das interse-
¢Oes, digamo®vs(O(p’)) N WH(O(')), é transversal. Q-lema mostra que
qualquer ponto enWH(O(p’)) N W3(O(')) pertence a(Y’). Sejax €
WH(O(p")) N WS(O(q')), pela invariancia do nao-errante temos Q&) c
QY.

Temos queY’ também éQ-conjugado &, entdoQ(Y’) = Sing(Y’) U
A} U---U Ay, dados pela conjugacdo. Note que apesar de termos tomado
orbitas periddicas dé emA j, nada nos garant&priori que suas continua-
¢cbes pertencema um mesmp Lembrando que é um ponto ndo-errante,
ele pertence a alguma peca basica.

Sejam entddJ e Uy vizinhangas isolantes das pecgas que contém
O(p’) e O(q') respectivamente, comoe WY(O(p")) existet; > O tal que
Y’ (X) € Uy e, da mesma forma, comos W5(O(q')) existet, > O tal que
Y;, € Uy. Usando isto e a invariancia das pecas basicas temo®(qie
e O(q') pertencem a um mesm. Mais ainda, uma vez quk’ contém
duas orbitas temos que contém infinitas orbitas periddicas densas.

Segue d&-conjugacao que qualquer outra orbita period¢g) emA]
tem suas variedades invariantes se intersectando com@$9e com as
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deO(q’) mutuamente, mas o indice @¢y) é diferente de pelo menos uma
das 6rbitas o que contradiz a unicidade, provando o teorema. O

A partir dai a prova segue as mesmas linhas do caso separads. L
brando, como pontos periédicos com indiséo densos et entéo temos
uma decomposi¢cao dominaHap F para o Fluxo Linear de Poincaré. E se
Aj néo fosse hiperbdlico entéo teriamos @Liedo é contrator.

Mas entéo teriamos um ponto recorrexte A onde a contragéo de
degenera e portanto existifia i tal que

O(x) N Pex(Y) # 0.

Portanto existirian # j tal queAyn N Aj # 0. Absurdo. Um argumento
analogo mostra quE expande. E isto, junto com a proposi¢édo 4.6 mostra
queA; € hiperbdlico. Ou seja quéé Axioma A.

Usando oConnecting Lemma

No capitulo 2, usamosepnnecting lemmpara mostrar que@-estabilida-
de impede a presenca de singularidades acumuladas pasamgfulares.
Na verdade, o que mostramos é que v@nonecting lemmasto implicava
numa intersecdo ndo transversal entre a variedade estagtheel da sin-
gularidade. Com isto conseguiamos uma contradicdo ap6® tisarema
de Kupka-Smale. Vamos tentar resgatar esta idéia novamente

SejaA um conjunto isolado, transitivo e hiperbdlicoc@ma tangéncia
homoclinica de\. Isto é,x € (W3(A) N WY(A)) — A. Por argumentos do
tipo Kupka-Smale, podemos perturbar o campo fora de umaharica de
A U {x} de tal forma que é uma tangéncia associada a érbitas periddicas.

Ou seja, podemos supor que existem Orbitas perié@i¢pse O(g) em
A tal que

x € (W(O(p)) " WH(O(q))) - A.

Podemos perturbar novamente, longeAde {x} de tal forma que
dim(W3(O(p)) N W(O(q))) — A > 2.

Note que por hiperbolicidade, estas intersecfes sdo maotes. Por tran-
sitividade os pontos periodicos séo imagens pela conjogdedpontos na
mesma peca basica. O que é um absurdo, pois as interse¢degsaddaop
Axioma A possuem no maximo uma orbita (da dire¢cdo do campo).
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~Vamos tentar usar indugdo novamente, vamos supor entdé gee

}:0 Peri(X) € hiperbdlicod’1 U- - -UT) € a decomposicéo espectral. Note
gue X ndo tem pontos homoclinicos associadok; dora del. Do con-
trério, teria ferraduras e apareceria um ponto periddicind&Ee menor
quej + 1 fora deA, absurdo.

Vamos supor que Pgi(X) acumula emA. Peloconnecting lemma
podemos tomar uma vizinhangade A e encontrar um campo préxinyg
tal queY|y = X e a menos de renomear podemos suporlgugem um
ponto homoclinica, fora deU. De qualquer maneira, note que cdda
€ hiperbdlico, isolado e transitivo (ndo necessariameate@&omposicao
espectral pard!).

Por hiperbolicidade, podemos supor que existem ori@igs e O(q)
emI'; tais que

x € (W(O(p) N WH(O(1))) - I'.

Como néo héa tangénciasijnterse¢do € transversal

Assim, existe uma curvX! tal queX® = X e X! = Y. Mais ainda,
que X!y = X. Por conexidade, existe um campb tal quel’; tem uma
tangéncia homoclinica. Absurdo com a observacgéao anterior.

A partir dai, podemos refazer os argumentos da se¢&o aregeniostrar
quePet.1(X) é hiperbolico. Completando a indugédo e mostrandoXée
Axioma A.

Indices Diferentes

Como podemos observar, precisamos mostrar que os indiéekities per-
iddicas da imagem de uma Unica peca sao todos iguais. Qustodadio
ocorre, pelaconnecting lemmaim fendmeno interessante aparece.

Ou seja, como observamos antes(Q$p) e O(q) séo tais orbitas, &-
conjugacao diz que as variedades estaveis e instaveis dedtetersectam
mutuamente, isto é:

W3(O(p)) N WH(O(@)) # 0 # W(O(p)) N W(O(a)).

A menos de uma perturbagdo, uma destas intersecdes é tsaisve

Isto é conhecido como um ciclo heterodimensional e é umaluktsue
¢Oes para a hiperbolicidade. Nos proximos capitulos irdidas com o
problema da nao-existéncia deste fendmeno para fluxote$risto daria
uma terceira prova do teorema 6.11.
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6.3 O Caso Kupka-Smale

Nesta secdo descrevemos o seguinte teorema encontrad@]due[a tam-
bém [72]), que apareceu apos o teorema de Hayashi. De fatasalum
argumento mais direto que o de Hayashi (ou seja, ndo sepergsagm um
primeiro argumento pra obter densidade de Axiomas A), pa&ipotese
€ mais forte. O leitor atento, pode verificar que o teoremairgueos ex-
ibir tem como corolario o fato de que fluxos estruturalmestéweis sao
Axioma A, uma vez que todo fluxo estruturalmente estavel &kKtfpmale
(veja [64]), mesmo assim isto segue do teorema de Hayashi.
S6 vamos descrever brevemente o argumento pois, N0S pProxapd

tulos, iremos mostrar um teorema muito mais forte.

Teorema 6.12. Seja X um campo tal que existe uma vizinhattae X
onde todo Ye U é Kupka-Smale. Entdo X é Axioma A.

Primeiramente, notamos que tal campo n&o pode ter sindathes
aproximadas por orbitas ndo-errantes. De fato, isto segmeedmo argu-
mento no teorema 2.9 onde mostrou-se que a presenca degtdbsidade
cria, via oconnecting lemmama intersecao entre a variedade instavel e
estavel de uma singularidade. Mas esta interse¢do nuneasvérsal e
isto é proibido pela condicdo Kupka-Smale.

Note que por definigdo de campo Kupka-Smale, o at#réoformado
por fluxos estrela. Assim, usando a inducéo feita na prinseicdo deste
capitulo podemos mostrar que existe um residua U formado por A-
xioma A. Porém, é possivel argumentar mais diretamente.

Até o fim desta secao iremos supor glsatisfaz a hipotese do teorema
6.12.

O argumento se baseia em demonstrar o seguinte lema, usani@as
desenvolvidas nos capitulos anteriores.

Lema 6.13. Para qualquer ponto x X(X), ondeX(X) é o conjunto de
probabilidade total dado pelergodic closing lemmaemos qué&©(x) € um
conjunto hiperbdlico.

Sketch da provaComo estamos usandoesgodic closing lemmatemos
queO(x) é um limite fundamental. Mais ainda, podemos supor que-as or
bitas periédicas que o aproximam ndo sdo pocos nem fontesoilica-

rio, poderiamos construir medidas orbitais geradas petdes (por exem-



“book” — 2011/5/17 — 21:36 — page 86 — #96

86 [CAP. 6: HIPERBOLICIDADE |

plo) e usando a uniformidade da expansdo dada no teoremavo8ar
gue o suporte da medida orbital possui uma fonte, via o eiersil6.

Assim, novamente pelo corolario 4.15, obtemos uma decoig§ms
dominada sobr@®(x) da formaE & F, onde ambos os fibrados n&o s&o
triviais e dimE = |, ondel pode ser tomado o indice das érbitas periddicas
que aproximan®(x).

Como na prova do teorema de Hayashi, usando as técnicas de Mafi
pode-se mostrar que se o fibra@aontrai entdo o fibradb expande. Note
gue, desta vez, como ndo estamos usando inducdo, o teoremeétiéce
por reversao no tempo e portanto temos quE s&pande entak contrai.
Assim, seO(x) n&o for hiperbélico, podemos supor que nEngontrai e
nemF expande.

Tomandom dado pelo teorema 4.13¢dy) := log||PY(y)lell, supondo
gueE ndo contrai encontramos uma medida orhittdl quefw ¢du > 0.
Novamente, usando o teorema de Birkiemos que:

f lim }E #(Xmi(a))du > 0.
i=0

op)nz(x) e N 4=

Logo, existez € £(X) N O(X) tal que
1 n-1
lim ~ ZO] o(Xni(@) 2 0 ().

A partir daqui afirmamos que é possivel, por uma perturbagyéar, um
ponto periddico com indice menor gue

Em suma o argumento é o seguinte:zse periddico, entdo pela pro-
priedade estrela sabemos que ele possui uma decomposigabdiica
dada pelos autoespacos instaveis e estaveis, mas entaonpioadao isto
forca que o indice deseja menor quk uma vez que do contrario isto diria
que o fibradcE esta contido no fibrad&® da orbita periédica e teriamos
uma contracdo muito fraca pazadevido a §), contradizendo o teorema
4.13. Cas@ ndo seja periédico, usamoseggodic closing lemmaomo
antes, para recair no caso periodico (a menos de pertujbacao

Dai podemos criar um novo limite fundamental, mas desta wez c
indicemenor quel. Temos novamente uma decomposi¢céo domirtzda
F’. Se o fibrad&E’ nao for contrator, podemos diminuir o indice de novo,
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e assim sucessivamente, até chegarmos a indice 0 e istobédprpelo
argumento dado acima.

Assim, existe um ponto € £(X) N O(x) tal queO(r) é hiperbdlico e
Ind(O(r)) < dimE.

De maneira analoga, conffondo expande, encontramos um posito
2(X) N O(x) tal queO(s) é hiperbdlico e IndD(s)) > dimF.

Por hiperbolicidade e recorréncia (usamstiadowing existem sequén-
cias de pontos periédicqs — r e g, — Stais que

U O(pn) € U O(qn) séo hiperbdlicas

Peloconnecting lemmgemos que

W] o) n We(|_J o(pn) # 0.

Por perturbacao, podemos entdo encontrar um campo proxiois @on-
tos periddico® e q tais que

WH(O(a) N W(O(p)) # 0.

Mas pela diferenca de indice vemos que esta intersecdo mansgédrsal.
Mas isto viola a hipotese. O

Agora podemos usar indugdo novamente e supoﬁqueUi’;Ol Pet(X)
é hiperbolico. Como antes, temos quésg(X)NA = 0 temos quéer(X)
€ hiperbdlico. De fato, como no argumento de Hayashi, a naertalici-
dade implicaria que existe uma 6rbita, digan@(x), cuja contracéo na
direcdoE (da decomposicdo dominada gerada pelas érbitas peripdicas
muito fraca. Assim, via @rgodic closing lemmaencontramos um ponto
periddicoq préximo ax com indice menor que Entdo pelos argumenos
usados no lema, teriamos qD&x) é hiperbélico com indice menor qiie
isto fere a hipétese de separacéo;

Caso nao tenhamos a hipotese de separac¢édo argumentamgsideese
maneira. Temos uma sequéncia de orbitas perio@¢gg de indicej que
gera um limite fundament&l, de tal foram qué intersecta algunA que é
peca basica da decomposicdo espectrdl.de

Note quel” possui uma decomposicdo dominada de inglickgamos
E @ F. Tomeu uma medida orbital gerada por pelpss. Em particular,
u € suportada efi. Tome enta@(y) = % log|IP%()lell, ondeT é grande,
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dado pelo teorema 4.16. Novamente, é possivel mostrafrqzu&z < 0.
Assim, por Birkhdt, existe um ponta € I' N X(X) tal que

. 1 n-1
lim — ZO $(%7(2) <O.

Temos dois casos, sefor um ponto peridédico, como antes, temos que
Ind(2) > j. Agora, tomeJ eV vizinhangas deé\ e zrespectivamente.

Mas comd’ é um limite fundamental que intersedtaemos que exis-
temqge O(pn) NV et > 0 tal queX(q) € U.

Peloconnecting lemmaexiste um campd préximo tal que

WY(O(2) N WS(A) # 0.

E isto contradiz a robustez da propriedade Kupka-Smalé&dendiferenca
dos indices.

Sez nao for periddico, usando o fato q@z) é hiperbdlico (pelo que
foi feito no lema), argumentamos viaesgodic closing lemmapara re-
tornar ao caso periodico e obtemos a mesma contradicao.

Finalmente, resta o trabalho arduo de mostrar@Q¢€ = Per(x).

A prova se baseia nas seguintes observacgdes. Primeiraemost

L*(X) := {y; existex e M comy € w(x)} c Per(X).

Isto mostra de fato que*(X) = Per(X). A segunda observacéo é que a
decomposicao espectral Ber(X) ndo possui ciclos, de fato a existéncia de
um ciclo permitiria criar uma intersecdo nao transversaieevariedades
invariantes. Finalmente, tudo é demonstrado via um refukacontrado
em [54](mais precisamente o teorema 4.1 de [54]). Lembrgauanos
gue as singularidades séo isoladas do conjunto ndo-errante

Proposicao 6.14.Se L' (X) U Sing(X) é hiperbdlico e nao tem ciclos entao
Per(X) U Sing(X) = Q(X).

Apenas comentamos que as observacdes citadas acima seg@sma
linha das outras provas, isto é, reducao de indice, Bifkbayodic closing
lemmae contradicdo com a transversalidade dada pela propri&dgia-
Smale, apés o uso dmnnecting lemmaVaiores detalhes em [72].
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Capitulo 7

Conjuntos Minimalmente
Nao-Hiperbdlicos

Neste capitulo iremos definir e considerar propriedadeisdsge certos
conjuntos que previnem hiperbolicidade.

Definicdo 7.1. Dizemos que um conjunto compacto e invariahtée um
campo X é minimalmente nao hiperbdlico se ele nédo é hipedygliorém
qualquer subconjunto compacto invariante proprio € hipgido.

Acontece, que em uma dinamica ndo-hiperbdlica, tais ctoguestao
sempre presentes. Isto é o que diz o préximo exercicio.

Exercicio 7.2. Todo conjunto compacto invariante ndo-vazio e nao hiper-
bélico contém um conjunto minimalmente nao-hiperbdlico.

Os conjuntos minimalmente nédo-hiperboélicos podem sedidios em
duas classes, usando a caracterizacao de conjuntos Hipestzado pelo
teorema 4.18 do capitulo 4.

Definicdo 7.3.Um ponto regular x é dito resistente se, usando as notacdes
do teorema 4.18, temos

Ny # D5(X) ® D"(X).

Pelo teorema 4.18, um ponto resistente proibe a hiperbatiei de
um conjunto que o contém. Dividimos os conjuntos minimali@eréo-
hiperbdlicos em duas classes, dependendo da dindmica tiorpsistente.

89
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Definicdo 7.4. Um conjunto sem singularidades minimalmente n&o-hiper-
bélico A é simples se ele possui um ponto X resistente tabgxee w(X)
sdo subconjuntos proprios de Caso contrario, 0 conjunto € nao-simples.

Primeiramente, fazemos uma observacao muito simplea: &enini-
malmente ndo-hiperbdlico simpleske= A é resistente entdo por minima-
lidade, temos que(x) e w(x) sdo conjuntos hiperbdlicos, uma vez que sao
subconjuntos préprios de. Outra observagao € a seguinte:

Lema 7.5. SeA é um conjunto sem singularidades minimalmente néo-
hiperbdlico simples entda. = w(X) U O(X) U a(X), onde x é um ponto
resistente.

Demonstracao Comoa(x) U O(X) Uw(X) € um compacto invariante dee
nao hiperbdlico (devido a presencaxjentéo ele ndo pode ser propriaa

Gostariamos que na presenca da condicao estrela os taiswsni-
nimalmente ndo-hiperbolicos ndo existissem. Para estevéimos tentar
obter informacdes extraes priori. Por exemplo, podemos obter informa-
¢cOes sobre o indice.

Proposicdo 7.6.Seja X estrela &\ c Per(X) um conjunto ndo singular
minimalmente néo-hiperbdlico simples. Se x é um pontotezsés entao
Ind(a(X)) # Ind(w(X)).

DemonstracaoNote quew(X) € um conjunto hiperbdélico e transitivo, uma
vez que é proprio, vamos denotar pseu indice. Pelo teorema 3.26 temos
quex € Pef(X). ComoA coincide com o fecho da 6rbita detemos que

A c Peg(X).

Como A é ndo-singular, pela propriedade estrela e o corolario 4.15
temos que\ possui uma decomposi¢cédo domin&faF para o fluxo linear
de Poincaré. Além disso, temos que dirs i. Portanto, dinfF =d—i—1.

Por outro lado, por hiperbolicidade d€x), temos que dinDS(x) =i e
dimDY(x) =d—-i-1.

Argumentando de maneira analoga cefr), e usando o exercicio 4.17
temos que se Ind(x)) = Ind(w(X)) entdo

DS(X) = E(X) e DY(x) = F(X).

Mas o fato deE e F formarem uma soma direta no fibrado normal contradiz
a hipétese de queé um ponto resistente. E isto terminaa prova. O
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Mais tarde, iremos mostrar que exatamente pela forma conaonfo
definidos os conjuntos minimalmente nao-hiperbdlicos EBsmpodemos
criar intersecdes heteroclinicas eni(&) e w(X), e tais conexdes séo he-
terodimensionais, pois a proposi¢ao diz que os indicesistiotds. Vere-
mMos que estas conexdes s&o proibidas pela propriedada.estre

A pergunta que resta €, e 0 que podemos dizer dos conjuntes nao
simples? Comecamos analisando a pré-periodicidade dertpinto, na
presenca da propriedade estrela.

Proposicao 7.7.Seja X estrela, x um ponto resistent® e= w(x) = a(x) C
Per(X) - S ing X) um conjunto minimalmente nao-hiperbdlico. Entao existe
i tal queA c Pef(X).

Demonstracdo ComoA é transitivo, temos qu& é um limite fundamental
(confira o exercicio 3.15) e portanto podemos definir o seguamero:

i = min{j; Existe umj-limite fundamentakK c A}.

Note quei # 0 oud — 1. Com efeito, do contrario poderiamos supor que
A é acumulado por po¢cd3(p,) de campo¥, comY, — X. Se o periodo
deO(pn) fosse limitado entda seria uma Orbita periédica e portanto seria
hiperbdlico pela propriedade estrela, absurdo poésminimalmente nao-
hiperbdlico. Se o periodo dg(p,) € ilimitado, usando argumentos como
na prova do teorema de Pliss, poderiamos tornar um desesmpaggonto
periédico ndo hiperbdlico, por uma pequena perturbacdogdeare a pro-
priedade estrela.

Vamos supor qu& := A N Pef(X) € um subconjunto proprio d&.
Entdo, por minimalidade, ele é hiperbdlico. Vamos toritaa parte de
I' que tem indicé. Em principio ndo sabemos §&é n&o-vazio. Mas o
proximo lema garante isto.

Lema 7.8. Se Kc A é um i-limite fundamental entdo existe um conjunto
hiperbolico Jc K de indice <.

Vamos provar este lema mais tarde.

De fato, por definicdo diesabemos que existe urtimite fundamental
K c A. Pelo lema existe um conjunto hiperbélida- A de indicej < i.
Este conjunto hiperbdlico contém um conjunto mininkah&o-vazio (i.e.
todas as orbitas d& séo densas enlf), que € umj-limite fundamental,
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pelo shadowing lemma Comoi foi definido como minimo, temos que
j =i. Em particular) c T'.

Observe que ¢ ', uma vez qué' é hiperbolico ex é resistente. Seja
U uma vizinhanga pequena fietal quex ¢ U eI’ nU = I' (observe que
' é aberto ent).

Porém, comd” c A = w(X) ex ¢ I' entdo existg € A N dU tal que
O*(y) c U. ComoU é uma vizinhanca pequena Heque € um conjunto
hiperbdélico de indicg temos quev(y) € um conjunto hiperbdlico de indice
i. Assim, pelo teorema 3.26 , temos que Pei(X) e portantoy € T.
Absurdo poigy € 6U. m|

Vamos agora provar o lema.

Prova do lema 7.8 Sabemos qu& possui uma decomposicdo dominada
E @ F de indice para o fluxo linear de Poincaré.
SeE néo contrai, vamos usar o argumento de reducéo de indice. Sej

g = min{j; existe umj-limite fundamentalL c K}.

Pelo exercicio 5.14 temos que< i. SejaL um g-limite fundamental
contido emK. Note queq # 0, sendo pelo exercicio 5.10seria uma
fonte, mas entdo comi§ é um limite fundamental, teriamos qie= L.
Mas isto € um absurdo, uma vez que esta fonte deveria seriyaae por
oOrbitas periddicas de indice<li < d — 2 de campo¥,, proximos.

Seja entddE @ F a decomposigdo dominada e Novamente, pelo
exercicio 5.14 s& nao contrai entdo existe urdimite fundamental’ c L
comr < g. Porém, desta vez, isto € um absurdo com a minimalidade de
Assim, temos qué& contrai.

Ou seja, podemos supor desde o principio §ueontrai. O argu-
mento entdo é parecido com os apresentados na prova datocmjda
Q-estabilidade.

Ora, sejaml > 0 e > 0 os nimeros dados no teorema 4.16. Se-
jam O(pn) as orbitas periddicas d, que geram o limite fundamentkl.
Assim, sejau, uma medida orbital obtida por

gl

|
1
T 2 S0ir(on)-
i

Il
o
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Note queun é suportada er@y, (pn). Mais ainda, pelo teorema 4.16 temos
que

= [ toam(®}, Ole () > 7

Tomandou um ponto de acumulagéo dg temos queu € uma medida
X-invariante suportada em. E portanto

% f log M(PL(IE)du() = 7.

Usando o teorema de Birkfidemos que existe um ponborecorrente tal
quebe wb)c Ke

n-1

lim = > mP( o)) > .
j=0

Assim pelo teorema 6.5, temos qugb) € um conjunto hiperbélico de

indicei. De fato seF|,u nédo fosse expansor, entdo pelo teorema 6.5

teriamos uma 6rbita periédica com autovalor instavel feaisbo seria uma

contradicdo com a propriedade estrela. O

O principal resultado deste capitulo € o seguinte, que \sisee ndo
existéncia de conjuntos ndo-simples na presencga da plapeestrela.

Teorema 7.9. Se X é estrela entdo ndo existem conjuntos minimalmente
nao-hiperbolicos ndo simples dier(X) — SingX).

DemonstragcaoVamos supor que nao. Entao existe um pontesistente
tal queA = w(X) = a(x) c Per(X) — Sing(X) & um conjunto minimal-
mente ndo-hiperbdlico. Pelo resultado anterior, exigtenimal tal que
A c Peg(X).

Como o campo é estrela, pelo corolario 4.15 temos uma de®gdoo
dominadaD, = Ea F, de indica sobreA para o fluxo linear de Poincaré.

Da minimalidade de, segue que o fibrad& é contrator, pois pelo
argumento de reducao de indice teriamos/Agentém umj-limite funda-
mental, comj < i (confira o exercicio 5.14).

Sejal’ c A o conjunto de pontos onde temos expansdo ndo uniforme.
Isto €, fixadas as constantes positiVasy, tomamos 0s pontastais que,

nN—oo

_ 15 7 _
lim supﬁ, ZO logm(P}(X;7(@)IF) = 7.
]:
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Note que ndo sabemos keé fechado! Vamos supor que ¢ T. Isto
forca quel seja um subconjunto préprio de. AssimT é um conjunto
hiperbdlico, poisA € minimalmente ndo-hiperbdlico. Por construgdo, ha
expanséao ndo uniforme emsobrel’, temos que o indice deéi.

Seja entdo uma vizinhanca pequéhaeT tal que todo compacto in-
variante contido entd € um conjunto hiperbélico de indice

Podemos supor ainda qxe¢ U. Argumentando como no exercicio
3.25, existeb € A N dU tal queO*(b) c U Concluimos duas coisas,
primeiro, w(b) € um conjunto hiperbdlico de indicecontido emU. Se-
gundo, comd esta no bordo d& temos quéd ¢ I, assim por defini¢cdo de
' temos que:

lim sup— Z logm(PX(X;7(b))IF) < 7.

n—oo

Assim, existe (x n <7, tal que para toda grande temos:

|_‘

n—

log M(PL(X(b)IF) < n.

2 -
g

j

Podemos entdo tomar — oo tal queX, (b) — ¢ € w(b). Dados
n<n<m2<7,eieNsek-iémuito grande temos que

= Z log M(PL(X 7 (0))IF) < 11
j=ni
Porem, se € grande entdo a cordX(7(b), X, 7(b)) esta proxima do

conjunto hiperbdlicau(b) e seus extremos estdo bem préximos (lembre

nT(b) converge &). Assim, peloshadowing lemm&emos uma o6rbita
perlodlcaO(p) gue sombreia a corda. Isto é existe uma partic&otp <
t1 <--- <tyn = (p), onden(p) é o periodo de, cadatj.; —t; &€ quasd
e comop sombreia temos, por continuidade, que

(nk - nl

ng—nj—1

> logm(PY Y (X (P)IF) < 72
j=0

Mas isto fere o teorema 4.16, pois ele garante que a forcammsdo
dos pontos periddicos € uniforme (no periodo), e isto da aadigdo. O
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Capitulo 8

Ciclos Heterodimensionais

Como vimos nos capitulos anteriores, a presenca de poniddipes com
indices diferentes gera uma obstrugdo a hiperbolicidadéatd, em certas
configuragdes, tais pontos ddo origem a um mecanismo refsEnor
gerar dindmicas extremamente ricas. Estes séo os ciclesotehensio-
nais.

Definicdo 8.1. Dados duas 6rbitas periddicas hiperbdlicagg e Oq),
com indices diferentes, dizemos que elas geram um ciclodateensional
se W¥(O(p)) intersecta W(O(q)) e W!(O(p)) intersecta W(O(q)). Pode-
mos ainda supor que uma delas é transversal.

Figura 8.1: Ciclo Heterodimensional

95
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O principal resultado deste capitulo € mostrar que a prasgagm
ciclo heterodimensional € uma obstrucéo para que um fluxoestjela.
Porém alertamos o leitor que tais ciclos estdo intimaméegadds a dinami-
cas ndo-hiperbdlicas. Para maiores informacdes refertetor a [22] ou
[18], para maiores detalhes.

8.1 Nao Existéncia de Ciclos Heterodimensio-
nais

Nesta se¢do provamos um dos mais importantes resultadedides Se-
guimos a prova dada na sec¢éo 4 de [30].

Teorema 8.2.Se X é estrela entdo X nao possui ciclos heterodimensionais.

Observacéo 8.3.0bserve que no enunciado do teorend se pede que o
campo seja nao-singular

Idéia da Prova

Primeiramente, vamos expor uma idéia bem ingénua. Vamax sue
temos duas 6rbitas periédic@gp) e O(q), que formam um ciclo heterodi-
mensional. Imagine que ambas compartilham uma dire¢ao rmomaude-
composicao de Oseledets das medidas periddicas asso@radgme que

o fibrado tangente esté trivializado). Note que nesta direcéxpoente
de Lyapunowvi; da medidaup € positivo enquanto que o expoente de Lya-
punovl, da medidaiq € negativo. Entdo uma combinagéo convexa

u=(1-ap + auq,

adequada deve ter expoente de Lyapunov nulo. Essenciamscdlhar
tal quead; + al; = 0.

Agora, usando ergodic closing lemmgmos um campo proximo com
uma orbita periddica bem préxima de uma 6rbita genéricajpaPorém,
como existe sombreamento isto diria que o0 expoente de Lyaplmorbita
periédica é quase nulo. O que € um absurdo pois 0 campo ezkagestisto
fere o teorema 4.13 a forga de 6rbitas periodicas € uniforme.

A prova do teorema no caso em que a diferencga de indices é $eia ba
nessa idéia. Porém, o ciclo heterodimensional € usado paaatg que



“book” — 2011/5/17 — 21:36 — page 97 — #107

[SEC. 8.1: NAO EXISTENCIA DE CICLOS HETERODIMENSIONAIS 97

a Orbita genérica citada acimaeja a direcdo central expansora Blea
direcdo central contratora d@ nas taxas corretas, para que no fim tenha
um expoente nulo.

Isto sera feito rigorosamente na proxima se¢do. Porém utna du
ficuldade aparece, pois em principio a diferenga entre asesaao pre-
cisa serigual a 1. E se for maior, entdo teremos muitas disegéntrais.
Qual escolher? A principio isso parece ser um grande enhpepibrém ao
lembramos que o ciclo ganha duas decomposi¢8es dominauttesvias
Orbitas periddicas entdo podemos jogar a culpa nas decorpss

Isto é, esquecer um pouco o problema da direcédo, uma vez geemd
posicdo dominada leva direc@es intermediarias na diregédindnte, e de-
pois usar a dominacao vinda do outro ponto periddico paraertar a di-
recdo de volta a diregdo dominante do outro ponto periédassean em
diante. De fato, em certas circunstancias podemos assenf@tal que a
diferenca de indices € 1. Referimos o leitor a [1] (veja tam[&]).

Vamos dar as idéias do que ocorrera no caso geral. Casesaistin
ciclo heterodimensional, tome o conjunto dado pela uni&oddaitas per-
iodicas com a unido de duas Orbitas heteroclinicas, dada<iot. Tal
conjunto é pré-periddico por resultados anteriores e ista gecomposi-
¢des dominadas. Repare que a decomposigao dominada é priagade
aberta tanto em uma vizinhanca desse conjunto, como em wnhamca
do campo. E ainda temos mais, temos que essa decomposic&mdam
também é parcialmente hiperbodlica, ou seja, vamos passaidae a dire-
¢éo central.

Uma idéia conhecida quando se estuda ciclos heterodinmaisié a
de criar pseudo Orbitas controlando o tempo que ela passeide cada
uma das Orbitas periddicas, com isso tentaremos “contaivandirecéo
central com expanséo ou contracdo de acordo com 0S NOSYEES{HOS.
Uma vez que conseguimos essas pseudo Orbitas, faremosnpequer-
turbagBes e vamos obter uma 6rbita periédica que sombrsgapsgudo
Orbita, e por desigualdade triangular, também tem sua&bregntral “con-
taminada”. Dai, ajeitando tais tempos, conseguiremos ubi@deriddica
nao-hiperbdlica por pertubacéo e isto dara a contradicé®.fa®, [30]
mostra a contradicdo de modo mais direto, obtendo um absuntde as
estimativas hiperbdlicas geradas por tais tempos.

1OK! N&o havera mais medida envolvida, mas... é s6 uma idBia..
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Prova do Teorema

Vamos supor por absurdo que existe um ciclo heterodimealséire as
orbitas periédica®(p) e O(q) de indices ei + g respectivamente pada
Temos entdo qued i <i+g<d-2. Considere os pontos

x € W(O(q)) N W(O(p)) ey € W(O(p)) N WH(O(0)).-
Vamos definir o seguinte conjunto invariante
A :=0(p) U O(q) U O(x) U O(y),

Considere as decomposicdes hiperbdlicas do fluxo lineaodearé
das orbitas periodicablop) = N N/ andNog) = N7, @ Ny . Observe
gue pela proposicéo 3.28 temos que

A c Pef(X) n Pef4(X).

Logo, obtemos uma decomposicao dominada da fdima NFeNcoN;,
ondeNc = NN N3 ;. Observe também que pelo teorema 5.15 temos que
P' contraiN® e que expandhl’, .

Como vamos usar o fluxo Efinear de Poincaré de diversos caraptus r
tos a diferentes (porém préximos) fibrados, vamos usar argegwotacéo:
P! (X)Incyy denota o fluxo linear de Poincaré ¥eo pontox, restrito a fibra
Ny do fibrado correspondente ao camfo

Tome vizinhangad) de A e U de X pequenas o suficiente tais que
para todoY € U temosU N SindY) = 0 e qualquer conjunto fechado e
invariantel’ c U deY tem uma decomposicdo dominada semelhahg,a
ou seja,

N(Y) = N(Y) @ Ne(Y) @ Niio(Y),

Além disso, podemos supor q@&, o fluxo linear de poincaré paré,
contraiNS(Y) e expandeéNi,¢(Y).

No resto da prova vamos usar as constanted dados pelo teorema
4.16. Vamos também definir as seguintes constantes:

eK = log sup  ({IPY @Iyl
zeU,YeU te[-6T,6T]

r =

IS

Note que sét| > T e Xp,9(2) ¢ U entdo segue da definicdo Heque
IPY, (2wl < €. Maiis ainda, se & t < 6T entéo o mesmo vale.
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Vamos entdo analisar o caso em que 67. Basta dividir o intervalo
[0, t] em pedagos que sabemos controlar. No caso vamos estregall +
scomse [0, 2T). Obtemos entéo

IPS (o) Inev)-PZT (Zo-1)Ingv) - P2 (Z0) INew
< e(n+1)|<T~ < eKt’

IPY (DI

ondez = Yy7(2, comi = 0,1,...,n. Podemos obter uma estimativa
analoga quandb< 0.

\oltamos ent@o nossos esfor¢os para investigar o que adigecao
central.

Note que por continuidade, reduzindo a vizinhafi¢sgse necessario,
existes > O tal que se, Z € U, d(z Z) < 45, Nc(2) estd bem definido para
X, Nc(Y, Z) esta bem definido para qualquee U et € [0, 6T] entédo

o m(P'(2)In)
mM(PY(Z)INe(v))

o _IP @il

1P (Z) Inew)

O que essas desigualdades nos dizem é que as direcdesscpeatrai
manecem razoavelmente préximas ao variar o campo.

O préximo passo € preparar o terreno para fazer perturbgg@esio
gerar a contradicdo. Tais perturbacdes serédo feitas endemiaa pseudo-
Orbita que sera cuidadosamente criada.

Escolhend® suficientemente pequeno podemos supor Bie4s) e
B(q, 49) estéo contidos etd. Mais ainda, denotando pdre S os periodos
de p e g, respectivamente, e tomando duas se¢bes transvEreaip eI’
emg, podemos assumB(p, 46) — X e B(q, 46) — I" séo desconexos, ou seja,
as bolas s@o pequenas suficientes de modo que estas sepéesrsas
cortam estas bolas em duas partes.

Assim, para qualquer @ a < 46 podemos definiE, = B(p,a) N X e
[, = B(g,@) nT. Em particular, sé é suficientemente pequeno, podemos
supor que o0 mapa de Poincaréesta definido para todoe Z45 U [ys.

Alerta: Nao confundir o mapa de Poincaré com o fluxo de linear @
Poincaré definidos na secao 1.1.

<dT (8.1)

<dT (8.2)

2Aqui ha um abuso de notag&o, pois na verdade temos dois magasintaré, um em
cada orbitas, e estamos denotandopambos os mapas.
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Por simplicidade podemos assumir que

ID(Plws(pynzas )l ID(P ™ w(pynzas )1l ID(PIwsgyaras )l ID(P ey Il < 1.

Fixemos pontos,, X; € O(X) eYp, Yq € O(y) tal quexp,yp € Zs € Xq, Yq €
[';. Vamos tomar também os pontgs = Xs(Yq) € X3 = Xv(Xp) com
t,s > 2T.

Figura 8.2:

Para gerar a pseudo-6rbita, deixamos o seguinte exerei@mgeitor.

Exercicio 8.4. Existedp > 0 pequeno suficiente tal que para qualquer
6 € (0,60] e qualquere > 0, existe um inteiro N> 0 tal que para cada
inteiro n > N existem R g, € U que satisfazempP(py), ..., P"(pn) €
B(p, 26) € th, P(Chn), -... P"(cn) € B(q, 26) € d(pn, Yp) < €, d(P"(pn). Xp) < €,
d(on, Xg) < € € dP"(an). Yo) < €.

Vamos definir tempo$, e S, através das seguintes equacd®$py) =
Xr,(pPn) € P'(dn) = Xs,(an). O que o exercicio nos diz € que para qualquer
par de inteirosn, n > L, conseguimos a seguintgpseudo orbitas periddica

O(m, n) = (X[0.7,1 (Pm)> Xo.t1(Xp)> X(0.5,1 (An)> Xo.51(Yey))-

Nessa altura o leitor ja deve ter percebido que iremos pmdzds
uma pequena perturbagdo, uma 6rbita periddica na qualgrodsrescol-
her quanto tempo ela passara perto de cada @olotag, “contaminando”
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a direcao central de acordo com nossos propésitos. Maisite fveremos
gue isso levard a uma contradicdo com a propriedade estrela.
O proximo lema diz como ocorre a criagéo da orbita periddica.

Lema 8.5. Para qualquers € (0, 6] existeme > 0, N > L tais que se
n> N em> N entéo existe ¥, € U e um ponto periddicop, de Xn, que
s-sombreia as-pseudo Orbita @m, n).

DemonstracdoBasta tomalN grande o suficiente tal qu&(m, n) se torne
umae-pseudo 6rbita para < ¢ pequeno o suficiente tal que quando fiz-
ermos pequenas perturbagdes em vizinhangas pequemgs xie Xq, Yq),
para fechar a pseudo 6rbita peri6d@gm, n) em uma 6rbita periddica, e
como apenas perturbamos em vizinhangas pequenas daqudles, o que
concluimos é que essa nova 6rbita periddica passa proxir@gmdean). O

Note que por construgao ¢bg, e gy, obtemos qUO(Xmn, Xmn) também
3s-sombreia a pseudo 6rbita periddica

Q(m, n) = (Xo.m1(P) Xo.t1(Xp)> Xo.ns] (), X0.57(Ya))-

Isto € uma simples aplicacdo da desigualdade triangular.

Observe que a 6rbita(Xmn, Xmn) fica “m-vezes” ao redor d@(p) e “n-
vezes” ao redor d®(q). Podemos tomar uma parametrizacad{m, n)
da seguinte forma.

Xi(p)s parat € [0, mT),

Ki—mT(X arat e [ mT, mT +t/
Qmn,g = {09 paratelmbmie )

XeemT-v (Q) parat e [T +t',mT +t" + nS)

XiemT-v-ns(Yq) parate [MT+t' +nSmT+t' +nS+ ¢S]

Por motivos estéticos, até o fim desta secdo, vamos deXhtéx)
como o tempa da orbita dex pelo fluxo do camp&mn.
Para cadan, n > N podemos tomar uma reparametriza¢éo

Omn: [0,MT+nS+ S +t] - R,
comg(0) = 0, tal que,
d(Q(m, n, 1), Xm0 (x)) < 36 para todd € [0,mT +nS+t' +S].

Podemos também assumir gqiag(mT + NS+ t' + S') € 0 periodo demn.
O seguinte exercicio detalha mais esta reparametrizagao.
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Exercicio 8.6. Se X é estrela e para qualqu&r> 0, T > 0, existem uma
vizinhancall; = viZl(X) ee > Otalque se Ye U, T < T' < o e
A(t) uma funcéo estritamente crescente, continug@®m’] comd(0) = 0
Xo.11(@), Xo,rp(b) cU e

d(X(a), Yo (b)) < &1
para todo te [0, T’], entdo temos que
AL-)T <6T)<@+0)T

O exercicio diz que a reparametrizagdo ndo muda muito o tempo
Agora vamos fixar, de acordo com o lerfiaz T, U eT < m|n{4 8K}
Mais ainda, por dominagéo, podemos assumirjégpequeno o suficiente

tal que sdt| < 6TT entdo temos qulﬁDt [| < gl para cad¥ € U,.3

Lema 8.7. Seja N> 0 como no exercicio 8.4. Paraxn N fixado, se m é
grande o suficiente entag,xtem indice i, e fixado m N se n é grande o
suficiente entdop, tem indice i g.

O lema diz que passando bastante tempo perto de uma (ou dadutr
bita periédica, podemos “contaminar” as dire¢fes centi@isio um cont-
role sobre o indice do ponto periddico criado.

Prova do lema 8.7Pelo teorema 4.16 temos que para qualquer particéo
O=to<ty<..<ti=mT,comZl <tj,1 —t; <4T ,0< j <, temos que

1-1
[ [mP 5% () Ine) = €™
j=0

Temos qud\lC(Xt(p)) c NY(Xi(p)), devido a hipodtese sobre o indice
de p. Comod(X(p), XZm® (xnn) < 35 entdo através das estimativasi{d
obtemos que

N

m(P 41—t (Xemn(tj)(xmn))lNC(an)) >

o

> (H (P78 (X, (P))Ine)) € rfy/mn 5 gi-omT
j=0

3Alertamos que a notaga?fx(x) denota o fluxo linear de Poincaré no porto
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Pelo lema anterior temos qUémn(tj+1) — Bmn(t;)) — (tj+1 — tj)I < 47T,
Usando a continuidade de decomposi¢cao dominada e tomapelgueno,
juntamente com as estimativas que aparecem acima, temos que

1-1
l_[ m( Pf(:]n:tﬁl)_gmn(tj ) (xgqmr;\(tj) (an))lNc (an))
j=0

1-1

> ([ [m(P 5 (X (p))Inc))e
j=0

e(F]—Zr)mT

\%

Temos também que

Ton=Omn(MT+NS+t' + ) < (L +7)(MT+nS+t' +9)

Omn(MT) = (1 = 7)(mT).

Pela regra da cadeia obtemos:

\%

P )N otd) = (P (XN () ) -
Tmn_ mn

(P () I ()

emT('NI*Z")*K(Tmn*Gmn(mT))

glii-2r-2KT)MT) =K (L+7)(NS+t' +5)

\%

>

Observe que usamos as estimativas dadas pelo exercicaaaisesti-
mativas do inicio da demonstragdo. Agora observe que paslestolher
pequeno o suficiente tal que o Gltimo termo é maior do que lrpgrande
o suficiente. Ou seja, 0 que isso nos diz é IE]LIE expandeNc, o0 que prova
o lema neste caso. Por um argumento analogo podemos mos&so em
gueXmn passa muito tempo préximo a orbitagle O

Agora passaremos a Ultima parte da demonstracao. igmeN tal
2K H
queng > <=. Pelolema anterlortemos/qu_e para qualquer N pod,emo_s
tomarn > ng tal que 0 pontmy,, tem indicei + g. O lema também diz
gue podemos toman > my, tal que o pontaxmn tem indice maior do
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quei, porém o pontom.1y, tem indice exatamentgou sejam & minimal
com esta propriedade). Veremos que esta troca de indicesiigd gma
contradicéo.

Primeiro, como fizemos acima, tomamos uma partic&otg < t; <
o <t=mT+nS+t +¢,talque X <tjy-tj<4T para0< j<ke
também queremos qyeT, mT + ', mT + t' + nS} C {to, ..., tx}. Com isso
obtemos também a seguinte particdo pard [f]

0 = Omn(to) < ... < Onn(tk) = T

Temos ainda quémn(tj+1) — Omn(tj) < T. Agora repare que pelo lema
anterior,xmn tem indice maior do qui dai a direcdo centrdlc(Xmp), no
ponto Xmn, tem intersecdo ndo trivial com a direcdo estav&|Xm,) no
ponto X}, (Xmn)-

Como essa direcdo contrai temos que

=
N

(PR O () < €T

Il
o

j
Agora por uma conta analoga a feita na demonstracéo do |eerdcan
usando as mesmas estimativas, obtemos que

k-1

[ Tm(Py (@M. t))ie) < e 20T, (8.3)
j=0

Agora tomemos a seguinte particdo

O=th<..<ti=T < =T+t <.<t,=T+t
< <. <tu=M+LT+nS+t' +5.
tal que_f <t),, -t < 4T. Isto induz a seguinte particao de TGy,
como fizemos antes,
0= 6’(rml)n(té)) <..< 6’(rr*r+1)n(t|'+|<) = T(me1n-

De forma a_néloga, obtemos qugn; = 9(nj+l)_n(t/j+1)_9(wl)n(tj) >T. Pelo
lema anterior, temos qu&m.1)n tem indicei, portanto a dire¢do central
expande. Portanto obtemos a seguinte estimativa
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I+k-1
mnij Ome+ n(t() 7T (meDn
[ ] MR X im0 ) = €2,

(m+1)n
j=0

que simplesmente nos diz que a diregao central esté explndinmais
uma vez, contas parecidas as feitas acima, temos que

l+k-1
[T mPE 5 @Qm+ Ln.t))l) = ei-2Temn, (8.4)

j=0

Agora repare que por definicdo, temos que
Q(m+1,n,t, ;) = Q(m,n, ),

Repare qué, ;,, - t,; = tj;1 — 1j. Portanto

I+k-1

[TmPr " @m+ L)) =

i=0

1-1 - k-1 o
1_[ m(P;‘(*l g (Q(m+1,n, t]))|Nc)] . [l_[ m(Pt)J(H t QM. N, t))In.)
j=0 j=0
I.11

Pelas estimativas 8.4, da hiperbolicidade na direcdoaldaita acima,
temos que

I+k-1
1 < elman(@-2r) < l_[ m(P;i(u_tj (Q(m+1,n, t}))lNc)
j=0

Mas pela estimativa 8.3} € estimado por:
< e—Tmn(ﬁ—Zf),

Por outro lado, da forma como haviamos tomado a conskargepelo
fato de que; = T temos que

| <ekT,

como podemos tomdry, >> T temos queKT — Trp(77 — 2r) < 0.
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Juntando tudo
1 < elmn@=2) < | | < KT-Tm(@-2r) 9

O que é um absurdo.

8.2 Nao existéncia de conjuntos simples

Comentamos anteriormente de que uma das obstrucdes paeriadhici-
dade, os conjuntos minimalmente n&o-hiperbdlicos simglesa descar-
tada. O motivo é que elas levam a construcédo de ciclos hétegadionais
e isto é proibido pelos resultados anteriores, na presemgaapriedade
estrela. Isto completaria a prova de que ndo existem caguninimal-
mente ndo-hiperbdlicos para fluxos estrela sem singutieila@ permitird
mostrar que tais fluxos séo de fato Axioma A.

Teorema 8.8. Se X é estrela entdo ndo existem conjuntos minimalmente
ndo-hiperbolicos simples eRer(X) — Sing(X).

Demonstracao. O Conjunto

Pelo lema 7.5, se chamarmaso conjunto em questéo, entdo ele se
escreve coma = a(X) U O(X) U w(X), como na figura.

Figura 8.3:A

Comox é acumulado por pontos periddicgsentdo podemos consid-
erar o limite fundamental gerad$, que é o limite Hausdd de O(xy).
Note queA ¢ K. ComoA ndo € um poc¢o, nem uma fonte (via néo-
hiperbolicidade)ind(w(x)) e Ind(a(x)) ndo podem ser 0 odi— 1.

Vimos pela proposigéo 7.6, qlied(w(x)) # Ind(a(X)), portantax(x) N
w(X) = 0. Tomamos, uma vizinhanga de a(x) e uma vizinhang& de
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w(X) tdo pequenas tais que seus fechos sao disjuntos e quaiksesedr-
bitas periédicas contidas em uma mesma vizinhanca de algonpaprox-
imo aX sejam homoclinicamente relacionadas.

K

Figura 8.4:

Os Contra-Regras Criam o Cenario

Comox € K — w(x) entdo temos qui — w(x) # 0, analogamente para
a(X). O exercicio 3.25 diz que existem dois pontos K N U — (w(X) U
SingX)) ey € KNV — (a(x) U Sing(X)) junto com duas 6rbitas periédicos
O(p) c U com indicel e O(qg) c V com indicej tais que:

e O (9cUeO*(y)cV

e ze WY(O(p)) ey € WS(O(q))

Figura 8.5:

A idéia é construir o ciclo entr®(p) e O(q). Usando tubos em y e z,
e notando que limites fundamentais geram naturalment@s@ara usar o
connecting lemma tunado

Construindo Tubos



“book” — 2011/5/17 — 21:36 — page 108 — #118

108 [CAP. 8: CICLOS HETERODIMENSIONAIS

Tomando/ umaC!-vizinhanca deX, e lembrando qug, y e zn&o séo
periédicos temos peloonnecting lemma tunadyue existenp > 0, T > 0
ed > 0 que servem para conectar 6rbitas dentro de tubos.

O leitor pode observar que o caso mais dificil € quanda ndo estéo
na mesma o6rbita. Logo, os seguintes conjuntos séo disjuntos

A= Xo11(¥), B= X102 €A.

Dai, ses > 0 é pequeno os fechos dos seguintes tubos sao disjuntos:

T = |JBX(®.e)
te[0,T]
Ti= | BX@.e) e Ta= [ BOXG).2).
te[0,-T] te[0,T]

Mais ainda, TiUT2)NA =0

Figura 8.6:

Tais tubos seréo usados para conectar drbitas, porém detencaida-
do com a interferéncia de oOrbitas. Para isto, tomaine® muito pequeno
tal que

W(O(p)) U W;(O(p)) € U e W(O(a)) U W,(O(a)) V.

E mais ainda, vamos pedir que tais unifes sejam disjuntagedoss dos
trés tubos criados acima.
Por disjuncao, podemos dimindire V tal que

UuV)Nn(TLuTy)=0.
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u

WSO
o @ W) O(P)

Figura 8.7:

Assim, usando a observacao 3.23 existem poatedJ e b € V tais que
O(@) c U,O(b) cV,

X € W5¥(a) e x € W"(h).

Além disso temos Orbitas periodic@gp,) c U de indicel e O(g,) c V de
indicej tais quep, —» aeqgy, — b.

As cordas

Como ja deve estar claro, queremos usar 0s pontg, junto com
seus tubos, para conectafp) a O(g). O outro tubo serve para conectar
0O(qg) aO(p). Vamos encontrar os pedacos de orbitas (cordas) reqserado
connecting lemma tunado

Comoy € W5(O(q)) entdo existe® € W (O(q)) tal que existe

y* € O°(a°) N B(y. 6/p)-

Observe que, se 0 segmento de érbita queyfgag® contiverz, entéo a
prova se simplifich Chame tal segmento de Orbita@e

Podemos assumir entdo qu¢ C U O*(g®) = O*(y®). LogoBNC =10
e portanto tomand® um pouco menor temos que o fechortavotubo

T3 = U B(Xi(2),9)

te[0,-T]

nao intersect&.

4Pois entéigS € WU(O(p)).
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Figura 8.8:

Fazemos o mesmo no outro lado. Entéo encontraghesW;/(O(p)), e
um ponto
z'e O'(p") N B(z d/p).

Finalmente, usando o fato que zvivem emK que € um limite funda-
mental temos cordas formadas por pontp® temposs, > 0 tais que

Wy — ze Xg,(Wn) — Y.
Tomandon grande, podemos supor que

W € B(z 6/p) ew, = Xs,(Wh) € B(Y,6/p).

Xsp (Wn) = wp,

Figura 8.9:

Temos trés cordas entdop“(2Y); (wa, W) e (°, g°).

A primeira conexao
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Vamos usar @onnecting lemma tunaddEntédo existe um campX;
proximo deX tal quew;, € O5 (p*). Mais ainda, este novo camp@
coincide com o campo inici&X fora do tuboTs. Portanto o segmento de
orbita dey® a g® fica intacto.

Assim, p* e g° continuam fora d&’; e tantoO5 (p") e Oy (g°) contin-
uam intersectandB(y, 6/p) emw;, eys.

Assim, podemos aplicar connecting lemma tunadie novo e obter
um outro campoX, proximo deX tal queg® € O;f(z(p”). Além disso, as
orbitasOy (g°) e Oy (p) continuam intactas (ainda séo orbitas péria

Primeira conclusao:

p' € W(O(p), X2) N WH(O(0), X2).

Ajeitando o tubo e as cordas hovamente

Primeiramente, observe que o conjuntesta intacto, numa boa, apés
a mudanca d&X paraX,. Mais ainda temo®x,(x) N T, = 0. Mas, por
constru¢ay, (p") acaba passando pelo interior g assim

Ox,(X) N Ox,(p") = 0.
Portanto,
D := (X2)jo,1(X) é disjunto deA™ := O(p) U Ox, (p“) U O(q).
Em particular, diminuindeé temos que o tubo
Ta= | BOQK),9)
te[0,T]
é disjunto deA*.
Afirmamos quex faz a ponte entre®(q) e O(p), isto é:
x € Wy, (O(p)) N Wy, (O(a)).
Deixamos a prova deste detalhe para depois.
Uma vez quex € Wg (O(p)) temos que existem pont@s e b® tais que
P° € We . (O(P)) = W3 (O(p)) € b° € Oy, () N B(x. 5/p).
—
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Figura 8.10:

B(x, %)

Figura 8.11:

Da mesma forma, temos a existéncia de poqgtash! tais que
A € Wi, (0(@) = W (O(a)) e b € O, (a) N B(x. 5/p).
Concluimos que
O3, (P°) € W2, (O(p) € O, (a") © W, (O(0)).

E obtemos duas cordas'(b") e (b5, p3).

A segunda conex&o
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Novamente peleonnecting lemma tunaglexiste um camps proxi-
mo de X, que coincide conX, fora do tuboT,. Porém,p® pertence a

( )'
:X C
3Note que,OX(pS) eOX(qL) ficam intactas e temos a il tersecao

q' € Wy, (0(a)) N Wy, (O(p)).

Finalmente, observe que como o tuhpe disjunto deA* temos que a
primeira intersecao que obtivemos ainda sobrevive.
E isto gera o ciclo heterodimensional e termina a prova.

A prova da afirmacéo

Note que a 6rbita deficou intacta, simplesmente paisnao intersecta
o fecho dos tubo$, e T3. O mesmo ocorre paka pn € O(pp). Dai:

O, (v) € U exe We3(y).

Assim, existel > 0 grande tal que € Wf;z(y). Usando a variacédo con-
tinua de pedacos compactos da variedade estavel, dada zintewicaV
dex qualquer, existe um grande tal que

WS, (Pn) N W # 0.

Agora, lembra que escolhemidsdo pequeno tais que duas o6rbitas periédi-
cas dentro dele sdo homoclinicamente relacionadas. Logo

W&, (O(p)) "W # 0

E portantox € W;z(O(p)). Analogamente € W;z(O(q)). Acabou. O

8.3 Conclusao

Resumindo o que foi provado até entéo.

Teorema 8.9. Se X é estrela 8ing(X) = 0 entdoPer(X) é hiperbdlico.

DemonstracadoPelo teorema 4.18. Basta provar que ndo existem pontos
resistentes. Porém cada ponto resistente gera um conjumimamente
nao hiperbdlico.
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Porém conjuntos minimalmente ndo-hiperbdlicos simpleadmtsim-
ples ndo existem pela propriedade estrela, ver teoremas .8 O que
termina a prova. m]

PortantoPer(X) tem uma decomposicao espectral. Também temos in-
formacao sobre esta decomposicdo. Vamos denota-la dasetprima:

PerX) =A1U...As.
Teorema 8.10.Nao héa ciclos entre\1, Ao, . . ., As.

DemonstracaoDo contrario, vamos supor que existem por{&®§’ ; que
ndo sao aproximados por orbitas periddicas tais que

a(a) c A; ew(d) c Ajz1 ondes+ 1 é considerado como 1

Suponha que existam4 i < j < stais quelnd(A;) # Ind(A;). Pelo
A-lemma, sd # i, j temos uma cordd, de um pontox_; proximo aa_;
até um pontog proximo aa;. Como na prova da proposicéo 3.28.

Assim, como na prova da ndo existéncia de ciclos heterodiioeais
(teorema 8.2), por perturbacéo, criamos um 2-ciclo eftieA ;.

Porém, cada; € acumulado por orbitas periddicas e portanto isto im-
plicaria a existéncia de um ciclo heteroclinico entre dub#as periddicas
O(p) c Aj eO(g) c Aj. Opal Mas entédo como os indices séo diferentes,
isto seria um ciclo heterodimensional. Absurdo.

Assim, podemos supor que os indices sao todos iguais, dijarBge-
los argumentos usados nos capitulos anteriores, obtenarsdecomposi-
¢do dominad& @ F sobre o conjunto

O(Ai U O(&))-
i=1
Agora, (ver secao 2.3 para definicdoldfee DY)
dim(D%(a)) = kedim(DY(a)) =d -k - 1.
Pelo exercicio 4.17 temos que

D%(&) = E(a) e D"(a) = F(&).

Opa! Mas entéo o ciclo inteiro seria transversal e portastpantosa
seriam acumulados por oOrbitas periédicas. Absurdo. m]
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Hiperbolicidade Il

Neste capitulo iremos mostrar um dos resultados princijuslisro:

Teorema 9.1(Gan-Wen) Se X é estrela e ndo tem singularidades entao X
€ Axioma A sem ciclos.

De fato, quase tudo ja foi feito, basta “chutar pra gol”. Vege, pela
nao existéncia de pontos resistentes, obtivemos a hipedaale dePer(X).
Pra variar, basta provar que este conjunto coincide com juctmnnao-
errante. De fato, iremos mostrar que ele coincide com o otmjpré-
periédico que como ja sabemos contém o conjunto ndo-errante

9.1 Localizando o Conjunto Pré-periodico

O objetivo desta secéo € mostrar o seguinte resultado:

Teorema 9.2. Se X é estrela Per(X) ndo tem singularidades entao ele
coincide conPer(X).

DemonstracaoJa sabemos que PX)( c Per(X), logo PerX) ndo tem
singularidades e como visto no teorema 8.9, este é um corjipdrbdlico.
Assim, temos uma decomposi¢ao espectral

PerX) = A1 U---UAs.

E pelo teorema 8.10 temos que esta decomposicao especttahméiclos.

115
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Por definicdo, P&(X) é a unido dos limites fundamentais deAssim
0 numero natural positivo

k = min{i; existe um limite fundament&lcomT" — Per(X) # 0
tal querl intersecta exatamenitpecas basicas da
decomposicao deer(X)}.

€ bem definido.

Sejal’ que realizék. Comol vive no conjunto pré-periddico entao ele
ndo possui singularidades, por hipotese. Note que indepésmiente da
hiperbolicidade dé, ele sempre intersecer(X). Assim, vamos supor
quel intersecta apenas as pegas Ao, ..., Ak, € que

Ind(A1) = m=min{Ind(Ay),..., Ind(Ax)},

a menos de reordenacao.

Note queA; ndo pode ser um poco, nem uma fonte, pois S€naa\ 1,
porém estamos supondo qlie- Per(X) # 0. Em particular, temos que
m=# 0 oud — 1.

Lema 9.3. Para cadal < i < k existe um pontoja& WS(A)) N T — Per).

Vamos deixar a prova deste lema para depois. Observe qu@gec
A, para algum 1< i; < k, a(a,) ¢ Aj, para algum 1< i3 < k e assim
por diante paray, e etc, e o tal processo néo pare, entédo existiria um ciclo
dentre os\;’s, 0 que sabemos que néao € verdade. Assim exist@tal que

a(&;,) ndo esta contido em nenhutncom 1<i < k.
Lema 9.4. Ind(A;) = m e paratodd < i < ktemos que(a;,) N Aj # 0.

Prova do lema 9.40bserve que(a;) ndo esta contido em nenhuma peca
béasicaA; para qualquer X i < k. Assim, podemos encontrare o(a;,) —
Per(X).

Aplicando oclosing lemmano a-limite, podemos supor que existe uma
sequéncia de Orbitas perioédic@s, (q,) € Per(Y,) ondeY, — X. Mais
ainda, podemos supor que estas 6rbitas convergem na t@odmélaus-
dorff para um certo conjuntd e queb € C c a(a;).

Suponha por absurdo que existg J < ktal quea(a;,)NA;j = 0. Entéo
temos que\; ndo intersect&€. MasC c a(a;) c I', assimC intersectaria
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menos quek pecas basicas deer(X). E isto contradiz a minimalidade
Isto demonstra a segunda afirmac¢éo do lema.

Vamos supor agora que o indice g ndo ém. Pelo que mostramos,
temos por exemplo, que(a,) N A1 # 0. Assim, podemos tomar €
a(a;,) N WY(A1) — Per(X).

Repetindo o argumento para todas as pecas, e usaecdarecting
lemma obteriamos um ciclo entre algumas pecasAde. .. Ax. Como
Ind(A1) = m # Ind(Aj,), usando a mesma prova do teorema 8.8 obteriamos
um ciclo heterodimensional, o que é proibido. Isto terminar@ava do
lema. O

Como consequéncia do lema, temos que o existertmacomposi¢ao
dominadeE @ F sobre o conjunto

A=A uTail).

De fato, comd" é um limite fundamental g, € I', entdo pela@onnecting
lemmatemos que as Orbitas periodicas que aproxiraatem que ter indice
m, uma vez que elas passam pertoAde(lembre ques;, € W5(A;)). Ou
seja,a;, € Pef(X).

Mas A, tem indicem e é uma peca bésica, logoc Pef (X). Agora
basta usar o corolario 4.15 do capitulo 4.

Mais ainda, temos que o fibradé contrator, do contrario pelo argu-
mento de reducao de indice (teorema 5.8), a menos de pedorpaderi-
amos obter érbitas periddicas com indice menormpedximas aA. Mas
isto contradiz a minimalidade dada pela definiciode

Unindo esta informacao ao fato dg ser hiperbdlica, temos que existe
T>T>0e0<n<7n, ondeT ey sdo dados pelo teorema 4.16 tal que se
XeAj,yeAet>T entdo

logm(P}(x)Ir) > e loglIP\(Y)Iell < —n.

Assim, tomanddJ uma pequena vizinhanca dg, temos que todx e

O(a,)NU tem boa expansao isto é, logP: (X)) > 1. Mais aindaO* (a;,)

e O (b) (b construido como na prova do lema 9.4) estéo contidodem
Finalmente, dade > 0 fixe T’, T” > 0 grandes tais que

(X r(a).b) <&
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e X1 .1(a,) € uman T,n/2)-cordanéo hiperbolicacomo no lema A.16.
Agorausamos o lema A.16 (que é um tipastiadowing lemmjana pseudo-
oOrbita

X(ce0,0)(B) U X1 17 (&)) U X177 00) (@),

e obtemos uma sombca

Mas entdog € um ponto homoclinico transversal Ag, cada vez mais
proximo deg;, quantce estiver de 0. Mas entéo, tarte consequentemente
a;, sdo aproximados por érbitas periddicas. Absurdo. m]

De fato, isto mostra que o conjunto pré-periédico é hipécbolPara
ressaltar a importancia do conjunto pré-periédico, olzsabs que dessa
hiperbolicidade é possivel mostrar que o campo é Axioma AnpEiodos
diretos. Mas, no nosso caso, ja temos a informacéo neaegsarconcluir
isto diretamente, isto &, qurRer(X) € hiperbdlico. Mesmo assim, deixamos
0S seguinte exercicio para o leitor.

Exercicio 9.5. Se X é um campo tal queer(X) é hiperbdlico entdo X é
Axioma A.

Note também que no exercicio anteriarpriori ndo se faz mencéo a
propriedade estrela, nem ao fatoXiéer singularidades ou nao!
Vamos entdo mostrar o lema 9.3.

Prova do lema 9.3Comor é um limite fundamental, temd3x_(p,) — T
na topologia de Hausdy ondep, € Per(X,) e X, — X. Lembre que
também exista € I'— Per(X). Pois bem, entdo podemos supor gge- X.

Por outro lado, coma,; intersectd” também temos uma sequéncia de
pontosq, € Ox,(pn) tais queg, — y para alguny € A;.

Recorde que\; € uma peca basica, assim existe uma vizinhahciz
Aj tal que se a orbita futura de um ponto, digamosstiver inteiramente
contida emU entdo temos que € W3(A;). Comox ndo é aproximado
por orbitas periédicas d¢, podemos supor entdo gue U (pois as pecas
basicas possuem Orbitas periddicas densas). Por isolapmatemos supor
também quéJ N Per(X) = A,.

Fixadoy, sejal, = [ty, S1] 0 intervalo maximal que contém O tal que
(Xn)i(yn) € U paratodat € |,. Denotez, = (Xn)(th)(Yn) € Th = S — th.
Obviamentez, € Ox,(pn).
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Comox ¢ U, também podemos supor qpg ¢ U e portanto, pelo teo-
rema da alfandega e maximalidadel geemos que, € dU. Em particular
a corda Kn)po.-,](z) esté inteiramente contida eth

Por compacidade, podemos supor gue» & e portanta € 60U NT.

Mais ainda, temos qusg, — oo. Do contrario, poderiamos supor que
™ — 7 e como 0e I, poderiamos supor também gae— set, — t. Mas
entao temos qug, = (Xn)-t,(z) — X-i(&), e isto diria quey = X_i(&) e
por invariancia, que; € Aj. Mas isto € impossivel, uma vez gaes oU.

Usando um argumento analogo ao do paragrafo anterior, tqgo®a
Orbita positiva deg; esta contida eny e como ja observamos antes, isto
implica quea; € W5(A;). O lema esta demonstrado pois:

a € WS(A)) NT NaU c W3(Aj) N A — Per(X).

9.2 Provado Teorema9.1

Pelo teorema 8.9, temos gBer(X) € hiperbdlico, uma vez que por hip6tese
0 campo nao tem singularidades.

Além disso pelo teorema 9.2, da secao anterior, temogui) =
Per(X). Mas como temos a incluséo

Per(X) c Q(X) c Per(X).

Temos quePer(X) = Q(X) e isto mostra que o campo é Axioma A.

9.3 O Caso Incompressivel

Nesta secdo vamos mostrar brevemente o que ocorre quantestrosyi-
mos ao espaco de campos com divergéncia nula. Maiores eefadldem
ser encontrados em [6] (veja também [15] e [26]).

Teorema 9.6. Se X é incompressivelmente estrela entdo X € Anosov.

Vamos apresentar o caso div( > 4 (o caso tridimensional foi de-
monstrado em [15]). Denote p@( c X1(M) uma vizinhanca d& onde
todos os campos ali sdo estrela.
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Uma das grandes dificuldades é impedir a presenca de siingules.
Para este fim, procedemos da seguinte maneira, demonstnamnaioalogo
ao teorema 4.12 no caso de matrizes com determinante igupbaldmos
obter uma decomposicdo dominada no conjuntoXddkeja [6]).

De fato, isto requer o lema de Franks no caso incompressivet-
tamos o leitor que isto € um pouco sutil. Ele exige que o camsi-
ficientemente diferenciaveC{). Mas isto ndo é problema, recorrendo ao
seguinte resultado de densidade devido a Zuppa [78] (vejaém [7] para
outra prova).

Teorema 9.7. O conjunto de campos°Ccom divergéncia nula € denso em
X(M).

Com isto é possivel estender o lema de Franks no contextoxdss flu
incompressiveis. De fato, a versao que lineariza o campdarpoda um
elemento critico é conhecido comapasting lemmadevido ao primeiro
autor e Carlos Matheus, em [7]. Para a versdo perturbatiMarda de
Franks, o leitor pode consultar o lema 3.2 de [14] para umegaeando o
pasting lemma

Agora, pela versdo para fluxos incompressiveis do teorenueis-
dade geral de Pugh, temos gMe= Per(Y), para todoY contido em um
subconjunto residuaR de U. Assim, para todd’ neste residual temos
uma decomposicao dominada é&h— Sing(Y). Por robustez da decom-
posicéo (veja lema 2.29 em [5]), temos uma decomposicaorgmaiem
M — Sing@) para todaZ € V, ondeV c U é um subconjunto aberto e
denso (lembre que existem apenas finitas singularidadesierbolici-
dade).

Vamos supor, por absurdo, gXepossui alguma singularidade. Pode-
mos supor também qué € V. Perturbando, via o lema de Franks (ou o
pasting lemmapra fluxos incompressiveis , obtemos um campo cuja sin-
gularidade € linear, ou seja, 0 campo préximo a singulaedalihear em
certas cartas locais. Mas isto é uma contradicdo com a dgé&unasando
um resultado devido a Vivier (proposicéo 4.1 de [73]).

O seguintgpseudo connecting lemmnda Bonatti-Crovisier [17] sera til
nos proximos argumentos (veja também [13]). De fato, ireemosiciar um
corolario dopseudo connecting lemma

Teorema 9.8. Sedim(M) > 4 entdo existe um subconjunto residdalc
XL (M) tal que se Ye Rentdo Y é transitivo.
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Este resultado ird controlar os indices das 6rbitas peaddie campos
préximos ax.

Lema 9.9. Existel < i < d — 2 tal que toda 6rbita periédica de um campo
suficientemente proximo de X tem indice i.

Demonstracdo A menos de uma perturbacéo, pelo teorema 9.8, podemos
supor que o campo é transitivo, palonnecting lemmapodemos obter
uma intersecgdo transversal entre as variedades invaridasedrbitas per-
iodicas.

Por transversalidade, podemos perturbar o campo de nowalesstruir
a intersecao, e obter um novo campo transitivo. Relenecting lemma
poderiamos conectar as outras variedades invariantestitasperiodicas
criando um ciclo heterodimensional.

Mostra-se entdo que néo existem ciclos heterodimensjqraiseden-
do de forma semelhante ao que foi feito no capitulo 8. O qua ger
absurdo. ]

Temos entdo a existéncia de N tal que Per{) = Peg(Y) para todo
Y € U. Mostra-se entdo a hiperbolicidadelerX) usando o argumento
de reducdo de indice. De fatoeegodic closing lemm&mbém vale no
contexto incompressivel, veja [10], o que permite refaggrassos do capi-
tulo 5.

Finalmente, usa-se um argumento perturbativo para magie =
Per(X) e isto implica que o camp¥ é Anosov.

1Que também vale no caso incompressivel, veja [76]
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Capitulo 10

Avancos no Caso Singular

Neste capitulo tecemos alguns comentarios sobre fluxadastmsingu-
laridades.

10.1 Contra Exemplos

Ja sabemos que um fluxo estrela sem singularidades é Axioreen/Ais
clos. O que se pode dizer dos fluxos este singularidades?. Nesta
secao mostraremos diversos exemplos sobre esta questao.

Existéncia de Ciclos

Descrevemos um exemplo de um fluxo estrela que é Axioroarciclos.

A figura 10.1 mostra o exemplo. A variedade ambiente tem déé@n
3 e o campo tem as propriedades do tipo Morse-Smale longeteapae-
sentada na figura.

Temos trés singularidades;, o> e o3. todas com indice 2. Temos
também trés singularidades que sdo pqBoP; € p3.

O ciclo é formado de maneira que a variedade instavel de urga-si
laridade “entra” na variedade estavel da proxima, confaiigura.

A Unica parte a ser notada € a “torcao” gerada na variedatfv@lisle
o1, como nafigura. Esta tor¢ao, junto com os pggasusada para mostrar
que o ciclo inteiro é errante. Como na analise do exemplo liledta [55].

122
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Figura 10.1:

Por exemplo, note o que acontece com a evolucéo da8odalesenho.
Ela se divide em trés partes, uma delas morre na singuladdaghois esta
contida na variedade estavel). A outra p&temorre no pocq;. Final-
mente, a part®, segue a variedade instavel @¢ pelo A-lema e devido a
torcao acaba morrendo gpa. O que mostra que ndo ha recorréncia@m
Uma andlise semelhante pode ser feita nas outras conexoes.

Assim este exemplo é Axioma A e tem ciclos.

Para ver que o exemplo é estrela basta pedir que as singulaside-
jam do tipo Lorenz Assim, o invariante maximal que contém o ciclo é
seccional hiperbdlico (veja a proxima se¢do) e como estamaiimensao
3isto implica a propriedade estrela dentro do invarianteimal, veja [52].

listo &, a singularidade possui autovalores r@ajs, e A3 tais qued; < dp <0< -1 <
13
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Finalmente, como fora do aberto que contém o ciclo, a dirééido tipo
Morse-Smale, temos também a propriedade estrela.

O exemplo pode ser feito em dimensao mais alta, adicionaneigdes
contratoras fortes. Em dimenséo dois, veja 0 exemplo de Lée \36].

Prevencao de Recorréncia

Podemos modificar o argumento do exemplo anterior para obtexem-
plo de um fluxo estrela onde(X) # Per(X).

Novamente o exemplo é pictorico (figura 10.2), mas pode sawren
trado com detalhes em [12] e [35]. Como antes, longe da figdiraéanica
€ do tipo Morse-Smale em uma variedade de dimenséo 3.

Desta vez temos uma singularidagecom indice 2, uma 6rbita perio-
dicaO(q) do tipo sela e duas singularidades do tipo ppg@ p,. Nova-
mente, temos uma “tor¢cdo” na variedade instavetdeNote também que
a variedade instavel de; entra na estavel da érbita periddica e vice-versa.

Iremos mostrar que o fecho dos pontos recorrentes ndo deinom o
conjunto ndo-errante. Em particua(X) # Per(X).

Figura 10.2:
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Considere o pontx na figura e uma bol® qualquer centrada nele.
Novamente a bola se divide em 3 partes. Uma delas, que vivarieaade
esstavel da orbita periédica morre nela. A parte de @mapods a torcao
vai pra baixo e acaba morrendo no pgio

Ja a parte de baixo, ap0s a tor¢ao vai pra cima e péma se divide
novamente em duas partes. Uma delas morrgeena outra acaba retor-
nando e intersectando a parte de cima da Bolam particular isto mostra
gue o ponto é ndo-errante.

Porém, ao continuar a evolugéo da parte de baixo (que agoraaa
na parte cima), observamos que ela sofre a torcdo de novdba auwo
pra parte de baixo e consequentemente morre no pogdu seja, nao ha
recorréncia na bolB.

Argumentando como no exemplo anterior (tornando a singlalde do
tipo Lorenz, etc.) vemos que este campo € estrela.

Perda de Hiperbolicidade

Finalmente vamos apresentar o mais famoso exemplo de umdhirala
gue ndo é Axioma A. O exemplo éatrator de Lorenz S6 vamos fazer
umas modificagcdes para apresentar o exemplo em uma varienfagacta
sem bordo. O exemplo apresentado aparece em [50]

Primeiramente apresentamos o atrator geométrico de Logeezé o
invariante maximal do campo em um bitoro sélido. Veja a fighz3.

Figura 10.3: Atrator de Lorenz
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Agora, considere a esfeB como a compactificagdo do espaco eucli-
diano, isto éR3 U {co}. Tome um bitordT emR3 porém que n&o tenha a
forma de um né néo-trivial, veja as figuras 10.4 e 10.5.

(0

Figura 10.4: N6 trivial Figura 10.5: N6 n&o-trivial

Assim o complementar deste bitoro &htem duas componentes cone-
xas, cada uma homeomorfa a um bitoro sélido. Assim, podeonaogrtum
atrator do tipo Lorenz dentro de um destes bitoros solidofixo inverso
dentro do outro, isto €, colocamos um repulsor do tipo Lorenautro.

Agora observe que um dominio fundamental para o atrator denizo
tem o formato de um bitoro sélido (e ndo tem forma de n6 n&@tt) e o
mesmo ocorre para o repulsor. Assim podemos colar os dorebisolidos
ao longo do bitordr obtendo um fluxo en$3. Obviamente este exemplo
ndo é Axioma A uma vez que possui duas singularidades acdassor
Orbitas periddicas.

Porém, note também que este campo ndo é aproximado por caampos
pocos ou fontes, novamente devido a hiperbolicidade sealcito atrator
de Lorenz. Em particular, como em [52], este fluxo é estretde fambém
queQ(X) = Per(X) neste exemplo.

10.2 Separacdo no Caso Singular e Hiperbolici-
dade Seccional

De certa forma, dos exemplos dados na se¢&o anterior, 0 xpagssivo € 0

atrator geométrico de Lorenz. O motivo é que tal dindmicdésta, porém

ndo € Axioma A, exatamente pela presenc¢a nao trivial de ksindades.
Motivados por este exemplo, diversos matematicos comecatantar
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estender a teoria hiperbdlica para fluxos com singularslaztemo por e-
xemplo Morales, Pacifico, Pujals, Shilnikov, Turaev entregas, veja [51],
[52] e [67].

O fruto de tais esforgos foi a nogéo de hiperbolicidade seefi. A
observacao chave foi a de ndo tentar separar a dire¢cdo do aergelo
menos uma das outras dire¢des. A seguir daremos a definigéisgpda
hiperbolicidade seccional.

Lembre que @o-normade A ¢ dada pom(A) = ||A™Y||L.

SejaA um conjunto invariante de um campa:om uma decomposicao
TAM = E® F. Dizemos que esta decomposi¢caddaminadaparaX se
existem constantds, 1 > 0 tais que paratodee A et > 0 temos

IDXel o
m(DXIr)

E um exercicio simples mostrar que Aeadmite uma decomposicéo
dominada entaa — Sing(X) também admite.

Mais ainda, se\ € um compacto invariante com uma decomposi¢ao
dominadeéE® F, diremos que esta decomposi¢guaécialmente hiperbdli-
case o fibradce for contrator, isto é, para todoe A et > 0 temos

IDXle, Il < Ke™.

Além disso, diremos que o fibradfoé seccionalmente expansee para
todox € A et > 0 temos que dirffy > 2 e para qualquer subespaco
bidimensional c F4 o seguinte ocorre:

|detDX|.)| > K et

Definicdo 10.1. Um conjunto compacto invariantd € seccionalmente
hiperbdlico se todas suas singularidades sdo hiperboleasxiste uma
decomposicéo parcialmente hiperbdlicagEF sobreA tal que F é sec-
cionalmente expansot.

Dizemos também que um fluxos&ccional Anosoge seu invariante
maximal é seccional hiperbdlico. Como visto na se¢édo atemnm bitoro

2Previamente foi introduzido também a nogéio de hiperbalitédsingular, ambas coinci-
dem em dimens&o 3, mais informag6es em [5].

3De fato, a hipétese de dominagdo pode ser substituida pocomatigéo no espectro das
singularidades, veja [4].
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sélido suporta um fluxo seccional Anosov, a saber, o0 atraomgtrico
de Lorenz. Um problema interessante ¢€ listar as variedagesuportam
fluxos seccionais Anosov.

Nesta direcdo, Morales em [53], mostra a existéncia de flgras
cionais Anosov em qualquérandlebodyorientavel tri-dimensional, tais
variedades sdo homeomorfasratoro sélido. Em [69], a terceira autora
estendeu este resultado pawnctured3-handlebodiesmaiores detalhes
nos artigos [53] e [69].

Um candidato natural para substituir a hiperbolicidade é:

Definicdo 10.2.Um campo X é dito seccionalmente Axioma A se o con-
junto ndo-errante admite uma decomposigao espectraléispmde ser es-
crito como uma unido finita e disjunta:

QX)) =A1U---UA,

onde cadaA; é compacto, invariante, transitivo, com orbitas densas e
hiperbdlico ou seccionalmente hiperbdlico para X-eX.

Note que todo campo Axioma A é seccionalmente Axioma A. Qatra
de Lorenz mostra que a reciproca nao é verdadeira.

Diversas consideracdes sobre os exemplos acima, tralshostran-
sitividade robusta e um resultado devido a Morales e Pag#@@jdevaram
0 primeiro autor a conjecturar o seguinte:

Conjectura 10.3. Fluxos estrela &-genéricos s&o seccionalmente Axioma
A.

De fato, o resultado de Morales-Pacifico mostra que a camgeétver-
dadeira em 3-variedades.

10.3 Codimenséao 1

Nesta se¢éo descrevemos brevemente uma resposta parcaijdetura
10.3, dada pelo primeiro autor e C. Morales [9].
Primeiramente, temos o seguinte resultado.

Teorema 10.4(A.-Morales) Seja X estrela &genérico tal que toda sin-
gularidade aproximada por érbitas periddicas esta contaia um atrator
seccionalmente hiperbdlico para X eX. Entdo X é seccionalmente A-
xioma A.
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A idéia da prova é a seguinte, pelo teorema de densidadedgePalgh
[61] temos quePer(X) U Sing(X) = Q(X). Por simplicidade, vamos supor
que todas as singularidades sdo acumuladas por orbitasliges.

Tome entdo uma singularidade Por hipétese, ela esta contida em
um conjunto seccionalmente hiperboliagor) paraX ou —X. E possivel
mostrar que o seguinte conjunto

H=Q(X)-

-l

oeSing(X)

€ compacto.

Ora, mas entabl c Per(X) é fechado sem singularidades. Pelo teorema
5.4 ele é hiperbdlico, uma vez qiXeé estrela. Usando o fato que todos os
conjuntosA (o) sao atratores ou repulsores, podemos mostrar que assorbita
periddicas enH sdo densas efd e o teorema de decomposicéo espectral
nos diz queH se decompde como um numero finito de pecas baslgas
comi =1,...k. Portanto o teorema esta demonstrado pois temos a seguinte
decomposicao espectral seccionalmente hiperbdlicaxpara

mm:mumuwu{LJAw&

oeSing(X)

A pergunta natural entéo €, como garantir que as singutiEgiavem
num atrator seccionalmente hiperbdlico pxrau —X?

Dizemos que uma singularidade de X temcodimenséo ke, ou
dimWs(o) = 1ou dimWY(o) = 1. Lembre que um camp¥é separado
se paratodo # j temosPer(X) N Per(X) = 0 (capitulo 5).

Teorema 10.5(A.-Morales) Um campo X &-genérico separado, cujas
singularidades aproximadas por orbitas periédicas temicmhséo 1, é
secionalmente Axioma A.

A seguir apresentamos um breve roteiro da prova, uma vezagseip
resultados que podem ser interessantes por si so.

Primeiramente, mostra-se, via o Lema de Franks, que parampa
genérico, a propriedade de separacédo implica na propeesickla.

Se a singularidade tem variedade instavel unidimensional entao é fa-
cil ver queW" (o) — {0’} tem duas componentes conexas, que iremos chamar
de ramos instaveis de.
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Um conjuntoA é Lyapunov estavgbaraX se, para toda vizinhanca
U existe uma vizinhanc¥ tal que para todx € V et > 0 temos que
Xt(X) e U.

A importancia dos conjuntos Lyapunov estaveis € que elettooa
classe dos conjuntos atratores. Um conjufitcompacto e invariante é
dito umatrator se ele € transitivo e existe uma vizinhattaositivamente
invariante tal que

A=) X().
=0
Por outro lado, é facil encontrar exemplos de conjuntos §ad.gapunov
estiveis mas ndo sdo atratores.

Um passo essencial na prova do teorema 10.5 é mostrar o ege+n

sultado:

Teorema 10.6. SejaA um conjunto Lyapunov estavel e seccionalmente
hiperbdlico. Suponha que todas as singularidadgsertencentes a sa-
tisfazemdimWY(c) = 1 e tem ramos instaveis densos. Enffic¢d@ um
atrator.

De fato, acreditamos que a condicdo sobre as singularidaffesupér-
flua.

Problema 10.7. Todo conjunto transitivo, seccionalmente hiperbdlico e
Lyapunov estavel é um atrator?

Exercicio 10.8. Prove que a resposta do problema acima é verdadeira se
pedirmos que o conjunto seja hiperbalico.

Outro ponto chave é obter uma condicao suficiente para gangrer-
bolicidade seccional.

Lembre que s@ é um elemento critico hiperbdlico entdo seu indice é
definido como a dimenséo do espaco estavel associado. Dszgumeoum
conjuntoA compacto e invariante pakaé fortemente homogénee indice
I(A), se existe uma vizinhaned de X e uma vizinhang& de A tal que
toda 6rbita periddica de um campoe U contida emU tem indicel (A).

O seguinte critério € uma extensao de [31] dada por [9].

Teorema 10.9. SejaA um conjunto transitivo, cujas singularidades sao
hiperbdlicas e nao-trivial. Suponha queé fortemente homogéneo e que
o indice de toda singularidadede X emA é estritamente maior quéA).
EntédoA é seccionalmente hiperbdlico.
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Usando este critério e uma analise sobre possiveis biftesaptém-se
0 seguinte resultado.

Teorema 10.10.Seja X um campo em uma variedade fechada de dimenséao
d. SejaA um conjunto transitivo cujas singularidades tem codimerisa
SeA é fortemente homogéneo com indice 1(A) < d — 2 entdoA é
seccionalmente hiperbdlico.

Com a ajuda destes critérios podemos argumentar da sequantra.
Sejac uma singularidade tal que dilW¢(c)) = 1. E possivel mostrar [20]
queW'(o) é Lyapunov estavel. Se é acumulado por 6érbitas periddicas,
como o0 campo € genérico, temos também Qit¢o) € transitivo. Caso
contrario, diremos que a singularidde trivial (isto € se ndo é acumulada
por orbitas periddicas).

Usando densidade geral de Pugh, temos q seguinte deco@mposic

o (1}

o trivial

Pela hipétese de separacao, esta unido é disjunta. Assiroppexi-
dade, ser ndo é trivial temos que existeal queWY(o) c Peg(X). Isto
mostra quaVi(o) é fortemente homogéneo.

Mais ainda, pelo teorema de Pliss, sabemos que existensfipaipos
e fontes, assim podemos supor que o indiceer) esta entre 1 d — 2.
Logo, usando o teorema 10.9, temos @) é seccionalmente hiperbdli-
co e portanto, pelo teorema 10.6, ele € um atrator.

Um resultado analogo vale para as singularidades néaitritais que
dimWs(o) = 1. E agora, basta usar o teorema 10.4, para concluir que o
campo é seccionalmente Axioma A.
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Apéndice A

Dinamica Hiperbdlica e
Sombreamento

Neste apéndice, coletamos alguns resultados classicesda hiper-
bélica e alguns resultados sobre sombreamento.

Dinamica Hiperbdlica
A dindmica local préxima a um elemento critico hiperbdélidméar:

Teorema A.1(Hartman-Grobman para singularidadeSgja p uma singu-
laridade hiperbélica de um campo X. Seja=YDX(p) campo linear em
TpM. Ent&o existe uma vizinhanga U de p em M, uma vizinhanca @ de
em T,M e um homeomorfismo:lJ — V que conjuga X a Yly.

A seguir enunciaremos o Teorema de Hartman-Grobman paitarb
periddicas, mas antes disso precisamos de algumas deginigée

SejaO(p) uma orbita periddica hiperbdlica d¢ de periodor. Note
que os espacos estavel e instéple Ej do mapa de Poincaré s&oX,-
invariantes. Mais ainda, podemos definir uma decomposigdorao de
toda orbita viaEg = DXi(p)(Ep) se X(p) = g parac = s, u. Isto gera o
fibrado

N=1{@.v):qeO(p) e ve Eg® Ey}.

133
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E existe um fluxof; em N que € linear nas fibras; & Ey dado por:

Pi(g,v) = (X(a), DX(Q)V).

Teorema A.2(Hartman-Grobman para 6rbitas periédicaSgja Gfp) uma
orbita periddica hiperbdlica para um campo X. Entao o fluxaétonju-
gado em uma vizinhanca deg(|) em M ao fluxo¥; numa vizinhanca de
O(p) x {0} emAN.

Definicdo A.3. Sejanmo- um elemento critico hiperbdlico. Os conjuntos:
W) = {q € M;d(X(q), Xi(0)) < B Vt> 0}
W;¥(o) = {g € M; d(X-(), X-+(c)) < B VYt > 0}

sdo chamados variedades estavel e instavel (fortes) lodaisamanhg
deo.

Um corolario do teorema acima € que as variedades estavsfawéh
locais de um elemento critico hiperbdlico, que a principiapénas um
conjunto, é de fato uma variedade topoldgica. E possivelrarasais: tais
varidades tem uma estrutura diferenciavel tdo boa quargpuaridade do
campo.

Teorema A.4(Variedade Estavel)Seja X € um campo @ o um elemento
critico hiperbdlico. Entéo:

1. V\gs(o-) é um disco € mergulhado com dimenso lfad).

2. O conjunto W¥o) = Ueo X_t(WﬁSS((r)) é uma C-subvariedade i-
mersa. Quando € Sing(X), denotamos W{c") por W(or).
3. T,WsYo) = ES.

4. Dadoe > 0 existes > O tal que se Y &-CK-proximo de X e Dc
W5(o) € um disco compacto mergulhado contewdantédo existe
umdisco ¥ ¢ Woy) CK-e-proximo de D ondery € a continuagéo
deo.

Definimos as variedade estaveis (fracas) de um elemertmeritomo

WSO(0)) = | JWX0).

teR
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Analogamente pras variedades fracas locais. Note que @npdaxe do
item 4 no teorema acima implica numa proximidade para agdedies
estaveis fracas.

Tais variedades invariantes séo importantes, pois a @g&osentre elas
pode gerar dinAmicas bem complicadas, como a ferradura dé Spor
exemplo. E um resultado que ajuda a obter tais intersec6eah&cido
como olema de inclinacd@u o1-lema

Teorema A.5(2-lemma para singularidades$ejac- € M uma singulari-
dade hiperbdlica de X (um campo de clas$g Eixe um disco mergulhado

B em W (o) e umavizinhanga V deste disco em M. Ent&o seja D um disco
transversal a \if, em z com a mesma dimensao de B e escrevzam a
componente conexa dg(R) NV que contém Xz), parat< 0. Dadoe > 0
existe T> Otal que paratodo t- T o disco D; esta C — e-préximo de B.

Um enunciado analogo dolemma também vale para érbitas periodi-
cas hiperbdlicas (de fato, existem resultados bem maissgenasmo em
dimenséo infinita, confira [37]).

A generalizacdo natural de um ponto periédico hiperb6éga b nocéo
de conjunto hiperbdlico.

Definicdo A.6. Um conjuntoA compacto e invariante para um campo X
€ dito hiperbdlico se existe uma decomposicddMT= E® (X)® F e
constantes K1 > O tais que para todo x A e t> 0 temos que

IDXle,ll < Ke™ e [IDX g, |l < Ke™".

Vale um teorema de variedades estaveis para conjuntoshbljpas.
No fim, mostra-se qu&v/3(A) = {y; d(X:(y),A) — 0 quandd — +oo}, é
dada poWS(A) = Uyea W3(X). Analogamente para a variedade instavel.
Maiores informag0es veja [34] pag. 39.

Assim como os pontos periédicos hiperbdlicos, os conjumimerboli-
cos saorobustos isto €, ndo sao destruidos por pequenas perturbacdes.
Mais ainda, eles s&staveisno sentido que a dinamica da perturbacao é a
mesma, a menos de uma mudanga de coordenadas, do conjgirtalori

Teorema A.7 (Robustez) SeA é um conjunto hiperbélico para o campo
X ent&o existe uma vizinhanca U dee uma vizinhangd/( de X tal que
se Ye U e K c U é um conjunto compacto e Y-invariante entdo K é
hiperbdlico para Y.
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Teorema A.8(Estabilidade) SeA é um conjunto hiperbdlico para o campo
X entdo dada uma vizinhanca U deexiste uma vizinhancé/ de X em
XY(M) tal que se Ye U entdo existe\y c U hiperbdlico para Y tal que
Y|a, € conjugada a .

Dizemos que um conjunta € isolado se existe uma vizinhanga com-
pactaU deA tal que
A= U X(V).
teR
De fato, no caso hiperbdlico, a propriedade de isolamentu&aente a
gue o conjunto tenha uma estrutura de produto local, istaéo e > 0
existes > O tais que se sg y € A ed(x,y) < ¢ entAioW>(x) N WX(y) =
{phCA.

Definicdo A.9. Dizemos que dois pontos periddicos hiperbdlicos p e q
estdo homoclinicamente relacionados s&®@(p)) N WY(O(q)) # 0 e
WH(O(p)) N WS(O(q)) # 0 e estas intersecdes sao transversais.

Se um conjunto hiperbdlico tem 6rbitas periddicas densasaéele
mesmo é possivel obter uma decomposi¢éo deste conjuntoamadas
pecas basicas.

Teorema A.10. SeA € um conjunto hiperbdlico tal que possui 6rbitas
periddicas densas entdo ele se escreve como unido disjuata; U--- U

Ak onde cada\j € um conjunto compacto invariante, transitivo e isolado.
Mais ainda,A; € uma classe homoclinica, isto €, existe um ponto periédico
p € A tal queA; é o fecho do conjunto dos pontos periddicos que sao
homoclinicamente relacionados a p.

Em patrticular, os chamados fluxos Axioma A, isto €, fluxos cao-
junto ndo-errante é hiperbdlico e possui Orbitas critieassds, possui uma
decomposicao espectral em pecas basicas:

QX)=A1U---U A

Pode-se imaginar que isto implique na estabilidade do ctmjo&o-
errante, uma vez que cada peca basica é estavel. Porém,qué-sm
principio ndo é verdade que a unido dos homeomorfismos gepadcada
peca béasica seja um homeomorfismo de fato.

Porém sobre a condicdo de que ndo haja ciclos entre as pesjeasba
tal empecilho pode ser descartado.
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Teorema A.11. Se X um campo Axioma A sem ciclos entaoOxastavel.
Lembramos que a definicdo de ciclo é a seguinte:
Definicéo A.12. Dizemos qué\; > Aj se
(WH(A)) = Ai) N (W(A)) = Aj) # 0.

Um r-ciclo éAj, > Ai, > - A, = Aj,.

Sombreamento

A propriedade de sombreamento de pseudo-érbitas por ®x@tdadeiras
esta intimamente ligada & robustez e a estabilidade de udwasigtema.
O sombreamento € uma ferramenta poderosa para propaganagfdes de
pedacos de Orbitas para uma Orbita inteira. Isto produz wmeagle argu-
mentos capazes de atacar diversas situacdes, como tivportsadade de
ver no decorrer deste livro. Nesta secao, para comodidalgétalio iremos

enunciar os trés tipos dadowing Lemmasados no decorrer do texto.

Sombreamento para Conjuntos Hiperbdlicos

Definicdo A.13. Seja Xe ¥}(M). Dadose > O e L > 0, uma sequén-
cia {t;, x};=° € chamada umé, )-pseudo-orbitge dX; (), Xi+1) < a.
Diz-se que um um ponto ¥ M e-sombreiaa pseudo-Orbita se existe
uma reparametrizacéo positiva do tempa & — R, g(0) = 0, tal que

d(Xgn(X), Xe(x)) < €, paratodot <t < tj,1.

Para gerar, via sombreamento, uma Orbita periddica, piaos que a
pseudo-orbita seja periddica: uma pseudo-Orbita épditeddicase existe
umm > 0 tal quex,m = X;, para toda € Z.

Teorema A.14(Shadowing Lemma para Conjuntos HiperbdlicaSgjaA
um conjunto hiperbdlico para ¥ ¥'(M). Entdo, dadoe > 0 existem
L, a > 0 tais que todaL, @)-pseudo-6rbita emh pode sere-sombreada.
Além disso, se a pseudo-6rbita € periddica, entdo a sombraa&arbita
periddica.
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Sombreamento para Cordas

Quando nao temos hipebolicidade global, como dentro de unjuicm
hiperbdlico, ndo podemos esperar um resultado téo fortgpddtoda -
pseudo-6rbita pode sgrsombreada”. No entanto, a presenca de hiperbo-
licidade ao longo de uma corda é capaz de produzir uma grértédica
com sombreamento, pelo resultdo de Liao que reproduzimas ag

No que se segua é um inteiro qualquer, usado nas definicdes apenas
por comodidade.

SejaA um compacto invariante pelo fluxo de um camfpque admite
uma decomposicéd, = E @ F dominada para o fluxo linear de Poincaré,
tal queE contrai eF é nao uniformemente expansor (ou seja, satisfaz o
item 3 do teorema 4.13). Um par de pontes{nn(X)) contido emA, (ou
seja, um pedaco finito de Orbita &g) comn > 0, é dito umay — F-corda,
comO<y<1lse

[ TIPK™ i)l < "
j=1

Dizemos queX, Xmn(X)) € umay — F-corda uniformese Xmi(X), Xmn(X))
€ umay — F-corda para todo & k < n. No que se segue deixaremos
subentendido queg-corda significay — F-corda.

O resultado de Liao diz que se uma corda volta préximo de setopo
inicial, e com hiperbolicidade uniforme na direckoda decomposi¢céo
dominada, entéo ela pode ser sombreada por uma o6rbita jgeriéd

Lema A.15 (Liao Shadowing Lema)Dados0 < y < 1eo > 0 e-
xiste ume > 0 tal que se(x, Xmn(X)) € umay-corda uniforme satisfazendo
d(x, Xmn(X)) < € entéo existe um ponto periédico p com periodo mn tal que
d(Xmi(X), Xmi(p)) < o, paratodo0 <i < n.

Sombreamento para Cordas Generalizado

Finalmente, apresentamos o refinamentessdadowing Lemmae Liao,
devido a Shaobo Gan em [28]. O enunciado que apresentamofoaqu
retirado de [30].

SejaA c M - Sing(X), um compacto invariante pelo fluxo deque ad-
mite uma decomposica, = E®F continua e invariante pelo fluxo linear
de Poincaré. Suponhatambém que Him p, com 1< p < d — 2. Dados
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ndmeros reaig) > 0 e T > 0, uma cordax, Xi(x)) é dita ¢, T, p)-quase
hiperbdlicacom respeito a decomposic&od F se existe uma particdo
0=ty <t; <..<t =tdointervalo [Qt] tal ques, := tx — tx_1 € [T, 2T],
k=12, ..,1,de maneira que as trés condi¢cbes a seguir sejam satisfeitas

Kk

1 .

& 2109 lIP (%, (el
ji=1

< -
1 < .
= % logm(PY(X,,(9)F) = m
IPF¥ (X, CQIEI < & 2m(PF (X, (¥)IF),
parak=1,2,..,1.

O leitor deve se convencer de que cordas quase-hiperbéfcason-
ceitualmente mais fracas do que cordas uniformes. Uma taeuigas é
que cordas quase-hiperbdlicas s6 exigem uma dominzgaorda e nao
uma dominacéo global no compacto.

Ainda assim, cordas quase-hiperbélicas também possuespagatade
do sombreamento, conforme o seguinte resultado

Lema A.16. Seja X um campo qualquer*eum compacto invariante livre
de singularidades. Suponha qua ¥ E @ F invariante pelo fluxo linear
de Poincaré e continua, codimE = p,1 < p < d - 2. Entdo, para
todon > 0, T > Oee > O existe uny > O tal que se{x, tj};i>_ € uma
(T,8) pseudo-oOrbita e se, para todofi, tj} € uma(n, T, p)-corda quase-
hiperbdlica com respeito a B F entdo existe um ¢ M quee-sombreia
{x,t}. Além disso, se a pseudo-orbita for periédica , entdo y € uniqo
periddico.
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O Lema de Franks

Neste apéndice iremos apresentar de modo preciso algusasrdéaes do
Lema de Franks que utilizamos ao longo do texto.

Difeomorfismos e Singularidades

Vamos comecar apresentando o caso de difeomorfismos. Qnardsima
ensina que dado um mapa linear proximo da derivada de unmadifi€ismo
podemos obter um difeomorfismo préoximo que €, em coordernadais,
igual a esse mapa linear. De fato, para obter um difeomorfipmeaea-
liza um determinado mapa linear como derivada, o modo maeik(ffelo
menos enRY) é tomar o préprio mapa linear como sendo o difeomorfismo!
A dificuldade técnica que aparece, é que a variedade néoi sssitura
vetorial, logo nao faz sentido definir uma mapa linear nelas Kvariedade
possuiestrutura vetoridbcalmente Para usar isso a aplicar a mesma idéia,
€ que vao aparecer no lema as cartas locais efungao bump

LemaB.1. Seja fe Diff}(M). Dada?/ vizinhanca C de f, existe > Otal

que:se pe M,g=f(p),¢:UcM—->Ugey:VcM -V, sdo cartas
locais ao redor de p e g cop(p) = ¢(q) = 0, e se A= D(y o f 0 ¢™1)(0)

e B: RY — RY ¢ linear e cumprélB — A|| < 6, entdo existe ¢ U tal que
yogoet=BemRO,r)eg= f forade U.

Demonstracio Considered : RY — R uma fungddoumpna bola unitaria,
isto €,8 é suavep = 1emB(0, 1) e 3 = 0 fora deB(0,2). DenoteCy =

140



“book” — 201%/5/17 — 21:36 — page 141 — #151

141

sudlIDB(X)|l; x € RY)}. Considere a fungio suaw€x) = B(x/r). Note que

supliDa(x)ll; x € R = 2.

Pela definicdo de derivada, podemos escrever
Yo fop(x)=Ax+f,

ondef(0) = 0, Df(0) = 0. Em particularDf(x)| e L& 'f(x)' V&0 & zero quando
X — 0. Tomer > 0 de modoB(0,2r) c Upg. Def|n|mos a perturbacéo
desejada pondg = f foradeU, e

yogoyp™(X) = a()Bx+ (1-a(x))yo fop™(X),

para todox € Uy. Dali, é claro que a representacaogl@as cartap, v,

€ igual aB em B(0,r) e é igual a representacgado tidora deB(0, 2r). Va-
mos estimar a distancia! entreg e f. Comegamos calculando para as
derivadas. Temos que

¥ ogow i(X) - Ax= a(X)Bx— a(X)Ax+ (1 - a(X) f(x),

e portanto se € B(0, 2r) temos que

C Co ~ R
ID@ogoe™ () ~AXl < (X==+ 1B~ Al+ —If(x)] +IDf(]
< (2Co+1)B— Al + 2co'f|§|‘)' L IDFXI
< 4
desde qué < 3 = e ©f seja pequeno o bastante para que 0s outros temos

da segunda deS|guaIdade acima sejam estimado$, pordea > 0 ¢ tal
quedc:i(g, f) < aimplicag € U.

Reduzinda, se necessario, pelo Teorema do Valor Médio segue que a
distanciaC? entref e gtambém é menor do que Deixamos a verificacio
deste detalhe a cargo do leitor.

Portanto obtemog nas condi¢des do lema, cuja distanGaa f é
menor do que. Isto conclui a prova. O

Observacgéo B.2.0Observe qué s6 depende deé/.
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Com um argumento semelhante ao usado acima, obtemos a parsao
singularidades de um fluxo do Lema de Franks.

Lema B.3(Lema de Franks para singularidadeSejam Xe ¥'(M) ec e
Sing(X). Entdo para toda &vizinhangal/ c ¥(M) de X, existend > 0O
ee > Otais que se L T,M — Ty,M é uma aplicacgéo linear satisfazendo
IL — DX(0)l| < 6, entdo existe ¥ U de modo que:

Y(X) = (Dexrgl(x)expr) oLo eXQ_rl(X), se xe B(0)
e Y(x) = X(x) no complementar de(B, r) para algum r> & proximo des.

Lema B.4(Lema de Franks para difeomorfismoSgejam fe Dif f1(M) e
U vizinhanga € de f. Ent&o, existeri ¢ U vizinhanga G de f, es > 0
com a seguinte propriedade: se=gV e {xy, ..., Xo} € um conjunto finito de
pontos distintos de M, tal que existam mapas linearesl, M — Tt M
satisfazendo

ILi = Df(x)ll < e,

e U é uma vizinhanga desse conjunto finito de pontos, entdtegx U,
g=gemixy,.., X} U (M —U) de tal forma que §(x) = L;.

DemonstracdoSejaa > 0 tal que todo difeomorfismg que é 2-C-
proximo def estd eni{. DefinimosV como o conjunto de difeormofismos
que esta@-C'-proximos def. Por compacidade, podemos cobvircom
um ndmero finito de cartas Iocalgxgj}'j:l.

SejaC = sudlIDy;(P)ll ID¢;*(XIl; p € M, x € B(0,1),j = 1...,1}I.
Aplicando o lema B.1 a vizinhan¢® obtemos uny > 0. Escolhemos
€= g Afirmamos que com essa escolha o lema esta provado.

Com efeito, dadg € V, podemos escolher um> 0 pequeno de modo
que as bola8(x,r) sejam disjuntas e que valha o lema B.1. Podemos
supor quepi(x) = 0, e que para cadaexiste j tal que sey; = ¢; entdo
Yi(f(%)) = 0. Como cadad; cumpre

ILi - DE(X)II < &,

se definirmo®; = DyjolLjo D<p;1(0), entdo, pelo modo como escolhemos
&, é facil ver que teremos
1B — All <0,

ondeA; = D(yi o f o ¢)(0).
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O que vamos fazer agora é aplicar o lema B.1 para obter a pacfio
desejada. Por ele, exigie, cujaC! distancia ay € igual aa tal que

Yrogiop =By

na bolaB(0,r). Em particular,Dgi(x;) = L1, g1(x1) = g(x1) €91 = @
fora de uma vizinhanca muito pequenaxdgdesde que seja pequeno o
bastante). Em seguida, perturbargppara obten,, igual ag; fora de uma
vizinhanca muito pequena de (novamente desde queseja pequeno),
satisfazenddgy(x2) = L2 € go(X2) = g(X2). A observacédo é que como
02 SO perturbag; numa parte na qual; = g, temos qued(gz,g) < a.
Prosseguindo um numero finito de vezes, obtemos a perturblaséjada.
O

Campos

A seguir vamos dar um enunciado mais preciso do Lema de Fparks
orbitas periédicas e o Lema de Franks, que usamos no argoaentdu-
¢éo de indice. Fixemos em toda a discussdo a ségeir¥'(M) e x e

M — Sing(X). De agora em diante s6 iremos utilizar secdes transveygais
s&80 normais ao campo em coordenadas exponenciais, ousgalare um
secaadty; = exp(Nyxr), ondeNy, = {v € Ny |V| < r}, er > 0. Usaremos
também a notacab, = expNy. Desse modo, sg= X;(x), & verdade que,
para umr > 0 pequeno, s€ : X, — X, € 0 mapa de Poincaré entio sua
derivada é dada pelo Fluxo Linear de Poincaré, ou 8#p4x) = P'(x). (cf.
Capitulo 1)

O Lema de Franks € independente desse fato. No entanto emtquas
das as vezes que aplicamos o Lema de Franks usamos issos& taz50,
vamos enunciar e provar o Lema de Franks em coordenadasesnqiais.

Para enunciar o proximo lema fixaremos um pgntoX;(x) comt > 0.
Usando o teorema do Fluxo Tubular Longo € possivel provaPqug;,, —

%, € um mergulho de classg! e, além disso, existe uma funcéo de classe
Cl7: 3 — I, de forma queP(2) = X.(»(2) e que a aplicagdo de classe
C! (t,2) = X(2) mergulha

{(t,2 eR XXy 0t <7(2)}

emM (veja [21]). A imagem desse conjunto pela referida aplioaisio é
{X:(2); 0 <t < 7(2)} € o que chamamos no capitulo 1tdbo centrado na
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Orbita de x, raio r e tamanha tPara nao repetirmos varias vezes um nome
tdo grande, até o fim deste apéndice vamos denotar tais tabbosgo de
érbitas porT ub(x, r, t). Vamos denotar tambéBmbH(Zy,, %y) como sendo

o conjunto de todos os mergulh@s$ entreZ,; e %y e considerar nesse
espaco a topologi@®. Por ultimo, vamos denotar pdi.(Zx,) 0 conjunto
dos difeomorfismog : X« — X« e-proximos da identidade na topologia
ct.

Antes de passar as outras versdes do Lema de Franks vamasaenun
um lema auxiliar que diz que se obtemos uma perturbagéo da uhkap
Poincaré enEmb'(Z,, Zy) entdo existe um campg C' proximo deX,
tal queY;(X) = y, e que realiza a tal perturbacdo como mapa de Poincaré.
Além disso, o campd coincide comX fora do tuboT ub(x, r, t).

Lema B.5. Sejam Xe ¥'(M) e xe M-Sing(X), como na discussé&o acima.
Suponha que Xx) # X, para todo0 < s < t e considere P. Xy, — Zy

0 mapa de Poincaré, cong t> 0 pequeno. Entéo, para tod# vizinhanca
Clde X, e todd < r < rg, existe ume > 0 com a seguinte propriedade:
paratodog € 7.(Z«,), existe Ye U satisfazendo

e Y(2) = X(2), se z¢ Tub(x,r,1)
e Py(2 =Pog(2, se ze Xy,

Para uma prova desse resultado remetemos o leitor a [624(veirk 2,
p296).

O préximo lema é na verdade o teorema A.1 do apéndice A defl®].
diz que podemos modificar um campo de modo a obter deternsmaaipas
lineares como fluxos lineares de Poincaré, ao longo de unita oelgular.
Veja figura 5.1. Em [19] os autores apresentam uma prova bretadieste
resultado. Apresentamos uma idéia de como provar este lesaado o
lema B.5 e o lema de Franks para difeomorfismos, como ilui&raos
métodos apresentados aqui.

Lema B.6(Lema de Franks)Considere Xe ¥*(M) e um pedaco finito de
Orbita, isto €, um ponto ¥ M — Sing(X) e nimero® =ty <ty <ty < ... <
t,. Denotemos;s= t —ti_1, i = 1,...,n. Entdo, para toda &vizinhanca
U de X existee > 0 de modo que sej - Nx, (9 — Nxm(x), i=1,.n,sédo
mapas lineares tais que

IILi = PS(X Ol < &,



“book” — 201%/5/17 — 21:36 — page 145 — #155

145

entdo existem » 0 e um campo ¥ U satisfazendo:
° Y(Xti (X)) = Xti+1(x)’ I = O’ sees n-— 1!
o PY(X,(¥)) =L ,i=1.n,
e Y(y) = X(y) se y¢ Tub(x,r, ty).

DemonstracaoA idéia da prova € basicamente fazer sucessivas perturba-
¢Oes em cada tubo, até completar o pedaco de orbita. Em ol et
samos o lema B.4 para perturbar o mapa de Poincaré, reaitaedmo
derivada, e depois usamos o lema B.5 para obter um campoalize essa
perturbacdo como mapa de Poincaré.

Comegamos no primeiro tubo que vaixiaté X, (X). SejaP; : Xx; —
Ix,(x.r 0 mapa de Poincaré, onde, até aqu,0 é apenas para que o mapa
de Poincaré em todos os tubos ao longo da orbitasigam difeomorfis-
mosC!. ComoL; s-perturba a derivada de;, ses > 0 é pequeno, pelo
lema B.4 aplicado &; e uma vizinhanca d&; em Embl(zx,,,zxxl(x),r),
existe um mapa; : Xi — Zx, (x.r que esta proximo d@;, coincide
com P; em x e cuja derivaddg;(X) = L;. Se a vizinhanca d&; em
Embl(Ex,r,Extl(x),r) € pequenay = P11 o g; € proxima da identidade, e
podemos aplicar o lema B.5 e obter um canYpe U que coincide conX
emx e fora doT ub(x, r,t;), apds reduzir um pouquinho, e cujo mapa de
Poincaré enx é igual ag. Em particularPf(0 =Lj.

Agora, perturbamo¥; no tuboT ub(X;, (X), r, s2) para obterY, igual a
Xemxe emX,(X) e fora doT ub(x, r, t2) e ainda tal que

PI(¥) =L1 e PE(X,(x) = Lo

do mesmo jeito que fizemos acima. Aqui, possivelmente tesaque re-
duzir &, para usar o lema B.4, mas ainda de um modo que s6 dependa de
X e deU (deixamos a verificagdo desse fato a cargo do leitor). A ebser
vacao é que comy; € igual aX fora deTub(x,r,t;), na verdade estamos
perturbandd, o que faz com qu¥; € U.

Prosseguindo com esse argumento um nudmero finito de vezes, co
seguimos o camp¥ e o valor des desejados, o que conclui a prova. O

Lema B.7 (Lema de Franks para Orbitas periddicagjam X e X(M) e
p € PerX) e P: ¥ — X a correspondente aplicagdo de Poincaré, onde
¥ é uma secdao transversal pequena de modo que os resultadna aei
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apliquem. Consideré/ uma C-vizinhanga de X. Entdo, existesn> O
ed > 0 com a seguinte propriedade. Se:IN, — N, € um isomorfismo
linear com||L — DP(p)|| < &, entdo existe um campoe/U que satisfaz:

e Y(X) = X(x), se x¢ Tub(p, &, 7(p))
e pe Per(Y).
e Se R :X — X é 0 mapade Poincaré para Y, entdo
Py(X) = exp, o L o exf;'(x), se xe By(p) N =
e R/(X) = P(x) se x¢ B.(p) N X

DemonstracdoComo o argumento é semelhante ao usado no Lema de
Franks, vamos apenas fazer um esboc¢o da demonstracédmdieosde-
talhes para o leitor. Apenas vamos tentar deixar claro asati€as.

De fato, a Unica dificuldade em usar a combindeama B.4-lema B.5
€ que ndo podemos usar o lema B.5 pois este ndo se aplicaasdbit
i0dicas.

Para contornar isso, comecamos usando o lema de Franksifesra d
morfismos e obtendo um maga: £ — X préximo aP : £ — X satis-
fazendo

9(x) = exp, oL o exp(X),

sex esta perto dp emz, e igual aP sex esta longe dp emZX.

O que precisamos é obter um campo que reglizemo mapa de Poin-
caré. A estratégia é entdo usar o lema B.5estadeda 6rbita dgp. Como
g é apenas uma ligeira perturbacadRig = P~ o g produz um difeomor-
fismo deX proximo da identidade. Usando esse difeomorfismo, pelo lema
B.5 encontramos um campbperto deX que realizaf o ¢ como mapa de
Poincaré, (de até izp)) ondef = P: X — Zx_, , € coincide conX fora

2

deTub(p, e, %”)).

Note que os valores dee ¢ serdo determinados quando aplicarmos o
Lema de Franks para difeomorfismos e o lema B.5.

Dai, leitor pode verificar sem muita dificuldade que esse caynga-
liza o desejado. m|
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Apéndice C

Dominacao em Superficies

Neste apéndice iremos apresentar uma prova direta, quenga pelo
teorema sobre sequéncias periddicas de Mafé, de que agplageiestrela
implica em dominacao no fecho do conjunto dos pontos peddiiper-
bélicos de tipo sela, denotado aqui geeR(f), para difeomorfismos em
superficies. Em todo o apéndibedenotara uma superficie compacta sem
bordo. O principal resultado deste apéndice é o seguinte:

Teorema C.1. Todo difeomorfismo estrela em uma superficie M admite
uma decomposicao dominada &, (f).

Lembrando que um conjunto invariamie(ndo-necessariamente com-
pacto) admite uma decomposicao dominkda F, se existem constantes
C>0e0< A< 1, tais que paratodoe A en > 0 temos

ID (e lIDf"r(enpyll < CA™.

E imediato dessa defini¢do que /sadmite uma decomposicdo dominada,
ent&oA também admite.s

Novamente, um ingrediente essencial sera o Lema de Framksyez
que ele ira reduzir a andlise perturbativa para um problessigebra Li-
near. Com isso, uma vez que estamos numa situacao bidimahsiere-
mos que a manipulacao algébrica sera simplificada, muite dmgue no
teorema geral de Mafié. Para conforto do leitor, observamesq resto
do apéndice usaremos apenas a versao do lema de Franks bakismze
B.4.

147
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A prova do teorema tera duas etapas. Na primeira, mostrargm®
a propriedade estrela implica que o dngulo entre os subegstégvel e o
subespaco instavel de qualquer ponto tipo sela é uniformienagastado
de zero, mais ainda este afastamento é robusto. Em segeiando os
argumentos em Pujals-Sambarino [63] mostraremos quengtica a pro-
priedade de dominacéo.

Angulo

Nesta se¢do mostramos resultados Uteis sobre o angulcsebhepacos.
Primeiro apresentamos a definicdo de angulo.

Definicdo C.2. Sejam E, F subespacosHE, tais queRN = E@ F, e seja
L : E* — E a Unica transformacéo linear tal que

F =graf(L) = {v+ Lv;ve E*}.
O angulo entre E e F ¢ definido com¢E, F) = ||L|~*
O préximo lema dé estimativas sobre o angulo entre dois pales.

Lema C.3. Suponha qu&N = E@F e L: E* — E é como na definigéo
de &ngulo entre E e F. Entdo

a(E,F)

a) Paratodo ve E, ue F temos quév — u|| > Tra€F)

(V]
b) Se T: RN — RN é um mapa linear entdo

1+a(E,F)

<
Tl < «(E.F)

(ITIEN+ ITIFD).

Demonstracdoa) Tomew € E* tal quew + Lw = v € F. Dali, seu € E
entdoLw — u € E, e pelo Teorema de Pitdgoras, segue que

lIv—ull = [lw+ Lw —ul| > [Iwi].
Contudo] Vil < [IWl + [ILI[ - IIwl] = [WiI(1 + [ILI]). Logo,

1

117 1=
T3 LIl

),
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e finalmente temos

a(E, F)
— S A
V=il = 1+a(E,F)

b) Seve RN,v=-e+e', come' € E*t eec E. Dai,

(M-

ITVl=IIT(e+ el =T(e" +Le") +T(e- Le)ll
< ITIEXI + LD+ ITIEN( el + [Lillle™ ).

Como, novamente por Pitagordigl| < ||Vl e |le*]] < |Vl € comol|L|| =
a(E, F)™%, segue o resultado. o

Observagédo C.4.0 mapa L da definigdo acima é obtido usando as proje-
¢Oes ortogonais P, de F sobre E, e P, de F sobre E. Como F e E
posuem a mesma dimensag, @ invertivel e podemos obter L vig PR
(Pé)‘l. No entanto se E e F possuirem a mesma dimensésé,iRvertivel
também e podemos usarliao invés de L, e nesse cas(E, F) := ||L||. O
Lema acima continua sendo verdade, com a mesma prova, ajppecasdo

E* por E, e vice-versa.

Como dimM = 2, o lema acima sera usado no caso @jnf dim(F) =
1. Pela observacédo acima, podemos adetr F) := ||L||, ondeL : E —
E* é tal queF = graf(L) = {w+ Lw;w € E}.

Uma cota inferior para o angulo

Nesta secdo mostramos que a propriedade estrela garantetanaferior
entre o angulos dos subespacos estaveis e instaveis dpesataicas. Um
difeomorfismof ¢ estrelase ele nio pode ser aproximado, na topol@jia
por difeomorfismos com pontos peridédicos nao-hiperbdlicos

Proposicéo C.5.Seja fe DiffY(M) um difeomorfismo estrela. Ent&o exis-
temU, uma C-vizinhanga de f, @ > 0 tais que para toda g Uy e para
todo pe Per(g), valea(Ep, Ep) > v.

DemonstracaoSejam, e € > 0 dados pelo Lema de Franks quando
aplicado af e a vizinhanc¢d/( dada pela propriedade estrela.
Vamos supor que a proposi¢ao ndo é verdadeira. Entao, tdapeanto
se queira dd, existe um difeomorfismg possuindo um ponto periodigp
tal quea(E;p, Ep) € tdo pequeno quanto se queira.
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A estratégia da prova é perturbar a derivadaggd® longo da 6rbita
de p tornando-a ndo-hiperbdlica, e dai, usando o Lema de Frabksy
g € U, possuindo um ponto periddico ndo hiperbdlico, o que nearéea
uma contradicdo com a propriedade estrela.

Podemos supor que a derivada de toda sela hiperbdlica dg todé,
possui somente autovalores positivos (uma vez que estamdineensao
2, podemos argumentar usanth). Com isto, a estratégia € a seguinte, se
pudermos obter um veterno quadrante de &ngulo pequeno (veja a figura
C.1), como os autovalores sdo positives, = Dg™Pv também estara la
(lembre quer(p) denota o periodo de p). Assim, $&vV| = ||v||, entao,
compondcA com uma pequena rotagdo tornamasn autovetor associado
ao autovalor 1. E esta é a perturbacao desejada.

EU

Figura C.1:

Entendida a estratégia e a idéia, o argumento é o seguirdedda0
existeg € Uo possuind € Per(g) tal quea(E}, Ep) < 6. Sejan = x(p)
o periodo dep e, por simplicidade, denoté; = E e Ej = F. Sejam
0<A<1<puosautovaloresda: ToM — T,M, ondeA = Dg"(p) e seja
L : E — E* dada pela definicdo de angulo.

Dadov € T,M podemos escrevé-lo conw= ae + gf, come € E
unitario ef = e+ Lee F. LogoAv = (1a + uB)e + uBLe. Tomandar = 1,
existes > 0 tal que||AVi| = ||V|]. Comoa, 3, A e u S&o positivos, temos que
0 angulo entrer e Avé menor que o angulo entiee F.

Portanto, sé é pequeno, come(E, F) < 6, definindop = a((Av), (Vv)),
existeR, : T;M — T,M rotacdo tal quiR, c Av=ve

IR, =1l < g1
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Considerandd. : Tg-1yM — TpM dada poll = R, o Dg(g™1(p)), temos
que|lL - Dg(g™ (Pl < e.

Pelo Lema de Franks, obtemgs 7 (M) tal quep é ponto periédico
de periodm parag, g = gem{g™(p)} UM — B(g"*(p),r), onder > 0 é
tomado de forma que n&o existem pontos da Orbita dm B(g"(p), r),
além deg"*(p). Além disso, temos também q@g(g"(p)) = L.

Logo,Dg" = Dg(p) e DY(g(p)) o ---o L = R, o Dg"(p) = R, o A, 0 que
€ absurdo, poi&, o A possui um autovalor 1, como provado acima. Isto
completa a prova. O

Uniformidade dos Autovalores

Nesta se¢cdo mostramos que numa vizinhanca de um difeomodsnela
os médulos dos autovalores das derivadas de selas pes&dizaniforme-
mente afastados de 1. Mais precisamente:

Lema C.6. Se f um difeomorfismo estrela entao existem 0 e Uy uma
vizinhanca de f de modo que para todasg?, e todo pe Pek(g) de
periodo n, tem-se

A<@-a)"<1<@+a)" <|o|
ondeA e o séo os autovalores Dp)

DemonstracdoDadag € DiffY(M) e p € Pek(g) considere o mapa

n-1 n-1
Lp . G?Tgi(p)M - G?Tgi(p) M,
1= 1=

dado por

(V1,++ , Vi) = (DG(G™(P))Vn, DY(PIV, - -, DY(G™2(P))Vn-1).

Se é autovalor dé,, com autoveton(, - - - , Vy), vemos que

v =Dg(@" (P)Va  »  Ava = Dg(p)vi

Ny = Dg(@"*(p))V-1.
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Portanto

Dg"(p)v2 = Dg(g" (p))Dg(g"*(p)) - - - DG(P)v1 = A"V1.

Reciprocamente, sg" é autovalor deDg"(p), com autovalow;, entéo,
defindo

1 1
Vo = ZDg(p)vl , V3= ZDg(g(p))Vz

1 .
Vo = 2Dg(g" 2(P))Vn-1,

é imediato quel é autovalor dep.

A partir desse fato, para provar o lema, basta estabeleeenguma
vizinhancald, de f, para todo difeomorfismg € U, e todo pontop €
Per(g), de periodan, os autovalores e o do mapal, estéo afastados de
1. Isto é, exister > O0talqued| < 1-a<l<l+a<|ol.

Suponha que isso ndo ocorra. Entdo, dada qualquer viziali#fig,
tomandoly, c U vizinhanca def e ¢ > 0 dados pelo Lema de Franks,
existeg € Up possuido um pontp € Pek(g), tal que o mapa associado,

n-1 n-1
Lp : G?Tgi(p)M e G?Tgi(p)lvl
1= =

possui um autovalot cujo médulo é tdo perto de 1 quanto se queira. Tome,
entdog, de modo qug := |4~ cumpra

B-1 < % ondec = sup||Dg(X)|l; x € M}.

DefinindoL; : TgyM — T4+ )M, dado porl; = ADg(g'(p)) temos
IILi - Dg(g'(P)Il = IDg(@ (PIlBI ~ Idi| < &, e
Lh-aoLlnoo---olo=p"Dg"(p).
Logo, se {1, - -, Vn) € autovetor dé&., associado &, temos que
B"Dg (p)vy = A"V,
e portanto temos um autovalor de mdédulo 1.

Pelo Lema de Franks, exisges U(f) pertubacdo local dg na orbita
de p que realizel; como derivada no ponig(p), e desse modbg"(p) =
B"Dg"(p). Isto diria quey possui um ponto periddico néo hiperbdlico. Con-
tradicéo. m]
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Dominacéao

Finalmente, vamos mostrar que a decomposigagnM = ESe E" dada
pela hiperbolicidade das selas periédicas € uma decondmosign a pro-
priedade de dominacao pafralsto ira provar o teorema C.1, pois a domina-
¢éo estende-se ao fecho.

Proposicdo C.7.Seja fe Dif f1(M) um difeomorfismo com a propriedade
estrela, numa superficie M. Entéo, existe uma vizinh&@igde f e g € N
tais que se & Uy e pe Pei(g) entdo existe i ny satisfazendo:

IDG(Plesll | Dg"(@(P))les | < %

DemonstracaoComo foi dito, a estratégia € mostrar que a cota inferior
para o angulo entre os subespacos estaveis e instaveismos periddi-
cos de difeomorfismos proximosaobitida acima na proposicao C.5, gera
a dominacdao. Dito de outra forma, vamos supor por absurdo@pmos
dominacdo. Neste caso, sera possivel encontrar, mediarageaquena
pertubacdo, um difeomorfisngppréximo de f, posuindo um ponto per-
iodico cujo angulo entre o espaco estavel e o espaco ingté&elpequeno
guanto se queira, e isto violara a proposigao C.5.

SejamV c Uy e ¢ > 0 dado pelo Lema de Franks aplicado a vizin-
hangal{y, dada pela proposi¢éo C.5 e pelo lema C.6, e o difeomorfismo
f. Supo- nha que a proposicéo seja falsa. Entéo, existe urnérsgag,
convergindo & na topologiaCt, possuindo pontog, € Per@,) tal que

|[DgT(p)les paratodo < m< n.

_ 1
D@ (P)les | = 3,
Podemos supor sem perda de generalidadggaeV, para toda.

Para simplificar a notacdo, iremos tonta= gy, € p = Py, COMN
grande, adeterminar. Neste caso, podemos supar(gyé arbitrariamente

grande, pois, usando o lema C.6 temos que:
DG P e < (1-a)P (L4 )

— 0, quand& — +co,

|DgP e,

donde existdg (que sé depende d@ de modo que

1
||ng°"(p)|Es < 5

' Dg*koﬂ(p) =
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e isto implica, ja que estamos assumindo que néo vale a ¢éisdrda dom-
inacao, quer(p) > n/ky. Comon esta sendo considerado arbitrariamente
grande, isto nos leva a concluir guig) também pode ser tomado arbitrari-
amente grande.

Nas proximas linhas vamos definir uma série de mapas e sgosspa
auxiliares que usaremos para construir a pertubacao.

Tome vetores unitariog € E; eu € E;. Como estamos supondo que
nao vale a estimativa de dominacao, temos que

1 : :
EIIDg'(p)ull < |IDg'(p)Vl,

paratodo O< i < n(p). Definal : Ej — EJ comoLu = v, ondes > 0 é
pequeno, a determinar._
UsandoL, definimosL : Ej — Eg, como

L=+ 5)"<P>(Dg’;‘E%)) olLo Dg/_éép).

Observe que. possui norma pequena. De fato, usando a estimativa de
separacado dos autovalores dada pelo lema C.6 obtemos

IE]] < (@ + 6y P2 - ayP@+a)™PL| <6,

desde qué seja pequeno o bastante para que §}(1 - a) < 1.
Considere os subespag@s- {u+ Lu;u€ Ej} eG = {u+ Lu;u € Ej}.

Figura C.2:

Mais ainda, considere os mapas lineae§ : ToM — T,M, dados
porPu= Lu, Pv=0,Sv= 0, S(u+ Lu) = —Lu. Note que isso implica em

Ples = 0, (Id + P)Ej = G, Slgs =0 e (d + P)G = Ej,
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Aplicando o lema C.3, obtemos as estimativas

1P|l < (1”)5e||sn < (1”)5.
Y Y

Por fim, definimosT; : TgyM — Tgi(pM comaT v = éveTju = 0,
paratodo X j < n(p).

Agora estamos em condi¢Ges de definir os magagie faréo ligeiras
pertubacdes dBg ao longo da 6rbita dp. Definimos,

Lo=(ld+Ty)oDg(p)o (Id+P): TxM — TyM
e para I< j < n(p) — 2 definimos
L] = (ld + Tj+1) o Dg(g](p)) . Tgi(p)M - ng+1(p)M , €

Lap-1 = (Id + S) o (Id + To) o Dg(@P-2(p)) : Ty M — TpM.

Nao é dificil verificar, usando a desigualdade triangulae sgs € su-
ficientemente pequeno, temos

IILj - DY (p)Il < €, paratodo 0< j < x(p) — 1

De fato, note que todos ds; foram obtidos compondo-d8g com uma
ligeira pertubacéo da identidade.

Pelo Lema de Franks, obtemgs Uy, tal quep € Pery(T), § coincide
comg na Orbita dep e fora de um pequeno aberto contendo a mesma, e
Dg(g!(p)) = L;. Por simplicidade, denoE‘J? = Egj(p), o = S u, e observe
queEjS = EJ.S(Q), pois

Dgles = Lj = (1+ 6)Dges,

e(1+5)A-a)<1.

Por outro lado, n&o é dificil verificar QUBE"PEY = Lyp)-10--- o
LoEg = Ej. Como estamos em dimensa&o dois, e cqnéchiperbdlico para
g, usando o Lema C.6, vemos gEg é o subespaco instavel &g (p).

Finalmente, usando o Lema C.3 vamos estimar o angelareE; (g)
e En(9), paramgrande.

Sejam,

U = Lm(u) = Dg"(p)v + 6(1+6)"Dg™(p)v , €
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U = Lm(oV) = 6(1 + 8)"Dg™(p)v.

Entdo, pelo Lema C.3, obtemos

IDg"(P)VI|

Iz - ugll > (1%) lual

ﬁ m m m
m(5(1+5) IDg™(p)vIl - IDg™(p)ull)

Donde,
B (6(1+6)M
1> 1_ (T — 1) )

pois

1

EIIng(p)UII < IDg"(p)VI.
Assim, temos que

2
< — <
P savom=a="

desde que quen seja grande o bastante para @& + o)™ > 4 + % 0

gue pode ser feito, poigp) pode ser tomado tdo grande quanto se queira,

conforme observamos no inicio da prova. Isto contradiz pgsigéo C.5.
O

A proposicéo C.7 estabelece a dominagéo pelo seguinteieremija
solucéo é idéntica a do lema 4.19.

Exercicio C.8. SejaA um conunto f-invariante e JM = E & F uma
decomposicao df-invariante tal que: existe ugn>n0 tal que para todo
X € A existe n de modo que

IDF el D1 ()] < 5.

Prove que kM = E @ F € uma decomposi¢cao dominada.
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Apéndice D

Solucoes e Sugestoes Para
0s Exercicios

Capitulo 1

Dica para o exercicio 1.3Por propriedades conhecidas da aplicacéo ex-
ponencial o mapa : Ny x R — M, definido porh(v, s) = Xs(expv) € um
difeomorfismo local eny. Note que 0 mapa de Poincaré em coordenadas
exponenciais é dado p& = 7o h™ o X; o expln,s) : Nx(6) = Ny(6),
onde¢s é pequeno er : Ny x R — N, é a projecéo candnica. Assim
DP(0) = P} (x). O

Dica para o exercicio 1.17Basta usar a formula de Liouville (veja [70]) e
mudanca de variaveis para integrais.

detDX(x)) = eb dVXXs(ds

Capitulo 3

Dica para o exercicio 3.6Note que um ponto do ciclo é errante. Use os
argumentos do teorema 2.4 para criar um campmximo com um 1-ciclo

157
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préximo a este ponto. Aplique o teorema de Birfi®male para encontrar
Orbitas periddicas. m|

Solucéo para o Exercicio 3.11SejaY, € R qualquer, provemos que €
semicontinuainferiormente ev. DadoV aberto deM tal queVNF(Yp) #
0 existeN € N tal queV n Fy(Yp) # 0. Da semicontinuidade inferior de
Fn existe uma vizinhangd de Y tal queV N Fy(Y) # 0 para todoY € U.
ComoF(Y) c F(Y) temos qué/ N F(Y) # 0 como queriamos. m|

Dica para o exercicio 3.18Reflexividade segue do teorema da variedade
estavel. Simetria é 6bvio. Para provar a transitividadeouséema. m|

Solucao para o Exercicio 3.2%pesar da solugdo um pouco longa, o e-
xercicio nao é dificil. Como o resultado que ele fornece éoirtgmte em
partes substanciais do livro, decidimos colocar uma solagénpleta aqui.

Note primeiramente, que com é aproximado por ébitas periddicas
temos que Ind{) ndo € 0 nend — 1.

A existéncia de um ponto el fora deA é a chave da solugéo. Isto
forca a existéncia de um ponlkocuja orbita futura fica perto d&, mas
cuja oOrbita passada se afasta/deDe fato, tomdJ uma vizinhancga qual-
quer deA (note que podemos reduzir esta vizinhanga caso seja ngogssa
Sejaa € K — A. Comoa ¢ A, podemos supor quea ¢ U, e COmoA
é livre de singularidades, podemos supor tambémuyjueS ingX) = 0.
Além disso, podemos supor que o invariante maximaldeom respeito
ao campaX, € um conjunto hiperbdlico de indice Imdy via robustez de
conjuntos hiperbdlicos. Em particular, qualquer compautariante que
aparecer entJ sera um conjunto hiperbdlico de indice Ind( Por fim,
iremos supor que quaisquer duas 6rbitas periédicad sao homoclinica-
mente relacionadas, via a Proposicao 3.21 jaxjédransitivo por cadeias.
Tome também vizinhangas menokés- V' ¢ V' c U e uma bolaB(a, r)
disjunta ddJ, que vao funcionar como margens de seguranca para garantir
que a orbita futura die ndo saia dé&J.

ComoO(gn) — K, existemx,, yn € O(gn), cOMx, — aed(yn, A) — 0.
Podemos supor qu&, € B(a,r) ey, € V para todon. Comox, €y,
sdo pontos de uma mesma Orbita periddica, pelo Teorema dadélfa,
existemt,, > O tais queX(_t, 0)(Yn) C V e X_y,(Yn) € 4V (confira a figura D.1
abaixo).

Sejab € 9V um ponto de acumulagéo da sequéngig(y,). Set, »
entdo pela continuidade do fluxo teriamos pontogd&6ximos ajV, o
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gue é um absurdo uma vez gieesta compactamente contido &mnlsso
implica queO*(b) c V. Além disso, comd é ponto de acumulacéo da
sequéncia_i, (yn) temos qué € K N U — (A U SingX)).

A concluséo do exercicio depende da recorréncia desse. pBatn¢
w(b), entdo fazendd = x, pela Proposicdo 3.22, obtemos diretamente a
conclusédo desejada.

Seb € w(b), masb nédo é periédico, entélo pertence a um conjunto
hiperbolico de indice Ind) e é recorrente. Pelshadowing Lemma é
acumulado por 6rbitas periddic@gp,) arbitrariamente préximas de(b),
logo inteiramente contidas etd donde possuem indice Ing). Além
disso, tomand@ = p;, todos 09, sé&o homoclinicamente relacionados en-
tre si, pois estédo efd. Por um argumento semelhante aquele aplicado no
inicio da prova da Proposi¢éo 3.22, concluimos lqueWs(O(p)). Basta
tomarx = b novamente.

Por fim, seb € w(b) e é periddico, procedemos da seguinte forma.
ComoK intersectdJ®, ele ndo pode coincidir co@(b) U A. Assim devem
existir pontos deK arbitrariamente proximos d& mas fora da drbita de
b, cuja drbita futura acompanha a érbitallleOu seja, existem pontos em
K N WSS(b) — O(b). Escolhax como um desses pontospe- b. E claro que
essa escolha cumpre as condic¢des do exercicio. E isto teenirova. O

Capitulo 4

Solucéo do exercicio 4.8Basta notar qUE'(X(x)) = (Ptx(x))*l, pois dai
obtemos que
IPX ()N llIPX (X CInull < et

€ equivalente a
IPX (NIl (P (lne) Ml < Ce™,

t -1 — 1 i
e coma||(P§ (X)Inu) | = REASINOE 0 exercicio segue. m|
Dica para o exercicio 4.8Como né&o é dificil very € E{ (§) < v € E/(§),

paratoda, j € Z, ondes = s, u, e portant(EjS(E)ea SHOE RN para algum
j € ZimplicaE3(E) © EV(E) = RN para todd € Z. o

Prova do exercicio 4.17Basta mostrar que uma destas inclusdes é ver-
dadeira:E(x) c DS(x) ou DS(X) c E(X).
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Do contrario, existiriam vetoras € E(X) — D3(X) ev € D3(X) — E(X).
Mais ainda, podemos escrewes V! + @V tal quevt € E(X), V2 € F(x) e
v? # 0. Mas ent&o, por dominag&o teriamos:

. . 1P (9.ul
1P (X).ull [Py (X).ull _ RV
IPL ().~ [IPL(X).V3] = [IPL(X). V]| g _ 1Pl
x( ) x( ) x( ) 1 ||P§(X).V2H

guanda — +co. E isto contradiz o fato de que¢ D5(x) eve DS(x). O

Capitulo 5
Dica para o exercicio 5.5Basta usar o lema 4.19. m]

Solucéo do exercicio 5.11Como dissemos no texto é suficiente estabele-
cer o seguinte Lema Numérico de Pliss:

Lema D.1(Pliss) DadosA € R, € > 0e H > 0 existem N, e § positivos
de forma que seja..., ay Sdo nimeros reais, com N Ny tais que

N
Za‘ <Niela|<H, Vi=1,.N,
i=1

entao existem otempos hiperbdlicos K n; < ... < n < N o0s quais
satisfazem

n
Dla<m-n)+e
i:ni+1
para todos j= 1,...,len; < n < N. Além disso, o nimero | de tempos
hiperbdlicos cumpre & N&.

A idéia por tras do lema é muito simples: como s6 sdo permsitida
sequénciasiniformemente limitadasse a quantidade de termosriiito
grandeos termos ndo podem, a maioria, dominare. Imagine que temos
1 milh&o de termos dominando+ ¢, logo a soma desses termos domina
10% + 10P1. Digamos que s6 restem 5 termos. Cada um deles no maximo
subtraiH. Se, por exemplo 0 nosso nimero de termos € tal gte1aH,

a soma total ndo sera dominada pbr.
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Isso ja da uma pista razoavel de como atacar o problema. Beafat
parte realmente dificil € estimar por baixo o nUmero de tehiperbdlicos.

Para provar o lema, comecamos definindo os inimigops:a — (1 +¢).
Note que sdy; € negativo para todio> n entdon é um tempo hiperbdlico!
Podemos exigir um pouco menos considerando as sémasy;. , bi.

Definimos os tempos hiperbélicos com sendo os inteirgsnl < ... <
n < N tais queSy, > Sp, para todon > n; e de tal forma quéé o maior
numero possivel desses tempos, ou seja, entre & Bj enj,1 N&o existem
tempos hiperbdlicos para tode= 1, ..., 1.

Observe que esses inteiros realmente cumprem as conclodémd,
poisn > n; implica

Zn: bi + (N=nj)(2+€) = (Sn—Sp) + (N=Nj)(A +¢€)

i=|"lj+l i=|"lj+1

(n—nj)(2 +e).

g
=

IA

Agora vamos a parte dificil, que é estimar a quantidade dpdsimiper-
bélicos. Note que o ultimo tempo sempre € hiperbdlico, oa sefE N.
Além disto,

N
SN:Zai—N(/l+e)§N/l—N/l—Ne§—Ne.
i=0

Por outro lado, com{a,| < H, temos
Si=hi=a-(1+e)=—-(H+1+e¢).

Portanto, se
. H+21+€

€
teremosS; > —Ne > Sy. Eisto implica que, s&, = maxSy; 1 < n < N},
entdo 1< m < N. Dai,mé um tempo hiperbélico nao triviak(N).
Daqui em diante iremos obter a estimativa sobre o valol. dAfir-
mamos queSy,,, > Sp,+1. Com efeito, suponha que isto ndo acontega. En-
tao,

N (D.1)

Sni+1 > Sn, v n= nj+l’

pela definicdo da;.;. No entanton; + 1 ndo é um tempo hiperbdlico,
e pertanto tem que existit,; > k; > n; + 1 tal queSy, > Sp ;1. Pela
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mesma razao, tem que exsitif,1 > k» > kg tal queSy, > Sy,. Por
indugéo, obtemos uma sequéngja; > kp > kp-1 > ... > ko > ki. No
entanto, com@ né&o pode ser maior qug.1 — (n; + 1), isto nos levara a
um absurdo, a menos qug1 = (nj + 1), 0 que pela hipétese que fizemos,
também nos leva a um absurdo.
Pelo mesmo argumento, podemos provar§ye> S;.
Com isso temos que sedlj < |, entédo
Snj+1 = Snj+1 = Snj + bnj+1 2 Snj - (H + |/l| + 6)7
via a desigualdade triangular, pelo que obtemos (por irmuca
Sn; 2 S, = (= D(H + 4] +e).
Em particular,
Sn =Sp - (=1)H + 1A + ¢).
Mas comon; = N, segue que
—eN > Sy=2Sy, —-(-1)H+AU+e)=2S1—(-1)H+ A +¢)
> -H-1-e-(1-1)H+|A+¢€) =-I(H+ 11 +¢),
ou seja, provamos qq@ > e
Para completar a prova do lema, basta tosnar - ]
Dica para o exercicio 5.10Por hipdtese\ € aproximada por fonté3(pn)
de camposy, comY, — X. SejaT en > 0 dados pelo teorema 4.16.
Considere a medida orbital gerada por
I-1
1
T Z O(Yo);#(pn)-
i=0
Entaoun, é Yy-invariante e suportada e®y, (p,). Pela forga uniforme dada
pelos teoremas 4.16 e 4.13 temos que
1 7 —
= | logm(P}, ())din() > 7
Seu € ponto de acumulacgao gg entdou € medida invariante dg supor-
tada emA tal que
1 = —
= [ toam(P)ck() > 7.
—
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Pelo teorema de Decomposicao ergddica, podemos suppréasgodica.
Pelo teorema de Birkhbexiste um ponto recorrentetal que

N-1 _
2, 10gm(PX (s (b)) = 1.

i=0

|-

Dai usamos argumentos semelhantes aos do teorema de RiissjaDno
passado, uma boBem torno deb voltara inteiramente contida eB) isto
por que a orbita passadaldeoltara cada vez mais proxima e sofrendo
contracéo pela estimativa acima. O mesmo valera Ysam n grande,
uma vez queY, — X. Assim, pelo teorema do ponto fixo de Brouwer
[49], teriamos um ponto periddico dentro da bacia de repuds®(py) €
isto daria uma contradicao. O leitor também poderia reselsi exercicio
usando ergodic closing lemmaonforme as técnicas do capitulo 5. O

Dica para o exercicio 5.14Em suma, siga 0os passos da demonstracédo do
teorema 5.9. O

Solucéo do exercicio 5.18Jsando a mesma prova do lema 4.19, o leitor
pode verificar que para mostrar qEeé contrator, basta provar que para
cadax € I' temos que exista > 0 tal que

N

- IDf™(FM(x)E|l < 1.

J

Il
o

Se néo, exista € I" tal que para qualquere N temos

n-1

%Z log|ID f™(F™(X))|E]l > 0.
i—0

Considere a medida orbitalque € um ponto de acumulagéo da sequéncia
Un = F11 Z’j‘;é Jmiy- Entdov é fM-invariante e suportada em além disso:

[1ogiotmEidy = jim [ logiD ™ Eldn

ng-1

1 .
lim = » log|IDf™(f™ 0.
fim — % og D (M)l =
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Mas entéo existe uma medidala decomposicéo ergédicadéal que

flog||Dfm|E||d,u =0.

E isto contradiz a hipotese. m]

Capitulo 6

Dica para o exercicio 6.4SejaT,M = E @ F a decomposi¢cado dominada
de indice constante. Por Tietze, existe uma vizinhdngde A tal que
podemos estender esta decomposicdo a uma continla 8gM = Ea F
(n&o necessariamente invariante).

Considere o campo de congs emU dado por

Co(X) = {V; [IVEll > allvell}

ondev = V¢ + Vg, Vr € F evg € E. A propriedade de dominac&o implica
gue existel > 0 tal que para toda € A, DX;(C1(X)) c Co(X¢(X)). Como
consequéncia, existe uma vizinhanta U de A tal que para todg € V,
DX{(C1(y)) € Co_e(Xi(y)). Com isto conclua que o maximal invarianteXie
emV possui uma decomposicao dominada de mesmo indice da.inicial

Capitulo 7

Solucéo do exercicio 7.Basta definirA como o conjunto formado pelos
subconjuntos compactos, invariantes, nao hiperbélic@oevazios. Note
queA é nao vazio por hipétese. Ordene pAlpela incluséo.

Vamos mostrar qua possui um elemento minimal, via o lema de Zorn.
Para isto, vamos supor que existe uma cadeia

ADAD---DAD...,

formada por elementos d&. Por compacidade e invariancia dag's,
temos queA = (N Ak € um conjunto compacto e invariante ndo-vazio.
SeA fosse hiperbdlico, entdo existiria uma vizinhakkde A tal que qual-
quer conjunto compacto invariante nesta vizinhanga é hdieno. Mas
entao existiria\y, ¢ U, e isto seria uma contradi¢éo, uma vez que todos 0s
Ag’s sdo ndo-hiperbdlicos.
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Assim, pelo lema de ZorrA possui um elemento minimal que € o
conjunto procurado. O

Capitulo 8

Dica para o exercicio 8.40bserve que uma das interse¢des do ciclo he-
terodimensional é transversal. P@lbema temos entdo que esses discos da
intersecao transversal vdo acumular nas érbitas pergdioaaso estamos
falando de dois discos um na parte estavel e outro na patée@hsComo

foi fixado uma vizinhanca das 6rbitas, isto diz que existeemypo minimo

N no qual esses discos ficam na vizinhanga da drbita. Mais ,aglesa
passam proximo dos pontase y. Agora por um argumento simples de
continuidade uniforme do fluxo concluimos a demonstracao. O

Dica do exercicio 8.6Basta observar que o fluxo é continuo no tempo e
para campo€?® proximos obtemos pedacos compactos de Orbitas proxi-
mas. Com essas duas observacdes é facil concluir que anegiazacao
esta préxima da identidade. O

Capitulo 10

Dica do exercicio 10.8Basta mostrar que para togeE A, W(p) € A. Se
ndo, existep’ € A e x e WH(p’) — A. Existe entdo uma vizinhanthde A
tal quex ¢ U. Note que para toda vizinhangac U existety > 0 tal que
X4, (X) € V. Isso contradiz o fato d& ser Lyapunov estavel. O

[ Xotn(yh)

Figura D.1:
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