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Prefácio

Este livro começou a nascer a partir do interesse, pelo primeiro autor,
pela famosa conjectura da estabilidade, durante seu mestrado e doutorado,
combinada com seu recente interesse pela teoria de fluxos comsingulari-
dades, em particular a teoria seccional hiperbólica.

Este interesse, aliado aos estudos e contribuições da terceira autora em
exibir mais exemplos na teoria seccional hiperbólica e os estudos do se-
gundo autor sobre o conceito de hiperbolicidade essencial,possibilitou a
existência deste livro.

Com o advento da teoria hiperbólica, devido a Peixoto [57] e Smale
[68], os sistemas Axioma A (ou hiperbólicos) entraram em cena imponen-
temente, uma vez demonstrada a estabilidade destes. A chamada conjectura
da estabilidade versava sobre a recíproca, isto é, se os sistemas estáveis são
hiperbólicos. Esta conjectura gerou intensa atividade na área de sistemas
dinâmicos e finalmente foi resolvida por Mañé [45], em um monumental
trabalho. Anteriormente, matemáticos como Liao, Pliss, Aoki e etc, tam-
bém contribuiram com resultados parciais. Logo em seguida,usando os
métodos de Mañé, Palis resolveu a chamada conjectura daΩ-estabilidade
[56].

Da conjectura da estabilidade, duas perguntas naturais surgiram. A
primeira, se a conjectura era verdadeira pra fluxos e a segunda, se uma pro-
priedade mais fraca que estabilidade, atualmente chamada de propriedade
estrela, era suficiente para garantir a hiperbolicidade de um difeomorfismo.
A primeira foi demonstrada por Hayashi [32], através do seu poderosocon-
necting lemma, a segunda foi demonstrada independentemente por Hayashi
[33] e Aoki [3].

Naturalmente, uma terceira pergunta poderia surgir: a propriedade es-
trela é suficiente para implicar a hiperbolicidadede um fluxo? De fato, a

vii
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viii PREFÁCIO

pergunta já nasceu morta, pela existência do famosoatrator de Lorenz, um
sistema que possui a propriedade estrela porém não é hiperbólico.

Mesmo assim, uma das principais características deste sistema é a pre-
sença de singularidades acumuladas por órbitas periódicas. Isto levou Gan
e Wen a enunciarem e demonstrarem o seguinte teorema:‘fluxos estrela
sem singularidades são hiperbólicos’.

Por outro lado, motivados pelo estudo sistemático do atrator de Lorenz,
novas tecnologias foram criadas, culminando no conceito que hoje conhe-
cemos comohiperbolicidade seccional. Matemáticos como Morales, Pací-
fico, Pujals, Shilnikov, Turaev entre outros, desenvolveram tais tecnolo-
gias e o conceito defluxo seccionalmente Axioma Asurgiu em [48]. Além
disso, diversos exemplos de sistemas do tipo Lorenz, pertencem a classe
dos fluxos seccionalmente Axioma A.

Naturalmente, podemos resgatar a seguinte pergunta, todo fluxo estrela
é seccionalmente Axioma A? Mesmo assim, a resposta é negativa, e um
contra-exemplo é apresentado neste livro. Porém acreditamos que a res-
posta seja afirmativa para a maioria dos fluxos estrela, de fato, o primeiro
autor em colaboração com C. Morales tem resultados parciaisnesta direção
e isto também é comentado neste livro.

A finalidade do livro então é descrever com mais detalhes estebelo
capítulo da teoria dos Sistemas Dinâmicos. Optamos por escrever todos os
conceitos na linguagem de fluxos, simplesmente pelo fato quea maioria
dos textos sobre conceitos recentes envolvidos são apresentados no caso de
difeomorfismos. Para os conceitos básicos de dinâmica hiperbólica no caso
de fluxos temos o belíssimo livro de Palis-de Melo [21]. O presente livro
então segue esta linha.

Finalmente, ainda há uma pergunta muito natural: Por que chamar tais
fluxos deestrela? Bem, a resposta pode ser um tanto jocosa, os sistemas
que apresentam tal propriedade são caracterizados pelo fato de não serem
aproximados por sistemas exibindo órbitas críticas não hiperbólicas. Em al-
guns trabalhos, o conjunto de difeomorfismos com esta propriedade foi de-
notado porF 1(M), e a notação evoluiu para o caso de fluxos comoG1(M),
já outros trabalhos usavam a notaçãoX∗(M), e ao longo do tempo, devido
aquela estrelinha ali em cima na notação, começaram a ser chamados de
fluxos... estrela!

O livro está organizado da seguinte forma. No capítulo 1 revisamos os
conceitos básicos de Equações Diferenciais Ordinárias, Teoria Ergódica e
apresentamos os conceitos de estabilidade e a propriedade estrela. Usando
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o lema de Franks, mostramos que a estabilidade implica a propriedade es-
trela.

No capítulo 2 estudamos duas entidades: os poços e as singularidades.
Primeiramente, recordamos o teorema de Pliss que garante finitude de po-
ços diante da propriedade estrela. Mostramos também que sistemas estáveis
que são hiperbólicos não apresentam ciclos. Introduzimos então oconnect-
ing lemmade Hayashi e obtemos o importante resultado que fluxos estáveis
não possuem singularidades acumuladas por órbitas periódicas, que foi o
principal empecilho para mostrar a hiperbolicidade de fluxos estáveis.

No capítulo 3 estudamos diversos conceitos necessários para desen-
volver a teoria dos capítulos seguintes: índices de órbitasperiódicas, pontos
pré-periódicos e limites fundamentais. Além disso, estudamos situações em
que é possível criar interseções homoclínicas.

O capítulo 4 é de certa forma o mais técnico. Nele apresentamos o fluxo
linear de Poincaré, extremamente útil para lidar com fluxos sem singulari-
dades. Caracterizamos a hiperbolicidade através do fluxo linear de Poincaré
e introduzimos o importante conceito de dominação. Apresentamos tam-
bém resultados devido a Mañé e Liao sobre a existência de domina- ção em
órbitas periódicas na presença da propriedade estrela.

No capítulo 5 mostramos a hiperbolicidade do fecho das órbitas periódi-
cas de fluxos estrela sem singularidades no caso separado. A separação
simplifica diversos argumentos e assim é possível expor o belo argumento
de redução de índice, usando oergodic closing lemmade Mañé.

No capítulo 6 apresentamos a prova devido a Hayashi de queΩ-estabili-
dade implica hiperbolicidade para fluxos.

No capítulo 7 estudamos os conjuntos minimalmente não-hiperbólicos,
que constituem obstruções para a hiperbolicidade, tais conjuntos se dividem
em duas categorias os simples e os não-simples. Em particular mostramos
que tais conjuntos não-simples não existem no fecho das órbitas periódicas,
para fluxos estrela sem singularidades,

No capítulo 8 introduzimos o conceito de ciclos heterodimensionais.
Tais ciclos formam um mecanismo para previnir a hiperbolicidade, e o prin-
cipal resultado deste capítulo é mostrar que tais ciclos nãoexistem diante
da propriedade estrela. Talvez esta seja uma das provas maistécnicas do
livro. Com isto, obtemos a não existência de conjuntos minimalmente não-
hiperbólicos simples.

O capítulo 9 então culmina com a prova do teorema de Gan e Wen,
citada acima.
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No capítulo 10 apresentamos avanços sobre o estudo de fluxos estrela
com singularidades e introduzimos o conceito de hiperbolicidade seccional.

O livro termina com quatro apêndices. No primeiro coletamosos re-
sultados básicos de dinâmica hiperbólica. No segundo apêndice, coletamos
e enunciamos diversas versões do lema de Franks. Como apenasenunci-
amos o importante teorema que mostra dominação nas órbitas periódicas
a partir da propriedade estrela, que é um teorema longo, apresentamos a
prova de uma versão mais simples no caso de difeomorfismos em superfí-
cies no terceiro apêndice, para ilustrar os métodos usados no caso geral. No
último apêndice apresentamos dicas e/ou soluções dos diversos exercícios
deixados ao longo do texto.

Finalmente, os autores agradecem a Davi Obata pela inestimável cola-
boração na confecção deste livro. Também agradecem ao prof.Carlos
Morales pelas conversas frutíferas a respeito da hiperbolicidade seccional.
Alexander Arbieto agradece a hospitalidade do Instituto deMatemática
Pura e Aplicada, ele agradece também a todo o grupo que participa do Se-
minário de Teoria Ergódica da UFRJ, que acontece todas as terças e quintas,
pelo ambiente agradável que o grupo proporciona, ele agradece a Annelise
Casellato pela paciência e carinho, finalmente ele dedica este livro a sua
querida irmã Eliane Regina Mendoza Arbieto. Bruno Santiagoagradece
ao primeiro autor, pela oportunidade de aprender essa matemática maravi-
lhosa e por sempre nos motivar a ir cada vez mais longe, agradece também
aos colegas da UFRJ, pelas excelentes e animadas discussõesmatemáti-
cas e não-matemáticas. Ele dedica este trabalho a Nathália Campagnani,
por todo o amor que lhe tem. Tatiana Sodero agradece ao primeiro autor
pela oportunidade de participar deste engrandecedor projeto e dedica este
livro ao seu querido namorado Marcelo Tavares pelo apoio e carinho. Este
trabalho é parcialmente suportado pelo CNPq, FAPERJ e PRONEX-DS.

A.A., B.S., T.S.
Maio de 2011
Universidade Federal do Rio de Janeiro,
Brasil.
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Capítulo 1

Estabilidade, Kupka-Smale
e Fluxos Estrela

Neste capítulo, além de estabelecer certas notações básicas iremos con-
tar um pouco da história da conjectura da estabilidade, em particular, ire-
mos apresentar a propriedade estrela.

1.1 Equações Diferenciais Ordinárias

Nesta seção iremos apresentar as notações e definições básicas que serão
usadas neste livro.

No que segue,M denotará uma variedade Riemanniana suave compacta
e sem bordo. Todos os campos vetoriais usados estarão definidos nela.
SeX é um campoC1 então os teoremas básicos de Equações Diferenciais
Ordinárias (ver [21]), aliado à compacidade, implicam que existe um fluxo
{Xt}t∈A emM globalmente definido, isto é,A = R, X0 = Id e Xt+s = Xt ◦Xs.
Em geral, usaremos as letrasX,Y e Z para denotar um campo.

Dado x ∈ M, a órbita dex é definida como{Xt(x)}t∈R e é denotada
por O(x). Algumas vezes usamosO+(x) e O−(x) para denotar órbita fu-
tura e passada dex respectivamente, isto éO+(x) = {Xt(x)}t>0 e O−(x) =
{Xt(x)}t<0. Usamos também (x,Xt(x)) = X[0,t](x) = {Xs(x)}ts=0 para denotar
uma corda, ou seja, um pedaço de órbita. Uma singularidade é um pontoσ
tal queX(σ) = 0. O conjunto de singularidades é denotado por Sing(X).

1
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2 [CAP. 1: PRELIMINARES

Uma órbitaO(x) é periódica se existep ∈ O(x) eT > 0 tal queXT(p) =
p. Neste caso, temos queO(x) = {Xt(p); 0 ≤ t ≤ T} e dizemos quep é um
ponto periódico. O menorT > 0 que satisfazXT(p) = p é dito o período de
p e é denotado porπ(p). O conjunto de pontos periódicos é denotado por
Per(X). Definimos o conjunto de elementos críticos deX como

Crit(X) = Per(X) ∪ Sing(X).

Hiperbolicidade de Órbitas Críticas

Definição 1.1. Uma singularidadeσ é hiperbólica se para qualquer auto-
valor λ de DX(σ) temos que Re(λ) , 0.

Para definir a hiperbolicidade de uma órbita periódica precisamos do
conceito do mapa de Poincaré associado a tal órbita.

Σ

p
x

P(x)

Figura 1.1: Mapa de Poincaré

SejaO(p) uma órbita periódica de um campoX ∈ X1(M). Pelo pontop
consideremos uma seção transversalΣ ao campoX. A órbita dep volta a
intersectarΣ no tempoπ(p). Pela continuidade do fluxo deX, a órbita por
um pontox ∈ Σ suficientemente próximo dep também volta a intersectar
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[SEC. 1.1: EQUAÇÕES DIFERENCIAIS ORDINÁRIAS 3

Σ em um tempo próximo aπ(p). Portanto seV ⊂ Σ é uma vizinhança dep
suficientemente pequena, podemos definir uma aplicaçãoP : V → Σ que a
cada pontox ∈ V associaP(x), sendoP(x) o primeiro ponto onde a órbita
dex volta a intersectarΣ. Esta aplicação é denominada omapa de Poincaré
associado à órbitaO(x) e à seçãoΣ.

Definição 1.2. Um ponto periódico p é hiperbólico se qualquer autovalor
λ de DP(p) satisfaz|λ| , 1.

Variedades Invariantes

Dado um pontop ∈ M, definimos osconjuntos estável/instável locais
de p como

Wss
ε (p) = {y ∈ M; d(Xt(y),Xt(p)) < ε, ∀t ≥ 0},

e
Wuu
ε (p) = {y ∈ M; d(X−t(y),X−t(p)) < ε : ∀t ≥ 0}

respectivamente. Em palavras, o conjunto estável local de um pontop ∈ M
é formado pelos pontos cuja órbita futura está sempre próxima da órbita
futura dex, e similarmente para o conjunto instável.

Poderíamos pensar também no conjunto dos pontos cuja órbitase apro-
xima arbitrariamente da órbita dex. Isto nos leva a definir osconjuntos
estável/instável

Wss(p) = {y ∈ M; d(Xt(y),Xt(p))→ 0, t→ +∞},

e
Wuu(p) = {y ∈ M; d(Xt(y),Xt(p))→ 0, t → −∞}.

Podemos também considerar os conjuntos estável/instável de uma órbita
via Wσ(O(p)) =

⋃
x∈O(p) Wss(x) (análogo paraWσ

ε (O(p))),σ = s, u.
Tais conjuntos são definidos apenas dinamicamente e, em princípio, não

possuem nenhuma estrutura especial.
Um fato não-trivial é o Teorema da Variedade Estável, que dizque na

presença da hiperbolicidade, os conjuntos estável e instável são, na reali-
dade, subvariedades imersas. Mais que isto, estes conjuntos são tangentes
aos espaços estável/instável dep pelo mapa de Poincaré.

Para maiores detalhes sobre a teoria de variedades invariantes, o leitor
pode consultar o apêndice A deste livro.
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O fluxo Linear de Poincaré

Como a variedadeMd é Riemanniana, para todox não singular pode-
mos definirNx := 〈X(x)〉⊥ como o subsespaçod− 1-dimensional ortogonal
a reta gerada porX(x) emTxM. Isto gera o fibrado normalN sobre o con-
junto M∗ = M − Sing(X).

Obviamente,DXt não deixaN invariante, porém podemos forçar a in-
variância através das projeções ortogonaisπx : TxM → Nx, e definir ofluxo
linear de Poincaré Pdo campoX:

Pt
X(x) : Nx→ NXt(x) via Pt

X(x) = πXt(x) ◦ DXt(x).

v

x Pt
X(x)(v)

Nx
NXt (x)

Xt(x)
DXt (x) · v

Figura 1.2: Fluxo Linear de Poincaré

O fluxo linear de Poincaré é muito útil no estudo de propriedades hiper-
bólicas de fluxos sem singularidades e será estudado no capítulo 4. De fato
lá daremos uma definição equivalente, porém um pouco mais precisa.

Agora vamos relacionar o fluxo linear de Poincaré com o mapa de
Poincaré. A primeira observação é que podemos definir, de modo inteira-
mente análogo, o mapa de Poincaré para uma órbitanão-periódica. Com
efeito, sejax ∈ M − Sing(X), e fixe um tempot ∈ R, de modo que
Xt(x) , x. Considerando seções tranversais pequenas emx e emXt(x),
respectivamenteΣx eΣXt(x), pelo Teorema do Fluxo Tubular Longo, a apli-
caçãoP : Σx → ΣXt(x), que a caday ∈ Σx associa o primeiro ponto em que
a órbita dey intersectaΣXt(x) é um difeomorfismo de classeC1 (de fato,P
possui a mesma classe de diferenciabilidade que o campoX). A esta apli-
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[SEC. 1.1: EQUAÇÕES DIFERENCIAIS ORDINÁRIAS 5

cação, damos o nome demapa de Poincaréde x a Xt(x). Para detalhes,
recomendamos ao leitor [21].

Uma observação importante é que se as seções transversais são escolhi-
das de um modo conveniente, então a derivada do mapa de Poincaré é o
fluxo linear de Poincaré, como mostra o exercício a seguir. Aqui exp :
T M→ M denota o mapa exponencial deM (veja [23]).

Exercício 1.3. Sejam x∈ M − Sing(X) e y= Xt(x) como acima. Definindo
Nx(δ) = B(0, δ) ∩ Nx, temos seções transversaisΣx = expNx(δ) e Σy =

expNy(δ). Nestas condições, prove que se P: Σx → Σy é o mapa de
Poincaré e PtX(x) : Nx → Ny é o fluxo linear de Poincaré, então temos

DP(x) = Pt
X(x).

Recorrência, Futuro e Passado

Um conjunto que carrega a informação assintótica do sistemaé o con-
junto não errante. Por definição, o conjunto não-errante deX, denotado por
Ω(X) é definido da seguinte maneira. Dizemos quex � y se para toda viz-
inhançaU de x e V dey existeT > 0 tal queXT(U) ∩ V , ∅. Desta forma
definimosΩ(X) = {x; x � x}.1

Podemos olhar a informação assintótica dada por um único ponto. Defi-
nimos o conjuntoω-limite dex como

ω(x) = {y ∈ M; existetn→ ∞ tal queXtn(x)→ y}.

Analogamente, o conjuntoα-limite é

α(x) = {y ∈ M; existetn → −∞ tal queXtn(x)→ y}.

A topologia C1

SejamX e Y ∈ X1(M), defina2

d(X,Y) = sup
x∈M
‖X(x) − Y(x)‖ e d(DX,DY) = sup

x∈M
‖DX(x) − DY(x)‖.

1Observe que não é claro que� seja transitiva, de fato este é um ponto interessante na
teoria da dinâmica genérica.

2Na verdade a definição usa cartas locais. Para maiores detalhes veja [21]
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Dizemos que dois camposX e Y ∈ X1(M) estãoC1 − ε - próximos se

max{d(X,Y), d(DX,DY)} < ε.

Em particular, em todo o livro, a notaçãoXn → X significa que os
camposXn ∈ X

1(M) convergem aX ∈ X1(M) na topologiaC1.
Um subconjunto de um espaço topológico é residual se é a interseção

enumerável de subconjuntos abertos e densos. Um espaço topológico é de
Baire se todo subconjunto residual é denso.

Considere o espaçoC1(M,Rs) de aplicações de classeC1 definidas na
variedade compactaM. SendoC1(M,Rs) um espaço métrico completo
temos que este é um espaço de Baire. Mais ainda,C1(M,Rs) é separável,
isto é, possui uma base enumerável de abertos (Ver [21]).

Lembrando que sendoπ : T M → M a projeção natural, um campoC1

é uma aplicaçãoX : M → T M tal queπ ◦ X é a identidade emM, a partir
disso vemos queX1(M) é subconjunto fechado deC1(M,Rs), logoX1(M) é
um espaço de Baire separável.

O leitor pode verificar que a topologiaC1 é invariante porscaling. Isto é
fundamental, pois permite realizar perturbações locais. Estas são usadas no
closing lemma, connecting lemmaetc. Em topologias mais altas estes re-
sultados estão em aberto. Por este motivo neste livro sempreconsideramos
a topologiaC1.

1.2 Fluxos Kupka-Smale

Uma classe de fluxos muito usada na teoria são os fluxos Kupka-Smale.

Definição 1.4. Um campo X éKupka-Smalese todo elemento crítico é
hiperbólico e além disso seσ1 e σ2 são elementos críticos de X, então
Ws(O(σ1)) é transversal a Wu(O(σ2)).

Sua importância vem dos seguintes fatos. Por definição eles são fontes
de hiperbolicidade local, já que todo elemento crítico é hiperbólico, o teo-
rema de Hartman-Grobman diz então que numa vizinhança de qualquer
elemento crítico a dinâmica é linear. Isto também leva a estabilidade local
do sistema próximo a tais pontos. Tais fluxos também não possuem com-
portamentos homoclínicos ou heteroclínicos não-transversais, isto é bem
útil, como ficará mais claro no decorrer do texto. Além disso,é conhecido
que tais fluxos são abundantes, como afirma o próximo teorema.
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Teorema 1.5(O teorema de Kupka-Smale (teorema 3.1 de [21], p.118)).
Existe um residualKS deX1(M) tal que todo X∈ KS é um campo Kupka-
Smale.

1.3 Estabilidade Estrutural eΩ-Estabilidade

Uma das principais noções em sistemas dinâmicos é a de estabilidade. A
grosso modo, dizer que um um sistema é estável é dizer que qualquer sis-
tema suficientemente próximo deste tem a mesma dinâmica (ou estrutura de
órbitas) que o original. Em particular, o estudo da dinâmicade um implica
o estudo da dinâmica do outro. Isto é extremamente útil, poisao modelar
um problema, arredondamentos dos dados experimentais, ou truncamento
de certas quantidades são feitos, o que geram fluxos próximosdo fluxo
original. A estabilidade permite então estudar o fluxo gerado a partir do
estudo do ideal.

De qualquer maneira, matematicamente, o significado preciso de esta-
bilidade (do ponto de vista topológico) é o seguinte.

Definição 1.6. Um campo de vetores X éestruturalmente estávelse existe
uma vizinhançaU ⊂ X1(M) de X tal que para todo Y∈ U existe um home-
omorfismo h: M → M que leva órbitas de X em órbitas de Y preservando
as orientações das trajetórias, isto é, se p∈ M eδ > 0, existeε > 0 tal que,
para0 < t < δ, h(Xt(p)) = Yt(h(p)) para algum0 < t < ε.

Podemos restringir o estudo a parte assintótica do sistema.

Definição 1.7. Um campo de vetores X éΩ-estávelse existe uma vizi-
nhançaU ⊂ X1(M) de X tal que para todo Y∈ U existe um homeomor-
fismo h: Ω(X)→ Ω(Y) que leva órbitas de X em órbitas de Y preservando
as orientações das trajetórias, isto é, se p∈ Ω(X) e δ > 0, existeε > 0 tal
que, para0 < t < δ, h(Xt(p)) = Yt(h(p)) para algum0 < t < ε.

Em ambos os casos, a aplicaçãoh é dita uma conjugação.

1.4 Fluxos Estrela

O teorema de Kupka-Smale diz que a hiperbolicidade detodosos elementos
críticos ocorre em um residual. Fica natural então o estudo dos sistemas



i

i

“book” — 2011/5/17 — 21:36 — page 8 — #18
i

i

i

i

i

i

8 [CAP. 1: PRELIMINARES

cujos elementos críticos são todos hiperbólicos de maneirarobusta e isto
leva a noção central abordada neste livro.

Definição 1.8.Dizemos que um campo X é estrela se existe uma vizinhança
U de X tal que se Y∈ U e y∈ Crit(Y) então y é hiperbólico.

O real motivo de definir fluxos estrela não é apenas uma extensão da
definição de fluxos Kupka-Smale e sim de toda uma teoria ao redor da
chamada conjectura da estabilidade. Tais motivos ficarão claros até o fim
deste capítulo.

Uma classe de exemplos de fluxos estrela é gerada por campos Axioma
A sem ciclos. Para isto iremos relembrar rapidamente os conceitos rela-
cionados a hiperbolicidade de conjuntos.

Definição 1.9. Um conjunto compacto invarianteΛ é dito hiperbólico se
existe uma decomposição contínua do espaço tangente TΛM = Es⊕〈X〉⊕Eu

e constantes C> 0 eλ > 0 tais que para todo x∈ Λ e t≥ 0 vale:

‖DXt(x)|Es(x)‖ ≤ Ce−λt e ‖DX−t(x)|Eu(x)‖ ≤ Ce−λt.

Observação 1.10.Uma observação muito importante na definição de hi-
perbolicidade é que ela implica que toda singularidade que oconjuntoΛ
possua tem que ser isolada no conjunto. Isto é devido à continuidade da
decomposição, que implica na continuidade das dimensões dos fibrados.
Assim, a dimensão de cada fibrado tem que ser localmente constante, e isto
claramente é falso se houver uma singularidade aproximada por órbitas
periódicas (ou mesmo regulares) dentro do conjunto hiperbólico.

Seguindo Smale [68], dizemos que um campo é Axioma A se o con-
junto não erranteΩ(X) é hiperbólico e vale

Ω(X) = Crit(X).

Os campos Axioma A formam uma classe de exemplos de campos es-
trela ao adicionarmos a condição de não-ciclos (ver apêndice A).

Exercício 1.11.Todo campo Axioma A sem ciclos é estrela.

1.5 O Lema de Franks

Resulta que o estudo de fluxos estrela esta intimamente ligado com a esta-
bilidade. Isto depende do chamadoLema de Franks.
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Em geral, o conjuntoBr(x) = {y ∈ M; d(x, y) < r} denotará a bola de
centro emx e raior, onded é a métrica induzida pela métrica Riemanniana
deM. As vezes, usaremos a notaçãoB(x, r) para tal bola.

Por compacidade, podemos assumir que a aplicação exponencialexpp :
TpM(1)→ M está bem definida para todop ∈ M (veja [23]), onde

TpM(1) = {v ∈ TpM : ||v|| ≤ 1}.

O objetivo desta seção é mostrar queΩ-estabilidade implica estrela. A
solução deste problema no caso de difeomorfismos foi dada porFranks em
[27]. Para resolvê-lo, Franks criou um lema que consegue umaperturbação
do difeomorfismo original a partir de uma perturbação da sua derivada,
mas de um modo especial: a perturbação obtida é linear nas coordenadas
exponenciais deM.

No entanto como o Lema de Franks é um resultado um pouco técnico,
sua prova será postergada até o apêndice B. Aqui vamos enunciar as versões
para singularidades e para órbitas periódicas no caso de fluxos, de um modo
conveniente. Os enunciados precisos o leitor irá encontrarno apêndice B.

Começamos com a versão para singularidades.

Lema 1.12 (Lema de Franks para singularidades). Sejam X∈ X1(M) e
σ ∈ Sing(X). Então para toda C1-vizinhançaU ⊂ X1(M) de X, existem
δ > 0 e ε > 0 tais que se L: TpM → TpM é uma aplicação linear
satisfazendo||L − DX(σ)|| < δ, então existe Y∈ U de modo que:

Y(x) = (Dexp−1
σ (x)expσ) ◦ L ◦ exp−1

σ (x), se x∈ Bε(σ)

e Y(x) = X(x) no complementar de Br(σ) para algum r> ε.

No enunciado da versão para órbitas periódicas vamos usar a seguinte
linguagem: dado um pontop que não é singularidade, chamamos detubo
de raioε centrado na órbita de pa imagem deBε(p) ∩ Σ pelo fluxo, onde
Σ é uma seção transversal emp. O objeto possui bem o significado que
o nome sugere: pegamos a bola de raioε ao redor dep dentro da seção
transversal e a levamos pelo fuxo, gerando assim um tubo. Veja a figura 1.4
no caso em que a órbita dep é periódica.

A versão para órbitas periódicas de fluxos do Lema de Franks diz que
dada uma pertubação linear da derivada do mapa de Poincaré daórbita,
existe um campo próximo que realiza este isomorfismo linear como mapa
de Poincaré, em coordenadas exponenciais. Além disso, o campo obtido
coincide com o original fora de um tubo centrado na órbita periódica.
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p

Xt (p)

B(x, ε) ∩ Σ

Figura 1.3:

p = XT (p)

Figura 1.4:

Lema 1.13(Lema de Franks para órbitas periódicas). Sejam X∈ X1(M)
e p ∈ Per(X) e P : Σ → Σ a correspondente aplicação de Poincaré, onde
Σ é uma seção transversal conveniente. ConsidereU uma C1-vizinhança
de X. Então, dadoε > 0 existe umδ > 0 com a seguinte propriedade. Se
L : Np → Np é um isomorfismo linear com||L − DP(p)|| < δ, então existe
um campo Y∈ U que satisfaz:

• Y(x) = X(x), se x não pertence ao tubo de raioε centrado na órbita
de p,

• p ∈ Per(Y) e

• se PY : Σ→ Σ é o mapa de Poincaré para Y, então

PY(x) = expp ◦ L ◦ exp−1
p (x), se x∈ Bε(p) ∩ Σ

e PY(x) = P(x) se x < Br(p) ∩ Σ, para algum r> ε tão próximo
quanto queiramos.

Na verdade, oLema de Franksé uma coleção vários resultados dife-
rentes com a mesma filosofia: produzir pertubações não-lineares de um
dado sistema, a partir de perturbações da sua linearização (a derivada).

De fato, veremos (e usaremos) outras versões, algumas mais fortes, do
lema de Franks nos próximos capítulos, enunciaremos precisamente tais
versões quando for necessário. Em particular, usaremos a versão original
(encontrada em [27]) para difeomorfismos no apêndice C destelivro.

Com as duas versões enunciadas nesta seção, obtemos o seguinte resul-
tado.

Proposição 1.14.Se X possui um elemento crítico não hiperbólico então
X não é estruturalmente estável.
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Demonstração.Faremos o caso em que o elemento crítico é uma órbita
periódica. O caso de uma singularidade é análogo.

SejaX ∈ X1(M) e p ∈ Per(X) não hiperbólico com períodoπ. Se-
jamU ⊂ X1(M) vizinhançaC1 de X e ε > 0. Considereδ > 0 dado
pelo Lema de Franks (para órbitas periódicas). Seja o mapa dePoincaré
P : Σ → Σ, deX em p. Se a seção transversal é conveniente, como obser-
vamos acima, a derivada do mapa de Poincaré é dada pelo fluxo linear de
Poincaré,Pπ : Np → Np. A rigor, para esta demonstração não é necessário
falar do fluxo linear de Poincaré e poderíamos usar uma seção transversal
qualquer. Porém, como ele será de fundamental importância nos capítu-
los que seguem, vamos acostumar o leitor com o seu uso desde já. Como
p não é hiperbólico,Pπ possui um autovalor no cículo unitário do plano
complexo.

Nesse caso, existeL : Np → Np linear, δ próxima dePπ possuindo
autovalorλ que é umaj-ésima raiz da unidade, para algumj ∈ N.

Pelo lema de Franks, existe um campoY ∈ U tal quep ∈ Per(Y) cujo
mapa de PoincaréPY : Σ→ Σ é conjugado ao mapa linearL pela aplicação
exponencial numa pequena vizinhança dep emΣ.

Logo, tomandov um autovetor deL : Np → Np associado ao autovalor
λ, temos que:

P j
Y(expp(sv)) = expp(L j sv) = expp(sv),

desde que|s| seja pequeno, de forma queexppsvesteja na vizinhança dep
onde vale a equação de conjugação.

Segue que o mapa de Poincaré deY, e portanto o fluxoYt, possuem uma
curva de pontos periódicos de períodoj em órbitas distintas. Em particular,
Y possui infinitas órbitas periódicas de períodoj.

Por outro lado, pelo teorema de Kupka-Smale, existe um campoZ próx-
imo deY com finitas órbitas periódicas de períodoj.

Isso prova queX não é estruturalmente estável. �

O que a proposição 1.14 diz é que um campo estruturalmente estável
possui somente elementos críticos hiperbólicos. Como estabilidade estru-
tural é uma propriedade aberta, isso implica que que todo campo estru-
turalmente estável é estrela. No entanto, observe que durante a prova, a
conjugação com campos suficientemente próximos somente foiusada para
mostrar que um campo com infinitas órbitas periódicas de um certo período
não pode ser conjugado a um campo que possui finitas órbitas periódicas
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com tal período (analogamente no caso de singularidades). No entanto, isto
claramente impede que os referidos campos sejamΩ-conjugados, pois to-
dos os elementos críticos fazem parte do conjunto não-errante. Desse modo
temos o seguinte resultado:

Teorema 1.15.Todo campoΩ-estável é estrela.

1.6 A conjectura da Estabilidade

Vamos resumir o que vimos até agora. Primeiramente, vimos que os sis-
temas Axioma A sem ciclos sãoΩ-estáveis. Isto gera naturalmente o se-
guinte problema, que ficou conhecido como a conjectura da estabilidade:

“Todo sistemaΩ-estável é Axioma A sem ciclos?”

Problema semelhante foi resolvido por Mañé, no colossal trabalho [45],
no caso de difeomorfismos3 e usando a noção de estabilidade estrutural.
Mais precisamente, Mañé mostrou que um difeomorfismo estruturalmente
estável que satisfaz a condição de transversalidade forte éhiperbólico (re-
comendamos [45] ao leitor, para as definições precisas).

A força dos métodos usados por Mañé permitiu a Palis, em [56],re-
solver o problema acima no caso de difeomorfismos.

De qualquer forma, Mañé já acreditava que a propriedade estrela fosse
suficiente para obter hiperbolicidade. Isto de fato é verdade e foi mostrado
por Hayashi em [33], veja também [3]. Precisamente, Hayashimostrou que
se um difeomorfismos não é aproximado por difeomorfismos com pontos
periódicos não hiperbólicos então ele é Axioma A sem ciclos.

Naturalmente, tentou-se atacar a conjectura da estabilidade para fluxos,
porém levaram-se 9 anos até que Hayashi em [32] resolveu o problema ao
mostrar seu poderosoconnecting lemma. Uma das dificuldades é mostrar
que as singularidades não são acumuladas por órbitas não-errantes, para
este fim entra oconnecting lemma. Outra dificuldade versa sobre o modo
como uma órbita periódica é destruída, no caso de difeomorfismos, a órbita
deixa de ser hiperbólica antes de desaparecer, já no caso de fluxos isto não é
mais verdade. Isto será discutido no capítulo 5. Mais ainda,apresentaremos
a prova da conjectura no capítulo 6.

3Lembramos que estamos sempre usando a topologiaC1, todos os problemas desta seção
estão em aberto para topologias maiores, isto é,Cr comr ≥ 2.
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Apresentada então a dificuldade extra no caso de fluxos, fica a pergunta
se a propriedade estrela é suficiente para que um campo seja Axioma A.
Acontece que o famosoatrator de Lorenzé um contra-exemplo para isto.
O motivo e mais exemplos serão vistos no capítulo 10.

De qualquer maneira, tais exemplos sempre apresentam singularidades,
portanto uma pergunta mais sensata é se a propriedade estrela implica hiper-
bolicidade para fluxos sem singularidades. A resposta é afirmativa e foi
dada por Gan e Wen.

Teorema 1.16(Gan-Wen). Todo fluxo estrela sem singularidades é Axioma
A sem ciclos.

A prova deste teorema será dada no capítulo 9. Como vimos no teorema
1.15, naturalmente o resultado de Gan e Wen (com uma ligeira modifica-
ção) implica o resultado de Hayashi. O leitor pode se perguntar por que
não dar apenas a prova deste resultado final. Os motivos são osseguintes:
por opção didática tentamos apresentar resultados cada vezmais fortes,
culminando no teorema de Gan e Wen, para mostrar e localizar aos poucos
as dificuldades que aparecem no problema; além disso veremoscomo as
idéias originais de Mañé e as de Liao aparecem no decorrer da teoria.

De qualquer forma, é de interesse investigar o que ocorre comcampos
estrela com singularidades, tal problema continua em aberto, porém algu-
mas respostas parciais existem e serão vistas no capítulo 10.

Outros Cenários

A conjectura da estabilidade ou mesmo o problema de saber se apro-
priedade estrela implica hiperbolicidade faz sentido em outros cenários.

Por exemplo, podemos nos restringir ao contexto de fluxos incompressí-
veis. ComoM é uma variedade Riemanniana podemos lidar apenas com
campos tais que sua divergência seja nula, isto é, divX ≡ 0. O fluxo gerado
por tal campo é dito incompressível pelo seguinte fato.

Exercício 1.17. Seja X um campo com divergência nula eLeb a medida
de Lebesgue gerada pela métrica Riemanniana, então para todo boreleano
A e para todo t∈ R temos que

Leb(Xt(A)) = Leb(A).
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Vamos denotar porX1
m(M) o espaço de campos com divergência nula,

munido da topologiaC1. Podemos definir a versão da propriedade estrela
neste cenário.

Definição 1.18.Seja X um campo emX1
m(M). Dizemos que X é incompres-

sivelmente estrela se existe uma vizinhançaU ⊂ X1
m(M) de X tal que toda

órbita crítica de Y∈ U é hiperbólica.

A diferença entre esta definição e a definição geral da propriedade es-
trela é que neste caso, em princípio, o campo pode ser aproximado por um
que possua uma órbita crítica não hiperbólica, porém o campoque aprox-
ima não terá divergência nula.

Fica claro que uma das dificuldades de estender os resultadosse deve
ao fato de que as perturbações devem ser feitas de tal forma que o campo
final ainda tenha divergência nula.

Por outro lado, veremos que a incompressibilidade implica em algumas
simplificações em certos argumentos e também torna certos resultados mais
fortes. Por exemplo, uma vez mostrado que um fluxo incompressível é
Axioma A, então automaticamente ele é Anosov. Isto simplesmente pelo
fato, que será visto na próxima seção, que para todo fluxo incompressível
temos queΩ(X) = M.

No texto, comentaremos brevemente como se dá a extensão dos resul-
tados para o contexto de fluxos incompressíveis.

Outros contextos podem ser considerados, mas não trataremos neste
livro. Existe o contexto de campos Hamiltonianos. Neste caso, os campos a
serem considerados vem da seguinte construção. Fixeω uma 2-forma dife-
rencial fechada e não degenerada emM. Dada uma função diferenciável
H : M → R, assim como fazemos para encontrar o campo gradiente u-
sando a métrica Riemanniana, podemos encontrar o campo Hamiltoniano
XH como o único campo que satisfaz a fórmula:

ω(XH(x), v) = DH(x)v para todov ∈ TxM.

Podemos então definir a propriedade estrela de maneira análoga usando
apenas estes campos na definição. Mais informações, ver [16]

Outro possível cenário são as ações de grupos. SejaG um grupo de
Lie, dizemos que uma ação deG sobre a variedadeM é uma aplicação
diferenciável da formaA : G × M → M. Neste caso, para cadag ∈ G,
podemos ver a aplicaçãoAg : M → M como um difeomorfismo, ondeAg é
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definido por:

Ag(x) := A(g, x) para todox ∈ M.

Observe que o caso em que o grupoG = Z obtemos a teoria para difeomor-
fismos, enquanto que seG = R obtemos o caso de fluxos.

Pode-se definir diversos conceitos dinâmicos para ações de grupos e
a conjectura da estabilidade faz sentido neste cenário, mesmo que ainda
esteja em aberto. Maiores detalhes ver [8].

1.7 Breves palavras sobre a Teoria Ergódica

No decorrer do livro usaremos alguns resultados básicos de teoria ergódica
que iremos apresentar nesta seção. As demonstrações destesresultados são
standarde referimos o leitor ao livro [41] para mais detalhes.

Dado f : M → M um difeomorfismo, dizemos que uma medida de
probabilidadeµ é f -invariante se para todo conjunto mensurávelA ⊂ M
temos queµ( f −1(A)) = µ(A). Se X é um campo, então dizemos que a
medidaµ éX-invariante se ela forXt-invariante para todot real. Lembrando
queXt é o fluxo gerado.

A presença de uma medida invariante acaba gerando recorrência, e isto
é o conteúdo do teorema de recorrência de Poincaré.

Teorema 1.19.Se X é um campo (resp. f é um difeomorfismo) comµ uma
medida X-invariante (resp. f -invariante) entãoµ-quase todo ponto x é um
ponto recorrente isto é x∈ ω(x).

Uma boa fábrica de medidas invariantes são as medidas órbitais. Deno-
tamos porδx a medida de Dirac associada ao pontox, isto é,δx(A) = 1 se
x ∈ A, caso contrário temosδx(A) = 0.

Teorema 1.20.Dado um ponto x∈ M, qualquer ponto de acumulação do
conjunto de medidas de probabilidade

{
1
T

∫ T

0
δXs(x)ds

}

T>0

,

é uma medida X-invariante.
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De fato, variando ligeiramente a prova deste teorema e usando a com-
pacidade deM, pode-se mostrar que dadom> 0, os pontos de acumulação
de 

1
n

n∑

i=0

δXmi(xn)


n>0

,

ondexn é uma sequência de pontos emM, ou mesmo de


1
n

n∑

i=0

δ(Yn)mi(xn)


n>0

,

ondeYn → X são medidasXm-invariantes.
As medidas obtidas por tais processos são chamadas demedidas or-

bitais.
Outra construção útil é a seguinte, dado uma medidaµ e um difeomor-

fismo f : M → M podemos definir outra medidaf∗(µ), dita opush-forward
deµ por f , através da fórmulaf∗(µ)(A) := µ( f −1(A)) para todoA mensu-
rável. Observe que nesta linguagem, dizer queµ é f -invariante equivale a
dizer quef∗(µ) = µ.

Uma medida invarianteµ é dita ergódica se dado qualquer conjuntoA
invariante pelo fluxo, isto é,Xt(A) = A para todot, temos queµ(A) = 1 ou
0.

Podemos caracterizar as medidas ergódicas da seguinte forma, se toda
funçãoµ-invariante pelo fluxo, isto é, uma funçãof : M → R tal que
f ◦ Xt(x) = f (x) paraµ-quase todox, é constante fora de um conjunto de
medidaµ-nula.

Finalmente temos o teorema de Birkhoff, central em teoria ergódica.

Teorema 1.21. Sejaµ uma medida de probabilidade invariante para f:
M → M. Então paraµ-quase todo ponto x∈ M e toda função contínuaφ
o seguinte limite existe:

lim
n→+∞

1
n

n−1∑

j=0

φ( f j(x)).

Seµ for ergódica então este limite é igual a
∫
φdµ.

O leitor pode encontrar uma prova deste teorema em [41].
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Capítulo 2

Poços e Singularidades

2.1 O Teorema de Pliss

Por decomposição espectral, uma obstrução para ser Axioma Aé ter in-
finitos poços (ou fontes). Mesmo assim poderia não ser obstrução para
Ω-estabilidade. Mas de fato é. Vamos ver nesta seção um resultado dado
por Pliss, em [59], que nos diz que um campo estrela tem finitospoços.

Teorema 2.1(Pliss). Se X é estrela então X tem finitos poços e fontes.

O resultado é intuitivo. De fato, caso um campo tenha infinitos poços
podemos intuir que estes poços vão perdendo hiperbolicidade, ou seja, há
poços com autovalores (dos respectivos mapas de Poincaré) que vão se
aproximando do círculo unitário. Então, pelo lema de Franks, seria pos-
sível obter um campoY próximo do campo original com um ponto per-
iódico não-hiperbólico e isto violaria a propriedade estrela.

De fato, veremos mais adiante (capítulo 4) que a propriedadeestrela
impedirá a presença dos tais autovalores fracos. Então mudamos um pouco
o problema e iremos mostrar que qualquer campo com força uniforme nos
seus poços não pode ter infinitos poços.

Como ferramenta para mostrar a finitude de poços, Pliss introduz um
importante resultado numérico, que se mostrou muito útil emoutras situa-
ções, ver [2], [77], e tambem [11].

17
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18 [CAP. 2: POÇOS E SINGULARIDADES

Lema 2.2(Lema de Pliss). Dadosε > 0, a ∈ R e c> 0, então existe K> 0
tal que se H: [0,T] → R é de classe C1 e satisfaz H(0) = 0, H(T) < cT e
inf H′ > a, então o conjunto

Pε = {t ∈ [0,T]|H(s) − H(t) ≤ (c+ ε)(s− t) para todo s∈ [t,T]},

tem medida de Lebesgue maior do que KT.

Demonstração.DefinaG(s) = H(s) − (c+ ε)s. Temos queG(0) = 0 e por
hipóteseG(T) < −εT. Podemos então, já que a função tem que decrescer,
definir dois tipos de sequências, ambas podendo ser finitas.

Seja{ai} uma sequência de pontos críticos deG tal que sex > ai en-
tãoG(x) < G(ai), caso existam apenas finitos pontos com tal propriedade,
definimos o último termo da sequência comoa j = T. De qualquer maneira,
como a função tem partes em que tem que decrescer temos queai → T.

Seja também{bi} uma sequência tal quebi é o primeiro número tal que
bi > ai eG(bi) = G(ai+1).

SejaB = − inf G′, comoG tem que acabar decrescendo, esteB é estri-
tamente positivo. Pelo Teorema do valor médio obtemos que:

G(ai) −G(bi)
B

≤ bi − ai.

Afirmamos que
⋃

i(ai , bi) ⊂ Pε . De fato isso é verdade pela seguinte
observação:

H(s) − H(t) = H(s) − (c+ ε)s− (H(t) − (c+ ε)t) + (c+ ε)(s− t)

= G(s) −G(t) + (c+ ε)(s− t).

Assim,

G(s) −G(t) + (c+ ε)(s− t) < (c+ ε)(s− t) se, e só seG(s) < G(t).

Agora tomet ∈ (ai, bi), para algumi. Se para algums > t tivermos que
G(s) = G(t), observe que isto implicará a existência de um ponto crítico
que satisfazai+1, logo por definição debi , temos quet = bi . Mas isto gera
uma contradição comt ∈ (ai , bi).

Assim,

Leb(Pε) >
∑

i

(bi − ai) ≥
∑

i

G(ai) −G(bi)
B

=

=
∑

i

G(ai) −G(ai+1)
B

=
G(a1) −G(T)

B
.
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[SEC. 2.1: O TEOREMA DE PLISS 19

ComoG(a1) ≥ 0, uma vez que é o máximo global deG, temos que

Leb(Pε) ≥
−G(T)

B
≥
εT
B
,

Para completar a prova basta observar queG′(t) = H′(t) − (c + ε), e
comoB = − inf G′ ≥ (c+ ε) − A, temos que

Leb(Pε)
T

≥
ε

c+ ε − A
= K,

ondeK é uma constante. E isto conclui a prova. �

Aplicaremos este lema, substituindo a funçãoH pela norma da in-
versa da derivada de um poço periódico em que enxergamos contração no
período. O que esse lema nos diz é que existem muitos intervalos de tempo
ao longo da órbita, tal que enxergamos contração uniforme, possivelmente
um pouco pior, nesses pedaços de órbita.

O próximo lemma nos diz que os poços de um fluxo estrela apresentam
contração uniforme. Isto será apresentado mais a frente, noteorema 4.131

num contexto muito mais geral. Obviamente, por reversão no tempo, um
resultado análogo vale para fontes.

Lema 2.3. Se X é estrela então existem constantes m∈ N, σ < 0 e uma
vizinhançaU de X na topologia C1 tal que se Y∈ U então todo poço
periódico de Y com período maior que m apresenta contração uniforme no
período dada porσ.

Prova do teorema 2.1.A demonstração será feita para poços, de maneira
análoga pode-se mostrar a finitude de fontes.

Sejampn os poços periódicos. Pelo teorema de Hartman-Grobman, o
período deles não pode ser limitado. Fixeσ e m dados pelo lema anterior.
Tome n grande o suficiente tal queπ(pn) > m e sejaσ1 = σ + ε < 0.
Pelo lema 2.2, existem muitost′s em [0, π(pn)] com contração uniforme
em arcos de órbitas, isto é,

||DXs(Xt(pn))| | < σ1(s− t); para todos ∈ [t, π(pn)].

Por continuidade da derivada, exister > 0 tal que sezestá na bolaB :=
B(Xt(pn), r) então||DXs(z)| | < σ2 < 0. Assim, isto nos diz queXs−t(B) ⊂ B,

1Como lidamos com poços, e por compacidade, a estimativa dadapelo teorema 4.13 para
Pt

X pode ser usada paraDXt.
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20 [CAP. 2: POÇOS E SINGULARIDADES

mas então pelo teorema do ponto fixo de Brouwer [49] existe umaórbita
periódica emB, ou seja,q ∈ Per(X) tal queO(q) ⊂ B. Mas entãoB é
uma bacia paraO(q) e O(pn) ∩ B , ∅. Mas uma órbita periódica não pode
estar na bacia de uma outra órbita periódica. Esta contradição conclui a
demonstração. �

2.2 Explosões

Nesta seção observamos que a presença de ciclos entre a variedade estável
e instável de singularidades é uma obstrução para aΩ-estabilidade no caso
Axioma A. Ou seja, se mostrarmos queΩ-estabilidade implica que o campo
é Axioma A, então de fato, temos que o campo é Axioma A sem ciclos.

Teorema 2.4. Se X ∈ X1(M) é Axioma AΩ-estável, então não existem
ciclos entre as peças básicas de sua decomposição espectral.

Demonstração.A demonstração será divida em dois casos. Mas a idéia
toda da demonstração está em mostrar que dado umn-ciclo, comn ≥ 2,
então existe umn−1-ciclo após uma pequena perturbação. Com isso iremos
gerar pontos que em princípio não deveriam estar no não errante, mas de
fato estão. Ou seja de certa forma estamos “explodindo” o não-errante.

No primeiro caso vamos supor queσ0, σ1, . . . , σn é umn-ciclo formado
apenas por singularidades. Sejamx ∈ Wu(σ0) ∩Ws(σ1) e y ∈ Wu(σ1) ∩
Ws(σ2). O ingrediente principal para criar on − 1-ciclo é oλ-lema. Para
isso basta observar que qualquer disco pequeno transversala Ws(σ1) em x
acumula emy no futuro, ou seja, seD é um disco pequeno transversal a
Ws(σ1) emx entãoy ∈

⋃
t≥0 Xt(D).

Fazendo uma pequena perturbação com suporte emx e y obtemosY
próximo deX com uma interseção entreWu(σ0) eWs(σ2), criando umn−1-
ciclo, pois teremos pontos arbitrariamente próximos da variedade instável
deσ0 que acumulam emy.

Fazendo esse processo um número finito de vezes conseguimos obter
Y com um 1-ciclo, ou seja,Wu(σo) ∩Ws(σ0) , ∅. Mas primeiro observe
que pelaΩ-estabilidade os conjuntos não-errantes deX eY são conjugados,
porém sexestá nessa interseção do 1-ciclo, entãox faz parte do não-errante,
isso segue doλ-lemma, porém ele não deveria estar, pelaΩ-estabilidade.
Isso também justifica o termo deΩ-explosão.
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[SEC. 2.2: EXPLOSÕES 21

x y

σ0

σ1

σ2

D

Figura 2.1:

Vamos investigar agora o caso geral, ou seja, em que há conjuntos que
não são singularidades non-ciclo. SejaΩ0, . . . ,Ωn umn-ciclo de conjuntos
hiperbólicos. Primeiro notemos que, no caso de fluxos, sez ∈ Ωi temos que

dimWs(O(z)) + dimWu(O(z)) = dim M + 1,

já queWω(O(z)) =
⋃

t Wω(Xt(z));ω = s, t. Observe que devido a isso
podemos supor que para o índicei = 1 temos que

dimWs(O(z1)) + dimWu(O(z2)) ≥ dim M + 1,

ondez1 ∈ Ω1 e z2 ∈ Ω2.
Se x ∈ Ws(Ω0) ∩ Wu(Ω1) e y ∈ Ws(Ω1) ∩ Wu(Ω2), como estamos

no caso Axioma A, então existemz0 ∈ Ω0, z1, q1 ∈ Ω1 e z2 ∈ Ω2 tais
que x ∈ Ws(O(z0)) ∩ Wu(O(z1)) e y ∈ Ws(O(q1)) ∩ Wu(O(z2)). Pela ob-
servação acima, temos dimensão suficiente para tornar a interseção emy
transversal, caso ela não seja. Usando a densidade das órbitas periódicas
e transitividade, podemos supor queγ = O(q1) é uma órbita periódica e
queO(z1) está próxima deγ. Peloλ-lema, uma vez que a interseção em
y é transversal, temos queWs(γ) ⊂ Wu(O(z2)). E pela variação contínua
de partes compactas das variedades invariantes, temos então quex é próx-
imo deWu(O(z2), e, pelo mesmo argumento do caso anterior, fazendo uma
pequena perturbação perto dex temos queWs(O(z0)) ∩Wu(O(z2)) , ∅.
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22 [CAP. 2: POÇOS E SINGULARIDADES

Criamos então umn− 1-ciclo, fazendo isso um número finito de vezes
obtemos um 1-ciclo o que gera um ponto longe deΩ que é não-errante,
mais uma vez “explodindo” o não-errante. O que conclui a prova. �

2.3 O Connecting Lemma de Hayashi

Nesta seção introduziremos oconnecting Lemmade Hayashi, que desem-
penhará um papel importante ao longo do texto.

SejaΛ um conjunto hiperbólico isolado eU = viz(Λ) uma vizinhança
isoladora. Denotaremos por

W∗ε (Λ) =
⋃

p∈Λ

W∗ε (p) onde∗ = s, u;

as variedades estável e instável local deΛ. Consideraremos os seguintes
domínios fundamentais:

Ds =Ws
ε (Λ) − X1(Ws

ε (Λ)) e Du =Wu
ε (Λ) − X−1(Wu

ε (Λ)).

Definição 2.5. Uma sequência de órbitas finitas{γk} de X é chamada uma
sequência quase-homoclínica associada aΛ seγk acumula em Ds e Du, e
γk ∩ Uc

, ∅ para todo k.

O connecting lemmatrata da criação de um ponto homoclínico por uma
pequena perturbação, na presença de uma sequência quase-homoclínica.

Teorema 2.6(Connecting Lemma de Hayashi [32]). Dados X∈ X1(M),
uma C1-vizinhançaU de X e um conjunto hiperbólico isoladoΛ. Se X
tem uma sequência quase-homoclínica associada aΛ então existe Y∈ U
que coincide com X em uma vizinhança deΛ e que possui um ponto homo-
clínico associado aΛ.

Ilustramos o Connecting Lemma na figura abaixo supondo que o con-
junto hiperbólico isoladoΛ é apenas uma singularidadeσ.

Versões um pouco mais gerais doconnecting lemmaapareceram depois
em [76], [75], entre outros. O enunciado que apresentamos aqui aparece
em [30]. Para diferenciá-lo, damos outro nome.

Teorema 2.7(Connecting Lemma Tunado). Seja X∈ X1(M), e z∈ M −
Crit(X). Então para qualquerU = viz1(X), existem constantesρ > 1,T >
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[SEC. 2.3: O CONNECTING LEMMA DE HAYASHI 23

X Y

σ = Λ σ = Λ
U

U

Figura 2.2: Connecting Lemma

1 e δ0 > 0 tais que para qualquer0 < δ ≤ δ0 e qualquer par de pontos x, y
que estão fora de um tudo∆(δ) =

⋃
t∈[0,T] B(Xt(z), δ). Se a órbita positiva

de x e a órbita negativa de y ambas atingem B(z, δ
ρ
), então existe Y∈ U tal

que Y≡ X fora de∆(δ), y está na órbita positiva de x e a Y-órbita de x até
y atinge B(z, δ).

x y

δ
δ
ρ

z

XT (z)

Figura 2.3: Antes da perturbação

x y

Figura 2.4: Após a pertur-
bação

O que essa versão do Connecting Lemma nos diz é que podemos jun-
tar a órbita de dois pontos contanto que as órbitas deles passem um tempo
suficientemente grande próximas uma da outra. Para ilustrarque este enun-
ciado é um pouco mais geral, vamos mostrar que ele implica oconnecting
lemmade Hayashi para pontos periódicos.

Proposição 2.8. Seja O(p) ∈ Per(X) uma órbita periódica hiperbólica
de um campo X e dois pontos x∈ Ws(O(p)) − ({O(p)} ∪ Crit(X)) e y ∈
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24 [CAP. 2: POÇOS E SINGULARIDADES

Wu(O(p)) − ({O(p)} ∪ Crit(X)). Se existirem pontos xn ∈ M − Crit(X) e
tempos tn > 0 tais que xn → x e Xtn(x)→ y. Então para toda vizinhançaU
de X existe Y∈ U tal que Y≡ X em uma vizinhança de O(p) e existe um
ponto homoclínico z de O(p) com respeito a Y.

Demonstração.A demonstração inteira é basicamente verificar que as con-
dições doconnecting lemmasão satisfeitas e controlar o tamanho dos tubos
para que possamos obter o que queremos sem modificar outras regiões.

Como por hipótesex, y < X1(M), então existem constantesρx, ρy >

1;Tx,Ty > 1;δx, δy > 0 dados pelo Connecting Lemma aplicados ax e y.
Tomemos entãoρ = maxρx, ρy, T = maxTx,Ty e δ0 = minδx, δy.

Vamos supor quex e y não estão na mesma órbita, pois caso contrário
teriamos quex ∈ O(p) e isso nos diz que a variedade instável acumula na
variedade estável, e apenas com uma perturbação com um pequeno suporte
emx nos daria o ponto homoclínico desejado. Temos então que os pedaços
de órbitasAx = X[0,−T](x), Ay = X[0,T](y) e O(p) são todos disjuntos uns
dos outros. Agora tomemosδ ≤ δ0 e η > 0 pequenos tais que os tubos⋃

t∈[0,−T] B(Xt(x), δ),
⋃

t∈[0,T] B(Xt(y), δ), Ws
η(O(p))−O(p) eWu

η (O(p))−O(p)
são disjuntos.

SejaU uma vizinhança dex pequena. Agora tomemosδ1 ≤ δ pequeno
suficiente tal queB(x, δ1) ⊂ U e seja

∆x(δ1) =
⋃

t∈[0,−T]

B(Xt(x), δ1),

Note que comox ∈Ws(O(p)) existeqx ∈Ws
η(O(p)) tal que a sua órbita ne-

gativa de atingeB(x, δ1
ρ

) emh = X−t1(qx). Observe queO+(qx) ⊂Ws
η(O(p)),

essa observação nos diz que ao fazermos a perturbaçãoqx ainda estará na
variedade estável. Agora repare que pela mesma observação feita no início
da demonstração, se o pedaço de órbita deh atéqx, chamaremos deJ, tiver
y então conseguimos criar o ponto homoclínico. Então assuma quey < J,
como assumimos, temos queAy ∩ J = ∅.

Paray procedemos da mesma forma. Tome 0< δ2 ≤ δ tal que o tubo
∆y(δ2) =

⋃
t∈[0,T] B(Xt(y), δ2) é disjunto deJ. Como antes, encontramos

qy ∈ Wu
η (O(p)) tal que a órbita positiva deqy atingeB(y, δ2

ρ
) em Xt2(qy).

Observe que temos tambémO−(qy) ⊂ Wu
η (O(p)). Agora temos tudo pronto

para terminar a demonstração.
Por hipótese temos que existem sequênciasxn → y e sn > 0 tal que

yn = Xsn(xn) → x. Agora tomen grande suficiente tal quexn ∈ B(y, δ2
ρ

) e
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yn ∈ B(x, δ1
ρ

). Note queyn e qy ambos estão fora do tubo∆y(δ2). Logo pelo
Connecting Lemma obtemos que existeZ ∈ U tal queZ = X fora de∆y(δ2)
e yn está na órbita futura deqy, mas pela observação feita acima,qy ainda
está na variedade estável deO(p(Z)). Agora note queqx e qy estão fora de
∆x(δ1) e tanto a órbita futura deqy como a órbita passada deqx atingem
B(x, δ1

ρ
), aplicando o Connecting Lemma mais uma vez, obtemosY ∈ U

tal queY = Z fora de∆x(δ1), logo Y = X fora de∆x(δ1) ∪ ∆y(δ2), e qx

está na órbita futura deqy. Porém temos queqy está na varieadade instável
de O(p(Y)) e qx está na variedade estável deO(p(Y)), logo criamos uma
interseção homoclínica, o que conclui a prova. �

Como aplicação doconnecting lemmaveremos que um fluxoΩ-estável
não pode ter singularidades aproximadas por órbitas não-errantes, ou seja,
as singularidades tem que estar afastada das órbitas periódicas.

Teorema 2.9. Se X∈ X1(M) éΩ-estável então S ing(X) ∩ Per(X) = ∅.

Demonstração.Suponha que existeσ ∈ Sing(X) ∩ Per(X). Seja{γk} ⊂

Per(X) tal queγk acumula emσ. Primeiramente, usando o teorema 1.15,
temos queσ é hiperbólico. Note que pelo teorema de Hartman-Grobman
{γk} fornece uma sequência quase-homoclínica.

SejaU aC1-vizinhança deX dada pelaΩ-estabilidade. Peloconnecting
lemmaexisteY ∈ U com um ponto homoclínicop associado aσ.

Não pode haver interseção homoclínica associada a uma singularidade
quando o campo éΩ-estável. Com efeito,Y também éΩ-estável. Pelo
λ-lema temos quep ∈ Ω(Y). SejaV uma vizinhança deY dada pelaΩ-
estabilidade. TomeZ ∈ V ∩ KS e denote porh : Ω(Y) → Ω(Z) a Ω-
conjugação. Daíh(p) é um ponto homoclínico associado ah(σ) ∈ Sing(Z).
Porém comoZ ∈ KS, Z não possui interseção homoclínica associada a uma
singularidade2. PortantoPer(X) ∩ Sing(X) = ∅. �

Esse corolário nos diz também que, ao longo desse livro, quando es-
tivermos estudando os camposΩ-estáveis, basta estudarmos as órbitas peri-
ódicas. De fato o Connecting Lemma desempenha um papel fundamental
na demonstração de queΩ-estabilidade implica em Axioma A.

2Pois a direção do campo estaria na interseção do espaço estável com o instável, nessa
interseção homoclínica, e portanto não haveria dimensão suficiente para gerar o espaço tan-
gente.
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Capítulo 3

Índices, Limites
Fundamentais, Interseções
Heteroclínicas e outras
coisas da vida

Neste capítulo introduzimos diversos objetos que aparecemno estudo de
propriedades hiperbólicas de sistemas dinâmicos. Isto envolve o conceito
de índices de elementos críticos, conjuntos pré-periódicos, a topologia de
Hausdorff, limites fundamentais e interseções heteroclínicas.

3.1 Índices

Definição 3.1. Seja p um ponto periódico hiperbólico para um campo X.
Então ele é um ponto fixo hiperbólico para seu mapa de PoincaréP. O
índice de p é a dimensão do espaço estável de p com respeito a P.

Segue da definição que todo pontoq na órbitaO(p) tem o mesmo índice
de p. Uma outra observação simples que decorre do teorema de decom-
posição espectral é que para um campo Axioma A, os pontos periódi- cos
de uma peça básica tem mesmo índice.

26
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Lema 3.2. SejaΛ uma peça básica da decomposição espectral de X, um
campo axioma A, então existe i∈ N tal que todo ponto periódico p∈ Λ
tem índice i.

Demonstração.É suficiente provar que seEs⊕Eu é a decomposição hiper-
bólica deΛ então dimEs é constante, onde, como de costumes denota a
parte estável (contratora) da decomposição eu a parte instável (expansora).
Mas isto é fácil uma vez queΛ é transitivo. Com efeito, sejaa ∈ Λ tal
queω(a) = Λ. Por um lado, como cadaXt é um difeomorfismo, e a de-
composiçãoEs ⊕ Eu é invariante, temos que dimEs é constante ao longo
da órbita dea. Como a órbita dea é densa e os subespaçosEs variam con-
tinuamente, segue que para todox ∈ Λ, dimEs(x) = dimEs(a). Isto prova
o lema. �

Como o índice é um número inteiro, então é de se esperar que eleseja
localmente constante, em relação a variação da órbita periódica hiperbólica.

Lema 3.3. Seja O(p) uma órbita periódica hiperbólica de X com índice i
então o índice de OY(pY) é i, onde OY(pY) denota a Y-órbita da continu-
ação analítica de pY.

Demonstração.ComoO(p) é um órbita periódica hiperbólica de índicei,
é, em particular, um conjunto hiperbólico de índicei. O Lema, então, é
uma consequência automática da robustez de conjuntos hiperbólicos. �

Por razões semelhantes, vale o seguinte, os índices das peças básicas de
um campo Axioma A são robustos, ou seja, seY é um campoC1 suficiente-
mente próximo de um campo Axioma A, com uma peça basicaΛ de índice
i, entãoY também possui um conjunto hiperbólico isolado e transitivode
índicei, digamosΛY, que está contido numa vizinhança que contémΛ.

3.2 Conjuntos Pré-Periódicos

Obviamente as órbitas periódicas são importantes na descrição da dinâmica
de um sistema. Também são importantes certas órbitas que são“quase”-
periódicas. Aqui apresentamos tais órbitas e nos próximos capítulos ficará
claro a relação que estas tem com os fluxos estrela.
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Definição 3.4.Dizemos que um ponto p é pré-periódico se existem sequên-
cias Xn → X e pontos periódicos pn ∈ Per(Xn) tais que pn → p. Se
além disso todos os pontos periódicos tem índice i então dizemos que p
é um ponto i-pré-periódico. O conjunto dos pontos pré-periódicos de X é
denotado porPer∗(X) e o dos i-pré-periódicos de X é denotado porPer∗i (X)

Outra maneira de definir um ponto pré-periódicop é dizer que dada uma
vizinhançaU de p e umaC1-vizinhançaU deX, sempre existemY ∈ U e
q ∈ Per(Y) ∩ U. O casoi-pré-periódico requer ainda queq tenha índicei.
Note que se dimensão deM éd então Per∗(X) =

⋃d−1
i=0 Per∗i (X).

Com consequência imediata da definição temos quePer(X) ⊂ Per∗(X).
Note também que Per∗(X) é invariante. Com efeito, sex ∈ Per∗(X) e T
é fixo, então, por continuidade, dadaV = viz(XT(x) existeU = viz(x) e
U = viz(X) tais que seY ∈ U ey ∈ U entãoYT(y) ∈ V.

No caso Axioma A, teríamos por definição que o não-errante estaria
contido no conjunto pré-periódico. Uma pergunta natural é se isso ocorre
com alguma generalidade. A resposta foi dada por Pugh em [60]e é co-
nhecido como oclosing lemma.

Teorema 3.5(Closing Lemma). Seja X um campo e p∈ Ω(X). Então para
toda C1-vizinhançaU de X e U uma vizinhança de p existe Y∈ U e um
ponto periódico q∈ Per(Y) ∩U.

Assim, obtemos a inclusão:

Ω(X) ⊂ Per∗(X).

Vale a pena lembrar que Pugh usou oclosing lemmapara demonstrar
seu Teorema de Densidade Geral, que diz queC1-genericamenteΩ(X) =
Per(X), ver [61].

Uma pergunta natural é se vale a inclusão contrária. Porém isto é falso.

Exercício 3.6. Se X é um campo Axioma Acom ciclos então existe um
ponto pré-periódico porém errante.

O leitor mais experiente pode notar que talvez a igualdade seja vál-
ida genericamente, devido aos trabalhos de Carballo-Morales-Pacífico [20],
uma vez que não há ciclos genericamente (em um contexto mais geral).
Outra pergunta natural é se a primeira inclusão se mantêm se trocarmos
periódicos pori-periódicos. Isto segue de um resultado devido a Wen [74].
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Proposição 3.7.Genericamente temos quePer∗i (X) = Peri(X). Em parti-
cularΩ(X) = Per∗(X).

A prova desta proposição usa um argumento clássico na teoriagenérica.
Além de prová-lo, iremos comentar no decorrer da prova o método pois ele
pode ser (e é) útil para demonstrar outros resultados.

Demonstração.Primeiro localizamos o problema, no caso, tomamos uma
base enumerável de abertos{Un} deM (por compacidade).

Depois, em cada peça local definimos o conjunto que contêm a pro-
priedade que nos interessa, no caso, definimosAn como o conjunto de cam-
posY que possuem um ponto periódico de índicei emUn. Observe que o
conjuntoAn é aberto por hiperbolicidade, isto é muito importante.

Em seguida, definimos o conjunto que robustamente não possuia pro-
priedade que queremos na peça local. Neste caso, definimosBn como o
conjunto dos camposY tais que existe uma vizinhançaU tal que todo
Z ∈ U não possui um ponto periódico de índicei em Un. Observe que
outra maneira de escrever este conjunto é

Bn = X
1(M) − An.

Agora,como An é aberto, então temos queAn∪ Bn é aberto e denso em
X1(M)! E é isto que vai fazer o argumento funcionar. Pois então o seguinte
conjunto é residual:

R =
⋂

n

(An ∪ Bn).

Seja entãoX ∈ R e suponha quex ∈ Per∗i (X). Dada uma vizinhançaV
dex sempre existen tal queUn ⊂ V ainda é vizinhança dex e por definição
X ∈ An ∪ Bn.

Mas por definição de pontoi-pré-periódico, temos queX < Bn. Logo
X ∈ An e por definição deAn isto diz queX tem um ponto periódico de
índicei emUn. ComoV é qualquer,x ∈ Peri(X). Isto mostra que Per∗i (X) ⊂
Peri(X). E como a inclusão contrária é óbvia, a primeira parte da proposição
está demonstrada. A segunda parte segue doclosing lemma. �

3.3 A Topologia de Hausdorff e Aplicações

Nesta seção analisamos a variação que o conjunto de pontos periódicos (ou
uma decomposição espectral) sofre na presença da propriedade estrela.
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Defina o espaço métricoK(M) como o conjunto de todos os subcon-
juntos compactos deM munido com a métrica de Hausdorff:

dH(A, B) = max{sup
x∈A

d(x, B), sup
y∈B

d(y,A)}.

Dados espaços métricosX e Y. Uma aplicaçãoF : X→ K(Y), é semi-
contínua inferiormente emx ∈ X se, para todo abertoV deY intersectando
F(x), podemos encontrar uma vizinhançaU dex emX tal queV∩F(y) , ∅
para todoy ∈ U. Dizemos queF é semicontínua inferiormente seF é
semicontínua inferiormente em todox ∈ X.

Já uma aplicação do tipos : X → N é semicontínua inferiormente em
x ∈ X se existe uma vizinhançaU dex tal ques(y) ≥ s(x) para todoy ∈ U.
A aplicaçãosé semicontínua inferiormente se o é para todox ∈ X.

Lema 3.8 (Continuidade Genérica). Sejam X e Y espaços métricos com-
pletos e uma aplicação F: X→ K(Y). Se F é semicontínua inferiormente
então existe um residualR de X tal que todo ponto emR é ponto de con-
tinuidade para F. O mesmo vale para a aplicação s: X→ N.

Definição 3.9. Dizemos que uma vizinhançaU de um campo estrela X
satisfaz ahipótese (H j) se todo campo Z∈ U éΩ-conjugado a X. Além
disso existe um residualR ⊂ U tal que para todo campo Y∈ R o conjunto⋃ j

i=0 Peri(Y) é hiperbólico.

Note que seU satisfaz a hipótese (H j) então todo campoZ ∈ U é
estrela pelo teorema 1.15. Além disso, pelo teorema de decomposição es-
pectral, para cadaY ∈ R temos que:

j⋃

i=0

Peri(Y) = Λ1(Y) ∪ · · · ∪ Λs(Y)(Y)

onde cadaΛi(Y), 1 ≤ i ≤ s(Y), é uma peça básica hiperbólica. Em particu-
lar, isto define uma aplicaçãos : R → N.

Considere então a aplicação

F : U → K(M)

Y 7→

j⋃

i=0

Peri(Y)
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Lema 3.10. Se a vizinhançaU de X satisfaz a hipótese(H j) então existe
um residualR j ⊂ U tal que todo Y emR j é ponto de continuidade de F.

Demonstração.Pelo Lema 3.8 basta provar queF é semicontinua inferior-
mente emR.

Definimos os mapasFN : U → K(M) assim: FN(Y) é a união dos
pontos periódicos de índice menor quej + 1 e período menor queN.

Pela hiperbolicidade dos pontos periódicos emU, para cadaY ∈ U,
FN(Y) é uma união finita de órbitas periódicas. Logo, o índice dessas ór-
bitas periódicas se mantêm. Assim, cadaFN é uma função contínua.

Finalmente, observe queF(Y) é o fecho da união (crescente) dosFN(Y).
Basta então usar o seguinte exercício:

Exercício 3.11. Se F(Y) = ∪N∈NFN(Y) para todo Y∈ U e FN é contínua
para todo N, então F é semicontínua inferiormente.

E isto termina a prova do lema. �

Com este lema, obtemos informação sobre a funçãos.

Lema 3.12. SejaU uma vizinhança de X que satisfaz a hipótese(H j) eR j

o residual dado pelo lema anterior. Então, a aplicação s|R j∩R : R j∩R → N

é semicontinua inferiormente.

Demonstração.ComoR eR j são residuais, sua interseção é residual e, por
abuso de notação, vamos denotar esta interseção porR j . Basta mostrar que
fixadoY ∈ R j e um número realr < s(Y) existe uma vizinhançaV deY tal
que para todoZ ∈ V ∩ R j temos quer < s(Z).

Por hiperbolicidade e continuidade do mapaF em Y temos que para
cadai existeUi uma vizinhança deΛi(Y) eUi uma vizinhança deY tais
que seZ ∈ Ui ∩ R j então a continuação deΛi(Y), digamosΓi , paraZ está
contida emUi e alem disso todos os pontos periódicos com índice menor
que j + 1 deZ estão contidos na união dosUi ’s.

Por estabilidade, temos queΓi possui pontos periódicos densos de índi-
cel ≤ j. Ou sejaΓi ⊂

⋃ j
i=0 Peri(Z). Em particular, por transitividade, existe

um únicom tal queΛm(Z) contêmΓi .
SejaV =

⋂
Ui , e escolhaUi ’s 2-2 disjuntos. Assim, cadaΓi está

contido em um únicoΛm(i)(Z) e m(i) , m( j) se i , j, uma vez que cada
Λl(Z) é conexo. De fato, senão existiria um abertoV disjunto dosUi ’s
possuindo um ponto periódico. Isto é um absurdo com a continuidade deF
no pontoY. Em particular,r < m(Z). �
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O próximo resultado segue como corolário imediato do lema anterior.

Teorema 3.13.Suponha que a vizinhançaU de X satisfaz a hipótese(H j),
então existe um residualR′ emU tal que a restrição s|R′ : R′ → N é
constante.

3.4 Limites Fundamentais

Em seguida analisaremos certos conjuntos obtidos por limites na topologia
de Hausdorff. A teoria hiperbólica nos diz que as órbitas periódicas são
uma espécie de tijolinhos para obter algum tipo de hiperbolicidade mais
geral. É bem conhecido que o limite na topologia de Hausdorff de uma
sequência de órbitas periódicas é um conjunto invariante. Porém, nem todo
conjunto invariante pode ser obtido dessa forma. Para distinguir tais con-
juntos, aparece a noção de limite fundamental.

Definição 3.14.Um conjunto compacto e invarianteΛ é umlimite funda-
mentalse existe uma sequência de órbitas periódicas O(pn) de campos Yn,
tais que Yn → X na topologia C1, e O(pn)→ Λ na topologia de Hausdorff.

O closing lemmapode ser usado para gerar limites fundamentais. De
fato vale o seguinte exercício.

Exercício 3.15. Todo conjunto compacto, invariante e transitivo é um li-
mite fundamental.

Por outro lado, como vimos na seção passada, o índice de um ponto
periódico desempenha um papel importante, e nada mais justoque passar
tal noção para os limites fundamentais.

Definição 3.16.Um limite fundamentalΛ é dito ser um i-limite fundamen-
tal se as órbitas Pn da definição anterior tem todas índice i.

O conceito de limite fundamental aparecerá em diversos pontos neste
livro. Em particular ao estender resultados sobrePer(X) para limites fun-
damentais.
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3.5 Interseções Heteroclínicas

Nos próximos capítulos enfrentaremos o problema de descartar a existência
de ciclos heterodimensionais em um fluxo estrela, tais são formados por in-
terseções heteroclínicas. Portanto precisamos estudar tais interseções. Ire-
mos obter alguns resultados nesta linha nesta seção.

Definição 3.17.Sejam X um campo e p, q pontos periódicos hiperbólicos.
Dizemos que eles sãohomoclinicamente relacionadosse Ws(O(p)) inter-
secta transversalmente Wu(O(q)) e Wu(O(p)) intersecta transversalmente
Ws(O(q)).

Exercício 3.18. Podemos definir uma relação entre pontos periódicos hi-
perbólicos dizendo que p é relacionado a q se p e q são homoclinicamente
relacionados. Prove que isso define uma relação de equivalência.

O próximo resultado lida com o problema de criar interseçõesentre
órbitas periódicas próximas a um conjunto hiperbólico. Antes de enunciá-
lo vamos lembrar uma definição importante.

Definição 3.19.Dado um campo X qualquer, um compactoΓ ⊂ M invari-
ante pelo fluxo é ditotransitivo por cadeiasse, para todoε > 0 e quaisquer
x, y ∈ Γ existe umaε-cadeia ligando x a y, i.e, sequências{xi}

n
i=1 ⊂ M,

{ti}n−1
i=1 ⊂ [1;+∞), com x1 = x, xn = y e d(Xti (xi), xi+1) < ε.

O exercício a seguir é bastante elementar, mas fornece exemplos de
conjuntos transitivos por cadeias.

Exercício 3.20. Um compactoΛ invariante pelo fluxo é ditotransitivose
possui um ponto cuja órbita positiva é densa emΛ. Prove que a seguinte
condição é suficiente para transitividade: dados quaisquerdois abertos
U, V emΛ, existe um tempo t> 0 tal que Xt(U)∩V , ∅. Conclua daí que,
para todo x∈ M, ω(x) eα(x) são conjuntos transitivos. Finalmente, prove
que todo conjunto transitivo é transitivo por cadeias.

Proposição 3.21.SejaΛ um conjunto hiperbólico transitivo por cadeias
para X. Vamos supor que ele não tem singularidades e que não é poço
nem fonte, isto é,1 ≤ Ind(Λ) ≤ d − 2. Então existe uma vizinhançaU
de X e uma vizinhança U deΛ tal que para todo Y∈ U e duas órbitas
periódicas de Yinteiramentecontidas em U então elas são hiperbólicas e
homoclinicamente relacionadas.
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Demonstração.Começamos fazendo duas observações elementares da teo-
ria hiperbólica básica: para conjuntos hiperbólicos, quaisquer dois pontos
suficientemente próximos são homoclinicamente relacionados, isto segue
do Teorema da Variedade Estável (basta usar transversalidade e continuida-
de das variedades invariantes e notar que estas possuem um tamanho uni-
formemente limitado por baixo). A segunda é que quaisquer dois pontos de
uma mesma órbita periódica são homoclinicamente relacionados.

Por um lado, a robustez de conjuntos hiperbólicos nos permitirá obter
interseções transversais (relativamente a qualquer campoY próximo de X)
para pontos próximos, e perto deΛ, devido a primeira observação acima.
Por outro lado, peloshadowing lemma, iremos obter uma órbita periódica
“densa” (digamos,β densa, comβ pequeno) emΛ. Assim, duas órbitas
periódicas deY suficentemente próximas deΛ terão interseções transver-
sais com pontos da órbita “densa”, e portanto serão homoclinicamente rela-
cionadas com a órbita “densa” e como a relação homoclínica é transi-
tiva, obteremos que as referidas órbitas devem ser homoclinicamente rela-
cionadas. Vamos aos detalhes.

Primeiro usamos robustez de conjuntos hiperbólicos, e obtemosU0 viz-
inhançaC1 de X e δ > 0 tais que para todo campoY ∈ U0, o invariante
maximal daδ-vizinhançaV deΛ, por Y, Γ = ∩t∈RYt(V) é um conjunto
hiperbólico. Logo, pela primeira observação acima, existe0 < ε < δ tal
que para todoY ∈ U0, sed(x, y) < ε e O(x) e O(y) estão contidos emV,
entãoWs(OY(x)) e Wu(OY(y)) bem comoWs(OY(y)) e Wu(OY(x)) se inter-
sectam transversalmente.

Em segundo lugar, por compacidade podemos cobrirΛ com finitas bo-
las de raioε/6, e com os centros pertencentes aΛ. ComoΛ é transitivo por
cadeias (paraX), podemos criar uma pseudo-órbita periódica que visita to-
dos os centros dessas bolas. Peloshadowing lemma, obteremos uma órbita
periódicaA deX que visita todas essas bolas. Desse modo teremosΛ está
contido naε/3-vizinhança deA. Pela continuação das órbitas periódicas
hiperbólicas, existe umaC1-vizinhançaU ⊂ U0 deX tal que todoY ∈ U
possui uma órbita periódica hiperbólicaAY, ε/6-próxima deA. Em parti-
cular,Λ está contido naε/2-vizinhança deAY.

Finalmente, tomamosU como aε-vizinhança deΛ. SeY ∈ U e O(p)
eO(q) são órbitas periódicas deY contidas emU, então, de novo por com-
pacidade, existe um ponto deΛ ε/2-próximo dep. ComoΛ está contido na
ε/2-vizinhança deAY, obtemos um pontoa ∈ AY, ε-próximo dep, donde,
pelo que obtivemos acima, segue queO(p) é homoclinicamente relacionada
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com AY. De modo análogo, vemos queO(q) é homoclinicamente rela-
cionada comAY. Como a relação homoclinica é transitiva, isso mostra que
O(p) eO(q) são homoclinicamente relacionados e conclui a prova. �

Lembre que para um campo Axioma A, não Anosov, existem várias
órbitas fora do não-errante, que acabam morrendo numa peça básica (ou
nascem de uma peça básica). A teoria diz que existem órbitas periódicas
que acompanham o comportamento assintótico de tais órbitas(via shadow-
ing lemma). O próximo resultado examina isto num contexto mais geral.

Proposição 3.22.Seja x∈ M tal que x< ω(x). SeΛ := ω(x) é um conjunto
hiperbólico sem singularidades com índice1 ≤ Ind(Λ) ≤ d − 2 então para
qualquer vizinhança U deΛ existe uma órbita periódica O(p) ⊂ U de
índiceInd(Λ) tal que x∈Ws(O(p)).

Obviamente um resultado análogo vale se considerarmosα(x).

Demonstração.Primeiro observamos que é suficiente estabelecer a seguin-
te afirmação: existemy ∈ U comO(y) ⊂ U e t > 0, tais queXt(x) ∈Wss(y)
e existe uma sequência de órbitas periódicasO(pn) ∈ U, compn→ y.

De fato, supondo que a afirmação vale, pela proposição anterior, pode-
mos supor que quaisquer duas órbitas periódicas emU são homoclinica-
mente relacionadas reduzindoU se necessário. TomeO(p) = O(p1). Dada
qualquer vizinhançaV deXt(x), tomandon grande, pela variação contínua
das partes compactas da variedade estável, temos queWs(O(pn)) ∩ V , ∅.
Comopn é homoclinicamente relacionada comp, iterando para trás a var-
iedade estável deO(p), porλ-Lema, vemos que ela acumula naWs(O(pn)),
e portanto intersectaV. Isso prova queXt(x) ∈Ws(O(p)), o que, por invar-
iância, implica o resultado.

Agora vamos provar a afirmação. Tome uma vizinhançaU0 deΛ, U0 ⊂

U, e sejaε = d(U0,U)/3. Tomeδ > 0 tal que todaδ-pseudo órbita pode
serε sombreada, via oshadowing Lema. Tome um pontoc ∈ Λ qualquer e
τ > 0 grande de modo qued(Xτ(x), c) < δ. É fácil ver que os pedaços de
órbitaX(−∞,0](c) e X[τ,+∞)(x) formam umaδ-pseudo órbita.

Seja entãoy o ponto cuja órbitaε-sombreia esta pseudo órbita, ou seja,
temos uma reparametrização positiva da retag : R→ R, g(0) = 0 e tal que

d(Xg(s)(y),Xτ+s(x)) < ε, s≥ 0,

d(Xg(s)(y),Xs(c)) < ε, s≤ 0.
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Isto prova quex ∈ Ws(O(y)), e portanto existe umt > 0 tal queXt(x) ∈
Wss(y). Com isso, obtemos queω(x) = ω(y). De modo similar, a segunda
das desigualdades acima mostra quey ∈ Wu(c), e portantoα(y) = α(c).
Comoα(c) ⊂ ω(x), poisc ∈ ω(x), segue queα(y) = ω(y). Além disso, o
sombreamenteo também mostra queO(y) ⊂ U

Isso nos dá um ponto emα(y) ∩ ω(y) e permite criar criarδ-pseudo-
órbitas periódicas, contendoy, para qualquerδ > 0.

y

XT(a) X−T(a)
a

Figura 3.1:

Como essas pseudo-órbitas estão contidas emU, pois são criadas u-
sando a órbita dey e um ponto emω(y) = ω(x), podemos aplicar oshad-
owing Lemmae concluir que que existem órbitas periódicasO(pn) ⊂ U
(portanto possuem índicei) com pn ∈ Pn, pn → y. Isto estabelece a afir-
mação e conclui a prova. �

Observação 3.23.Observe que no meio da prova obtemos que x∈Wss(y),
onde y∈ U, O(y) ⊂ U e y é acumulado por órbitas periódicas de mesmo
índice que o conjunto hiperbólicoω(x). Similarmente paraα(x).

Observação 3.24.Suponha por exemplo que, nas condições do Lema 3.22
i = d − 2. Nesse casoω(x) se reduz órbita O(p) de um poço periódico, o
que implica x∈ Ws(O(p)), pois x∈ Ws(ω(x)). Ou seja, o lema é trivial
nesse caso. Se i= 0, temos o resultado análogo paraα(x).

É possível mostrar um resultado semelhante ao anterior, porém com
informação dinâmica mais localizada.

Exercício 3.25. Sejam O(qn) uma sequência de órbitas periódicas e K um
compacto invariante tal que O(qn) → K, na topologia de Hausdorff. Seja
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Λ ⊂ K um subconjunto próprio hiperbólico, transitivo por cadeias, sem
singularidades com índiceInd(Λ). Dada U uma vizinhança deΛ, existe
um ponto x∈ K ∩ U − (Λ ∪ Crit(X)) tal que a órbita futura de x está
inteiramente contida em U e existe um outro ponto periódico ptal que
O(p) ⊂ U com índiceInd(Λ) tal que x∈Ws(O(p)). Um resultado análogo
vale se considerarmos Wu(O(p)).

p

O(p)

Λ

U

K

x

Ws(O(p))

Figura 3.2:

O próximo resultado dá o índice de pré-periodicidade de um ponto acu-
mulado por órbitas periódicas. Note que ele vale paraqualquercampo.

Teorema 3.26. Seja X ∈ X1(M) e x ∈ Per(X). Seω(x) for um con-
junto hiperbólico sem singularidades de índice i então x é umponto i-pré-
periódico.

Observação 3.27.O mesmo vale considerando o passado. Isto é se x∈

Per(X) e α(x) for um conjunto hiperbólico sem singularidades de índice i
então x é um ponto i-pré-periódico.

Demonstração.Se x for periódico então obviamente ele tem índicei, em
particular éi-préperiódico. Podemos supor que ele é um ponto recorrente
não periódico. Por recorrência podemos criarε-pseudo-órbitas periódicas
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começando emx para todoε > 0. O shadowing Lemmaimplica quex
é acumulado por órbitas periódicas próximas deω(x), que é um conjunto
hiperbólico de índicei. Logo estas órbitas periódicas têm índicei.

Vamos supor então quex < ω(x). Em particular,x não é um elemento
crítico. Além disto, temos que 0, i , d − 1. Com efeito, comoω(x) é
hiperbólico, se, por exemplo,i = d−1 entãoω(x) é um poço e isto impediria
quex fosse aproximado por órbitas periódicas.

Sejam entãoO(xn) órbitas periódicas deX tal quexn → x. Como a
topologia de Hausdorff é compacta, podemos supor queO(xn) → K, onde
K é um compacto invariante. Além disso, comox ∈ K entãoω(x) ⊂ K.

Por outro lado, podemos tomar uma vizinhança pequenaU deω(x), tal
que: x < U, o maximal invariante

⋂
t∈R Xt(U) é hiperbólico com índicei e

duas órbitas periódicas contidas emU são homoclinicamente relacionadas.
Pela proposição 3.22, temos que existe uma órbita periódicaO(p) ⊂ U

de índicei tal quex ∈Ws(O(p)).
Agora, pelo exercício 3.25 (na versão para variedade instável), temos

que existe um pontoy ∈ K ∩ U − (ω(x) ∪ Crit(X)) e um ponto periódicoq
tais que: a órbita negativa dey permanece emU e y ∈Wu(O(q)).

Agora, comoO(p) e O(q) são homoclinicamente relacionadas, peloλ-
lemma temos quey ∈Wu(O(p)). Comox, y ∈ K existem sequênciasxn ∈ M
e tn > 0 tais que

xn→ y e Xtn(xn)→ x.

Pela proposição 2.8, dadas vizinhançasU de X e V de x, existeY ∈ U
com um ponto homoclínico da continuação deO(p) pertencente aV. Ob-
viamente, podemos supor que essa interseção é transversal.Portanto, esta
interseção homoclínica é aproximada por um ponto periódicocom índicei
(pois a interseção cria uma ferradura).

Como as vizinhançasU e V são arbitrárias temos quex é um ponto
i-pré-periódico. �

Uma Aplicação

Nesta pequena seção iremos apresentar uma aplicação dos conceitos vistos
neste capítulo. Além disso, o objeto que iremos utilizar aqui aparecerá
de forma crucial nos próximos capítulos e na prova de um dos teoremas
principais do livro.
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Vamos supor que temos dois pontos periódicos hiperbólicosp e q com
índicesi e j respectivamente. Vamos supor que 1≤ i < j ≤ d − 2. Vamos
assumir também que existem pontosx e y tais queω(x) = O(q), α(x) =
O(p), ω(y) = O(p) eα(y) = O(q).

p

y

x

q

Figura 3.3:O(p) ∪O(x) ∪O(q) ∪O(y)

Veremos que tipo de pré-periodicidade a união destes conjuntos têm.

Proposição 3.28.O ConjuntoΛ := O(p)∪O(x)∪O(q)∪O(y) está contido
emPer∗i (X) ∩ Per∗j (X).

Demonstração.Por definição deΛ temos quex ∈ Ws(O(q)) e y ∈

Wu(O(q)), assim peloλ-lema temos a existência de uma cordaA indo de
um pontoa próximo dex até um pontob próximo dey passando porO(q).

Assim, via uma perturbação local podemos criar um ponto homoclínico
associado a continuação deO(p) que passa porx, O(q) e y.

Mais ainda, podemos supor que a interseção homoclínica é transversal.
Mas então temos um conjunto hiperbólico de índicei (que de fato é uma
classe homoclínica).

Assim, esta órbita homoclínica é aproximada por órbitas periódicas de
índice i para a perturbação do campo original. Logo,x, y, q ∈ Per∗i (X) e
portantoΛ ⊂ Per∗i (X). Analogamente, mostra-se queΛ ⊂ Per∗j (X). �
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A

y

x

q

a

b

Figura 3.4: CordaA

p

y

x

q

a

b

Figura 3.5: Criação de um ponto homoclínico associado a continuação de
O(p)
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Capítulo 4

Dominação

Neste capítulo vamos estudar com mais propriedade o Fluxo Linear de
Poincaré. Em particular investigamos sua relação com a hiperbolicidade
de conjuntos livres de singularidades e introduzimos a noção de dominação
que será central no resto do livro.

4.1 Hiperbolicidade do Fluxo Linear de Poincaré

Lembrando a notação usada na seção 1.1, temos queM∗ = M − Sing(X) é
o conjunto de pontos regulares deX

SejaΛ ⊂ M∗. Definimos [X]Λ e NΛ como os subfibrados deTΛM,
cujas fibras sãoR · X(x) e Nx = (R · X(x))⊥, respectivamente (lembre que
M é uma variedade Riemanniana). Vamos considerarT̃Λ = TΛM/[X] é o
fibrado vetorial quociente, com a norma ortogonal

‖v+ R · X(x)‖ := inf {‖v+ tX(x)‖ : t ∈ R}, ondex ∈ M∗ e v ∈ TxM.

Consideramos também o isomorfismo isométricoη : NΛ → T̃Λ, dado pela
restrição da aplicação quocientep : TΛM → T̃Λ. Além disso,D̃Xt é um
fluxo de automorfismos induzido pela restriçãoDXt|Λ.

Com estes fibrados, daremos uma definição equivalente do fluxolinear
de Poincaré daquela dada no capítulo 1. Apesar de um pouco mais técnica,
será mais adequada para nossos propósitos. De fato nossa exposição segue
[32], [24] e [25].

41
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Definição 4.1. SejaΛ ⊂ M∗ um subconjunto X-invariante. Ofluxo linear
de Poincaréde X emΛ, Pt

X : NΛ → NΛ, com t∈ R, é o fluxo de automor-
fismos de NΛ, sobre Xt|Λ, tal que o diagrama comuta:

NΛ
Pt

X
//

η

��

NΛ

η

��

T̃Λ
D̃Xt

// T̃Λ

Em seguida apresentamos as noções de hiperbolicidade e dominação
para o fluxo linear de Poincaré que serão muito importantes nodecorrer
da teoria. Dado um subfibradoF a notaçãoPt

X(x)|F denota a restrição de
Pt

X(x) à fibraFx.

Definição 4.2. SejaΛ ⊂ M∗ um subconjunto compacto e X-invariante.
Dizemos que o fluxo linear de Poincaré Pt

X é hiperbólico emΛ se existe
uma decomposição NΛ = Ns⊕Nu que é PtX-invariante e existem constantes
positivas C, λ tais que, para todo t> 0 e x∈ Λ temos que

‖Pt
X(x)|Ns‖ ≤ Ce−λt e ‖P−t

X (x)|Nu‖ ≤ Ce−λt.

A seguir introduzimos a noção de dominação.

Definição 4.3. SejaΛ ⊂ M∗ um subconjunto X-invariante, porém não
necessariamente compacto. Dizemos que o fluxo linear de Poincaré Pt

X
tem uma decomposição dominada emΛ se existe uma decomposição NΛ =
Ns
Λ
⊕ Nu

Λ
, Pt

X-invariante e existem constantes positivas C, λ tais que, para
todo t> 0 e x∈ Λ temos que

‖Pt
X(x)|Ns‖‖P−t

X (Xt(x))|Nu‖ ≤ Ce−λt.

Além disso, se a dimensão do fibrado Ns for constante e igual a l, dire-
mos que esta decomposição dominada tem índice l.

Observação 4.4.Em alguns lugares deste livro, nas estimativas acima, as
vezes iremos usar constantes0 < β < 1 no lugar de e−λ.

A seguir, apresentamos uma definição equivalente para o conceito de
dominação que as vezes se mostra útil. Lembramos que seA é uma
aplicação linear entãom(A) := ‖A−1‖−1 denota a co-norma deA.
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Exercício 4.5. SejaΛ ⊂ M∗ como na definição acima possuindo uma de-
composição NΛ = E ⊕ F, Pt

X-invariante. Mostre que, existem constantes
positivas C, λ, tais que, para todo t> 0 e x∈ Λ

‖Pt
X(x)|E‖ ≤ Ce−λt ·m(Pt

X(x)|F),

se, e somente se, o E⊕F é uma decomposição dominada para o fluxo linear
de Poincaré.

O próximo resultado diz que a hiperbolicidade do fluxo pode ser
traduzida a partir da hiperbolicidade do fluxo linear de Poincaré.

Proposição 4.6.SejaΛ ⊂ M∗ um conjunto compacto e invariante.Λ é
hiperbólico se, e só se, o fluxo linear de Poincaré sobreΛ é hiperbólico.

Demonstração.Primeiramente, vamos supor queTΛM = Es
Λ
⊕EX

Λ
⊕Eu

Λ
é a

decomposição hiperbólica paraDXt |TΛM. DefinaẼs = p(Es
Λ
), Ẽu = p(Eu

Λ
)

e note quẽTΛ = Ẽs⊕ Ẽu é uma decomposição hiperbólica paraD̃Xt. Como
η é um isomorfismo temos que esta induz uma decomposição emNΛ dada
por NΛ = Ns

Λ
⊕ Nu

Λ
. Provemos que esta decomposição é hiperbólica para

Pt
X (lembre queη preserva norma).

Sev ∈ Ns
x então

‖Pt
X(x) · v‖ = ‖η−1 ◦ D̃Xt · η(v)‖ = ‖D̃Xt · η(v)‖

≤ Ce−λt‖η(v)‖ = Ce−λt‖v‖.

Um argumento análogo parav ∈ Nu
x mostra a hiperbolicidade do fluxo

linear de Poincaré.
Reciprocamente, suponha agora queNΛ = Ns

Λ
⊕ Nu

Λ
é a decomposição

hiperbólica paraPt
X|NΛ . Note que

0 // [X]Λ
i

// [X]Λ ⊕ Nu π
// Nu // 0,

e

0 // [X]Λ
i

// [X]Λ ⊕ Ns π
// Ns // 0,

ondei é a inclusão eπ é a projeção na segunda variável, são sequências e-
xatas curtas de fibrados vetoriais, onde uma sequência exatacurta é formada
por quatro aplicações entre grupos

0
i0
−→ A

i1
−→ B

i2
−→ C

i3
−→ 0
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tal que Im(i j) = Ker(i j+1), j = 0, 1, 2. Note também que os diagramas
abaixo comutam

0 // [X]Λ

DXt |[X]Λ

��

i
// [X]Λ ⊕ Nu π

//

DXt |[X]Λ⊕Nu

��

Nu //

Pt |Nu

��

0

0 // [X]Λ i
// [X]Λ ⊕ Nu

π
// Nu // 0.

0 // [X]Λ

DX−t |[X]Λ

��

i
// [X]Λ ⊕ Ns π

//

DX−t |[X]Λ⊕Ns

��

Ns //

P−t |Ns

��

0

0 // [X]Λ i
// [X]Λ ⊕ Ns

π
// Ns // 0.

Usando o lema 2.18 de [34], temos que sePt
X|Nu é invertível em(Pt

X(x)) >
‖DXt(x)|[X]Λ‖ para todox ∈ Λ então [X]Λ tem um único complemento
DXt|[X]Λ⊕Nu invariante, em [X]Λ ⊕ Nu.

De forma análoga, seP−t
X |Ns é invertível em(P−t

X (x)) > ‖DX−t(x)|[X]Λ‖

para todox ∈ Λ então [X]Λ tem um único complementoDXt|[X]Λ⊕Ns invari-
ante, em [X]Λ ⊕ Ns.

As aplicaçõesPt|Nu e P−t|Ns são claramente invertíveis, assim nos resta
mostrar as desigualdades acima. Da hiperbolicidade temos que existem
C, λ > 0 tais que para todot ≥ 0 ex ∈ Λ temos que

‖P−t
X (Xt(x))|Nu‖ ≤ Ce−λt e ‖Pt

X(X−t(x))|Ns‖ ≤ Ce−λt.

Assim
m(Pt

X(x)|Nu) ≥ C−1eλt e m(P−t
X (x)|Ns) ≥ C−1eλt.

Da compacidade deΛ existeA ∈ R ondeA = maxx∈Λ ‖X(x)‖, então

‖DX±t(x)|[X]Λ‖ = ‖DX±t ·
X(x)
‖X(x)‖

‖ =
1

‖X(x)‖
‖X(X±t(x))‖ ≤

A
‖X(x)‖

Note que existēt ∈ R tal que para todot ≥ t̄,

C−1eλt >
A

‖X(x)‖
.

Sendo assim parat > 0 suficientemente grande temos que

m(Pt|Nu
x
) >

A
‖X(x)‖

≥ ‖DXt|[X]Λ‖ e m(P−t|Ns
x
) >

A
‖X(x)‖

≥ ‖DX−t|[X]Λ‖.
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Com isso provamos que existe um único subfibradoEu de [X]Λ ⊕ Nu,
DXt|[X]Λ⊕Nu-invariante tal que [X]Λ⊕Eu = [X]Λ⊕Nu e existe um único subfi-
bradoEs de [X]Λ⊕Ns, DXt|[X]Λ⊕Ns-invariante tal que [X]Λ⊕Es = [X]Λ⊕Ns

parat suficientemente grande. Disto segue que os diagramas abaixotam-
bém comutam e, portanto,‖DX−t|Eu‖ ≤ Ce−λt e ‖DXt|Es‖ ≤ Ce−λt

[X]Λ ⊕ Eu π
//

DXt |[X]Λ⊕Eu

��

Nu

Pt |Nu

��

e [X]Λ ⊕ Es π
//

DX−t |[X]Λ⊕Es

��

Ns

P−t |Ns

��

[X]Λ ⊕ Eu
π

// Nu. [X]Λ ⊕ Es
π

// Ns.

�

4.2 Sequências Periódicas de Isomorfismos

ConsidereX um campo estrela. Por definição existe uma vizinhançaU de
X onde todas as órbitas periódicas de um campoY ∈ U são hiperbólicas.
Observe que isso não parece (em princípio) implicar em nenhuma uniformi-
dade na força de contração e expansão dos pontos periódicos.Contudo,
surpreendentemente, a propriedade estrela é suficiente para garantir isto e,
mais ainda, para garantir dominação no fecho das órbitas periódicas. Este
resultado culminou, no final dos anos 70, dos trabalhos de Pliss (ver [58]),
Liao (ver [40]) e Mañé (ver [47]). Aqui seguiremos o artigo [44] de Mañé.

SejaGL(N) o grupo dos isomorfismos lineares deRN. Seξ : Z →
GL(N) é uma sequência de isomorfismos deRN, denoteEs

j (ξ) e Eu
j (ξ), re-

spectivamente, os subespaços dos vetoresv ∈ RN tais que

sj(v) = sup



∥∥∥∥∥∥∥
(

n∏

i=0

ξ j+i)v

∥∥∥∥∥∥∥
| n ≥ 0

 < ∞

e

u j(v) = sup



∥∥∥∥∥∥∥
(

n∏

i=0

(ξ j−1−i)−1)v

∥∥∥∥∥∥∥
| n ≥ 0

 < ∞.

Com isto podemos definir a noção de hiperbolicidade para sequências
de isomorfismos.

Definição 4.7. Dizemos que uma sequênciaξ é hiperbólica se Esj (ξ) ⊕

Eu
j (ξ) = R

N para todo j∈ Z.
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Exercício 4.8. Mostre que basta checar essa condição para apenas um j.
Isto é,ξ é hiperbólica se, e somente se, para algum j∈ Z temos Esj (ξ) ⊕
Eu

j (ξ) = R
N.

De maior interesse no nosso estudo são as sequências periódicas de
isomorfismos, que passamos a definir:ξ é ditaperiódicase existen0 ≥ 1
tal queξ j+n0 = ξ j , para todoj.

Exemplo 4.9. Considere a sequência dada por:

ξ2n =

[
1
2 0
0 2

]
eξ2n+1 =

[
2 0
0 1

2

]
,

para todo n∈ Z, na base canônica deR2. É fácil ver que para todo v∈ R2,
s0(v), u0(v) < ∞, e portanto não temos Es0(ξ) ⊕ Eu

0(ξ) = R2. Isso mostra
que mesmo que todas as aplicaçõesξ j sejam hiperbólicas, a sequência
pode não ser hiperbólica. Por outro lado, uma sequência hiperbólica pode
possuir termos não-hiperbólicos, como mostra o seguinte exemplo:

ξ2n =

[
1 0
0 1

]
eξ2n+1 =

[
2 0
0 1

2

]
,

para todo n∈ Z.

No caso periódico, a relação correta entre a hiperbolicidade de uma
sequência e a hiperbolicidade dos seus termos é dada pelo seguinte lema.

Lema 4.10. Uma sequência periódica de isomorfismosξ : Z → GL(N) é
hiperbólica se, e só se, a aplicação linear

∏n0−1
j=0 ξ j é hiperbólica, onde n0

é o período da sequência.

Demonstração.De fato, suponha que
∏n0−1

j=0 ξ j é hiperbólica. Diremos que

v ∈ RN é um vetor estável (resp. instável) se pertence ao subespaçoestável
(resp. instável) de

∏n0−1
j=0 ξ j , e denotaremos os subespaços deRN formados

por esses vetores, respectivamente, porFs(ξ) e Fu(ξ).
Daí, por definição, sev é um vetor estável||(

∏k(n0−1)
i=0 ξi)v|| → 0 quando

k → +∞. Como a sequência é periódica, isso implicas0(v) < ∞, donde
v ∈ Es

0(ξ). Similarmente, seu é um vetor instável entãou ∈ Eu
0(ξ).

Por outro lado, como os vetores estáveis/instáveis decompoemRN em
soma direta, e como um vetorv ∈ Es

0(ξ) não pode ter componente em
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Fu(ξ), temos queES
0 (ξ) ⊂ Fs(ξ). Portanto,ES

0 (ξ) = Fs(ξ), e similarmente
Eu

0(ξ) = Fu(ξ), donde segue queξ é uma sequência hiperbólica.
Reciprocamente, se o mapa

∏n0−1
j=0 ξ j possui um autovalor de módulo

1 então um autovetorv associado cumpres0(v), u0(v) < ∞, por perio-
dicidade. Portanto não temosEs

j (ξ) ⊕ Eu
j (ξ) = R

N, e a sequência não é
hiperbólica. �

O leitor que não teve contato com o trabalho de Mañé, [44], certamente
está se perguntando o que isso tudo tem haver com a propriedade estrela, ou
(pior ainda) com dinâmica! Observe que todos os conceitos introduzidos
nesta seção envolvem apenas Álgebra Linear. Acontece que temos uma
maneira muito simples de gerar uma sequência periódica de isomorfismos,
a partir de um sistema dinâmico, como mostra o exemplo a seguir.

Exemplo 4.11. Considere um difeomorfismo f: M → M. Suponha que
temos p∈ Per( f ), hiperbólico, de período n. Adotando bases ortonor-
mais em Tf i (p)M, 1 ≤ i ≤ n, podemos identificar D f( f i(p)) : T f i (p)M →
T f i+1(p)M com isomorfismos lineares deRN. Então, usando o lema 4.10 a
sequênciaξ j = D f ( f j(p)) é hiperbólica.

Podemos obter um exemplo idêntico, no caso de campos de vetores,
usando o fluxo linear de Poincaré da órbita periódica. O que esses exem-
plos nos ensinam é que essa noção de sequências periódicas, na verdade
é uma forma de tentar obter informações sobre órbitas periódicas usando
apenas Álgebra Linear. E qual a sua relação com a propriedadeestrela?
Ora, como a propriedade estrela envolve robustez na hiperbolicidade dos
pontos periódicos, é razoável pensar que isso será traduzido como robustez
na hiperbolicidade dassequências.

De modo a tornar isso rigoroso, considere agora uma família{ξ(α)|α ∈

A} de sequências periódicas de isomorfismos lineares. Dizemosque ela é
hiperbólicase toda sequência da família é uma sequência hiperbólica e

sup{
∥∥∥ξ(α)

n

∥∥∥ | α ∈ A, n ∈ Z} < ∞.

Se {ξ(α) |α ∈ A} e {η(α) |α ∈ A} são famílias de sequências periódicas de
isomorfismos lineares deRN, definimos a distância entre elas por

d(ξ, η) = sup{
∥∥∥ξ(α)

n − η
(α)
n

∥∥∥ |α ∈ A, n ∈ Z}.

Dizemos que duas famílias sãoperiodicamente equivalentes, se para todo
α ∈ A o período mínimo deξ(α) eη(α) coincide.
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Dizemos que uma família hiperbólica de sequências periódicas {ξ(α)|

α ∈ A} é uniformemente hiperbólicase existeε > 0 tal que toda famíliaη
periodicamente equivalente e suficientemente próxima, isto é,d(ξ, η) ≤ ε,
também é hiperbólica.

O leitor atento já deve suspeitar que a propriedade estrela éuma fonte
de famílias uniformemente hiperbólicas de sequências periódicas: basta
definir cada sequência como no exemplo 4.11 acima. Ou seja, a família é
formada pelos campos estrela e cada uma de suas órbitas periódicas, e as
respectivas sequências são definidas como no exemplo 4.11. Ea grande
utilidade disto está no seguinte teorema.

Teorema 4.12(Lema II.3 [44]). Se{ξ(α) | α ∈ A} é uma família uniforme-
mente hiperbólica de sequências periódicas de isomorfismosdeRN, então
esxistem constantes K> 0, m∈ Z e 0 < λ < 1 tais que

1. Seα ∈ A eξ(α) possui período minimal n≥ m, então

k−1∏

j=0

∥∥∥∥∥∥∥
(
m−1∏

i=0

ξ
(α)
m j+i)|E

s
m j(ξ

(α))

∥∥∥∥∥∥∥
≤ Kλk

e
k−1∏

j=0

∥∥∥∥∥∥∥
(
m−1∏

i=0

ξ
(α)
m j+i)

−1|Eu
m( j+1)(ξ

(α))

∥∥∥∥∥∥∥
≤ Kλk,

onde k= [n/m].

2. Para todoα ∈ A, j ∈ Z:
∥∥∥∥∥∥∥

m−1∏

i=0

ξ
(α)
j+1|E

s
j (ξ

(α))

∥∥∥∥∥∥∥
·

∥∥∥∥∥∥∥∥


m−1∏

i=0

ξ
(α)
j+i



−1

|Eu
j+m(ξ(α))

∥∥∥∥∥∥∥∥
≤ λ

3. Para todoα ∈ A

lim sup
n→+∞

1
n

n−1∑

j=0

log

∥∥∥∥∥∥∥


m−1∏

i=0

ξ
(α)
m j+i

 |E
s
m j

(
ξ(α)

)
∥∥∥∥∥∥∥
< 0

e

lim sup
n→+∞

1
n

n−1∑

j=0

log

∥∥∥∥∥∥∥∥


m−1∏

i=0

ξ
(α)
m j+i



−1

|Eu
m( j+1)

(
ξ(α)

)
∥∥∥∥∥∥∥∥
< 0.
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Lembre que, dada uma sequência periódica e hiperbólica de isomorfis-
mos, temos contração e expansão em direções complementares. No caso
de uma família hiperbólica de sequências periódicas, as taxas de contração
e expansão de cada sequência da família não têm porque serem as mesmas.
O que o ítem 1 do Teorema 4.12 diz é que, se a família foruniformemente
hiperbólica, então (ao menos para sequências com período suficientemente
grande) as taxas de contração e expansão são uniformes. Já o ítem 2, diz
que as sequências da família gozam de uma propriedade do tipodominação,
mas (e isto é fundamental nas aplicações) com uma constante de domi-
naçãoλ uniforme. O ítem 3 diz que assintoticamente em média, todas as
sequências tem contração/expansãoexponencial. Como um campo estrela
dá origem a uma família uniformemente hiperbólica (provaremos isso adi-
ante) de sequências periódicas, obteremos essas propriedades (uniformes)
para todas as órbitas periódicas numa vizinhaça deX, e isso graças a um
teorema de Álgebra Linear!

Bem, apesar disto, o leitor não deve se enganar achando que a prova
do Teorema 4.12 é fácil. De fato, é longa e intrincada. Não a apresentare-
mos neste livro, mas o leitor pode encontrá-la em [44]. Por outro lado, no
apêndiceB apresentamos uma prova, pelo menos do ítem 2 do teorema, no
caso de difeomorfismos em superfícies, para ilustrar as idéias envolvidas.

4.3 Dominação para o fluxo Linear de Poincaré

Agora vamos ver rigorosamente como a propriedade estrela é uma fonte de
famílias uniformemente hiperbólicas de sequências periódicas. Considere
X um campo estrela eU uma vizinhança deX formada por fluxos estrela.
Considere aindaA = {α = (x,Y); Y ∈ U, x ∈ Per(Y)}. Usando bases
ortonormais emNy, podemos identificar o fluxo linear de Poincaré deY,
Pt

Y : Ny→ NYt(y), com isomorfismos lineares deRN, ondey ∈ M∗.
Para cadaα ∈ A vamos definir uma sequência hiperbólicaξ(α) de iso-

morfismos lineares.
Sejaπ o período dex, denote também por [π] a parte inteira deπ. Se

π < 2, definaξ(α)
j = Pπ

Y, para todoj ∈ Z. Seπ ≥ 2, a sequência é definida
do seguinte modo:

ξ
(α)
1 = P1

Y(x), ξ(α)
2 = P1

Y(Y1(x)), · · · , ξ(α)
[π]−1 = P1

Y(Y[π]−2(x))

ξ
(α)
[π] = ξ

(α)
0 = Pπ−[π]+1

Y (Y[π]−1(x)) e ξ(α)
j′ = ξ

(α)
j
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se j− j′ = n[π], i.e, os demais termos da sequência são obtidos repetindo-se
periodicamente os [π] primeiros.

Como
∏[π]

j=1 ξ
(α)
j = Pπ

Y, segue que cadaξ(α) é uma sequência hiperbólica.
Afirmamos queξ é uma família uniformemente hiperbólica. De fato,

suponha que não seja. Então, tão perto quanto se queira deξ, é possível
encontrar uma famíliaη periodicamente equivalente aξ, possuindo uma de
suas sequências não hiperbólicas.

Logo, existeα = (x,Y) tal queη(α) não é hiperbólica. Dadoδ > 0,
tomandoη suficientemente próxima deξ, vemos, usando a desigualdade
triangular, que ∥∥∥∥∥∥∥∥

[π]∏

j=1

η
(α)
j − Pπ

Y(x)

∥∥∥∥∥∥∥∥
< δ.

Considerandoδ > 0 do Lema de Franks aplicado aY eU, segue que existe
Y ∈ U com x ∈ Per(Y) e período igualπ, mas tal quePπ

Y
(x) =

∏[π]
j=1 η

(α)
j ,

portantox não é hiperbólico paraY. ComoU é formado por campos es-
trela, isso é um absurdo, e prova queξ é uniformemente hiperbólica.

Traduzindo o teorema 4.12 nesse contexto particular, e denotando os
subespaços estável e instável de um ponto periódico respectivamente por
Es(x) e Eu(x), obtemos o seguinte resultado:

Teorema 4.13.Se X é um campo estrela, então existe uma vizinhançaU

de X e existem constantes K> 0, m ∈ N e 0 < λ < 1 tais que para todo
campo Y∈ U valem:

1. Se Y∈ U com p∈ Per(Y) possui perído mínimoτ ≥ m então

k−1∏

j=0

∥∥∥Pm
Y(Ym j(p))|Es

∥∥∥ ≤ Kλk

e
k−1∏

j=0

∥∥∥P−m
Y (Ym( j+1)(p))|Eu

∥∥∥ ≤ Kλk,

onde k= [τ/m].

2. Para todo Y∈ U e todo p∈ Per(Y), temos
∥∥∥Pm

Y(p)|Es

∥∥∥
∥∥∥P−m

Y (Ym(p))|Eu

∥∥∥ ≤ λ.
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3. Para todo Y∈ U e todo p∈ Per(Y), temos

lim sup
n→+∞

1
n

n−1∑

j=0

log
∥∥∥Pm

Y(Ym j(p))|Es

∥∥∥ < 0

e

lim sup
n→+∞

1
n

n−1∑

j=0

log
∥∥∥P−m

Y (Ym( j+1)(p))|Eu

∥∥∥ < 0

O ítem 2 do teorema 4.13 diz que para todoY ∈ U e todop ∈ Per(Y)
obtemos uma decomposiçãoNM∗ |Perj (Y) = Es ⊕ Eu do fibrado normal nos
pontos periódicos de índicej, que satisfaz:

∥∥∥Pm
Y(x)|Es

∥∥∥ ·
∥∥∥P−m

Y (Ym(x)|Eu

∥∥∥ ≤ λ.

Ou seja, temos uma decomposição dominada sobre Perj(Y). Observe que,
para cada órbita periódica de índicej do campoY temos uma decomposição
dominada, dada pela decomposição hiperbólica de tal órbita. A novidade
agora, é que a constante de dominação é a mesma para todas as órbitas per-
iódicas, e é isso que permite dizer que temos uma decomposição dominada
sobre Perj(Y). Como o índice dessa decomposição está fixado, podemos
passá-la ao fecho, obtendo, em particular o seguinte resultado:

Teorema 4.14. Se X é um campo estrela então X admite uma decom-
posição dominada Es ⊕ Eu para o fluxo linear de Poincaré sobrePerj(X).
Mais ainda,dim Es ≡ j.

Mais ainda, como a força da dominação sobre órbitas periódicas é uni-
forme na vizinhançaU, temos o seguinte corolário no caso pré-periódico.

Corolário 4.15. Se X é estrela e1 ≤ j ≤ d−2 então qualquer subconjunto
compacto invariante e sem singularidadesΛ ⊂ Per∗j (X) possui uma de-
composição dominada E⊕ F para o fluxo linear de Poincaré. Mais ainda,
dimE ≡ j.

Finalizamos esta seção reenunciando o teorema 4.13 para referências
futuras (de fato, no fundo tomamos logaritmos, maiores detalhes em [39]).
Para não confudir as constantes vamos dar um outro nome a estas.

Teorema 4.16. Seja X estrela. Existe uma vizinhançaU de X e existem
números̃η > 0 e T̃ > 0 tais que para todo p∈ Per(Y), com Y∈ U, temos
que:
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• ‖Pt
Y(p)|Es‖‖P−t

Y (Yt(p))|Eu‖ ≤ e−2̃ηt para qualquer t≥ T̃ .

• Seτ é o período de p, k é um número natural e

0 = t0 < t1 < · · · < t j = kτ é partição de[0, kτ] com ti+1 − ti ≥ T̃.

Então

1
kτ

j−1∑

i=0

log‖Pti+1−ti
Y (Yti (p))|Es‖ < −η̃

1
kτ

j−1∑

i=0

log‖P−(ti+1−ti)
Y (Yti+1(p))|Eu‖ < −η̃.

4.4 Mais um critério para hiperbolicidade

Se x é um ponto regular então definimos os conjuntosDs(x) e Du(x) da
seguinte forma:

Ds(x) = {v ∈ Nx; ‖P
t
X(x).v‖ → 0 quandot → +∞}

Du(x) = {v ∈ Nx; ‖Pt
X(x).v‖ → 0 quandot → −∞}.

Para treinar a relação entre estes conjuntos e a noção de dominação,
recomendamos o seguinte exercício para o leitor.

Exercício 4.17. Seja E⊕ F uma decomposição dominada para o fluxo
linear de Poincaré sobre um conjuntoΛ e x∈ Λ.

• SedimE(x) ≤ dimDs(x) então E(x) ⊂ Ds(x).

• SedimE(x) ≥ dimDs(x) então Ds(x) ⊂ E(x).

Em particular sedimE(x) = dimDs(x) então E(x) = Ds(x).

Obviamente, um enunciado análogo vale para o fibradoF.
Para nossos propósitos, será importante notar que é possível caracteri-

zar a hiperbolicidade, novamente usando o fluxo linear de Poincaré, porém
usando estes conjuntos. Esta observação segue dos trabalhos de Selgrade,
Sacker-Sell, Mañé e Liao (ver [65], [42] e [38], respectivamente) e iremos
apresentá-la agora.
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Teorema 4.18.Um conjuntoΛ compacto e invariante sem singularidades
é hiperbólico se, e só se,

Nx = Ds(x) ⊕ Du(x) para todo x∈ Λ.

No que segue, daremos uma prova deste resultado, até o final desta
seção,Λ é um conjunto compacto invariante e sem singularidades.

Primeiramente, usando compacidade, encontramos um critério mais
fraco para a hiperbolicidade do fluxo linear de Poincaré.

Lema 4.19. Seja NΛ = E ⊕ F uma decomposição invariante para o fluxo
linear de Poincaré. Suponha que exista T0 > 1 tal que para todo x∈ Λ
existem1 < t(x), s(x) ≤ T0 tais que

‖Pt(x)
X (x)|E‖ <

1
2

e ‖P−s(x)
X (x)|F‖ <

1
2
.

Então o fluxo linear de Poincaré sobreΛ é hiperbólico.

Demonstração.Observe que para todoT temos:

‖PT
X(x)|E‖ ≤ ‖P

t(x)
X (x)|E‖‖P

T−t(x)
X (Xt(x))|E‖ <

1
2
‖PT−t(x)

X (Xt(x))|E‖.

Assim, por indução, temos que

‖PT
X(x)|E‖ ≤

(
1
2

)[ T
T0

]

‖PT−l
X (Xl(x))|E‖

ondel > 0, T − l < T0 e [a] denota a parte inteira dea. Por outro lado,
usando compacidade temos que

C := max{‖Ps
X(x)|E‖; ondex ∈ Λ e s ∈ [0,T0]} < ∞.

Assim, temos

‖Pt
X(x)|E‖ ≤ C

(
1
2

)[ T
T0

]

=: Ce−λt.

Estimativa semelhante é obtida para o fibradoF. A prova está terminada.
�
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A partir deste lema poderíamos tentar mostrar o teorema 4.18com o
seguinte argumento ingênuo porém, não inteiramente correto.

Note que por definição a decomposiçãoDs ⊕ Du é invariante porPt
X.

Vamos supor que a decomposição também é contínua.
Caso a decomposição não fosse hiperbólica para o fluxo linear

de Poincaré, pelo lema anterior poderíamos supor que para todo N natural
existexN ∈ Λ tal que para todo 0< t ≤ N temos que

‖Pt
X(xN)|Ds‖ ≥

1
2
.

Caso contrário, usando o fato queN é soma direta entreDs e Du, teríamos
uma desigualdade semelhante para o fibradoDu.

Por compacidade, podemos supor quexN → x e Ds(xN)→ Ds(x). Mas
então para todot > 0 teríamos que

‖Pt
X(x)|Ds‖ ≥

1
2
.

E isto é um absurdo pela definição deDs.
Assim o fluxo linear de Poincaré é hiperbólico, e pela Proposição 4.6,

Λ é hiperbólico. O problema agora é conseguir mostrar a continuidade
da decomposição. Isto se resumiria a mostrar que se existe uma sequência
(xk, vk) → (x, v) tal quePt

X(xk)vk → 0 quandot → ∞ entãoPt
X(x)v → 0

quandot → ∞. Isto não é muito simples de provar pois não temos controle
na velocidade da convergência emt, quandok→ ∞. O ponto crucial para
contornar este problema é lembrar que a decomposição é feitaem soma
direta, como será visto na prova abaixo.

Moralmente estamos usando o princípio: “Em sistemas dinâmicos, se
alguma coisa vai pra zero então, com grande chance, ela vai exponencial-
mente rápido pra zero”.

Prova do teorema 4.18

Reduzimos a prova do teorema 4.18 em mostrar que a hipótese dolema
acima é satisfeita.

Guiados pela dificuldade apresentada acima (para tentar mostrar a con-
tinuidade da decomposição), vamos mostrar que sob uma condição de com-
pacidade nós “podemos passar o limite”. É na prova deste lemaque a
hipótese de que a soma é direta é usada. Por simplicidade, umavez que
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o campoX está fixado, até o fim desta seção usaremos a notaçãoPt para
denotar o fluxo linear de PoincaréPt

X.

Lema 4.20. Seja K⊂ TΛM um compacto. Dados(xk, vk) → (x, v) e tk →
+∞ tais que{P[0,tk](xk)vk} ⊂ K então temos que v∈ Ds(x). Um resultado
análogo vale para Du.

Demonstração.Note queNΛ = Ds ⊕ Du implica que, seu ∈ Nx é tal que
sup{‖Pt(x)u‖; t ∈ R} < ∞, entãou = 0. Pois, seu , 0 então ele possui uma
componente não-nula emDs(x) ou emDu(x), e portanto‖Pt(x)u‖ explode
quandot → +∞ ou quandot → −∞, logo sup{‖Pt(x)u‖; t ∈ R} = ∞.

Para provar quev ∈ Ds(x) é suficiente mostrar que seu = lim Ptn(x)v,
ondey = lim Xtn(x) e tn→ +∞, entãou = 0.

Como parak suficientemente grande temos quePt(xk)vk ∈ K ePt(x)v =
lim Pt(xk)vk temos quePt(x)v ∈ K para todot ≥ 0, uma vez queK é
fechado. Deste modo,u pertence aK.

Analogamente, para todot ∈ R, sen é grande o bastante,Pt+tn(x)v ∈ K.
Assim, temos quePt(y)u ∈ K, uma vez quePt(y)u = lim Pt+tn(x)v. Como
K é compacto, isso implica que a órbita deu pelo Fluxo Linear de Poincaré
é limitada, logo

sup{‖Pt(y)u‖; t ∈ R} < +∞,

e, como vimos, isto nos leva a concluir queu = 0. �

Pretendemos encontrar tal compacto que nos auxiliará a mostrar que a
hipótese do Lema 4.19 é satisfeita pela decomposiçãoDs ⊕ Du. Com esse
intuito, definimos o seguinte conjunto:A = {(x, v); v ∈ Ds(x) e ‖Pt(x)v‖ ≤
1, ∀t ≥ 0} que é positivamente invariante pelo Fluxo Linear de Poincaré.

Se mostramos queA é fechado então ele será compacto. Para este fim,
tome (xk, vk) ∈ A tal que (xk, vk) → (x, v). Como o fluxo linear de Poincaré
é contínuo, fixadot ≥ 0 temos

‖Pt(x)v‖ = lim
k→∞
‖Pt(xk)vk‖ ≤ 1,

pois (xk, vk) ∈ A. Pela mesma razão, segue que para todo 0≤ s ≤ k
temos‖Ps(xk)vk‖ ≤ 1. Daí, comoM é compacta, decorre do lema 4.20 que
v ∈ Ds(x). Portanto, (x, v) ∈ A.

Mais adiante veremos comoA pode nos ajudar. Porém, adiantamos que
a idéia é a seguinte: casoA não fosse apropriado (no sentido do Lema 4.20),
então para cada (x, v) ∈ A em algum tempo futuroPt(x)v escaparia dele e



i

i

“book” — 2011/5/17 — 21:36 — page 56 — #66
i

i

i

i

i

i

56 [CAP. 4: DOMINAÇÃO

portanto, mediante um argumento tipo teorema da alfândega,obteríamos
uma situação de bordo. O lema a seguir explicita isto.

Lema 4.21. Seja(x, v) ∈ A tal que(x, θv) < A sempre queθ > 1. Então
existe um tempoτ ≥ 0 de modo que‖Pτ(x)v‖ = 1.

Demonstração.ComoA é compacto ev ∈ Ds(x), existeτ ≥ 0 tal que

‖Pτ(x)v‖ = sup{‖Pt(x)v‖; t ≥ 0}.

Mais ainda, por definição deA, temos que‖Pτ(x)v‖ ≤ 1.
Por linearidade,

sup{‖Pt(x)θv‖; t ≥ 0} = θ sup{‖Pt(x)v‖; t ≥ 0},

para todoθ > 1. Pela hipótese, sup{‖Pt(x)θv‖; t ≥ 0} > 1, logo

sup{‖Pt(x)v‖; t ≥ 0} >
1
θ
.

Assim‖Pτ(x)v‖ = sup{‖Pt(x)v‖; t ≥ 0} ≥ 1, e portanto‖Pτ(x)v‖ = 1. �

O próximo lema proíbe cotas inferiores para certas sequências emA.

Lema 4.22. Fixe um0 < λ ≤ 1. Então, não existe uma sequência(xk, vk) ∈
A com tempos tk → +∞ e de forma que‖Ptk(xk)vk‖ ≥ λ.

Demonstração.Suponha que exista uma sequência emA com essa pro-
priedade. Então, podemos definir (ξk, ηk) = (Xtk(xk),Ptk(xk)vk), e, a menos
de tomar subsequências, teremos (ξk, ηk)→ (ξ, η). Como (ξk, ηk) ∈ A, para
todok, temos (ξ, η) ∈ A. Em particular,η ∈ Ds(ξ).

Por hipótese‖ηk‖ ≥ λ. Assim,‖η‖ ≥ λ.
Por outro lado, comoA é positivamente invariante pelo fluxo linear de

Poincaré, temos{P[0,tk](xk)vk} ⊂ A, o que é equivalente a{P[−tk,0](ξk)ηk} ⊂

A, e portantoη ∈ Du(ξ), via o Lema 4.20. ComoNξ = Ds(ξ)⊕Du(ξ) temos
queη = 0. Absurdo, pois‖η‖ ≥ λ. �

Estamos prontos para mostrar o teorema 4.18. Nosso objetivoé obter
um T > 0 tal que‖PT(x)v‖ ≤ 1

2‖v‖, para todov ∈ Ds(x) com x ∈ Λ, pois
isto obviamente implica que a hipótese do Lema 4.19 é satisfeita.

Se isto não ocorre então, para todon > 0, existe um pontoxn e vn ∈

Ds(xn) com ‖vn‖ = 1 tal que‖Pn(xn)vn‖ >
1
2. Em princípio não sabemos

se (xn, vn) ∈ A, para obter uma contradição com o lema 4.22. O próximo
lema, que será provado mais tarde, nos ajuda a garantir isso.
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Lema 4.23. Existe um a∈ (0, 1] tal que se v∈ Ds(x) e ‖v‖ ≤ a então
(x, v) ∈ A.

Tomandoavn no lugar devn, podemos supor que‖vn‖ = a. Daí, como
vn ∈ Ds(xn) e ‖vn‖ = a, pelo lema 4.23 (xn, vn) ∈ A. Além disso, (xn, vn)
satisfaz‖Pn(xn)vn‖ >

1
2a.

Contudo, uma sequência (xn, vn) com tais propriedades viola o lema
4.22, o que termina a prova do teorema 4.18.

Prova do lema 4.23.Suponha que isso é falso. Então, podemos obter uma
sequênciavk ∈ Ds(xk), xk ∈ Λ, satisfazendo‖vk‖ ≤

1
k , mas tal que (xk, vk) <

A, para todok.
Começamos observando que, porvk pertencer aDs(xk), sup{‖Pt(xk)vk‖;

t ≥ 0} é finito. Isto nos permite definirλk, tal que

1
λk
= sup{‖Pt(xk)vk‖; t ≥ 0}.

Como (xk, vk) < A, 0 < λk < 1.
Pela definição deλk, é claro que (xk, λkvk) ∈ A. ComoA é compacto,

existe um tempoτ ≥ 0 tal que‖Pτ(xk)vk‖ = sup{‖Pt(xk)vk‖; t ≥ 0}.Portanto,
pela definição deλk temos que‖Pτ(xk)λkvk‖ = 1. Assim, para todoθ > 1,
(xk, θλkvk) < A.

Usando o Lema 4.21, retornamos a situação de bordo, isto é, existem
tempostk tais que‖Ptk(xk)λkvk‖ = 1.

Como‖λkvk‖ ≤ ‖vk‖ → 0 quandok → +∞, se a sequência de tempos
tk fosse limitada, a continuidade do Fluxo Linear de Poncaré implicaria
‖Ptk(xk)λkvk‖ → 0. Portanto temos quetk → +∞.

Finalmente, chegamos a conclusão que a sequência (xk, λkvk) ∈ A satis-
faz ‖Ptk(xk)λkvk‖ = 1, comtk → +∞, o que é absurdo pelo Lema 4.22.�
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Capítulo 5

O Caso Separado Não
Singular

Neste capítulo estudamos a hiperbolicidade dePer(X) de um campo estrela
desde que pontos períodicos de índices diferentes não se acumulem.

5.1 O Argumento de Mañé

Em [44], Mañé mostra a seguinte caracterização para difeomorfismos Ax-
ioma A, na presença da propriedade estrela.

Teorema 5.1. Seja f um difeomorfismo estrela. f é Axioma A se, e só se,
para i , j temosPeri( f ) ∩ Perj( f ) = ∅.

Onde, como semprePeri( f ) denota os pontos períodicos com índice
i. Como mostrado nos capítulos anteriores, usando o teorema 4.12 e o
lema de Franks, temos uma decomposição dominadaE ⊕ F em Peri( f ).
Primeiramente, Mañé mostra que esta decomposição é de fato hiperbólica.
Por reversão no tempo, basta mostrar que o fibradoE contrai.

O argumento é o seguinte, caso o fibradoE não fosse contrator, en-
tão seria possível criar um ponto periódico próximo de Peri( f ) com índice
menor. Para obter este índice, não basta obter um ponto periódico próximo
de um ponto com má contração, e sim precisamos de que a órbita periódica

58
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inteira esteja próxima da órbita onde há má contração. Ou seja, precisamos
de uma espécie deshadowing. Para este fim, Mañé cria seu famosoer-
godic closing lemmaque será apresentado na próxima seção. No decorrer
do capítulo iremos mostrar como usar oergodic closing lemmapara obter
hiperbolicidade no caso de fluxos.

Para terminar a prova do teorema acima, precisamos mostrar
que, Ω( f ) = Per( f ). Neste ponto, Mañé argumenta da seguinte forma:
caso existisse um pontox ∈ Ω( f ) − Per(f ), peloclosing lemmae a semi-
continuidade de órbitas periódicas (devido a propriedade estrela), um novo
ponto periódico seria criado próximo ax. Mas a criação de um ponto per-
iódico se dá através de um ponto periódico não hiperbólico. Com efeito,
se temos um arcoft, com 0≤ t ≤ 1, de difeomorfismos tal que em uma
vizinhançaU de x f0 não tem pontos periódicos de períodon e f1 tem,
então, por argumentos de conexidade, existiria algumt0 tal que ft0 possui
um ponto periódico não-hiperbólico emU, contradição com a propriedade
estrela (maiores detalhes veja lema 3.1 de [46].

No caso de fluxos não podemos argumentar desta forma, pois é possível
que a órbita periódica desapareça ao longo do arco, sem perder hiperbolici-
dade, pelo simples motivo de seu período tender a infinito. Assim, o fato de
queΩ(X) = Per(X) precisa de outro tratamento que será feito nos próximos
capítulos.

5.2 OErgodic Closing Lemma de Mañé

Nesta seção enunciaremos aqui uma versão do importanteergodic closing
lemmade Mañé. A versão apresentada aqui será para aplicações de tempo
1 de fluxos, e pode ser encontrada eem [32], por exemplo.

ParaX ∈ X1(M) sejaBε(X, x) = {y ∈ M; d(Xt(x), y) ≤ ε para algumt ∈
R} aε-vizinhança da órbita dex.

Vamos definirΣ(X) como o conjunto de pontosx ∈ M tal que para toda
vizinhançaU deX e para todoε > 0, existeY ∈ U, y ∈ Per(Y) com período
T0 > 0 e números reaist0, t1 comt0 < t1, tais que

• X = Y emM − Bε(X, x),

• d(Yt(y),Xt(x)) ≤ ε para todo 0≤ t ≤ T0,

• {Xt(x); t0 ≤ t ≤ t1} ⊂ {Yt(y); t ≥ 0} e (t1 − t0)/T0 > 1− ε.
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O primeiro ítem diz queY pode ser visto como uma perturbação local
deX próximo a órbita dex. O segundo ítem, talvez o mais expressivo, diz
que a órbita periódicay de Y sombreia a órbita dex por um bom tempo.
E o terceiro ítem diz que grande parte daX-órbita dex e daY-órbita dey
coincidem. Note queΣ(X) é X1-invariante.

Lema 5.2(Ergodic Closing Lemma). Se X∈ X1(M) então para qualquer
medida de probabilidade e Boreleanaµ que é X1-invariante temos

µ(Σ(X) ∪ Sing(X)) = 1.

5.3 O Argumento de Redução do Índice

Nesta seção iremos dar uma prova da versão para fluxos sem singularidades
do teorema de separação de Mañé, devido a Toyoshiba em [71]. Como
a propriedade de separação é importante para outros assuntos iremos for-
malizar sua definição.

Definição 5.3. Um campo X é ditoseparadose para quaisquers0 ≤ i ,
j ≤ d− 1 temos que

Peri(X) ∩ Perj(X) = ∅.

O principal resultado desta seção é o seguinte.

Teorema 5.4.Seja X um campo estrela separado sem singularidades então
Per(X) é hiperbólico.

Antes de começar a prova iremos dar uma idéia geral do argumento.

Idéia da Prova

Primeiramente, pela propriedade de separação, basta provar que cada
Perl(X) é hiperbólico.

Como vimos nos capítulos anteriores, o fato de ser estrela e não ter
singularidades implica que temos uma decomposição dominada Es ⊕ Eu

sobrePerl(X) (de fato, temos que usar o Fluxo Linear de Poincaré, mas
deixa pra lá, isto é só uma idéia). Mais ainda dim(E) = l.

Vimos também que existem finitos poços e fontes, e portanto oscasos
l = 0 e l = d− 1 estão resolvidos.
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Muito bem, a menos de reverter o tempo basta provar queEs é contrator.
Relembrando a idéia de Mañé, temos que seEs não contrai, então é por
que existe alguma órbitap tal que em média, possui expansão (ou uma
contração muito fraca) e podemos supor que esta órbita pode ser fechada
via o ergodic closing lemma.

Daí, você pode fechar e encontrar uma órbita periódica próxima. Mas,
e aqui está uma observação importante, o índice desta órbitaperiódica não
pode ser maior quel, pois, moralmente,Pπ(p)

X expande na direçãoEs. Por
dominação, na direçãoEu tem que haver uma expansão mais forte ainda, e
isso nos diz queEu está contido no subespaço instável da órbita periódica,
e portanto a dimensão do subespaço instável da órbita periódica é maior ou
igual que a dimensão deEu, logo o índice da órbita não superal.

Se o índice desta órbita forl então temos uma contradição com o teo-
rema 4.13, pois ele diz que a força de contração das órbitas periódicas numa
zizinhaça deX, é uniformemente limitada, porém, a órbita periódica que
encontramos possui força de contração arbitrariamente fraca.

Por outro lado, se o índice for menor quel, digamosi então iremos
encontrar uma outra decomposição dominadaE′ ⊕ F′, com dim(E′) = i e
outro pontoy ∈ Perl(X). SeE′ contrai, podemos sombrear essa órbita e
encontrar um órbita periódica próxima (só que agora o que vairolar não é o
ergodic closing lemma, e sim um Shadowing Lemma generalizado para de-
composições dominadas, devido a Liao). Mas como a órbita dey expande
na direçãoEu isso é carregado para a órbita periódica e concluímos o índice
dela é menor do que ou igual ai.

Desse modo, pontos dePerl(X) são acumulados por pontos periódicos
de índice menor, violando a propriedade de separação.

Logo, E′ não contrai. Daí, podemos repetir tudo de novo ereduzir o
índiceda decomposição dominada até que este seja zero. Mas isto geraria
uma fonte contida na órbita dep (que é recorrente), o que é absurdo.

Demonstração

Pelo Teorema de Pliss, teorema 2.1, já sabemos que Per0(X) e Perd−1(X)
são finitos, logo são iguais a seus fechos e portanto hiperbólicos. Dessa
forma é suficiente provar quePerl(X) é hiperbólico para cada 0< l < d−1.

Como vimos no Teorema 4.14, o fato de ser estrela e não ter singular-
idades implica que temos uma decomposição dominadaEs ⊕ Eu sobre o
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fibrado normal dePerl(X) para o fluxo linear de PoincaréPt
X associado ao

campoX. Mais ainda, dimE = l.
Desejamos provar que tal decomposição é hiperbólica e para isso basta,

a menos de reverter o tempo, provar queEs é contrator. Isto se resume a
obter a hipótese do seguinte exercício, cuja solução segue do lema 4.19.

Exercício 5.5. Se existe um inteiro N> 0 tal que

||PmN
X (x)|Es|| <

1
2
,

para todo x∈ Perl(X), onde m> 0 é o inteiro dado pelo Teorema 4.13
então Es contrai.

Para provar o Teorema 5.4 iremos supor queEs não contrai, e chegar a
conclusão de queX não é separado.

Vamos começar com um lema um pouco mais geral, que se encaixa
nesse contexto. Lembre queΣ(X) é o conjunto dado peloergodic closing
lemma.

Lema 5.6. Seja X∈ X1(M) eΛ ⊂ M um compacto invariante pelo fluxo.
Suponha que o subfibrado normal emΛ admita uma decomposição domi-
nada para o Fluxo linear de Poincaré NΛ = Es ⊕ Eu de índice constante
igual a l. Suponha ainda que o subfibrado Es não é contrator. Então, existe
um ponto recorrente z∈ Λ ∩ Σ(X) tal que

lim
n→+∞

1
n

n−1∑

i=0

log
∥∥∥Pm

X(Xmi(z))|Es

∥∥∥ ≥ 0

Demonstração.SeEs não contrai, então, usando o exercício 5.5, para todo
n > 0 existe um pontoxn ∈ Λ tal que

||Pmn
X (xn)|Es|| ≥

1
2
,

ou seja,
1
n

log
∥∥∥Pmn

X (xn)|Es

∥∥∥ ≥ − log 2
n

.

Considere as medidas orbitais, porXm, dos pontosxn, dadas porµn =
1
n

∑n−1
i=0 δXmi(xn). Podemos supor, a menos de tomar subsequências, quexn
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converge a um pontox ∈ Λ e que as medidasµn convergem a uma medida
Xm-invarianteµ. Em particular, isso implica queµ é suportada emΛ. Logo,

∫
log

∥∥∥Pm
X |Es

∥∥∥ dµ = lim
n→∞

∫
log

∥∥∥Pm
X |Es

∥∥∥ dµn.

Mas, como

∫
log

∥∥∥Pm
X |Es

∥∥∥ dµn =
1
n

n−1∑

i=0

log
∥∥∥Pmi

X (Xi(x))|Es

∥∥∥

≥
1
n

log
∥∥∥Pmn

x (x)|Es

∥∥∥ ≥ − log 2
n

,

segue que ∫
log

∥∥∥Pm
X |Es

∥∥∥ dµ ≥ 0. (5.1)

Pelo Teorema da Decomposição Ergódica [41] podemos supor que ex-
iste uma medida invariante e ergódica paraXm (a qual, por simplicidade
também será chamada deµ) tal que a desigualdade 5.1 vale. Assim, pelo
teorema de Birkhoff, para toda funçãoϕ : M → R contínua, eµ quase todo
pontox ∈ M vale

lim
n→+∞

n−1∑

i=0

ϕ(Xim(x)) =
∫
ϕdµ (5.2)

Para obter o pontoz iremos aplicar 5.2 à funçãoϕ = log
∥∥∥Pm

X |Es

∥∥∥. Para
garantir quez ∈ Σ(X) argumentamos da seguinte forma. Definimos uma
medidaX1 invariante,ν, pondo

ν =
1
m

m−1∑

i=0

(Xi)∗(µ),

onde (Xi)∗ é o operador depush-fowardno espaço das medidas. ComoΣ(X)
é um conjuntoX1-invariante, peloergodic closing lemmatemos que

1 = ν (Σ(X)) =
1
m

m−1∑

i=0

µ ((Xi) (Σ(X))) =
1
m

m−1∑

i=0

µ (Σ(X)) = µ (Σ(X)) .
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Logo, existe um ponto recorrentez ∈ Λ ∩ Σ(X) (poisµ é suportada em
Λ) de modo que 5.2 valha. Portanto temos,

lim
n→∞

1
n

n−1∑

i=0

log
∥∥∥Pm

X(Xmi(z))|Es

∥∥∥ =
∫

log
∥∥∥Pm

X |Es

∥∥∥ dµ ≥ 0.

�

Antes de passar ao argumento de redução do índice, vamos apresentar
uma outra versão do lema de Franks. Ela nos permite realizar perturbações
de um campo a partir de perturbações do fluxo linear de Poincaré, só que
agora ao longo de umaórbita regular, e deixando o campo original intacto
fora de um tubo arbitrariamente pequeno que contenha a órbita regular.

Lema 5.7(Lema de Franks). Considere X∈ X1(M) e um pedaço finito de
órbita, isto é, um ponto x∈ M−S ing(M) e números0 = t0 < t1 < t2 < ... <
tn. Denotemos si = ti+1 − ti , i = 1, ..., n. Então, para toda C1 vizinhançaU
de X existe umε > 0 de modo que se Li : NXti (x) → NXti+1

(x), i = 1, ..n, são
mapas lineares tais que

||Li − Psi
X(Xti (x))|| < ε,

então existem r> 0 e um campo Y∈ U satisfazendo:

• Ysi (Xti (x)) = Xti+1(x), i = 0, ..., n− 1,

• Psi
Y(Xti (x)) = Li , , i = 1, ..n e

• Y(y) = X(y) se y está fora de um tubo de raio r centrado em O(x).

No apêndice C o leitor encontrará o enunciado preciso e uma prova do
Lema de Franks.

Usando esses lemas, podemos dar o argumento de redução do índice,
que está contido no seguinte resultado:

Teorema 5.8. Seja X um campo estrela, e considere Es ⊕ Eu a decom-
posição dominada de índice l para o Fluxo Linear de Poincaré de X sobre
Perl(X) obtida anteriormente (cf. Teorema 4.14). Se Es não é contrator,
então existe z∈ Perl(X) tal que para toda C1-vizinhançaU de X e todo
ε > 0 existeY ∈ U com uma órbita periódica P de índice r< l, cuja
Y-órbitaε-sombreia a X-órbita de z.
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L1
L2

Nx

x

Xt1 (x) Xt2 (x)
NXt1 (x)

NXt2 (x)

Figura 5.1:

Demonstração.Pelo lema anterior, existez ∈ Perl(X) ∩ Σ(X) tal que

lim
n→∞

1
n

n−1∑

i=0

log
∥∥∥Pm

X(Xmi(z))|Es

∥∥∥ =
∫

log
∥∥∥Pm

X |Es

∥∥∥ dµ ≥ 0.

Considereλ do Teorema 4.13, e tomeλ < λ0 < 1. Então, existen0 ∈ N

tal que

1
n

n−1∑

i=0

log
∥∥∥Pm

X(Xmi(z))|Es

∥∥∥ ≥ logλ0,

para todon ≥ n0. Isso implica que

n−1∏

i=0

∥∥∥Pm
X(Xmi(z))|Es

∥∥∥ ≥ λn
0, (5.3)

para todon ≥ n0.
Como z ∈ Σ(X), podemos encontrar um campoY C1-próximo deX

possuindo uma órbita periódicaO(p) com períodoτ de modo que
d(Yt(p),Xt(z)) é tão pequena quanto queiramos, para todo 0≤ t ≤ τ. Em
particular, isso implica que o período dep pode ser tomado arbitrariamente
grande, já quez não é periódico. O argumento se resume a provar que o
índice desta órbita periódica é estritamente menor do quel.

Formalmente procedemos assim: comoτ é grande, podemos dividir a
órbita dep em pedaços de tamanhom, e um último pedaço de tamanho
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τ − mk, ondek = [τ/m]. Usaremos então isomorfismos linearesAi :
NXmi(z) → NYmi(p), 0 ≤ i ≤ k, e Ak+1 : NXτ(z) → NYτ(p) que levamEs e
Eu isometricamente sobre subespaços deNYmi(p), e cujas imagens inversas
deEs e Eu por A0 e porAk+1 coincidem.

p = Yτ(p)

z

Xτ(z)

Ai

AiAi+1

Xim(z)

Yim(p)

X(i+1)m(z)

Y(i+1)m(p)

TXim(z)M
TYim(p)M

Es

Eu

A(Es)

A(Eu)

Figura 5.2:

Pelo sombreamento, a composição das isometrias comPm
X, Li = A−1

i+1 ◦

Pm
X(Xmi(z))◦Ai : NYmi(p) → NYm(i+1)(p) será uma aplicação linear que aproxima

Pm
Y(Ymi). Usando o Lema de Franks obtemos um campoY que realiza essas

aplicações lineares como fluxo linear de Poincaré. Com isso as imagens
pelas isometrias da decomposiçãoEs⊕Eu formam uma decomposiçãoE

s
⊕

E
u

invariante pelo fluxo linear de Poincaré deY (deixamos como exercício
para o leitor verificar isso).

Em resumo obtemos, viaergodic closing lemma+ Lema de Franks, um
campoY arbitrariamente próximo deX possuindo um ponto periódicop,
com período tão grande quanto se queira, cujaY-órbita está tão próxima,
quanto se queira, daX-órbita dez e tal que que o subfibrado normalN,
restrito aY-órbita dep admite uma decomposiçãoE

s
⊕ E

u
satisfazendo:

∥∥∥∥P−m
Y

(Ym( j+1)(p))|Eu

∥∥∥∥ =
∥∥∥P−m

X (Xm( j+1))|Eu

∥∥∥ ,
∥∥∥∥Pm

Y
(Ym j(p))|Es

∥∥∥∥ =
∥∥∥Pm

X(Xm j)|Es

∥∥∥ ,
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para todo 0≤ j ≤ k,
∥∥∥∥P−(τ−km)

Y
(Yτ(p))|Eu

∥∥∥∥ =
∥∥∥P−(τ−km)

X (Xτ(z))|Eu

∥∥∥ ,
e ∥∥∥∥Pτ−km

Y
(Ykm(p))|Es

∥∥∥∥ =
∥∥∥Pτ−km

X (Xkm(z))|Es

∥∥∥ .
Agora chegamos a um dos pontos mais importantes do argu-

mento. Aqui, a condição 5.3 será usada para mostrarmos que o índice da
órbita periódica criada via pequena pertubação deX, não supera o índice
da decomposição dominada dePerl(X), o qual é igual al. Depois, explo-
rando a força uniforme nos pontos periódicos de período grande, dada pelo
Teorema 4.13, veremos que, de fato, o índice da órbita periódica criada é
estritamente menor do quel.

Para o primeiro desses objetivos, é suficiente provar que a norma de
Pτ

Y
é menor do que 1, na direçãoE

u
, pois isso prova queE

u
⊂ Fu, onde

Fs ⊕ Fu é a decomposição hiperbólica dep paraY. Pois, daí seguirá que,
dimFu ≥ dimE

u
= (dim M − 1)− l, donde dimFs ≤ l, como desejamos.

Pelas igualdades obtidas acima, temos

∥∥∥∥Pτ

Y
(Yτ(p))|Eu

∥∥∥∥ ≤


k−1∏

i=0

∥∥∥∥P−m
Y

(Yτ−mi(p))|Eu

∥∥∥∥

 ·
∥∥∥∥P−(τ−km)

Y
(Yτ−km(p))|Eu

∥∥∥∥

=



k−1∏

i=0

∥∥∥∥Pm
Y
(Yτ−m(i+1)(p))|Es

∥∥∥∥ ·
∥∥∥∥P−m

Y
(Yτ−mi(p))|Eu

∥∥∥∥
∥∥∥∥Pm

Y
(Yτ−m(i+1)(p))|Es

∥∥∥∥

 ·

·

∥∥∥∥P−(τ−km)

Y
(Yτ−km(p))|Eu

∥∥∥∥

≤

k−1∏

i=0


λ∥∥∥∥Pm

Y
(Yτ−m(i+1)(p))|Es

∥∥∥∥

 ·
∥∥∥∥P−(τ−km)

Y
(Yτ−km(p))|Eu

∥∥∥∥

=
λk

∏k−1
i=0

∥∥∥∥Pm
Y
(Yτ−m(i+1)(p))|Es

∥∥∥∥
·

∥∥∥∥P−(τ−km)

Y
(Yτ−km(p))|Eu

∥∥∥∥

≤

(
λ

λ0

)k

·

∥∥∥∥P−(τ−km)

Y
(Yτ−km(p))|Eu

∥∥∥∥ ,

onde, na primeira igualdade, multiplicamos e dividimos pela norma dePY

restrita a direçãoE
s
, na segunda desigualdade usamos a dominação, e na

terceira desigualdade usamos a estimativa 5.3.
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Comoτ−km=m(τ/m−[τ/m])≤m, tomandoc=sup
{∥∥∥∥P−1

Y
(x)

∥∥∥∥ ; x ∈ M
}
,

obtemos ∥∥∥∥P−(τ−km)

Y
(Yτ−km(p))|Eu

∥∥∥∥ ≤ cτ−km ≤ cm,

e desse modo concluímos que
∥∥∥∥Pτ

Y
(Yτ(p))|Eu

∥∥∥∥ ≤
(
λ
λ0

)k
cm. Comoλ < λ0 se

τ é grande,k também o é, e obtemos que

∥∥∥∥Pτ

Y
(Yτ(p))|Eu

∥∥∥∥ ≤
1
2
,

como queríamos.
Agora lembre que o ítem 1 do Teorema 4.13 produz uma limitaçãouni-

forme para a força de contração de todos os pontos periódicosnuma vizin-
hança deX. Sejam,K > 0 do referido teorema. Se tomarmosλ < λ0 < 1
suficientemente próximo de 1 eτ grande o bastante, podemos supor que
Kλk < λk

0. Desse modo, caso tivessemos dimFs = l então pelo ítem 1 do
Teorema 4.13 e pela estimativa 5.3 teríamos

Kλk ≥

k−1∏

i=0

∥∥∥∥Pm
Y
(Ymi(p))|Es

∥∥∥∥ =
k−1∏

i=0

∥∥∥Pm
X(Xmi(z))|Es

∥∥∥ ≥ λk
0,

um absurdo. Portanto, o índice da órbita periódica é igual ar, com r <

l. �

Como consequência desse teorema, podemos obter um sequência de
camposYn → X, uma sequência de órbitas periódicas{O(pn)}, com período
τn → ∞ e uma sequênciaεn → 0 satisfazendod(Xt(z),Yn

t (pn)) ≤ εn, para
todo 0 ≤ t ≤ τn. Além disso, podemos supor que cadaO(pn) admite
uma decomposição dominada (o que, em princípio, seria mera consequên-
cia trivial da hiperbolicidade deO(pn)) com índicer < l, e (o ponto prin-
cipal) constante de dominaçãoλ, para todon, devido ao ítem 2 do teorema
4.13. Graças a essa uniformidade, podemos passar a dominação ao limite,
obtendo assim uma decomposição dominadaEs′⊕Eu′ sobreOX(z) de índice
r < l. Ou seja, o que o Teorema 5.8 nos ensina é que se a decomposição
Es ⊕ Eu obtida pelo Teorema 4.14 não for hiperbólica, então podemosen-
contrar uma outra decomposição de índice menor! Para uso futuro, vamos
destacar esse fato como o
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Teorema 5.9. Sejam X um campo estrela e Es ⊕ Eu a decomposição para
o Fluxo Linear de Poincaré sobrePerl(X), obtida no Teorema 4.14. Se
Es não é contrator, então existe um ponto z∈ Perl(X) e uma decomposição
dominada para o Fluxo Linear de Poincaré, Es′⊕Eu′ , sobreOX(z) de índice
r < l.

O próximo exercício versa sobre limites fundamentais gerados por po-
ços ou fontes. Sua solução usa as técnicas apresentadas até agora. Ele
impede que as órbitasOYn(pn) da prova do teorema 5.9 sejam fontes.

Exercício 5.10. Se X é estrela eΛ é um0-limite fundamental sem singu-
laridades entãoΛ é uma fonte periódica. Resultado análogo vale para
d− 1-limites fundamentais.

Vamos provar a seguir um lema que é o passo essencial para finalizar-
mos a prova do Teorema 5.4. No que se seguemé um inteiro qualquer.

Fixe um compactoΛ invariante pelo fluxo de um campoX que ad-
mite uma decomposiçãoNΛ = E ⊕ F dominada para o Fluxo Linear de
Poincaré, tal queE contrai, eF é não-uniformemente expansor. Uma corda
(x,Xmn(x)) contida emΛ é dita umaγ − F-corda, com 0< γ < 1 se

n∏

j=1

∥∥∥P−m
X (Xm j(x))|F

∥∥∥ ≤ γn.

Dizemos que (x,Xmn(x)) é umaγ − F-corda uniformese (Xmk(x),Xmn(x)) é
umaγ − F-corda para todo 0≤ k < n. No que se segue deixaremos suben-
tendido queγ-corda significaγ−F-corda. O próximo exercício mostra que
cordas suficientemente grandes produzem cordas uniformes:1

Exercício 5.11. Para todo0 < γ0 < γ1 < 1 existem N> 0 e 0 < c < 1,
dependendo apenas deγ0 eγ1, tais que se(x,Xmn(x)) é umaγ0-corda com
n ≥ N então existem0 < n1 < ... < nθ ≤ n, (ditos tempos hiperbólicos) com
θ ≥ nc e de modo que(x,Xmni (x)) éγ1-corda uniforme para todo1 ≤ i ≤ θ.

A utilidade disto é que cordas uniformes com recorrência produzem
órbitas periódicas. Este é o conteúdo doshadowing Lema de Liaoque
apresentamos no apêndice deste livro, e cujo enunciado reproduzimos aqui
para comodidade do leitor.

1De fato esse exercício é uma versão discreta do Lema Numéricode Pliss (Lema 2.2). Por
completude, colocamos uma solução completa no final do livro. Como uma dica, sugerimos
ao leitor tentar provar o Lema D.1
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Lema 5.12 (Liao Shadowing Lema). Dados0 < γ < 1 e σ > 0 ex-
iste umε > 0 tal que se(x,Xmn(x)) é umaγ-corda uniforme satisfazendo
d(x,Xmn(x)) < ε então existe um ponto periódico p com período mn tal que
d(Xmi(x),Xmi(p)) < σ, para todo0 ≤ i ≤ n2.

Voltando a prova do teorema 5.4, o papel do próximo lema é provar
que, seEs′ contrai,z é acumulado por órbitas periódicas de índice menor
do que ou igual ar, insto implicará que o campo não pode ser separado.

Lema 5.13. Se Es′ contraiOX(z) ∩
⋃r

i=0 Peri(X) , ∅

Demonstração.Por hipótese temos uma decomposição dominadaEs′ ⊕Eu′

sobreOX(z). CasoOX(z) fosse hiperbólico então, como a órbita dez é
recorrente, bastaria usar oshadowing lemma. No caso geral, vamos usar o
lema 5.12.

A idéia da prova é a seguinte: como temos força uniforme nas órbitas
periódicas e a órbita dez é sombreada por órbitas periódicas, ela produz
γ-cordas arbitrariamente grandes. Pelo exercício 5.11, temos cordas uni-
formes e recorrentes. Daí pelo lema 5.12 obtemos uma órbita periódica
que sombreia a órbita dez. E o sombremento implicará que o índice desta
orbita tem que ser menor do quer.

Em primeiro lugar, vamos aplicar novamente a combinaçãoergodic
closing lemma+ lema de Franks usado na prova do Teorema 5.8, onde
encontramos um campoY próximo aX tal que:

k−1∏

j=0

∥∥∥P−m
X (Xm j(z))/Eu′

∥∥∥ =
k−1∏

j=0

∥∥∥∥P−m
Y

(Ym j(x))/
E

u′

∥∥∥∥ ,

ondeE
u′

é o subespaço instável da decomposição hiperbólica ao longoda
órbita dex, e k = [π(x)/m]. Pela força uniforme nas órbitas periódicas de
período suficientemente grande, item 1 do Teorema 4.13, o lado direito da
igualdade acima é dominado porKλk. Portanto, fazendoπ(x) → +∞ (o
que pode ser feito porquez não é periódico) obtemosγ0 ∈ (0, 1) tal que
(z,Xmk(z)) é umaγ0-corda.

Dado agora 0< γ0 < γ1 < 1, fazendok suficientemente grande, pelo
exercício 5.11 obtemos númerosni → +∞ de modo que (z,Xmni (z)) são
γ1-cordas uniformes. Por compacidade obtemos pontos{Xmni (z), Xmnj (z)},
tão próximos quanto se queira, formando umaγ1-corda uniforme.

2Lembre que estamos supondo queE contrai eF expande não-uniformemente.
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Aplicando o lema 5.12, obtemos uma órbita periódicap deX cuja órbita
sombreia a órbita dezentre os pontosXmni (z) e Xmnj (z).

ComoO(z) admite uma decomposição dominada de índicer podemos
estendê-la a uma vizinhançaU de O(z). Podemos também supor que a
órbita periódica criada pelo lema 5.12 está emU, logo temos uma
decomposiçãoEs′ ⊕ Eu′ do subfibrado normalN ao longo da órbita dep,
dominada para Fluxo Linear de Poincaré. Como (Xmni (z), Xmnj (z)) é uma
γ1-corda uniforme, por continuidade, a órbita dep expande na direçãoEu′

com taxaγ2. Isso implica queEu′ está contido no subespaço instável da
decomposição hiperbólica ao longo deO(p), e portanto o índice dep não
superar. Isto termina a prova do Lema. �

Pelo lema 5.13, seEs′ contrai temos que

l−1⋃

i=0

Peri(X) ∩ Perl(X) ⊃
r⋃

i=0

Peri(X) ∩OX(z) , ∅,

portantoX não seria separado. No entanto, seEs′ não contrai, aplicamos o
lema 5.6 e o argumento de redução de índice (do teorema 5.8) e obtemos
um pontoy ∈ O(z) que admite uma decomposição dominadaEs′′ ⊕ Eu′′ , de
índice menor do quer. SeEs′′ contrai o lema 5.13 novamente vai garantir
queX não é separado. Daí, podemos podemos repetir este processo um
número finito de vezes e concluir que um pedaço deO(z) é acumulado por
fontes de campos próximos, o que é um absurdo pelo exercício 5.10. Isto
acaba a prova do teorema 5.4.

O leitor atento pode notar que em princípio, poderíamos trocar as órbi-
tas periódicas deX na prova do teorema acima por órbitas periódicas de
campos próximos. Na verdade, podemos obter resultados análogos, via o
argumento de redução de índice, para limites fundamentais.O seguinte
exercício, que usa as técnicas apresentadas anteriormente, para o leitor.

Exercício 5.14. Seja X um campo estrela eΛ é um conjunto compacto
invariante sem singularidades que admite uma decomposiçãodominada
E⊕F para o fluxo linear de Poincaré tal quedim(E) ≡ p com1 ≤ p ≤ d−2.
Se E não contrai então existe um r-limite fundamental emΛ tal que r< p.
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Aplicação

Para ilustrar as técnicas desenvolvidas até então, vamos obter uma decom-
posição dominada com algumas propriedades hiperbólicas para um tipo es-
pecial de dinâmica.

Novamente, vamos supor quep e q são pontos periódicos de índices
i e j respectivamente, com 1≤ i < j ≤ d − 2. E vamos considerar o
conjuntoΛ := O(p) ∪ O(x) ∪ O(q) ∪ O(y), ondeO(q) = ω(x) = α(y) e
O(p) = ω(y) = α(x).

Teorema 5.15.O conjuntoΛ possui uma decomposição dominada3 para
o fluxo linear de Poincaré da forma E⊕C ⊕ F, tal que E é contrator e F é
expansor. Mais aindadimE = i e dimF = d− j − 1.

A prova deste teorema segue os seguintes argumentos.
Primeiramente, pela proposição 3.28 temos queΛ é subconjunto de

Per∗i (X) e Per∗j (X). Assim, pelo corolário 4.15 temos que o fluxo linear de
Poincaré tem duas decomposições dominadas sobreΛ: E ⊕ C1 e C2 ⊕ F.
Além disso, dimE = i e dimF = d− j − 1. Definimos entãoC = C1 ∩C2.

Falta obter a hiperbolicidade dos fibradosE e F. Para isto, observe que
qualquer medida invariante suportada emΛ é suportada ou emO(p) ou em
O(q). Isto segue simplesmente da definição do conjunto e do teorema de
recorrência de Poincaré.

É suficiente resolver o seguinte exercício usando as técnicas apresen-
tadas anteriormente.

Exercício 5.16. SejaΓ um subconjunto compacto e invariante para um
difeomorfismo f . Se E⊂ TΛM é um subfibrado contínuo e D f -invariante.
Se existe m∈ N tal que para qualquer medida fm-invariante e ergódicaµ
suportada emΓ tivermos que:

∫
log‖D f m|E‖dµ < 0.

Então o fibrado E é contrator.

O exercício e a observação anterior termina a prova do teorema, uma
vez que comoO(p) é uma órbita periódica de índicei e o fibradoE está
contido no subespaço estável deO(p), a hipótese do exercício é satisfeita.
A expansão deF é obtida de maneira análoga.

3Ou sejaE ⊕C eC ⊕ F satisfazem a desigualdade da definição de dominação.
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Capítulo 6

Hiperbolicidade I

Neste capítulo iremos apresentar a prova da conjectura da estabilidade de-
vido a Hayashi, como em [32]. Comentaremos também sobre a prova de
que o interior dos campos Kupka-Smale são compostos por campos A-
xioma A sem ciclos, seguindo os artigos [29] e [72] e usando a teoria já
desenvolvida ao longo deste livro.

6.1 O CasoΩ-estável: Densidade

Nesta seção, fixamosX um campoΩ-estável. Já vimos no teorema 1.15 que
isto implica que o campoX é estrela. Mais ainda, sabemos pelo teorema
2.9 que toda singularidade é isolada do conjunto não-errante, em particular
Sing(X) ∩ Per(X) = ∅.

Seja entãoV uma vizinhança deX onde todoY ∈ V éΩ-conjugado a
X e todas suas órbitas periódicas são hiperbólicas.

Teorema 6.1. Existe um aberto e densoU ⊂ V tal que se Y∈ U então Y
é Axioma A sem ciclos.

A densidade seguirá da existência de um residualR ⊂ V tal que todo
Y ∈ R é Axioma A. Já a abertura segue do teorema 2.4 que diz que todo
Y ∈ R é Axioma A sem ciclos.

A prova será feita por indução. Já sabemos pelo teorema de Pliss 2.1
que Per0(X) é formado por finitos elementos críticos e portanto Per0(X) =
Per0(X) é hiperbólico.

73
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Suponha que a vizinhançaV de X satisfaz a hipótese (H j), como na
seção 3.3 do capítulo 3, provaremos que existe um residualR j ⊂ V tal que
seY ∈ R j entãoPerj+1(Y) é um conjunto hiperbólico.

Lema 6.2. Existe um residualR j ⊂ V tal que se Y∈ R j entãoPerj+1(Y) ∩⋃ j
i=0 Peri(Y) = ∅.

Demonstração.SejaR j o residual dado pelo Lema 3.10 e tomeY ∈ R j . Se,
por contradição, Perj+1(Y) acumula em

⋃ j
i=0 Peri(Y), daí existe uma com-

ponenteΛl(Y) da decomposição espectral de
⋃ j

i=0 Peri(Y) na qual Perj+1(Y)
acumula. SejaUl uma vizinhança compacta suficientemente pequena de
Λl(Y) tal queUl ∩ (Ds

l ∪ Du
l ) = ∅. Onde

Ds =Ws
ε (Λl(Y)) − X1(Ws

ε (Λl(Y))) e Du =Wu
ε (Λl(Y)) − X−1(Wu

ε (Λl(Y))).

Assim temos órbitas periódicas de índicej + 1 acumulando emΛl(Y),
usando oconnecting lemma, encontramos um campoZ arbitrariamente
próximo deY que coincide comY em uma vizinhança deΛl(Y) e possui
um ponto homoclínicoq associado aΛl(Y). O pontoq pode ser tomado
arbitrariamente próximo deDu

l , assim podemos supor queq < Ul . Per-
turbandoZ um pouco, se necessário, podemos supor queq é ponto homo-
clínico transversal eZ ∈ R j .

Comoq é ponto homoclínico associado aΛl(Y) sabemos que existem
p1 e p2 ∈ Λl(Y) tais queq ∈ Wss(p1) ∩Wuu(p2). Usando a transitividade
da peça e oshadowing lemmaencontramosp ∈ Λl(Y) ∩ Per(Z) tal que a
órbita dep passa arbitrariamente próximo dep1 e dep2. Pelo teorema da
variedade estável, temos que partes compactas das variedades invariantes
variam continuamente. Daí, encontramosq′ próximo deq (e portanto fora
deUl) tal queq′ é um ponto homoclínico associado ao pontop.

Sendoq′ um ponto homoclínico associado ap temos queq′ está em
algumΛl′ (Z) que também contémp, logoΛl(Y) ⊂ Λl′ (Z). MasZ ∈ R j

implica queΛl′(Z) é uma continuação deΛl(Y) contida emUl . Contradição
poisq′ < Ul . Isto demonstra o lema. �

Seja agoraY ∈ R j . O Teorema 2.9 diz que Sing(Y) ∩ Per(Y) = ∅. Pelo
teorema 4.14 concluímos que existe uma decomposição dominada E ⊕ F
do fibrado normal para o fluxo linear de PoincaréPt

Y restrito aPerj+1(Y).
Desejamos mostrar que tal decomposição é hiperbólica.
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Pelo argumento de redução de índice temos queE é contrator. De fato,
como feito na seção 5.3, se supusermos queE não contrai então, seguindo
os passos feitos naquela seção, encontraremos um pontoz ∈ Perj+1(Y) tal
que, pelo Lema 5.13,

OY(z) ∩
j⋃

i=0

Peri(Y) , ∅.

Com efeito, seE não contrai, pelo teorema 5.8, a órbita de um pontoz ∈
Perj+1(X) é sombreada por órbitas periódicas com índice menor quej + 1
de campos próximos. Argumentos do tiposhadowingusados na prova do
lema 5.13 mostram que a interseção citada acima é não vazia.

Mas isto contradiz o Lema 6.2 poisOY(z) ⊂ Perj+1(Y) provando assim
queE é contrator.

Para garantir a hiperbolicidade falta provar queF é expansor, para isso
usaremos argumentos semelhantes usados por Mañé em [45]. Isto é, se
nós supuséssemos queF não expande temos então garantida a existência
de uma órbita periódica deY cuja taxa de expansão é muito fraca. Isto irá
contradizer o ítem 1 to Teorema 4.13.

Definição 6.3. Dizemos que uma vizinhança compacta U deΛ é uma
vizinhança admissível se T∩tYt(U) M possui uma e exatamente uma decom-
posição dominada T∩tYt(U)M = Ê ⊕ F̂ estendendo a decomposição TΛM =
E ⊕ F.

O seguinte exercício garante a existência de vizinhanças admissíveis.

Exercício 6.4. Mostre que se TΛM possui uma decomposição dominada
com índice constante, então possui uma vizinhança admissível U.

No teorema a seguir, dadosε > 0, Y ∈ X1(M), p ∈ M e sequências
Tn > 0 e tn > 0 tais quetn = tn−1 + Tn−1 e |Tn − 1| ≤ ε vamos denotar
ηn := PTn

Y (Ytn(p)).

Teorema 6.5. Seja E⊕ F a decomposição dominada para o fluxo linear
de Poincaré PtY considerada acima. Em particular E contrai. Então, ou F
expande ou, para toda vizinhança admissível V dePerj+1(Y), 0 < λ < 1 e
ε > 0, existe um ponto periódico p∈

⋂
t∈R Yt(V) com período arbitraria-

mente grandeπ e satisfazendo

λ
[π/m]
≤

[π/m]−1∏

l=0

∥∥∥∥
( m−1∏

i=0

ηml+i

)−1
(Ytl (p))

∣∣∣∣
F̂

∥∥∥∥ < 1
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para alguma sequência tl > 0, 0 ≤ l ≤ [π/m] − 1, com t[π/m]−1 = π.

Este lema é bem técnico e iremos apenas dar uma idéia de sua demons-
tração na próxima subseção.

Observação 6.6.Se quisermos enunciar o teorema 6.5 em toda sua gene-
ralidade temos que pedir queΩ(X|Λ) = Λ, mas no nosso caso isto é garan-
tido poisΛ é uma peça básica. Também é necessária uma expansão não
uniforme na direção F, do tipo,

lim
n→∞

1

nT̃

n−1∑

j=0

logm(PT̃
X(X jT̃(b))|F) ≥ η̃.

Mas esta hípótese não aparece aqui pois ela é obtida através do teorema
4.13 (ou 4.16).

Vamos supor por absurdo queF não expande. Pelo teorema 6.5 en-
contramos um ponto periódicop ∈

⋂
t∈R Yt(V) que é hiperbólico, poisY é

estrela, e satisfaz a conclusão do lema. SejaTO(p)M = Es ⊕ Eu a decom-
posição hiperbólica da órbita periódica dep. Como, pelo teorema 6.5, o
produtório é menor que 1 temos queF̂(p) ⊂ Eu(p). Disto segue que

[π/m]−1∏

l=0

∥∥∥∥
( m−1∏

i=0

ηml+i

)−1
(Ytl (p))

∣∣∣∣
F̂

∥∥∥∥ ≤
[π/m]−1∏

l=0

∥∥∥∥
( m−1∏

i=0

ηml+i

)−1
(Ytl (p))

∣∣∣∣
Eu

∥∥∥∥

Fixeλ dado no teorema 4.13. Tome, no teorema 6.5,λ < λ < 1 ec > 1
tal queλc < λ.

Usando o ítem 1 do teorema 4.13, continuidade e tomandoε do teorema
6.5 suficientemente pequeno eπ suficientemente grande temos que

λ
[π/m]
≤

[π/m]−1∏

l=0

∥∥∥∥
( m−1∏

i=0

ηml+i

)−1
(Ytl (p))

∣∣∣∣
F̂

∥∥∥∥ ≤ K(cλ)[π/m] .

De fato, os fatores na estimativa do teorema 4.13 são

‖P−m
Y (Ym( j+1)(p))|F‖.

Escolhendoε > 0 pequeno, temos queTn estão muito próximos de 1. As-
sim, a menos da constantec, estes fatores estão muito próximos de

‖

m−1∏

i=0

(
ηml+i

)−1
(Ytl (p))

∣∣∣∣
F̂
‖.
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E isto gera o fator (cλ)[π/m].
Porém, esta desigualdade contradiz o fato queλc < λ. A contradiçao

mostra queF expande.
Provamos então que o fluxo linear de PoincaréPt

Y restrito aPerj+1(Y) é
hiperbólico para todoY ∈ R j . Pela Proposição 4.6,Perj+1(Y) é um conjunto
hiperbólico paraY, concluíndo a indução. O teorema está demonstrado.

Sobre o teorema 6.5

Para facilitar a notação, vamos reenuciar o lema no caso de difeormorfis-
mos, a versão para fluxos é muito similar. De fato, vamos enunciar algo
mais geral, que é o teorema II.1 de [45].

Se f : M → M é um difeomorfismo entãoTΛM = E ⊕ F é uma
decomposição dominada paraf sobre o conjunto compacto e invarianteΛ
se existemC > 0 eλ < 1 tal que para todox ∈ Λ e n ≥ 0 temos que

‖D f n(x)|E‖‖D f −n( f n(x))|F‖ < Cλn.

A noção de vizinhança admissível citada antes é similar.

Teorema 6.7(Teorema II.1 de [45]). Seja E⊕ F uma decomposição do-
minada para f sobreΛ um compacto invariante tal queΩ( f |Λ) = Λ e tal
quedimE é constante. Vamos supor que E contrai e que F tem uma certa
expansão não uniforme, isto é existe c> 0 tal que

lim inf
1
n

n∑

j=1

log‖(D f −1)( f j(x))|F‖ ≤ −c.

Então, ou F é expansor ou, para toda vizinhança admissível V deΛ, 0 <

γ < 1 e ε > 0, existe um ponto periódico p no invariante maximal de V,
com período arbitrariamente grande N e satisfazendo

γN ≤

N∏

j=1

‖(D f −1)( f j(p))|F̂‖ < 1

OndeF̂ é dado pela extensão de F, gerada pela decomposição dominada
E ⊕ F e a definição de vizinhança admissível.
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Lembramos que uma corda (x, f n(x)) é dada pelo conjunto{x, f (x), . . . ,
f n(x)}. Umaγ-corda é uma corda (x, f n(x)) tal que

n∏

j=1

‖(D f −1)( f j(x))|F‖ ≤ γn.

E umaγ-corda uniforme é uma corda tal que para todo 0≤ k < n temos
que (f k(x), f n(x)) é umaγ-corda.

Lembre que por hipótese o fibradoE contrai. SeF expande, então pela
teoria hiperbólica teríamos oshadowing lemma. Acontece que, de maneira
semelhante a observação por Pliss no caso de poços, umaγ-corda uniforme
(junto com a contração deE e a dominação) tem “estrutura hiperbólica” o
suficiente para que ocorrashadowing.

Lema 6.8 ([40]). Dado 0 < γ̂ < 1 e δ > 0 existeε > 0 com a seguinte
propriedade. Se{(xi , f ni (xi))}ki=1 sãoγ̂-cordas uniformes que formam uma
ε-pseudo-órbita periódica, isto é, para todo1 ≥ i < k temos

d( f ni (xi), xi+1) < ε e d( f nk(xk), x1) < ε.

Então existe uma “sombra” periódica p de f , com período N= n1+· · ·+nk.
Isto é:

d( f n(p), f n(x1)) ≤ δ para todo0 ≤ n ≤ n1,

e definindo Ni = n1 + . . .ni temos

d( f Ni+n(p), f n(xi+1)) ≤ δ para todo0 ≤ n ≤ ni+1.

Este lema obviamente irá gerar a órbita periódica desejada,desde que
encontremos as tais cordas. Mais ainda, como a órbita periódica estará
próximo de pontos deΛ então ela estará no invariante maximal. Basta usar
δ > 0 pequeno o suficiente.

O problema então é encontrar tais cordas. Primeiro, a hipótese de ex-
pansão não-uniforme dirá que ao tomare−c < γ0 < 1 temos um subconjunto
densoΛ0 ⊂ Λ tal que para todo pontox ∈ Λ0 existem infinitosn’s tais que

n∏

j=1

‖D f −1( f j(x))|F‖ < γn
0.

Por outro lado, podemos caracterizar a expansão emF da seguinte forma.
Dizemos que umΓ ⊂ Λ é um (l, γ)-conjunto se todo pontox ∈ Γ possui um
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inteiro−l < m < l tal que (f m−n(x), f m(x)) é umaγ-corda para todon > 0.
Então por definição, seΓ é um (l, γ)-conjunto temos queF |Γ é expansor.

Por outro lado, vamos dizer que uma corda (x, f n(x)) é uma (N, γ)-
obstrução se (x, f m(x)) não é umaγ-corda para todoN ≤ m ≤ n. Para
qualquerx ∈ Λ, definimos o conjuntoJ(x) dado por todos os pontos da
forma lim f mn(xn), ondemn → ∞ e xn → x. A hipótese sobre o conjunto
não-errante def |Λ garante quex ∈ J(x). Essencialmente, isto dará a recor-
rência das cordas, necessária para aplicar o lema 6.8. Agorafixamos umas
constantes,γ0 < γ1 < γ2 < γ3 < 1.

A seguir iremos resumir o processo com o qual Mañé consegue obter
as cordas requeridas, por motivos de apresentação mudamos um pouco o
enunciado dos resultados em [45], mas referimos o leitor ao artigo original
para enunciados mais precisos. O próximo lema garante uma dicotomia
entre haver expansão ou não.

Lema 6.9 (Confira o lema II.6 de [45]). Dado ε > 0 existem N,M > 0
tais que para todo x∈ Λ: ou J(x) é um(N, γ3)-conjunto (e portanto temos
expansão), ou existe y∈ J(x) ∩ B(x, ε) tal que para todo n> N a corda
(y, f n(y)) é uma(M, γ2)-obstrução. Além disso, existe z, tão próximo de
x quanto se queira, e m> 0 tal que fm(z) ∈ B(y, ε) e (z, f m(z)) é uma
γ3-corda uniforme.

Com a ajuda deste lema, obtemos diversas cordas, se supuséssemos que
F não contrai.

Lema 6.10(Confira lema II.7 de [45]). Se F não expande então para todo
ε > 0, fixando as constantes N e M dadas pelo lema anterior, existe um
subconjuntoΛ0 ⊂ Λ tal que todo x∈ Λ0 possui um ponto x0, arbitraria-
mente próximo, n0 ≥ 0 e y∈ Λ0 tal que fn0(x0) ∈ B(y, ε) e (y, f n(y)) é uma
(M, γ2)-obstrução para todo n> N.

Além disso, se n0 > 0 então(x0, f n0(x0)) é umaγ3-corda uniforme.

Em suma, para provar o lema, tomeΣ como a união de todos os (N, γ3)-
conjuntos, comoF não expande então o conjunto procurado éΛ − Σ ,
∅. Note que a condiçãof n0(x0) ∈ B(y, ε) serve para criar pseudo-órbitas.
Vamos escolher constantesγ ek0 tais que

γ < γ0, 0 < k0 < 1, γ < k2
0γ1 ek−1

0 γ3 < 1.

Assim, usando este lema diversas vezes, num processo de indução,
tomandoε dado pelo lema 6.8, Mañé constrói uma sequência de pontosxi e
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uma sequênciani ≥ 0 com as seguintes propriedades.(I) Elas formam uma
pseudo-órbita: d( f ni (xi), xi+1) < ε/2. (II) Geram cordas com hiperboli-
cidade controlada: seni > 0 então (xi , f ni (xi)) é umaγ3-corda uniforme,
porém sei é par eni > 0 temos que (xi , f ni (xi)) não é umaγ1-corda. (III)
Estimativa:seK = min‖D f −1|F‖ então para todoi,

γ
ni
1 Kni−1 ≥ (k0γ1)ni+ni−1.

Estas cordas formam uma pseudo-órbita. Sejaδ > 0 tal que sed(a, b) < δ

então
‖D f −1(a)|F‖ ≥ k0‖D f −1(b)|F‖.

Então o lema 6.8 gera uma órbita periódicap com períodoN = n1+ · · ·+nk

queδ-sombreia a pseudo-órbita. Assim, definindoNi = n1 + · · · + ni , para
todo 1≤ i < k, pela regra da cadeia, temos que

ni+1∏

n=1

‖D f −1( f Ni+n(x))|F‖ ≥ kni+1
0 ‖

ni+1∏

n=1

‖D f −1( f n(xi+1))|F‖.

Agora, pelas propriedades das cordas, parai ímpar temos

ni+1∏

n=1

‖D f −1( f Ni+n(x))|F‖ ≥ kni+1
0 γ

ni+1
1 .

E parai par temos

ni+1∏

n=1

‖D f −1( f Ni+n(x))|F‖ ≥ kni+1
0 Kni+1.

Assim, novamente pela regra da cadeia,

N∏

n=1

‖D f −1( f n(x))|F‖ ≥
k−1∏

j=1, ímpar

k
nj+nj+1

0 γ
nj+1

1 Knj .

Agora pela, estimativa (III ), temos que

k−1∏

j=1, ímpar

k
nj+nj+1

0 γ
nj+1

1 Knj ≥ k2N
0 γN

1 .
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Mas forçamos quek2
0γ1 > γ. E isto mostra que

N∏

n=1

‖D f −1( f n(x))|F‖ > γ
N.

De maneira análoga, levando em conta que as cordas sãoγ3-cordas temos
que

N∏

n=1

‖D f −1( f n(x))|F‖ ≤ k−N
0 γN

3 .

E como forçamos quek−1
0 γ3 < 1, temos que

N∏

n=1

‖D f −1( f n(x))|F‖ < 1.

6.2 O CasoΩ-estável: Geral

Nesta seção concluímos a prova da conjectura daΩ-estabilidade. Como
veremos, uma das principais dificuldades é mostrar uma espécie de homo-
geneidade de índices em candidatos a serem conjuntos básicos para um
campoΩ-estável não genérico.

Apresentaremos três modos de lidar com este problema. O primeiro
deles é o argumento original devido a Palis [56], em sua provapara a con-
jectura daΩ-estabilidade no caso de difeomorfimos. O segundo é baseado
no connecting lemma. O terceiro e último na verdade é uma observação
que encontra um certo fenômeno caso existam dois pontos com índices
diferentes, porém conectados de certa forma. Este último fenômeno será
estudado depois.

O Argumento de Palis

Usaremos os abertosV eU definidos na seção anterior. Sabemos que todo
Y ∈ U é Axioma A, basta provar agora que todoY ∈ V é Axioma A
também.

Note que já sabemos que para todoY ∈ V temos que Sing(Y)∩Per(Y) =
∅. Além disso, para todoZ ∈ U existe umaΩ-conjugação comY, disto
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segue queY herda a decomposição espectral deZ e portanto temos que

Ω(Y) = Sing(Y) ∪ Λ1 ∪ · · · ∪ Λk,

onde a união é disjunta, cadaΛi é um conjunto compacto invariante, transi-
tivo, isolado e tem órbitas periódicas densas. De fato, seh : Ω(Y)→ Ω(Z) é
aΩ-conjugação então cadah(Λi) = ΛZ

i é uma peça básica da decomposição
espectral deZ, uma vez queZ é Axioma A.

Seguindo Palis, mostra-se a propriedade de separação paraY.

Teorema 6.11. Para cadaΛ j existe0 ≤ i ≤ d − 1 tal que toda órbita
periódica emΛ j tem índice i.

Demonstração.Suponha que existem duas órbitas periódicas de índices
diferentesO(p) e O(q) em um mesmoΛ j . ComoΛ j é a imagem pela con-
jugação de uma peça básica temos que as variedades invariantes destas ór-
bitas se intersectam mutuamente.

Seguindo [56], por argumentos usados na prova do teorema de Kupka-
Smale, podemos perturbar um pouco o campoY de modo a encontrarY′ ∈
V tal que as continuaçõesO(p′) e O(q′) deO(p) e O(q), respectivamente,
são as únicas órbitas periódicas de diferentes índices taisque suas va-
riedades invariantes se intersectam mutuamente.

TendoO(p′) eO(q′) índices diferentes, assumimos que uma das interse-
ções, digamosWs(O(p′)) ∩Wu(O(q′)), é transversal. Oλ-lema mostra que
qualquer ponto emWu(O(p′)) ∩ Ws(O(q′)) pertence aΩ(Y′). Seja x ∈
Wu(O(p′)) ∩Ws(O(q′)), pela invariância do não-errante temos queO(x) ⊂
Ω(Y′).

Temos queY′ também éΩ-conjugado aZ, entãoΩ(Y′) = Sing(Y′) ∪
Λ′1 ∪ · · · ∪ Λ

′
k, dados pela conjugação. Note que apesar de termos tomado

órbitas periódicas deY emΛ j , nada nos garantea priori que suas continua-
ções pertencem a um mesmoΛ′j . Lembrando quex é um ponto não-errante,
ele pertence a alguma peça básica.

Sejam entãoUp′ e Uq′ vizinhanças isolantes das peças que contém
O(p′) e O(q′) respectivamente, comox ∈ Wu(O(p′)) existet1 > 0 tal que
Y′−t1(x) ∈ Up′ e, da mesma forma, comox ∈Ws(O(q′)) existet2 > 0 tal que
Yt2 ∈ Uq′ . Usando isto e a invariância das peças básicas temos queO(p′)
e O(q′) pertencem a um mesmoΛ′j . Mais ainda, uma vez queΛ′j contêm
duas órbitas temos queΛ′j contêm infinitas órbitas periódicas densas.

Segue daΩ-conjugação que qualquer outra órbita periódicaO(y) emΛ′j
tem suas variedades invariantes se intersectando com as deO(p′) e com as
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deO(q′) mutuamente, mas o índice deO(y) é diferente de pelo menos uma
das órbitas o que contradiz a unicidade, provando o teorema. �

A partir daí a prova segue as mesmas linhas do caso separado. Lem-
brando, como pontos periódicos com índicei são densos emΛ j então temos
uma decomposição dominadaE⊕ F para o Fluxo Linear de Poincaré. E se
Λ j não fosse hiperbólico então teríamos queE não é contrator.

Mas então teríamos um ponto recorrentex ∈ Λ j onde a contração deE
degenera e portanto existirial < i tal que

O(x) ∩ Perl(Y) , ∅.

Portanto existiriam , j tal queΛm ∩ Λ j , ∅. Absurdo. Um argumento
análogo mostra queF expande. E isto, junto com a proposição 4.6 mostra
queΛ j é hiperbólico. Ou seja queY é Axioma A.

Usando oConnecting Lemma

No capítulo 2, usamos oconnecting lemmapara mostrar que aΩ-estabilida-
de impede a presença de singularidades acumuladas por órbitas regulares.
Na verdade, o que mostramos é que via oconnecting lemma, isto implicava
numa interseção não transversal entre a variedade estável einstável da sin-
gularidade. Com isto conseguiamos uma contradição após usar o teorema
de Kupka-Smale. Vamos tentar resgatar esta idéia novamente.

SejaΛ um conjunto isolado, transitivo e hiperbólico ex uma tangência
homoclínica deΛ. Isto é,x ∈ (Ws(Λ) ∩Wu(Λ)) − Λ. Por argumentos do
tipo Kupka-Smale, podemos perturbar o campo fora de uma vizinhança de
Λ ∪ {x} de tal forma quex é uma tangência associada a órbitas periódicas.

Ou seja, podemos supor que existem órbitas periódicasO(p) eO(q) em
Λ tal que

x ∈ (Ws(O(p)) ∩Wu(O(q))) − Λ.

Podemos perturbar novamente, longe deΛ ∪ {x} de tal forma que

dim(Ws(O(p)) ∩Wu(O(q))) − Λ ≥ 2.

Note que por hiperbolicidade, estas interseções são não-errantes. Por tran-
sitividade os pontos periódicos são imagens pela conjugação, de pontos na
mesma peça básica. O que é um absurdo, pois as interseções da peça do
Axioma A possuem no máximo uma órbita (da direção do campo).
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Vamos tentar usar indução novamente, vamos supor então queA =⋃ j
j=0 Perj(X) é hiperbólico eΓ1∪ · · ·∪Γl é a decomposição espectral. Note

queX não tem pontos homoclínicos associados aΓi fora deΓi . Do con-
trário, teria ferraduras e apareceria um ponto periódico deíndice menor
que j + 1 fora deA, absurdo.

Vamos supor que Perj+1(X) acumula emA. Peloconnecting lemma,
podemos tomar uma vizinhançaU deA e encontrar um campo próximoY,
tal queY|U = X e a menos de renomear podemos supor queΓ1 tem um
ponto homoclínicox, fora deU. De qualquer maneira, note que cadaΓi

é hiperbólico, isolado e transitivo (não necessariamente éa decomposição
espectral paraY!).

Por hiperbolicidade, podemos supor que existem órbitasO(p) e O(q)
emΓ1 tais que

x ∈ (Ws(O(p)) ∩Wu(O(q))) − Γ1.

Como não há tangências,a interseção é transversal.
Assim, existe uma curvaXt tal queX0 = X e X1 = Y. Mais ainda,

queXt|U = X. Por conexidade, existe um campoXt0 tal queΓ1 tem uma
tangência homoclínica. Absurdo com a observação anterior.

A partir daí, podemos refazer os argumentos da seção anterior e mostrar
quePerj+1(X) é hiperbólico. Completando a indução e mostrando queX é
Axioma A.

Índices Diferentes

Como podemos observar, precisamos mostrar que os índices deórbitas per-
iódicas da imagem de uma única peça são todos iguais. Quando isto não
ocorre, peloconnecting lemma, um fenômeno interessante aparece.

Ou seja, como observamos antes, seO(p) e O(q) são tais órbitas, aΩ-
conjugação diz que as variedades estáveis e instáveis destas se intersectam
mutuamente, isto é:

Ws(O(p)) ∩Wu(O(q)) , ∅ ,Wu(O(p)) ∩Ws(O(q)).

A menos de uma perturbação, uma destas interseções é transversal.
Isto é conhecido como um ciclo heterodimensional e é uma das obstru-

ções para a hiperbolicidade. Nos próximos capítulos iremoslidar com o
problema da não-existência deste fenômeno para fluxos estrela. E isto daría
uma terceira prova do teorema 6.11.
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6.3 O Caso Kupka-Smale

Nesta seção descrevemos o seguinte teorema encontrado em [29] (veja tam-
bém [72]), que apareceu após o teorema de Hayashi. De fato, ele usa um
argumento mais direto que o de Hayashi (ou seja, não separa a prova em um
primeiro argumento pra obter densidade de Axiomas A), poréma hipótese
é mais forte. O leitor atento, pode verificar que o teorema queiremos ex-
ibir tem como corolário o fato de que fluxos estruturalmente estáveis são
Axioma A, uma vez que todo fluxo estruturalmente estável é Kupka-Smale
(veja [64]), mesmo assim isto segue do teorema de Hayashi.

Só vamos descrever brevemente o argumento pois, nos próximos capí-
tulos, iremos mostrar um teorema muito mais forte.

Teorema 6.12. Seja X um campo tal que existe uma vizinhançaU de X
onde todo Y∈ U é Kupka-Smale. Então X é Axioma A.

Primeiramente, notamos que tal campo não pode ter singularidades
aproximadas por órbitas não-errantes. De fato, isto segue do mesmo argu-
mento no teorema 2.9 onde mostrou-se que a presença de tal singularidade
cria, via oconnecting lemmauma interseção entre a variedade instável e
estável de uma singularidade. Mas esta interseção nunca é transversal e
isto é proibido pela condição Kupka-Smale.

Note que por definição de campo Kupka-Smale, o abertoU é formado
por fluxos estrela. Assim, usando a indução feita na primeiraseção deste
capítulo podemos mostrar que existe um residualR ⊂ U formado por A-
xioma A. Porém, é possível argumentar mais diretamente.

Até o fim desta seção iremos supor queX satisfaz a hipótese do teorema
6.12.

O argumento se baseia em demonstrar o seguinte lema, usando técnicas
desenvolvidas nos capítulos anteriores.

Lema 6.13. Para qualquer ponto x∈ Σ(X), ondeΣ(X) é o conjunto de
probabilidade total dado peloergodic closing lemma, temos queO(x) é um
conjunto hiperbólico.

Sketch da prova.Como estamos usando oergodic closing lemma, temos
queO(x) é um limite fundamental. Mais ainda, podemos supor que as ór-
bitas periódicas que o aproximam não são poços nem fontes. Docontrá-
rio, poderíamos construir medidas orbitais geradas pelas fontes (por exem-
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plo) e usando a uniformidade da expansão dada no teorema 4.13, mostrar
que o suporte da medida orbital possui uma fonte, via o exercício 5.16.

Assim, novamente pelo corolário 4.15, obtemos uma decomposição
dominada sobreO(x) da formaE ⊕ F, onde ambos os fibrados não são
triviais e dimE = l, ondel pode ser tomado o índice das órbitas periódicas
que aproximamO(x).

Como na prova do teorema de Hayashi, usando as técnicas de Mañé,
pode-se mostrar que se o fibradoE contrai então o fibradoF expande. Note
que, desta vez, como não estamos usando indução, o teorema é simétrico
por reversão no tempo e portanto temos que seF expande entãoE contrai.
Assim, seO(x) não for hiperbólico, podemos supor que nemE contrai e
nemF expande.

Tomandom dado pelo teorema 4.13 eφ(y) := log‖Pm
X(y)|E‖, supondo

queE não contrai encontramos uma medida orbitalµ tal que
∫
O(x)

φdµ ≥ 0.
Novamente, usando o teorema de Birkhoff temos que:

∫

O(x)∩Σ(X)
lim
n→∞

1
n

n−1∑

i=0

φ(Xmi(a))dµ ≥ 0.

Logo, existez ∈ Σ(X) ∩O(x) tal que

lim
n→∞

1
n

n−1∑

i=0

φ(Xmi(z)) ≥ 0 (∗).

A partir daqui afirmamos que é possível, por uma perturbação,criar um
ponto periódico com índice menor quel

Em suma o argumento é o seguinte: sez é periódico, então pela pro-
priedade estrela sabemos que ele possui uma decomposição hiperbólica
dada pelos autoespaços instáveis e estáveis, mas então por dominação isto
força que o índice dezseja menor quel, uma vez que do contrário isto diria
que o fibradoE está contido no fibradoEs da órbita periódica e teríamos
uma contração muito fraca paraz, devido a (∗), contradizendo o teorema
4.13. Casoz não seja periódico, usamos oergodic closing lemmacomo
antes, para recair no caso periódico (a menos de perturbação).

Daí podemos criar um novo limite fundamental, mas desta vez com
índicemenor quel. Temos novamente uma decomposição dominadaE′ ⊕
F′. Se o fibradoE′ não for contrator, podemos diminuir o índice de novo,
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e assim sucessivamente, até chegarmos a índice 0 e isto é proibido pelo
argumento dado acima.

Assim, existe um pontor ∈ Σ(X) ∩ O(x) tal queO(r) é hiperbólico e
Ind(O(r)) < dimE.

De maneira análoga, comoF não expande, encontramos um pontos ∈
Σ(X) ∩O(x) tal queO(s) é hiperbólico e Ind(O(s)) > dimF.

Por hiperbolicidade e recorrência (usandoshadowing) existem sequên-
cias de pontos periódicospn→ r e qn→ s tais que

⋃
O(pn) e

⋃
O(qn) são hiperbólicos.

Peloconnecting lemmatemos que

Wu(
⋃

O(qn)) ∩Ws(
⋃

O(pn)) , ∅.

Por perturbação, podemos então encontrar um campo próximo edois pon-
tos periódicosp eq tais que

Wu(O(q)) ∩Ws(O(p)) , ∅.

Mas pela diferença de índice vemos que esta interseção não é transversal.
Mas isto viola a hipótese. �

Agora podemos usar indução novamente e supor queA :=
⋃ j−1

i=0 Peri(X)

é hiperbólico. Como antes, temos que sePerj(X)∩A = ∅ temos quePerj(X)
é hiperbólico. De fato, como no argumento de Hayashi, a não hiperbolici-
dade implicaria que existe uma órbita, digamosO(x), cuja contração na
direçãoE (da decomposição dominada gerada pelas órbitas periódicas) é
muito fraca. Assim, via oergodic closing lemma, encontramos um ponto
periódicoq próximo ax com índice menor quej. Então pelos argumenos
usados no lema, teríamos queO(x) é hiperbólico com índice menor quej e
isto fere a hipótese de separação;

Caso nao tenhamos a hipótese de separação argumentamos da seguinte
maneira. Temos uma sequência de órbitas periódicasO(pn) de índicej que
gera um limite fundamentalΓ, de tal foram queΓ intersecta algumΛ que é
peça básica da decomposição espectral deA.

Note queΓ possui uma decomposição dominada de índicej, digamos
E ⊕ F. Tomeµ uma medida orbital gerada por pelospn’s. Em particular,
µ é suportada emΓ. Tome entãoφ(y) := 1

T̃
log‖PT̃

X(y)|E‖, ondeT̃ é grande,
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dado pelo teorema 4.16. Novamente, é possível mostrar que
∫
Γ
φdµ < 0.

Assim, por Birkhoff, existe um pontoz ∈ Γ ∩ Σ(X) tal que

lim
n→∞

1
n

n−1∑

i=0

φ(XiT̃(z)) < 0.

Temos dois casos, sez for um ponto periódico, como antes, temos que
Ind(z) ≥ j. Agora, tomeU e V vizinhanças deΛ e z respectivamente.

Mas comoΓ é um limite fundamental que intersectaΛ temos que exis-
temq ∈ O(pn) ∩ V e t > 0 tal queXt(q) ∈ U.

Peloconnecting lemma, existe um campoY próximo tal que

Wu(O(z)) ∩Ws(Λ) , ∅.

E isto contradiz a robustez da propriedade Kupka-Smale, devido a diferença
dos índices.

Sez não for periódico, usando o fato queO(z) é hiperbólico (pelo que
foi feito no lema), argumentamos via oergodic closing lemma, para re-
tornar ao caso periódico e obtemos a mesma contradição.

Finalmente, resta o trabalho árduo de mostrar queΩ(X) = Per(X).
A prova se baseia nas seguintes observações. Primeiro, mostre que

L+(X) := {y; existex ∈ M comy ∈ ω(x)} ⊂ Per(X).

Isto mostra de fato queL+(X) = Per(X). A segunda observação é que a
decomposição espectral dePer(X) não possui ciclos, de fato a existência de
um ciclo permitiria criar uma interseção não transversal entre variedades
invariantes. Finalmente, tudo é demonstrado via um resultado encontrado
em [54](mais precisamente o teorema 4.1 de [54]). Lembre quejá vimos
que as singularidades são isoladas do conjunto não-errante.

Proposição 6.14.Se L+(X)∪Sing(X) é hiperbólico e não tem ciclos então
Per(X) ∪ Sing(X) = Ω(X).

Apenas comentamos que as observações citadas acima seguem amesma
linha das outras provas, isto é, redução de índice, Birkhoff, ergodic closing
lemmae contradição com a transversalidade dada pela propriedadeKupka-
Smale, após o uso doconnecting lemma. Maiores detalhes em [72].
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Capítulo 7

Conjuntos Minimalmente
Não-Hiperbólicos

Neste capítulo iremos definir e considerar propriedades básicas de certos
conjuntos que previnem hiperbolicidade.

Definição 7.1. Dizemos que um conjunto compacto e invarianteΛ de um
campo X é minimalmente não hiperbólico se ele não é hiperbólico, porém
qualquer subconjunto compacto invariante próprio é hiperbólico.

Acontece, que em uma dinâmica não-hiperbólica, tais conjuntos estão
sempre presentes. Isto é o que diz o próximo exercício.

Exercício 7.2. Todo conjunto compacto invariante não-vazio e não hiper-
bólico contêm um conjunto minimalmente não-hiperbólico.

Os conjuntos minimalmente não-hiperbólicos podem ser divididos em
duas classes, usando a caracterização de conjuntos hiperbólicos dado pelo
teorema 4.18 do capítulo 4.

Definição 7.3.Um ponto regular x é dito resistente se, usando as notações
do teorema 4.18, temos

Nx , Ds(x) ⊕ Du(x).

Pelo teorema 4.18, um ponto resistente proíbe a hiperbolicidade de
um conjunto que o contêm. Dividimos os conjuntos minimalmente não-
hiperbólicos em duas classes, dependendo da dinâmica do ponto resistente.

89
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Definição 7.4. Um conjunto sem singularidades minimalmente não-hiper-
bólicoΛ é simples se ele possui um ponto x resistente tal queα(x) eω(x)
são subconjuntos próprios deΛ. Caso contrário, o conjunto é não-simples.

Primeiramente, fazemos uma observação muito simples: seΛ é mini-
malmente não-hiperbólico simples ex ∈ Λ é resistente então por minima-
lidade, temos queα(x) eω(x) são conjuntos hiperbólicos, uma vez que são
subconjuntos próprios deΛ. Outra observação é a seguinte:

Lema 7.5. SeΛ é um conjunto sem singularidades minimalmente não-
hiperbólico simples entãoΛ = ω(x) ∪ O(x) ∪ α(x), onde x é um ponto
resistente.

Demonstração.Comoα(x)∪O(x)∪ω(x) é um compacto invariante deΛ e
não hiperbólico (devido a presença dex) então ele não pode ser próprio.�

Gostaríamos que na presença da condição estrela os tais conjuntos mi-
nimalmente não-hiperbólicos não existissem. Para este fim,vamos tentar
obter informações extrasa priori. Por exemplo, podemos obter informa-
ções sobre o índice.

Proposição 7.6.Seja X estrela eΛ ⊂ Per(X) um conjunto não singular
minimalmente não-hiperbólico simples. Se x é um ponto resistente então
Ind(α(x)) , Ind(ω(x)).

Demonstração.Note queω(x) é um conjunto hiperbólico e transitivo, uma
vez que é próprio, vamos denotar pori seu índice. Pelo teorema 3.26 temos
quex ∈ Per∗i (X). ComoΛ coincide com o fecho da órbita dex temos que
Λ ⊂ Per∗i (X).

ComoΛ é não-singular, pela propriedade estrela e o corolário 4.15
temos queΛ possui uma decomposição dominadaE⊕F para o fluxo linear
de Poincaré. Além disso, temos que dimE = i. Portanto, dimF = d− i −1.

Por outro lado, por hiperbolicidade deω(x), temos que dimDs(x) = i e
dimDu(x) = d − i − 1.

Argumentando de maneira análoga comα(x), e usando o exercício 4.17
temos que se Ind(α(x)) = Ind(ω(x)) então

Ds(x) = E(x) e Du(x) = F(x).

Mas o fato deE eF formarem uma soma direta no fibrado normal contradiz
a hipótese de quex é um ponto resistente. E isto termina a prova. �
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Mais tarde, iremos mostrar que exatamente pela forma como foram
definidos os conjuntos minimalmente não-hiperbólicos simples, podemos
criar interseções heteroclínicas entreα(x) e ω(x), e tais conexões são he-
terodimensionais, pois a proposição diz que os índices são distintos. Vere-
mos que estas conexões são proibidas pela propriedade estrela.

A pergunta que resta é, e o que podemos dizer dos conjuntos não-
simples? Começamos analisando a pré-periodicidade de tal conjunto, na
presença da propriedade estrela.

Proposição 7.7.Seja X estrela, x um ponto resistente eΛ := ω(x) = α(x) ⊂
Per(X)−S ing(X) um conjunto minimalmente não-hiperbólico. Então existe
i tal queΛ ⊂ Per∗i (X).

Demonstração.ComoΛ é transitivo, temos queΛ é um limite fundamental
(confira o exercício 3.15) e portanto podemos definir o seguinte número:

i = min{ j; Existe umj-limite fundamentalK ⊂ Λ}.

Note quei , 0 oud − 1. Com efeito, do contrário poderíamos supor que
Λ é acumulado por poçosO(pn) de camposYn comYn → X. Se o período
deO(pn) fosse limitado entãoΛ seria uma órbita periódica e portanto seria
hiperbólico pela propriedade estrela, absurdo poisΛ é minimalmente não-
hiperbólico. Se o período deO(pn) é ilimitado, usando argumentos como
na prova do teorema de Pliss, poderíamos tornar um deses poços num ponto
periódico não hiperbólico, por uma pequena perturbação, o que fere a pro-
priedade estrela.

Vamos supor queΓ := Λ ∩ Per∗i (X) é um subconjunto próprio deΛ.
Então, por minimalidade, ele é hiperbólico. Vamos tomarΓi a parte de
Γ que tem índicei. Em princípio não sabemos seΓi é não-vazio. Mas o
próximo lema garante isto.

Lema 7.8. Se K⊂ Λ é um i-limite fundamental então existe um conjunto
hiperbólico J⊂ K de índice j≤ i.

Vamos provar este lema mais tarde.
De fato, por definição dei sabemos que existe umi-limite fundamental

K ⊂ Λ. Pelo lema existe um conjunto hiperbólicoJ ⊂ Λ de índicej ≤ i.
Este conjunto hiperbólico contém um conjunto minimalJ′ não-vazio (i.e.
todas as órbitas deJ′ são densas emJ′), que é umj-limite fundamental,
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pelo shadowing lemma. Como i foi definido como mínimo, temos que
j = i. Em particular,J′ ⊂ Γi .

Observe quex < Γi , uma vez queΓi é hiperbólico ex é resistente. Seja
U uma vizinhança pequena deΓi tal quex < U eΓ ∩ U = Γi (observe que
Γi é aberto emΓ).

Porém, comoΓi ⊂ Λ = ω(x) e x < Γi então existey ∈ Λ ∩ ∂U tal que
O+(y) ⊂ U. ComoU é uma vizinhança pequena deΓi que é um conjunto
hiperbólico de índicei, temos queω(y) é um conjunto hiperbólico de índice
i. Assim, pelo teorema 3.26 , temos quey ∈ Per∗i (X) e portantoy ∈ Γ.
Absurdo poisy ∈ ∂U. �

Vamos agora provar o lema.

Prova do lema 7.8.Sabemos queK possui uma decomposição dominada
E ⊕ F de índicei para o fluxo linear de Poincaré.

SeE não contrai, vamos usar o argumento de redução de índice. Seja

q = min{ j; existe umj-limite fundamentalL ⊂ K}.

Pelo exercício 5.14 temos queq < i. SejaL um q-limite fundamental
contido emK. Note queq , 0, senão pelo exercício 5.10L seria uma
fonte, mas então comoK é um limite fundamental, teríamos queK = L.
Mas isto é um absurdo, uma vez que esta fonte deveria ser aproximada por
órbitas periódicas de índice 1≤ i ≤ d− 2 de camposYn próximos.

Seja entãoÊ ⊕ F̂ a decomposição dominada deL. Novamente, pelo
exercício 5.14 sêE não contrai então existe umr-limite fundamentalL′ ⊂ L
comr < q. Porém, desta vez, isto é um absurdo com a minimalidade deq.
Assim, temos quêE contrai.

Ou seja, podemos supor desde o princípio queE contrai. O argu-
mento então é parecido com os apresentados na prova da conjectura da
Ω-estabilidade.

Ora, sejamT̃ > 0 e η̃ > 0 os números dados no teorema 4.16. Se-
jam O(pn) as órbitas periódicas deYn que geram o limite fundamentalK.
Assim, sejaµn uma medida orbital obtida por

1
l

l−1∑

i=0

δ(Yn)iT̃ (pn).
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Note queµn é suportada emOYn(pn). Mais ainda, pelo teorema 4.16 temos
que

1

T̃

∫
logm(PT̃

Yn
(.)|Eu)dµn(.) ≥ η̃.

Tomandoµ um ponto de acumulação deµn temos queµ é uma medida
X-invariante suportada emΛ. E portanto

1

T̃

∫
logm(PT̃

X(.)|F)dµ(.) ≥ η̃.

Usando o teorema de Birkhoff temos que existe um pontob recorrente tal
queb ∈ ω(b) ⊂ K e

lim
n→∞

1

nT̃

n−1∑

j=0

m(PT̃
X(X jT̃(b))|F) ≥ λ.

Assim pelo teorema 6.5, temos queω(b) é um conjunto hiperbólico de
índice i. De fato seF |ω(b) não fosse expansor, então pelo teorema 6.5
teríamos uma órbita periódica com autovalor instável fracoe isto seria uma
contradição com a propriedade estrela. �

O principal resultado deste capítulo é o seguinte, que versasobre não
existência de conjuntos não-simples na presença da propriedade estrela.

Teorema 7.9. Se X é estrela então não existem conjuntos minimalmente
não-hiperbólicos não simples emPer(X) − S ing(X).

Demonstração.Vamos supor que não. Então existe um pontox resistente
tal queΛ := ω(x) = α(x) ⊂ Per(X) − Sing(X) é um conjunto minimal-
mente não-hiperbólico. Pelo resultado anterior, existei minimal tal que
Λ ⊂ Per∗i (X).

Como o campo é estrela, pelo corolário 4.15 temos uma decomposição
dominadaDΛ = E ⊕ F, de índicei sobreΛ para o fluxo linear de Poincaré.

Da minimalidade dei, segue que o fibradoE é contrator, pois pelo
argumento de redução de índice teríamos queΛ contêm umj-limite funda-
mental, comj < i (confira o exercício 5.14).

SejaΓ ⊂ Λ o conjunto de pontos onde temos expansão não uniforme.
Isto é, fixadas as constantes positivasT̃ e η̃, tomamos os pontosz tais que,

lim sup
n→∞

1

nT̃

n−1∑

j=0

logm(PT̃
X(X jT̃(z))|F) ≥ η̃.
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Note que não sabemos seΓ é fechado! Vamos supor quex < Γ. Isto
força queΓ seja um subconjunto próprio deΛ. AssimΓ é um conjunto
hiperbólico, poisΛ é minimalmente não-hiperbólico. Por construção, há
expansão não uniforme emF sobreΓ, temos que o índice deΓ é i.

Seja então uma vizinhança pequenaU deΓ tal que todo compacto in-
variante contido emU é um conjunto hiperbólico de índicei.

Podemos supor ainda quex < U. Argumentando como no exercício
3.25, existeb ∈ Λ ∩ ∂U tal queO+(b) ⊂ U Concluímos duas coisas,
primeiro,ω(b) é um conjunto hiperbólico de índicei contido emU. Se-
gundo, comob está no bordo deU temos queb < Γ, assim por definição de
Γ temos que:

lim sup
n→∞

1

nT̃

n−1∑

j=0

logm(PT̃
X(X jT̃(b))|F) < η̃.

Assim, existe 0< η < η̃, tal que para todon grande temos:

1

nT̃

n−1∑

j=0

logm(PT̃
X(X jT̃(b))|F) ≤ η.

Podemos então tomarni → ∞ tal queXni T̃
(b) → c ∈ ω(b). Dados

η < η1 < η2 < η̃, e i ∈ N sek− i é muito grande temos que

1

(nk − ni)T̃

nk−1∑

j=ni

logm(PT̃
X(X jT̃(b))|F) ≤ η1.

Porem, sei é grande então a corda (Xni T̃
(b),XnkT̃

(b)) está próxima do
conjunto hiperbólicoω(b) e seus extremos estão bem próximos (lembre
Xnj T̃

(b) converge ac). Assim, peloshadowing lemmatemos uma órbita
periódicaO(p) que sombreia a corda. Isto é existe uma partição 0= t0 <
t1 < · · · < tnk−ni = π(p), ondeπ(p) é o período dep, cadat j+1− t j é quaseT
e comop sombreia temos, por continuidade, que

1
τ

nk−ni−1∑

j=0

logm(P
t j+1−t j

X (Xt j (p))|F) ≤ η2.

Mas isto fere o teorema 4.16, pois ele garante que a força da expansão
dos pontos periódicos é uniforme (no período), e isto dá a contradição. �
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Capítulo 8

Ciclos Heterodimensionais

Como vimos nos capítulos anteriores, a presença de pontos periódicos com
índices diferentes gera uma obstrução à hiperbolicidade. De fato, em certas
configurações, tais pontos dão origem a um mecanismo responsável por
gerar dinâmicas extremamente ricas. Estes são os ciclos heterodimensio-
nais.

Definição 8.1. Dados duas órbitas periódicas hiperbólicas O(p) e O(q),
com índices diferentes, dizemos que elas geram um ciclo heterodimensional
se Ws(O(p)) intersecta Wu(O(q)) e Wu(O(p)) intersecta Ws(O(q)). Pode-
mos ainda supor que uma delas é transversal.

Figura 8.1: Ciclo Heterodimensional
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O principal resultado deste capítulo é mostrar que a presença de um
ciclo heterodimensional é uma obstrução para que um fluxo seja estrela.
Porém alertamos o leitor que tais ciclos estão intimamente ligados a dinâmi-
cas não-hiperbólicas. Para maiores informações referimoso leitor a [22] ou
[18], para maiores detalhes.

8.1 Não Existência de Ciclos Heterodimensio-
nais

Nesta seção provamos um dos mais importantes resultados deste livro. Se-
guimos a prova dada na seção 4 de [30].

Teorema 8.2.Se X é estrela então X não possui ciclos heterodimensionais.

Observação 8.3.Observe que no enunciado do teoremanão se pede que o
campo seja não-singular.

Idéia da Prova

Primeiramente, vamos expor uma idéia bem ingênua. Vamos supor que
temos duas órbitas periódicasO(p) e O(q), que formam um ciclo heterodi-
mensional. Imagine que ambas compartilham uma direção comum na de-
composição de Oseledets das medidas periódicas associadas(imagine que
o fibrado tangente está trivializado). Note que nesta direção o expoente
de Lyapunovλ1 da medidaµP é positivo enquanto que o expoente de Lya-
punovλ2 da medidaµQ é negativo. Então uma combinação convexa

µ = (1− α)µP + αµQ,

adequada deve ter expoente de Lyapunov nulo. Essencialmente escolhaα
tal queαλ1 + αλ2 = 0.

Agora, usando oergodic closing lemmatemos um campo próximo com
uma órbita periódica bem próxima de uma órbita genérica paraµ. Porém,
como existe sombreamento isto diria que o expoente de Lyapunov da órbita
periódica é quase nulo. O que é um absurdo pois o campo era estrela, e isto
fere o teorema 4.13 a força de órbitas periódicas é uniforme.

A prova do teorema no caso em que a diferença de índices é 1 se baseia
nessa idéia. Porém, o ciclo heterodimensional é usado para garantir que
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a órbita genérica citada acima1 veja a direção central expansora deP, a
direção central contratora deQ nas taxas corretas, para que no fim tenha
um expoente nulo.

Isto será feito rigorosamente na próxima seção. Porém uma outra di-
ficuldade aparece, pois em princípio a diferença entre os índices não pre-
cisa ser igual a 1. E se for maior, então teremos muitas direções centrais.
Qual escolher? A princípio isso parece ser um grande empeçilho, porém ao
lembramos que o ciclo ganha duas decomposições dominadas vindas das
órbitas periódicas então podemos jogar a culpa nas decomposições.

Isto é, esquecer um pouco o problema da direção, uma vez que a decom-
posição dominada leva direções intermediárias na direção dominante, e de-
pois usar a dominação vinda do outro ponto periódico para consertar a di-
reção de volta a direção dominante do outro ponto periódico eassim em
diante. De fato, em certas circunstâncias podemos assumir de fato que a
diferença de índices é 1. Referimos o leitor a [1] (veja também [6]).

Vamos dar as idéias do que ocorrerá no caso geral. Caso existisse um
ciclo heterodimensional, tome o conjunto dado pela união das órbitas per-
iódicas com a união de duas órbitas heteroclínicas, dadas pelo ciclo. Tal
conjunto é pré-periódico por resultados anteriores e isto gera decomposi-
ções dominadas. Repare que a decomposição dominada é uma propriedade
aberta tanto em uma vizinhança desse conjunto, como em uma vizinhança
do campo. E ainda temos mais, temos que essa decomposição dominada
também é parcialmente hiperbólica, ou seja, vamos passar a estudar a dire-
ção central.

Uma idéia conhecida quando se estuda ciclos heterodimensionais é a
de criar pseudo órbitas controlando o tempo que ela passará perto de cada
uma das órbitas periódicas, com isso tentaremos “contaminar” a direção
central com expansão ou contração de acordo com os nossos propósitos.
Uma vez que conseguimos essas pseudo órbitas, faremos pequenas per-
turbações e vamos obter uma órbita periódica que sombreia essa pseudo
órbita, e por desigualdade triangular, também tem sua direção central “con-
taminada”. Daí, ajeitando tais tempos, conseguiremos uma órbita periódica
não-hiperbólica por pertubação e isto dará a contradição. De fato, [30]
mostra a contradição de modo mais direto, obtendo um absurdoentre as
estimativas hiperbólicas geradas por tais tempos.

1OK! Não haverá mais medida envolvida, mas... é só uma idéia...:D
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Prova do Teorema

Vamos supor por absurdo que existe um ciclo heterodimensional entre as
órbitas periódicasO(p) e O(q) de índicesi e i + g respectivamente paraX.
Temos então que 1≤ i < i + g ≤ d − 2. Considere os pontos

x ∈Ws(O(q)) ∩Wu(O(p)) e y ∈Ws(O(p)) ∩Wu(O(q)).

Vamos definir o seguinte conjunto invariante

Λ := O(p) ∪O(q) ∪O(x) ∪O(y),

Considere as decomposições hiperbólicas do fluxo linear de poincaré
das órbitas periódicas,NO(p) = Ns

i ⊕ Nu
i andNO(q) = Ns

i+g ⊕ Nu
i+g. Observe

que pela proposição 3.28 temos que

Λ ⊂ Per∗i (X) ∩ Per∗i+g(X).

Logo, obtemos uma decomposição dominada da formaNΛ = Ns
i ⊕NC⊕Nu

i+g,
ondeNC = Nu

i ∩ Ns
i+g. Observe também que pelo teorema 5.15 temos que

Pt contraiNs
i e que expandeNu

i+g.
Como vamos usar o fluxo linear de Poincaré de diversos campos restri-

tos a diferentes (porém próximos) fibrados, vamos usar a seguinte notação:
Pt

Y(x)|N(Y) denota o fluxo linear de Poincaré deY no pontox, restrito a fibra
Nx do fibrado correspondente ao campoY.

Tome vizinhançasU deΛ e U de X pequenas o suficiente tais que
para todoY ∈ U temosU ∩ S ing(Y) = ∅ e qualquer conjunto fechado e
invarianteΓ ⊂ U deY tem uma decomposição dominada semelhante aNΛ,
ou seja,

N(Y) = Ns
i (Y) ⊕ NC(Y) ⊕ Nu

i+g(Y),

Além disso, podemos supor quePt
Y, o fluxo linear de poincaré paraY,

contraiNs
i (Y) e expandeNi+g(Y).

No resto da prova vamos usar as constantesη̃ e T̃ dados pelo teorema
4.16. Vamos também definir as seguintes constantes:

r =
η̃

4
e K = log sup

z∈U,Y∈U,t∈[−6T̃ ,6T̃]
({‖Pt

Y(z)|N(Y)‖})
1
T̃ .

Note que se|t| ≥ T̃ e X[0,t](z) ⊂ U então segue da definição deK que
‖Pt

Y(z)|N(Y)‖ ≤ eK|t|. Mais ainda, se 0≤ t ≤ 6T̃ então o mesmo vale.
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Vamos então analisar o caso em quet > 6T̃. Basta dividir o intervalo
[0, t] em pedaços que sabemos controlar. No caso vamos escrevert = 2nT̃+
scoms ∈ [0, 2T̃). Obtemos então

‖Pt
Y(z)|N(Y)‖ = ‖Ps

Y(zn)|N(Y).P
2T̃
Y (zn−1)|N(Y)...P

2T̃
Y (z0)|N(Y)‖

≤ e(n+1)KT̃ ≤ eKt,

ondezi = Y2iT̃(z), com i = 0, 1, . . . , n. Podemos obter uma estimativa
análoga quandot < 0.

Voltamos então nossos esforços para investigar o que ocorrena direção
central.

Note que por continuidade, reduzindo a vizinhançaU se necessário,
existeδ > 0 tal que sez, z′ ∈ U, d(z, z′) ≤ 4δ, NC(z) está bem definido para
X, NC(Y, z′) está bem definido para qualquerY ∈ U e t ∈ [0, 6T̃] então

e−rT̃ ≤
m(Pt(z)|NC)

m(Pt
Y(z′)|NC(Y))

≤ erT̃ (8.1)

e−rT̃ ≤
‖Pt(z)|NC‖

‖Pt
Y(z′)|NC(Y)‖

≤ erT̃ (8.2)

O que essas desigualdades nos dizem é que as direções centrais per-
manecem razoavelmente próximas ao variar o campo.

O próximo passo é preparar o terreno para fazer perturbaçõesque irão
gerar a contradição. Tais perturbações serão feitas em cimade uma pseudo-
órbita que será cuidadosamente criada.

Escolhendoδ suficientemente pequeno podemos supor queB(p, 4δ) e
B(q, 4δ) estão contidos emU. Mais ainda, denotando porT eS os períodos
de p e q, respectivamente, e tomando duas seções transversaisΣ em p eΓ
emq, podemos assumirB(p, 4δ)−Σ e B(q, 4δ)−Γ são desconexos, ou seja,
as bolas são pequenas suficientes de modo que estas seções transversais
cortam estas bolas em duas partes.

Assim, para qualquer 0< α ≤ 4δ podemos definirΣα = B(p, α) ∩ Σ e
Γα = B(q, α) ∩ Γ. Em particular, seδ é suficientemente pequeno, podemos
supor que o mapa de Poincaré2 P está definido para todoz ∈ Σ4δ ∪ Γ4δ.

Alerta: Não confundir o mapa de Poincaré com o fluxo de linear de
Poincaré definidos na seção 1.1.

2Aqui há um abuso de notação, pois na verdade temos dois mapas de Poincaré, um em
cada órbitas, e estamos denotando porP ambos os mapas.
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Por simplicidade podemos assumir que

‖D(P|Ws(p)∩Σ4δ )‖, ‖D(P−1|Wu(p)∩Σ4δ )‖, ‖D(P|Ws(q)∩Γ4δ )‖, ‖D(P−1|Wu(q)∩Γ4δ )‖ < 1.

Fixemos pontosxp, xq ∈ O(x) e yp, yq ∈ O(y) tal quexp, yp ∈ Σδ e xq, yq ∈

Γδ. Vamos tomar também os pontosyp = Xs′(yq) e xq = Xt′ (xp) com
t′, s′ ≥ 2T̃.

x

y

Σδ
Γδ

p q

xp

yp = XS′ (yq)

xq

yq

Figura 8.2:

Para gerar a pseudo-órbita, deixamos o seguinte exercício para o leitor.

Exercício 8.4. Existeδ0 > 0 pequeno suficiente tal que para qualquer
δ ∈ (0, δ0] e qualquerε > 0, existe um inteiro N> 0 tal que para cada
inteiro n ≥ N existem pn, qn ∈ U que satisfazem pn,P(pn), ...,Pn(pn) ∈
B(p, 2δ) e qn,P(qn), ...,Pn(qn) ∈ B(q, 2δ) e d(pn, yp) ≤ ε, d(Pn(pn), xp) ≤ ε,
d(qn, xq) ≤ ε e d(Pn(qn), yq) ≤ ε .

Vamos definir temposTn eSn através das seguintes equações:Pn(pn) =
XTn(pn) e Pn(qn) = XSn(qn). O que o exercício nos diz é que para qualquer
par de inteirosm, n ≥ L, conseguimos a seguinteε-pseudo órbitas periódica

O(m, n) = (X[0,Tm](pm),X[0,t′](xp),X[0,Sn](qn),X[0,s′](yq)).

Nessa altura o leitor já deve ter percebido que iremos produzir, após
uma pequena perturbação, uma órbita periódica na qual poderemos escol-
her quanto tempo ela passará perto de cada órbitap ou q, “contaminando”
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a direção central de acordo com nossos propósitos. Mais a frente veremos
que isso levará a uma contradição com a propriedade estrela.

O próximo lema diz como ocorre a criação da órbita periódica.

Lema 8.5. Para qualquerδ ∈ (0, δ0] existemε > 0, N > L tais que se
n ≥ N e m≥ N então existe Xmn ∈ U e um ponto periódico xmn de Xmn que
δ-sombreia aε-pseudo órbita O(m, n).

Demonstração.Basta tomarN grande o suficiente tal queO(m, n) se torne
umaε-pseudo órbita paraε ≤ δ pequeno o suficiente tal que quando fiz-
ermos pequenas perturbações em vizinhanças pequenas de{yp, xp, xq, yq},
para fechar a pseudo órbita periódicaO(m, n) em uma órbita periódica, e
como apenas perturbamos em vizinhanças pequenas daqueles pontos, o que
concluimos é que essa nova órbita periódica passa próximo deO(m, n). �

Note que por construção depm e qn, obtemos queO(xmn,Xmn) também
3δ-sombreia a pseudo órbita periódica

Q(m, n) = (X[0,mT](p),X[0,t′](xp),X[0,nS](q),X[0,s′](yq)).

Isto é uma simples aplicação da desigualdade triangular.
Observe que a órbitaO(xmn,Xmn) fica “m-vezes” ao redor deO(p) e “n-

vezes” ao redor deO(q). Podemos tomar uma parametrização deQ(m, n)
da seguinte forma.

Q(m, n, t) =



Xt(p), parat ∈ [0,mT),

Xt−mT(xp) parat ∈ [mT,mT+ t′)

Xt−mT−t′ (q) parat ∈ [mT+ t′,mT+ t′ + nS)

Xt−mT−t′−nS(yq) parat ∈ [mT+ t′ + nS,mT+ t′ + nS+ s′]

Por motivos estéticos, até o fim desta seção, vamos denotarXt
mn(x)

como o tempot da órbita dex pelo fluxo do campoXmn.
Para cadam, n ≥ N podemos tomar uma reparametrização

θmn : [0,mT+ nS+ s′ + t′] → R,

comθ(0) = 0, tal que,

d(Q(m, n, t),Xθmn(t)
mn (xmn)) ≤ 3δ para todot ∈ [0,mT+ nS+ t′ + s′].

Podemos também assumir queθmn(mT+ nS+ t′ + s′) é o período dexmn.
O seguinte exercício detalha mais esta reparametrização.
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Exercício 8.6. Se X é estrela e para qualquerT > 0, τ > 0, existem uma
vizinhançaU1 = viz1(X) e ε1 > 0 tal que se Y∈ U1, T ≤ T′ < ∞ e
θ(t) uma função estritamente crescente, contínua em[0,T′] comθ(0) = 0,
X[0,T′](a),X[0,T′](b) ⊂ U e

d(Xt(a),Yθ(t)(b)) ≤ ε1

para todo t∈ [0,T′], então temos que

(1− τ)T′ ≤ θ(T′) ≤ (1+ τ)T′

O exercício diz que a reparametrização não muda muito o tempo.
Agora vamos fixar, de acordo com o lema,T = T̃,U1 eT < min{ 14 ,

η̃

8K }.
Mais ainda, por dominação, podemos assumir queT é pequeno o suficiente
tal que se|t| ≤ 6TT̃ então temos que‖Pt

Y‖ ≤ erT̃ para cadaY ∈ U1.3

Lema 8.7. Seja N> 0 como no exercício 8.4. Para n> N fixado, se m é
grande o suficiente então xmn tem índice i, e fixado m> N se n é grande o
suficiente então xmn tem índice i+ g.

O lema diz que passando bastante tempo perto de uma (ou da outra) ór-
bita periódica, podemos “contaminar” as direções centrais, tendo um cont-
role sobre o índice do ponto periódico criado.

Prova do lema 8.7.Pelo teorema 4.16 temos que para qualquer partição
0 = t0 < t1 < ... < tl = mT, com 2T̃ ≤ t j+1 − t j ≤ 4T̃ , 0 ≤ j < l, temos que

l−1∏

j=0

m(Pt j+1−t j (Xt j (p))|NC) ≥ eη̃mT

Temos queNC(Xt(p)) ⊂ Nu(Xt(p)), devido a hipótese sobre o índice
de p. Comod(Xt(p),Xθmn(t)

mn (xmn)) ≤ 3δ então através das estimativas (8.1),
obtemos que

l−1∏

j=0

m(Pt j+1−t j

Xmn
(Xθmn(t j )

mn (xmn))|NC(Xmn)) ≥

≥ (
l−1∏

j=0

m(Pt j+1−t j (Xt j (p))|NC))e−(lr T̃)/(mT) ≥ e(η̃−r)mT

3Alertamos que a notaçãoPt
X(x) denota o fluxo linear de Poincaré no pontox.



i

i

“book” — 2011/5/17 — 21:36 — page 103 — #113
i

i

i

i

i

i

[SEC. 8.1: NÃO EXISTÊNCIA DE CICLOS HETERODIMENSIONAIS 103

Pelo lema anterior temos que|(θmn(t j+1) − θmn(t j)) − (t j+1 − t j)| ≤ 4τT̃.
Usando a continuidade de decomposição dominada e tomandoτ pequeno,
juntamente com as estimativas que aparecem acima, temos que

l−1∏

j=0

m(Pθmn(t j+1)−θmn(t j )
Xmn

(Xθmn(t j )
mn (xmn))|NC(Xmn)) ≥

≥ (
l−1∏

j=0

m(Pt j+1−t j (Xt j (p))|NC))e−2r ≥ e(η̃−2r)mT

Temos também que

Tmn = θmn(mT+ nS+ t′ + s′) ≤ (1+ τ)(mT+ nS+ t′ + s′)

e
θmn(mT) ≥ (1− τ)(mT).

Pela regra da cadeia obtemos:

m(PTmn
Xmn

(xmn)|NC(Xmn)) ≥
(
m(Pθmn(mT)

Xmn
(xmn)|NC(Xmn))

)
.

.
(
m(PTmn−θmn(mT)

Xmn
(xmn)|NC(Xmn))

)

≥ emT(η̃−2r)−K(Tmn−θmn(mT))

≥ e(η̃−2r−2Kτ)(mT)−K(1+τ)(nS+t′+s′)

Observe que usamos as estimativas dadas pelo exercício acima e as esti-
mativas do início da demonstração. Agora observe que podemos escolherτ
pequeno o suficiente tal que o último termo é maior do que 1 paramgrande
o suficiente. Ou seja, o que isso nos diz é quePTmn

Xmn
expandeNC, o que prova

o lema neste caso. Por um argumento análogo podemos mostrar ocaso em
quexmn passa muito tempo próximo a órbita deq. �

Agora passaremos a última parte da demonstração. Tomen0 > N tal
quen0 >

2K
r . Pelo lema anterior temos que para qualquerm0 > N podemos

tomarn > n0 tal que o pontoxm0n tem índicei + g. O lema também diz
que podemos tomarm > m0, tal que o pontoxmn tem índice maior do
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quei, porém o pontox(m+1)n tem índice exatamentei (ou sejam é minimal
com esta propriedade). Veremos que esta troca de índice irá gerar uma
contradição.

Primeiro, como fizemos acima, tomamos uma partição 0= t0 < t1 <
... < tk = mT + nS+ t′ + s′, tal que 2̃T ≤ t j+1 − t j ≤ 4T̃ para 0≤ j < k e
também queremos que{mT,mT+ t′,mT+ t′ + nS} ⊂ {t0, ..., tk}. Com isso
obtemos também a seguinte partição para [0,Tmn]

0 = θmn(t0) < ... < θmn(tk) = Tmn.

Temos ainda queθmn(t j+1) − θmn(t j) ≤ T̃. Agora repare que pelo lema
anterior,xmn tem índice maior do quei, daí a direção centralNC(Xmn), no
ponto xmn, tem interseção não trivial com a direção estávelNs(Xmn) no
pontoXt

mn(xmn).
Como essa direção contrai temos que

k−1∏

j=0

m(Pθmn(t j+1)−θmn(t j )
Xmn

(Xθmn(t j )
mn (xmn))|NC(Xmn)) ≤ e−η̃Tmn.

Agora por uma conta análoga a feita na demonstração do lema anterior,
usando as mesmas estimativas, obtemos que

k−1∏

j=0

m(P
t j+1−t j

X (Q(m, n, t j))|NC) ≤ e−(η̃+2r)Tmn. (8.3)

Agora tomemos a seguinte partição

0 = t′0 < ... < t′l = T < t′l+1 = T + t1 < ... < t′l+ j = T + t j

< < ... < t′l+k = (m+ 1)T + nS+ t′ + s′.

tal que 2̃T ≤ t′j+1 − t′j ≤ 4T̃. Isto induz a seguinte partição de [0,T(m+1)n],
como fizemos antes,

0 = θ(m+1)n(t′0) < ... < θ(m+1)n(t′l+k) = T(m+1)n.

De forma análoga, obtemos quewmn j := θ(m+1)n(t′j+1)−θ(m+1)n(t′j) ≥ T̃. Pelo
lema anterior, temos quex(m+1)n tem índicei, portanto a direção central
expande. Portanto obtemos a seguinte estimativa
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l+k−1∏

j=0

m(P
wmn j

X(m+1)n
(X

θ(m+1)n(t′j )

(m+1)n (x(m+1)n))|NC(X(m+1)n)) ≥ eη̃T(m+1)n,

que simplesmente nos diz que a direção central está expandindo. E mais
uma vez, contas parecidas às feitas acima, temos que

l+k−1∏

j=0

m(P
t′j+1−t′j
X (Q(m+ 1, n, t′j))|NC) ≥ e(η̃−2r)T(m+1)n. (8.4)

Agora repare que por definição, temos que

Q(m+ 1, n, t′l+ j) = Q(m, n, t j),

Repare quet′l+ j+1 − t′l+ j = t j+1 − t j . Portanto

l+k−1∏

j=0

m(P
t′j+1−t′j
X (Q(m+ 1, n, t′j))|NC) =


l−1∏

j=0

m(P
t′j+1−t′j
X (Q(m+ 1, n, t′j))|NC)

 .


k−1∏

j=0

m(P
t j+1−t j

X (Q(m, n, t j))|NC)



= I .II

Pelas estimativas 8.4, da hiperbolicidade na direção central feita acima,
temos que

1 < eT(m+1)n(η̃−2r) ≤

l+k−1∏

j=0

m(P
t′j+1−t′j
X (Q(m+ 1, n, t′j))|NC)

Mas pela estimativa 8.3,II é estimado por:

II ≤ e−Tmn(η̃−2r),

Por outro lado, da forma como haviamos tomado a constanteK, e pelo
fato de quet′l = T temos que

I ≤ eKT ,

como podemos tomarTmn >> T temos queKT − Tmn(η̃ − 2r) < 0.
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Juntando tudo

1 < eT(m+1)n(η̃−2r) ≤ I .II ≤ eKT−Tmn(η̃−2r) < 1.

O que é um absurdo.

8.2 Não existência de conjuntos simples

Comentamos anteriormente de que uma das obstruções para a hiperbolici-
dade, os conjuntos minimalmente não-hiperbólicos simples, seria descar-
tada. O motivo é que elas levam a construção de ciclos heterodimensionais
e isto é proibido pelos resultados anteriores, na presença da propriedade
estrela. Isto completaria a prova de que não existem conjuntos minimal-
mente não-hiperbólicos para fluxos estrela sem singularidades, e permitirá
mostrar que tais fluxos são de fato Axioma A.

Teorema 8.8. Se X é estrela então não existem conjuntos minimalmente
não-hiperbólicos simples emPer(X) − Sing(X).

Demonstração. O Conjunto

Pelo lema 7.5, se chamarmosΛ o conjunto em questão, então ele se
escreve comoΛ = α(x) ∪O(x) ∪ ω(x), como na figura.

x

α(x) ω(x)

Figura 8.3:Λ

Comox é acumulado por pontos periódicosxn então podemos consid-
erar o limite fundamental geradoK, que é o limite Hausdorff de O(xn).
Note queΛ ⊂ K. ComoΛ não é um poço, nem uma fonte (via não-
hiperbolicidade),Ind(ω(x)) e Ind(α(x)) não podem ser 0 oud− 1.

Vimos pela proposição 7.6, queInd(ω(x)) , Ind(α(x)), portantoα(x)∩
ω(x) = ∅. Tomamos, uma vizinhançaV deα(x) e uma vizinhançaU de
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ω(x) tão pequenas tais que seus fechos são disjuntos e quaisquerduas ór-
bitas periódicas contidas em uma mesma vizinhança de algum campo próx-
imo aX sejam homoclinicamente relacionadas.

x
U

V

K

Figura 8.4:

Os Contra-Regras Criam o Cenário

Comox ∈ K − ω(x) então temos queK − ω(x) , ∅, analogamente para
α(x). O exercício 3.25 diz que existem dois pontosz ∈ K ∩ U − (ω(x) ∪
Sing(X)) ey ∈ K ∩ V − (α(x) ∪ Sing(X)) junto com duas órbitas periódicos
O(p) ⊂ U com índicei eO(q) ⊂ V com índicej tais que:

• O−(z) ⊂ U eO+(y) ⊂ V

• z ∈Wu(O(p)) e y ∈Ws(O(q))

x
U

V

y
z

O(p)

O(q)

Figura 8.5:

A idéia é construir o ciclo entreO(p) e O(q). Usando tubos emx, y ez,
e notando que limites fundamentais geram naturalmente cordas para usar o
connecting lemma tunado.

Construindo Tubos
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TomandoU umaC1-vizinhança deX, e lembrando quex, y eznão são
periódicos temos peloconnecting lemma tunadoque existemρ > 0, T > 0
eδ > 0 que servem para conectar órbitas dentro de tubos.

O leitor pode observar que o caso mais díficil é quandoy e z não estão
na mesma órbita. Logo, os seguintes conjuntos são disjuntos

A = X[0,T](y), B = X[−T,0](z) eΛ.

Daí, seδ > 0 é pequeno os fechos dos seguintes tubos são disjuntos:

T =
⋃

t∈[0,T]

B(Xt(x), ε)

T1 =
⋃

t∈[0,−T]

B(Xt(z), ε) e T2 =
⋃

t∈[0,T]

B(Xt(y), ε).

Mais ainda, (T1 ∪ T2) ∩ Λ = ∅

x

U

V

y

z

T

T1T2

XT (x)

XT (y) X−T (z)

Figura 8.6:

Tais tubos serão usados para conectar órbitas, porém devemos ter cuida-
do com a interferência de órbitas. Para isto, tomamosη > 0 muito pequeno
tal que

Ws
η(O(p)) ∪Wu

η (O(p)) ⊂ U e Ws
η(O(q)) ∪Wu

η (O(q)) ⊂ V.

E mais ainda, vamos pedir que tais uniões sejam disjuntas dosfechos dos
três tubos criados acima.

Por disjunção, podemos diminuirU eV tal que

(U ∪ V) ∩ (T1 ∪ T2) = ∅.
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x U

V

y z

O(q) O(p)

Wu(O(q))
Wu(O(p))

Ws(O(q))
Ws(O(p))

Figura 8.7:

Assim, usando a observação 3.23 existem pontosa ∈ U e b ∈ V tais que
O(a) ⊂ U, O(b) ⊂ V,

x ∈Wss(a) e x ∈Wuu(b).

Além disso temos órbitas periódicasO(pn) ⊂ U de índicei e O(qn) ⊂ V de
índice j tais quepn→ a e qn→ b.

As cordas

Como já deve estar claro, queremos usar os pontosy e z, junto com
seus tubos, para conectarO(p) a O(q). O outro tubo serve para conectar
O(q) aO(p). Vamos encontrar os pedaços de órbitas (cordas) requeridos no
connecting lemma tunado.

Comoy ∈Ws(O(q)) então existeqs ∈Ws
η(O(q)) tal que existe

ys ∈ O−(qs) ∩ B(y, δ/ρ).

Observe que, se o segmento de órbita que ligays a qs contiverz, então a
prova se simplifica4. Chame tal segmento de órbita deC.

Podemos assumir então quez < C ∪O+(qs) = O+(ys). LogoB∩C = ∅
e portanto tomandoδ um pouco menor temos que o fecho donovotubo

T3 =
⋃

t∈[0,−T]

B(Xt(z), δ)

não intersectaC.
4Pois entãoys ∈Wu(O(p)).
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C
UV

y

z

O(q)

T1

T3
qs

ys

B(y, δρ )

Figura 8.8:

Fazemos o mesmo no outro lado. Então encontramospu ∈Wu
η (O(p)), e

um ponto
zu ∈ O+(pu) ∩ B(z, δ/ρ).

Finalmente, usando o fato quey ezvivem emK que é um limite funda-
mental temos cordas formadas por pontoswn e tempossn > 0 tais que

wn→ ze Xsn(wn)→ y.

Tomandon grande, podemos supor que

wn ∈ B(z, δ/ρ) e w′n := Xsn(wn) ∈ B(y, δ/ρ).

y
z

wn

Xsn (wn) = w′n

B(y, δρ ) B(z, δρ )

Figura 8.9:

Temos três cordas então: (pu, zu); (wn,w′n) e (ys, qs).

A primeira conexão



i

i

“book” — 2011/5/17 — 21:36 — page 111 — #121
i

i

i

i

i

i

[SEC. 8.2: NÃO EXISTÊNCIA DE CONJUNTOS SIMPLES 111

Vamos usar oconnecting lemma tunado. Então existe um campoX1

próximo deX tal quew′n ∈ O+X1
(pu). Mais ainda, este novo campoX1

coincide com o campo inicialX fora do tuboT3. Portanto o segmento de
órbita deys a qs fica intacto.

Assim, pu e qs continuam fora deT2 e tantoO+X1
(pu) e O−X1

(qs) contin-
uam intersectandoB(y, δ/ρ) emw′n e ys.

Assim, podemos aplicar oconnecting lemma tunadode novo e obter
um outro campoX2 próximo deX tal queqs ∈ O+X2

(pu). Além disso, as
órbitasO+X(qs) eO−X(pu) continuam intactas (ainda são órbitas paraX2).

Primeira conclusão:

pu ∈Wu(O(p),X2) ∩Ws(O(q),X2).

Ajeitando o tubo e as cordas novamente

Primeiramente, observe que o conjuntoΛ está intacto, numa boa, após
a mudança deX paraX2. Mais ainda temosOX2(x) ∩ T2 = ∅. Mas, por
construçãoOX2(p

u) acaba passando pelo interior deT2, assim

OX2(x) ∩OX2(p
u) = ∅.

Portanto,

D := (X2)[0,T](x) é disjunto deΛ∗ := O(p) ∪OX2(p
u) ∪O(q).

Em particular, diminuindoδ temos que o tubo

T4 =
⋃

t∈[0,T]

B((X2)t(x), δ)

é disjunto deΛ∗.
Afirmamos quex faz a ponte entreO(q) e O(p), isto é:

x ∈Ws
X2

(O(p)) ∩Wu
X2

(O(q)).

Deixamos a prova deste detalhe para depois.
Uma vez quex ∈Ws

X2
(O(p)) temos que existem pontosps e bs tais que

ps ∈Ws
η,X2

(O(p)) =Ws
η,X(O(p)) e bs ∈ O−X2

(ps) ∩ B(x, δ/ρ).
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T

T4
x

O(q) O(p)

pu

qs ∈ O+X2
(pu)

Figura 8.10:

bs

bu

x

O(p)O(q)

B(x, δ
ρ
)

ps

pu

Figura 8.11:

Da mesma forma, temos a existência de pontosqu e bu tais que

qu ∈Wu
η,X2

(O(q)) =Wu
η,X(O(q)) ebu ∈ O+X2

(qu) ∩ B(x, δ/ρ).

Concluímos que

O+X2
(ps) ⊂Ws

η,X2
(O(p)) e O−X2

(qu) ⊂Wu
η,X2

(O(q)).

E obtemos duas cordas, (qu, bu) e (bs, ps).

A segunda conexão
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Novamente peloconnecting lemma tunado, existe um campoX3 próxi-
mo deX, que coincide comX2 fora do tuboT4. Porém,ps pertence a
O+X3

(qu).
Note que,O+X(ps) e O−X(qu) ficam intactas e temos a interseção

qu ∈Wu
X3

(O(q)) ∩Ws
X3

(O(p)).

Finalmente, observe que como o tuboT4 é disjunto deΛ∗ temos que a
primeira interseção que obtivemos ainda sobrevive.

E isto gera o ciclo heterodimensional e termina a prova.

A prova da afirmação

Note que a órbita dex ficou intacta, simplesmente poisΛ não intersecta
o fecho dos tubosT2 eT3. O mesmo ocorre paray, pn e O(pn). Daí:

O+X2
(y) ⊂ U e x ∈Wss

X2
(y).

Assim, existeL > 0 grande tal quex ∈ Wss
L,X2

(y). Usando a variação con-
tínua de pedaços compactos da variedade estável, dada uma vizinhançaW
dex qualquer, existe umn grande tal que

Wss
L,X2

(pn) ∩W , ∅.

Agora, lembra que escolhemosU tão pequeno tais que duas órbitas periódi-
cas dentro dele são homoclinicamente relacionadas. Logo

Ws
X2

(O(p)) ∩W , ∅

E portantox ∈Ws
X2

(O(p)). Analogamentex ∈Ws
X2

(O(q)). Acabou. �

8.3 Conclusão

Resumindo o que foi provado até então.

Teorema 8.9. Se X é estrela eSing(X) = ∅ entãoPer(X) é hiperbólico.

Demonstração.Pelo teorema 4.18. Basta provar que não existem pontos
resistentes. Porém cada ponto resistente gera um conjunto minimalmente
não hiperbólico.
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Porém conjuntos minimalmente não-hiperbólicos simples ounão-sim-
ples não existem pela propriedade estrela, ver teoremas 7.9e 8.8. O que
termina a prova. �

Portanto,Per(X) tem uma decomposição espectral. Também temos in-
formação sobre esta decomposição. Vamos denotá-la da seguinte forma:

Per(X) = Λ1 ∪ . . .Λs.

Teorema 8.10.Não há ciclos entreΛ1,Λ2, . . . ,Λs.

Demonstração.Do contrário, vamos supor que existem pontos{ai}
s
i=1 que

não são aproximados por órbitas periódicas tais que

α(ai) ⊂ Λ1 eω(ai) ⊂ Λi+1 ondes+ 1 é considerado como 1.

Suponha que existam 1≤ i < j ≤ s tais queInd(Λi) , Ind(Λ j). Pelo
λ-lemma, sel , i, j temos uma cordaAl de um pontoxl−1 próximo aal−1

até um pontoxl próximo aal . Como na prova da proposição 3.28.
Assim, como na prova da não existência de ciclos heterodimensionais

(teorema 8.2), por perturbação, criamos um 2-ciclo entreΛi eΛ j .
Porém, cadaΛi é acumulado por órbitas periódicas e portanto isto im-

plicaria a existência de um ciclo heteroclínico entre duas órbitas periódicas
O(p) ⊂ Λi e O(q) ⊂ Λ j . Opa! Mas então como os índices são diferentes,
isto seria um ciclo heterodimensional. Absurdo.

Assim, podemos supor que os índices são todos iguais, digamosk. E pe-
los argumentos usados nos capítulos anteriores, obtemos umar-decomposi-
ção dominadaE ⊕ F sobre o conjunto

s⋃

i=1

(Λi ∪O(ai)).

Agora, (ver seção 2.3 para definição deDs e Du)

dim(Ds(ai)) = k edim(Du(ai)) = d− k− 1.

Pelo exercício 4.17 temos que

Ds(ai) = E(ai) e Du(ai) = F(ai).

Opa! Mas então o ciclo inteiro seria transversal e portanto os pontosai

seriam acumulados por órbitas periódicas. Absurdo. �
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Capítulo 9

Hiperbolicidade II

Neste capítulo iremos mostrar um dos resultados principaisdo livro:

Teorema 9.1(Gan-Wen). Se X é estrela e não tem singularidades então X
é Axioma A sem ciclos.

De fato, quase tudo já foi feito, basta “chutar pra gol”. Vejamos, pela
não existência de pontos resistentes, obtivemos a hiperbolicidade dePer(X).
Pra variar, basta provar que este conjunto coincide com o conjunto não-
errante. De fato, iremos mostrar que ele coincide com o conjunto pré-
periódico que como já sabemos contêm o conjunto não-errante.

9.1 Localizando o Conjunto Pré-periódico

O objetivo desta seção é mostrar o seguinte resultado:

Teorema 9.2. Se X é estrela ePer∗(X) não tem singularidades então ele
coincide comPer(X).

Demonstração.Já sabemos que Per(X) ⊂ Per∗(X), logo Per(X) não tem
singularidades e como visto no teorema 8.9, este é um conjunto hiperbólico.

Assim, temos uma decomposição espectral

Per(X) = Λ1 ∪ · · · ∪ Λs.

E pelo teorema 8.10 temos que esta decomposição espectral não tem ciclos.

115
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Por definição, Per∗(X) é a união dos limites fundamentais deX. Assim
o número natural positivo

k = min{i; existe um limite fundamentalΓ comΓ − Per(X) , ∅

tal queΓ intersecta exatamentei peças básicas da

decomposição dePer(X)}.

é bem definido.
SejaΓ que realizak. ComoΓ vive no conjunto pré-periódico então ele

não possui singularidades, por hipótese. Note que independentemente da
hiperbolicidade deΓ, ele sempre intersectaPer(X). Assim, vamos supor
queΓ intersecta apenas as peçasΛ1,Λ2, . . . ,Λk, e que

Ind(Λ1) = m= min{Ind(Λ1), . . . , Ind(Λk)},

a menos de reordenação.
Note queΛ1 não pode ser um poço, nem uma fonte, pois senãoΓ = Λ1,

porém estamos supondo queΓ − Per(X) , ∅. Em particular, temos que
m, 0 oud− 1.

Lema 9.3. Para cada1 ≤ i ≤ k existe um ponto ai ∈Ws(Λi) ∩ Γ − Per(X).

Vamos deixar a prova deste lema para depois. Observe que seα(a1) ⊂
Λi2 para algum 1≤ i2 ≤ k, α(ai2) ⊂ Λi3 para algum 1≤ i3 ≤ k e assim
por diante paraai3 e etc, e o tal processo não pare, então existiria um ciclo
dentre osΛi ’s, o que sabemos que não é verdade. Assim existel ≥ 0 tal que

α(ai l ) não está contido em nenhumΛi com 1≤ i ≤ k.

Lema 9.4. Ind(Λi l ) = m e para todo1 ≤ i ≤ k temos queα(ai l ) ∩ Λi , ∅.

Prova do lema 9.4.Observe queα(ai l ) não está contido em nenhuma peça
básicaΛi para qualquer 1≤ i ≤ k. Assim, podemos encontrarb ∈ α(ai l ) −
Per(X).

Aplicando oclosing lemmanoα-limite, podemos supor que existe uma
sequência de órbitas periódicasOYn(qn) ∈ Per(Yn) ondeYn → X. Mais
ainda, podemos supor que estas órbitas convergem na topologia de Haus-
dorff para um certo conjuntoC e queb ∈ C ⊂ α(ai l ).

Suponha por absurdo que existe 1≤ j ≤ k tal queα(ai l )∩Λ j = ∅. Então
temos queΛ j não intersectaC. MasC ⊂ α(ai l ) ⊂ Γ, assimC intersectaria
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menos quek peças básicas dePer(X). E isto contradiz a minimalidadek.
Isto demonstra a segunda afirmação do lema.

Vamos supor agora que o índice deΛi l não ém. Pelo que mostramos,
temos por exemplo, queα(ai l ) ∩ Λ1 , ∅. Assim, podemos tomarc ∈
α(ai l ) ∩Wu(Λ1) − Per(X).

Repetindo o argumento para todas as peças, e usando oconnecting
lemma, obteríamos um ciclo entre algumas peças deΛ1, . . .Λk. Como
Ind(Λ1) = m, Ind(Λi l ), usando a mesma prova do teorema 8.8 obteríamos
um ciclo heterodimensional, o que é proibido. Isto termina aprova do
lema. �

Como consequência do lema, temos que o existe umam-decomposição
dominadaE ⊕ F sobre o conjunto

∆ := Λi l ∪O(ai l ).

De fato, comoΓ é um limite fundamental eai l ∈ Γ, então peloconnecting
lemmatemos que as órbitas periódicas que aproximamai l tem que ter índice
m, uma vez que elas passam perto deΛi l (lembre queai l ∈ Ws(Λi l )). Ou
seja,ai l ∈ Per∗m(X).

MasΛi l tem índicem e é uma peça básica, logo∆ ⊂ Per∗m(X). Agora
basta usar o corolário 4.15 do capítulo 4.

Mais ainda, temos que o fibradoE é contrator, do contrário pelo argu-
mento de redução de índice (teorema 5.8), a menos de perturbação poderí-
amos obter órbitas periódicas com índice menor quem próximas a∆. Mas
isto contradiz a minimalidade dada pela definição dem.

Unindo esta informação ao fato deΛi l ser hiperbólica, temos que existe
T > T̃ > 0 e 0< η ≤ η̃, ondeT̃ e η̃ são dados pelo teorema 4.16 tal que se
x ∈ Λi l , y ∈ ∆ e t ≥ T então

logm(Pt
X(x)|F) > η e log‖Pt

X(y)|E‖ < −η.

Assim, tomandoU uma pequena vizinhança deΛi l temos que todox ∈
O(ai l )∩U tem boa expansão isto é, logm(Pt

X(x)|F) > η. Mais ainda,O+(ai l )
e O−(b) (b construído como na prova do lema 9.4) estão contidos emU.

Finalmente, dadoε > 0 fixeT′,T′′ > 0 grandes tais que

d(X−T′(ai l ), b) < ε
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eX[−T′ ,T′′](ai l ) é uma (m,T, η/2)-corda não hiperbólica como no lema A.16.
Agora usamos o lema A.16 (que é um tipo deshadowing lemma) na pseudo-
órbita

X(−∞,0)(b) ∪ X[−T′ ,T′′](ai l ) ∪ X[T′′ ,∞)(ai l ),

e obtemos uma sombrac.
Mas então,c é um ponto homoclínico transversal deΛi l , cada vez mais

próximo deai l quantoε estiver de 0. Mas então, tantoce consequentemente
ai l são aproximados por órbitas periódicas. Absurdo. �

De fato, isto mostra que o conjunto pré-periódico é hiperbólico. Para
ressaltar a importância do conjunto pré-periódico, observamos que dessa
hiperbolicidade é possível mostrar que o campo é Axioma A, por métodos
diretos. Mas, no nosso caso, já temos a informação necessária pra concluir
isto diretamente, isto é, quePer(X) é hiperbólico. Mesmo assim, deixamos
os seguinte exercício para o leitor.

Exercício 9.5. Se X é um campo tal quePer∗(X) é hiperbólico então X é
Axioma A.

Note também que no exercício anterior,a priori não se faz menção a
propriedade estrela, nem ao fato deX ter singularidades ou não!

Vamos então mostrar o lema 9.3.

Prova do lema 9.3.ComoΓ é um limite fundamental, temosOXn(pn) → Γ
na topologia de Hausdorff, ondepn ∈ Per(Xn) e Xn → X. Lembre que
também existex ∈ Γ−Per(X). Pois bem, então podemos supor quepn→ x.

Por outro lado, comoΛi intersectaΓ também temos uma sequência de
pontosqn ∈ OXn(pn) tais queqn→ y para algumy ∈ Λi .

Recorde queΛi é uma peça básica, assim existe uma vizinhançaU de
Λi tal que se a órbita futura de um ponto, digamosz, estiver inteiramente
contida emU então temos quez ∈ Ws(Λi). Como x não é aproximado
por órbitas periódicas deX, podemos supor então quex < U (pois as peças
básicas possuem órbitas periódicas densas). Por isolamento podemos supor
também queU ∩ Per(X) = Λi .

Fixadoyn sejaIn = [tn, sn] o intervalo maximal que contêm 0 tal que
(Xn)t(yn) ∈ U para todot ∈ In. Denotezn = (Xn)(tn)(yn) e τn = sn − tn.
Obviamente,zn ∈ OXn(pn).
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Comox < U, também podemos supor quepn < U e portanto, pelo teo-
rema da alfândega e maximalidade deIn temos quezn ∈ ∂U. Em particular
a corda (Xn)[0,τn](zn) está inteiramente contida emU.

Por compacidade, podemos supor quezn→ ai e portantoai ∈ ∂U ∩ Γ.
Mais ainda, temos queτn → ∞. Do contrário, poderíamos supor que

τn → τ e como 0∈ In, poderíamos supor também quesn→ se tn→ t. Mas
então temos queyn = (Xn)−tn(zn) → X−t(ai), e isto diria quey = X−t(ai) e
por invariância, queai ∈ Λi . Mas isto é impossível, uma vez queai ∈ ∂U.

Usando um argumento análogo ao do parágrafo anterior, temosque a
órbita positiva deai está contida emU e como já observamos antes, isto
implica queai ∈Ws(Λi). O lema está demonstrado pois:

ai ∈Ws(Λi) ∩ Γ ∩ ∂U ⊂Ws(Λi) ∩ Λ − Per(X).

�

9.2 Prova do Teorema 9.1

Pelo teorema 8.9, temos quePer(X) é hiperbólico, uma vez que por hipótese
o campo não tem singularidades.

Além disso pelo teorema 9.2, da seção anterior, temos quePer(X) =
Per∗(X). Mas como temos a inclusão

Per(X) ⊂ Ω(X) ⊂ Per∗(X).

Temos quePer(X) = Ω(X) e isto mostra que o campo é Axioma A.

9.3 O Caso Incompressível

Nesta seção vamos mostrar brevemente o que ocorre quando nosrestringi-
mos ao espaço de campos com divergência nula. Maiores detalhes podem
ser encontrados em [6] (veja também [15] e [26]).

Teorema 9.6. Se X é incompressivelmente estrela então X é Anosov.

Vamos apresentar o caso dim(M) ≥ 4 (o caso tridimensional foi de-
monstrado em [15]). Denote porU ⊂ X1

m(M) uma vizinhança deX onde
todos os campos ali são estrela.
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Uma das grandes dificuldades é impedir a presença de singularidades.
Para este fim, procedemos da seguinte maneira, demonstrandoum análogo
ao teorema 4.12 no caso de matrizes com determinante igual a 1, podemos
obter uma decomposição dominada no conjunto Per(X) (veja [6]).

De fato, isto requer o lema de Franks no caso incompressível.Aler-
tamos o leitor que isto é um pouco sutil. Ele exige que o campo seja su-
ficientemente diferenciável (C4). Mas isto não é problema, recorrendo ao
seguinte resultado de densidade devido a Zuppa [78] (veja também [7] para
outra prova).

Teorema 9.7.O conjunto de campos C∞ com divergência nula é denso em
X1

m(M).

Com isto é possível estender o lema de Franks no contexto de fluxos
incompressíveis. De fato, a versão que lineariza o campo próximo a um
elemento crítico é conhecido como opasting lemma, devido ao primeiro
autor e Carlos Matheus, em [7]. Para a versão perturbativa dolema de
Franks, o leitor pode consultar o lema 3.2 de [14] para uma prova usando o
pasting lemma.

Agora, pela versão para fluxos incompressíveis do teorema dedensi-
dade geral de Pugh, temos queM = Per(Y), para todoY contido em um
subconjunto residualR deU. Assim, para todoY neste residual temos
uma decomposição dominada emM − Sing(Y). Por robustez da decom-
posição (veja lema 2.29 em [5]), temos uma decomposição dominada em
M − Sing(Z) para todoZ ∈ V, ondeV ⊂ U é um subconjunto aberto e
denso (lembre que existem apenas finitas singularidades, por hiperbolici-
dade).

Vamos supor, por absurdo, queX possui alguma singularidade. Pode-
mos supor também queX ∈ V. Perturbando, via o lema de Franks (ou o
pasting lemma) pra fluxos incompressíveis , obtemos um campo cuja sin-
gularidade é linear, ou seja, o campo próximo a singularidade é linear em
certas cartas locais. Mas isto é uma contradição com a dominação, usando
um resultado devido a Vivier (proposição 4.1 de [73]).

O seguintepseudo connecting lemmade Bonatti-Crovisier [17] será útil
nos próximos argumentos (veja também [13]). De fato, iremosenunciar um
corolário dopseudo connecting lemma.

Teorema 9.8. Sedim(M) ≥ 4 então existe um subconjunto residualR ⊂
X1

m(M) tal que se Y∈ R então Y é transitivo.
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Este resultado irá controlar os índices das órbitas periódicas de campos
próximos aX.

Lema 9.9. Existe1 ≤ i ≤ d− 2 tal que toda órbita periódica de um campo
suficientemente próximo de X tem índice i.

Demonstração.A menos de uma perturbação, pelo teorema 9.8, podemos
supor que o campo é transitivo, peloconnecting lemma1 podemos obter
uma interseção transversal entre as variedades invariantes das órbitas per-
iódicas.

Por transversalidade, podemos perturbar o campo de novo, sem destruir
a interseção, e obter um novo campo transitivo. Peloconnecting lemma
poderíamos conectar as outras variedades invariantes das órbitas periódicas
criando um ciclo heterodimensional.

Mostra-se então que não existem ciclos heterodimensionais, proceden-
do de forma semelhante ao que foi feito no capítulo 8. O que gera um
absurdo. �

Temos então a existência dei ∈ N tal que Per(Y) = Peri(Y) para todo
Y ∈ U. Mostra-se então a hiperbolicidade dePer(X) usando o argumento
de redução de índice. De fato, oergodic closing lemmatambém vale no
contexto incompressível, veja [10], o que permite refazer os passos do capí-
tulo 5.

Finalmente, usa-se um argumento perturbativo para mostrarqueM =
Per(X) e isto implica que o campoX é Anosov.

1Que também vale no caso incompressível, veja [76]
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Capítulo 10

Avanços no Caso Singular

Neste capítulo tecemos alguns comentários sobre fluxos estrelacomsingu-
laridades.

10.1 Contra Exemplos

Já sabemos que um fluxo estrela sem singularidades é Axioma A sem ci-
clos. O que se pode dizer dos fluxos estrelacomsingularidades?. Nesta
seção mostraremos diversos exemplos sobre esta questão.

Existência de Ciclos

Descrevemos um exemplo de um fluxo estrela que é Axioma Acomciclos.
A figura 10.1 mostra o exemplo. A variedade ambiente tem dimensão

3 e o campo tem as propriedades do tipo Morse-Smale longe da parte apre-
sentada na figura.

Temos três singularidadesσ1, σ2 e σ3. todas com índice 2. Temos
também três singularidades que são poçosp1, p2 e p3.

O ciclo é formado de maneira que a variedade instável de uma singu-
laridade “entra” na variedade estável da próxima, conformea figura.

A única parte a ser notada é a “torção” gerada na variedade instável de
σ1, como na figura. Esta torção, junto com os poçospi é usada para mostrar
que o ciclo inteiro é errante. Como na análise do exemplo de Palis em [55].

122
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Morse
S male

p1

p2

p3σ1

σ2

σ3

M

B1

B2
D

aa

b

b

Figura 10.1:

Por exemplo, note o que acontece com a evolução da bolaBno desenho.
Ela se divide em três partes, uma delas morre na singularidadeσ1 (pois está
contida na variedade estável). A outra parteB1 morre no poçop1. Final-
mente, a parteB2 segue a variedade instável deσ1 peloλ-lema e devido a
torção acaba morrendo emp2. O que mostra que não há recorrência emB.
Uma análise semelhante pode ser feita nas outras conexões.

Assim este exemplo é Axioma A e tem ciclos.
Para ver que o exemplo é estrela basta pedir que as singularidades se-

jam do tipo Lorenz1. Assim, o invariante maximal que contêm o ciclo é
seccional hiperbólico (veja a próxima seção) e como estamosem dimensão
3 isto implica a propriedade estrela dentro do invariante maximal, veja [52].

1Isto é, a singularidade possui autovalores reaisλ1, λ2 eλ3 tais queλ1 < λ2 < 0 < −λ2 <

λ3



i

i

“book” — 2011/5/17 — 21:36 — page 124 — #134
i

i

i

i

i

i

124 [CAP. 10: AVANÇOS NO CASO SINGULAR

Finalmente, como fora do aberto que contêm o ciclo, a dinâmica é do tipo
Morse-Smale, temos também a propriedade estrela.

O exemplo pode ser feito em dimensão mais alta, adicionando direções
contratoras fortes. Em dimensão dois, veja o exemplo de Li e Wen [36].

Prevenção de Recorrência

Podemos modificar o argumento do exemplo anterior para obterum exem-
plo de um fluxo estrela ondeΩ(X) , Per(X).

Novamente o exemplo é pictórico (figura 10.2), mas pode ser encon-
trado com detalhes em [12] e [35]. Como antes, longe da figura adinâmica
é do tipo Morse-Smale em uma variedade de dimensão 3.

Desta vez temos uma singularidadeσ1 com índice 2, uma órbita perió-
dicaO(q) do tipo sela e duas singularidades do tipo poçop1 e p2. Nova-
mente, temos uma “torção” na variedade instável deσ1. Note também que
a variedade instável deσ1 entra na estável da órbita periódica e vice-versa.

Iremos mostrar que o fecho dos pontos recorrentes não coincide com o
conjunto não-errante. Em particularΩ(X) , Per(X).

Morse
S male

p1

p2

x
σ1

M

B1

B2

q

Figura 10.2:
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Considere o pontox na figura e uma bolaB qualquer centrada nele.
Novamente a bola se divide em 3 partes. Uma delas, que vive na variedade
esstável da órbita periódica morre nela. A parte de cimaB1, após a torçao
vai pra baixo e acaba morrendo no poçop2.

Já a parte de baixo, após a torção vai pra cima e peloλ-lema se divide
novamente em duas partes. Uma delas morre emp! e a outra acaba retor-
nando e intersectando a parte de cima da bolaB. Em particular isto mostra
que o pontox é não-errante.

Porém, ao continuar a evolução da parte de baixo (que agora retornou
na parte cima), observamos que ela sofre a torção de novo e acaba indo
pra parte de baixo e consequentemente morre no poçop2. Ou seja, não há
recorrência na bolaB.

Argumentando como no exemplo anterior (tornando a singularidade do
tipo Lorenz, etc.) vemos que este campo é estrela.

Perda de Hiperbolicidade

Finalmente vamos apresentar o mais famoso exemplo de um fluxoestrela
que não é Axioma A. O exemplo é oatrator de Lorenz. Só vamos fazer
umas modificações para apresentar o exemplo em uma variedadecompacta
sem bordo. O exemplo apresentado aparece em [50]

Primeiramente apresentamos o atrator geométrico de Lorenz, que é o
invariante maximal do campo em um bitoro sólido. Veja a figura10.3.

Figura 10.3: Atrator de Lorenz
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Agora, considere a esferaS3 como a compactificação do espaço eucli-
diano, isto é,R3 ∪ {∞}. Tome um bitoroT emR3 porém que não tenha a
forma de um nó não-trivial, veja as figuras 10.4 e 10.5.

Figura 10.4: Nó trivial Figura 10.5: Nó não-trivial

Assim o complementar deste bitoro emS3 tem duas componentes cone-
xas, cada uma homeomorfa a um bitoro sólido. Assim, podemos tomar um
atrator do tipo Lorenz dentro de um destes bitoros sólidos e ofluxo inverso
dentro do outro, isto é, colocamos um repulsor do tipo Lorenzno outro.

Agora observe que um domínio fundamental para o atrator de Lorenz
tem o formato de um bitoro sólido (e não tem forma de nó não-trivial!) e o
mesmo ocorre para o repulsor. Assim podemos colar os dois bitoros sólidos
ao longo do bitoroT obtendo um fluxo emS3. Obviamente este exemplo
não é Axioma A uma vez que possui duas singularidades acumuladas por
órbitas periódicas.

Porém, note também que este campo não é aproximado por camposcom
poços ou fontes, novamente devido a hiperbolicidade seccional do atrator
de Lorenz. Em particular, como em [52], este fluxo é estrela. Note também
queΩ(X) = Per(X) neste exemplo.

10.2 Separação no Caso Singular e Hiperbolici-
dade Seccional

De certa forma, dos exemplos dados na seção anterior, o mais expressivo é o
atrator geométrico de Lorenz. O motivo é que tal dinâmica é robusta, porém
não é Axioma A, exatamente pela presença não trivial de singularidades.

Motivados por este exemplo, diversos matemáticos começaram a tentar
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estender a teoria hiperbólica para fluxos com singularidades, como por e-
xemplo Morales, Pacífico, Pujals, Shilnikov, Turaev entre outros, veja [51],
[52] e [67].

O fruto de tais esforços foi a noção de hiperbolicidade seccional2. A
observação chave foi a de não tentar separar a direção do campo de pelo
menos uma das outras direções. A seguir daremos a definição precisa da
hiperbolicidade seccional.

Lembre que aco-normadeA é dada porm(A) = ‖A−1‖−1.

SejaΛ um conjunto invariante de um campoX com uma decomposição
TΛM = E ⊕ F. Dizemos que esta decomposição édominadaparaX se
existem constantesK, λ > 0 tais que para todox ∈ Λ e t ≥ 0 temos

‖DXt|Ex‖

m(‖DXt|Fx)
≤ Ke−λt.

É um exercício simples mostrar que seΛ admite uma decomposição
dominada entãoΛ − Sing(X) também admite.

Mais ainda, seΛ é um compacto invariante com uma decomposição
dominadaE⊕F, diremos que esta decomposição éparcialmente hiperbóli-
case o fibradoE for contrator, isto é, para todox ∈ Λ e t ≥ 0 temos

‖DXt|Ex‖ ≤ Ke−λt.

Além disso, diremos que o fibradoF éseccionalmente expansorse para
todo x ∈ Λ e t ≥ 0 temos que dimFx ≥ 2 e para qualquer subespaço
bidimensionalL ⊂ Fx o seguinte ocorre:

| det(DXt|L)| ≥ K−1eλt.

Definição 10.1. Um conjunto compacto invarianteΛ é seccionalmente
hiperbólico se todas suas singularidades são hiperbólicase existe uma
decomposição parcialmente hiperbólica E⊕ F sobreΛ tal que F é sec-
cionalmente expansor.3

Dizemos também que um fluxo éseccional Anosovse seu invariante
maximal é seccional hiperbólico. Como visto na seção anterioor, um bitoro

2Previamente foi introduzido também a noção de hiperbolicidade singular, ambas coinci-
dem em dimensão 3, mais informações em [5].

3De fato, a hipótese de dominação pode ser substituída por umacondição no espectro das
singularidades, veja [4].
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sólido suporta um fluxo seccional Anosov, a saber, o atrator geométrico
de Lorenz. Um problema interessante é listar as variedades que suportam
fluxos seccionais Anosov.

Nesta direção, Morales em [53], mostra a existência de fluxossec-
cionais Anosov em qualquerhandlebodyorientável tri-dimensional, tais
variedades são homeomorfas aon-toro sólido. Em [69], a terceira autora
estendeu este resultado parapunctured3-handlebodies, maiores detalhes
nos artigos [53] e [69].

Um candidato natural para substituir a hiperbolicidade é:

Definição 10.2. Um campo X é dito seccionalmente Axioma A se o con-
junto não-errante admite uma decomposição espectral, istoé, pode ser es-
crito como uma união finita e disjunta:

Ω(X) = Λ1 ∪ · · · ∪ Λk,

onde cadaΛi é compacto, invariante, transitivo, com órbitas densas e
hiperbólico ou seccionalmente hiperbólico para X ou−X.

Note que todo campo Axioma A é seccionalmente Axioma A. O atrator
de Lorenz mostra que a recíproca não é verdadeira.

Diversas considerações sobre os exemplos acima, trabalhossobre tran-
sitividade robusta e um resultado devido a Morales e Pacífico[50] levaram
o primeiro autor a conjecturar o seguinte:

Conjectura 10.3. Fluxos estrela C1-genéricos são seccionalmente Axioma
A.

De fato, o resultado de Morales-Pacífico mostra que a conjectura é ver-
dadeira em 3-variedades.

10.3 Codimensão 1

Nesta seção descrevemos brevemente uma resposta parcial daconjectura
10.3, dada pelo primeiro autor e C. Morales [9].

Primeiramente, temos o seguinte resultado.

Teorema 10.4(A.-Morales). Seja X estrela C1-genérico tal que toda sin-
gularidade aproximada por órbitas periódicas está contidaem um atrator
seccionalmente hiperbólico para X ou−X. Então X é seccionalmente A-
xioma A.
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A idéia da prova é a seguinte, pelo teorema de densidade geralde Pugh
[61] temos quePer(X) ∪ Sing(X) = Ω(X). Por simplicidade, vamos supor
que todas as singularidades são acumuladas por órbitas periódicas.

Tome então uma singularidadeσ. Por hipótese, ela está contida em
um conjunto seccionalmente hiperbólicoΛ(σ) paraX ou −X. É possível
mostrar que o seguinte conjunto

H = Ω(X) −


⋃

σ∈Sing(X)

Λ(σ)

 ,

é compacto.
Ora, mas entãoH ⊂ Per(X) é fechado sem singularidades. Pelo teorema

5.4 ele é hiperbólico, uma vez queX é estrela. Usando o fato que todos os
conjuntosΛ(σ) são atratores ou repulsores, podemos mostrar que as órbitas
periódicas emH são densas emH e o teorema de decomposição espectral
nos diz queH se decompõe como um número finito de peças básicasHi ,
comi = 1, . . .k. Portanto o teorema está demonstrado pois temos a seguinte
decomposição espectral seccionalmente hiperbólica paraX:

Ω(X) = H1 ∪ · · · ∪ Hk ∪


⋃

σ∈Sing(X)

Λ(σ)

 .

A pergunta natural então é, como garantir que as singularidades vivem
num atrator seccionalmente hiperbólico paraX ou−X?

Dizemos que uma singularidadeσ de X tem codimensão 1se, ou
dimWs(σ) = 1 ou dimWu(σ) = 1. Lembre que um campoX é separado
se para todoi , j temosPeri(X) ∩ Perj(X) = ∅ (capítulo 5).

Teorema 10.5(A.-Morales). Um campo X C1-genérico separado, cujas
singularidades aproximadas por órbitas periódicas tem codimensão 1, é
secionalmente Axioma A.

A seguir apresentamos um breve roteiro da prova, uma vez que possui
resultados que podem ser interessantes por si só.

Primeiramente, mostra-se, via o Lema de Franks, que para um campo
genérico, a propriedade de separação implica na propriedade estrela.

Se a singularidadeσ tem variedade instável unidimensional então é fá-
cil ver queWu(σ)−{σ} tem duas componentes conexas, que iremos chamar
de ramos instáveis deσ.
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Um conjuntoΛ é Lyapunov estávelparaX se, para toda vizinhança
U existe uma vizinhançaV tal que para todox ∈ V e t ≥ 0 temos que
Xt(x) ∈ U.

A importância dos conjuntos Lyapunov estáveis é que eles contêm a
classe dos conjuntos atratores. Um conjuntoΛ compacto e invariante é
dito umatrator se ele é transitivo e existe uma vizinhançaU positivamente
invariante tal que

Λ =
⋂

t≥0

Xt(U).

Por outro lado, é fácil encontrar exemplos de conjuntos que são Lyapunov
estáveis mas não são atratores.

Um passo essencial na prova do teorema 10.5 é mostrar o seguinte re-
sultado:

Teorema 10.6. SejaΛ um conjunto Lyapunov estável e seccionalmente
hiperbólico. Suponha que todas as singularidadesσ pertencentes aΛ sa-
tisfazemdimWu(σ) = 1 e tem ramos instáveis densos. EntãoΛ é um
atrator.

De fato, acreditamos que a condição sobre as singularidadesseja supér-
flua.

Problema 10.7. Todo conjunto transitivo, seccionalmente hiperbólico e
Lyapunov estável é um atrator?

Exercício 10.8. Prove que a resposta do problema acima é verdadeira se
pedirmos que o conjunto seja hiperbólico.

Outro ponto chave é obter uma condição suficiente para garantir hiper-
bolicidade seccional.

Lembre que sep é um elemento crítico hiperbólico então seu índice é
definido como a dimensão do espaço estável associado. Dizemos que um
conjuntoΛ compacto e invariante paraX é fortemente homogêneode índice
I (Λ), se existe uma vizinhançaU de X e uma vizinhançaU deΛ tal que
toda órbita periódica de um campoY ∈ U contida emU tem índiceI (Λ).
O seguinte critério é uma extensão de [31] dada por [9].

Teorema 10.9. SejaΛ um conjunto transitivo, cujas singularidades são
hiperbólicas e não-trivial. Suponha queΛ é fortemente homogêneo e que
o índice de toda singularidadeσ de X emΛ é estritamente maior que I(Λ).
EntãoΛ é seccionalmente hiperbólico.
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Usando este critério e uma análise sobre possíveis bifurcações obtêm-se
o seguinte resultado.

Teorema 10.10.Seja X um campo em uma variedade fechada de dimensão
d. SejaΛ um conjunto transitivo cujas singularidades tem codimensão 1.
SeΛ é fortemente homogêneo com índice1 ≤ I (Λ) ≤ d − 2 entãoΛ é
seccionalmente hiperbólico.

Com a ajuda destes critérios podemos argumentar da seguintemaneira.
Sejaσ uma singularidade tal que dim(Wu(σ)) = 1. É possível mostrar [20]
queWu(σ) é Lyapunov estável. Seσ é acumulado por órbitas periódicas,
como o campo é genérico, temos também queWu(σ) é transitivo. Caso
contrário, diremos que a singulariddeσ é trivial (isto é se não é acumulada
por órbitas periódicas).

Usando densidade geral de Pugh, temos q seguinte decomposição.

Ω(X) =


d−1⋃

i=0

Peri(X)

 ∪


⋃

σ trivial

{σ}

 .

Pela hipótese de separação, esta união é disjunta. Assim, por conexi-
dade, seσ não é trivial temos que existei tal queWu(σ) ⊂ Peri(X). Isto
mostra queWu(σ) é fortemente homogêneo.

Mais ainda, pelo teorema de Pliss, sabemos que existem finitos poços
e fontes, assim podemos supor que o índice deWu(σ) está entre 1 ed − 2.
Logo, usando o teorema 10.9, temos queWu(σ) é seccionalmente hiperbóli-
co e portanto, pelo teorema 10.6, ele é um atrator.

Um resultado análogo vale para as singularidades não-triviais tais que
dimWs(σ) = 1. E agora, basta usar o teorema 10.4, para concluir que o
campo é seccionalmente Axioma A.
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Apêndice A

Dinâmica Hiperbólica e
Sombreamento

Neste apêndice, coletamos alguns resultados clássicos da teoria hiper-
bólica e alguns resultados sobre sombreamento.

Dinâmica Hiperbólica

A dinâmica local próxima a um elemento crítico hiperbólico élinear:

Teorema A.1(Hartman-Grobman para singularidades). Seja p uma singu-
laridade hiperbólica de um campo X. Seja Y= DX(p) campo linear em
TpM. Então existe uma vizinhança U de p em M, uma vizinhança V de0
em TpM e um homeomorfismo h: U → V que conjuga X|U a Y|V.

A seguir enunciaremos o Teorema de Hartman-Grobman para órbitas
periódicas, mas antes disso precisamos de algumas definições.

SejaO(p) uma órbita periódica hiperbólica deX de períodoπ. Note
que os espaços estável e instávelEs

p e Eu
p do mapa de Poincaré sãoDXπ-

invariantes. Mais ainda, podemos definir uma decomposição ao longo de
toda órbita viaEσ

q = DXt(p)(Eσ
p) seXt(p) = q paraσ = s, u. Isto gera o

fibrado
N = {(q, v) : q ∈ O(p) e v ∈ Es

q ⊕ Eu
q}.

133
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134 [CAP. A: DINÂMICA HIPERBÓLICA E SOMBREAMENTO

E existe um fluxoΨt emN que é linear nas fibrasEs
q ⊕ Eu

q dado por:

Ψt(q, v) = (Xt(q),DXt(q)v).

Teorema A.2(Hartman-Grobman para órbitas periódicas). Seja O(p) uma
órbita periódica hiperbólica para um campo X. Então o fluxo Xt é conju-
gado em uma vizinhança de O(p) em M ao fluxoΨt numa vizinhança de
O(p) × {0} emN.

Definição A.3. Sejamσ um elemento crítico hiperbólico. Os conjuntos:

Wss
β (σ) = {q ∈ M; d(Xt(q),Xt(σ)) ≤ β ∀t > 0}

Wuu
β (σ) = {q ∈ M; d(X−t(q),X−t(σ)) ≤ β ∀t > 0}

são chamados variedades estável e instável (fortes) locais, de tamanhoβ
deσ.

Um corolário do teorema acima é que as variedades estável e instável
locais de um elemento crítico hiperbólico, que a princípio éapenas um
conjunto, é de fato uma variedade topológica. É possível mostrar mais: tais
varidades tem uma estrutura diferenciável tão boa quanto a regularidade do
campo.

Teorema A.4(Variedade Estável). Seja X é um campo Ck eσ um elemento
crítico hiperbólico. Então:

1. Wss
β

(σ) é um disco Ck mergulhado com dimensão Ind(σ).

2. O conjunto Wss(σ) =
⋃

t≥0 X−t(Wss
β

(σ)) é uma Ck-subvariedade i-
mersa. Quandoσ ∈ Sing(X), denotamos Wss(σ) por Ws(σ).

3. TσWss
ε (σ) = Es

σ.

4. Dadoε > 0 existeδ > 0 tal que se Y éδ-Ck-próximo de X e D⊂
Wss(σ) é um disco compacto mergulhado contendoσ, então existe
um disco DY ⊂Wss(σY) Ck-ε-próximo de D ondeσY é a continuação
deσ.

Definimos as variedade estáveis (fracas) de um elemento críticoσ como

Ws(O(σ)) =
⋃

t∈R

Wss(σ).
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Analogamente pras variedades fracas locais. Note que a proximidade do
ítem 4 no teorema acima implica numa proximidade para as variedades
estáveis fracas.

Tais variedades invariantes são importantes, pois a interseção entre elas
pode gerar dinâmicas bem complicadas, como a ferradura de Smale, por
exemplo. E um resultado que ajuda a obter tais interseções é conhecido
como olema de inclinaçãoou oλ-lema.

Teorema A.5(λ-lemma para singularidades). Sejaσ ∈ M uma singulari-
dade hiperbólica de X (um campo de classe Cr ). Fixe um disco mergulhado
B em Ws

loc(σ) e uma vizinhança V deste disco em M. Então seja D um disco
transversal a Wu

loc em z com a mesma dimensão de B e escreva Dt para a
componente conexa de Xt(D)∩V que contém Xt(z), para t≤ 0. Dadoε > 0
existe T> 0 tal que para todo t> T o disco D−t está Cr − ε-próximo de B.

Um enunciado análogo doλ-lemma também vale para órbitas periódi-
cas hiperbólicas (de fato, existem resultados bem mais gerais, mesmo em
dimensão infinita, confira [37]).

A generalização natural de um ponto periódico hiperbólico leva a noção
de conjunto hiperbólico.

Definição A.6. Um conjuntoΛ compacto e invariante para um campo X
é dito hiperbólico se existe uma decomposição TΛM = E ⊕ 〈X〉 ⊕ F e
constantes K, λ > 0 tais que para todo x∈ Λ e t≥ 0 temos que

‖DXt|Ex‖ ≤ Ke−λt e ‖DX−t|Fx‖ ≤ Ke−λt.

Vale um teorema de variedades estáveis para conjuntos hiperbólicos.
No fim, mostra-se queWs(Λ) = {y; d(Xt(y),Λ) → 0 quandot → +∞}, é
dada porWs(Λ) =

⋃
x∈ΛWss(x). Analogamente para a variedade instável.

Maiores informações veja [34] pág. 39.
Assim como os pontos periódicos hiperbólicos, os conjuntoshiperbóli-

cos sãorobustos, isto é, não são destruídos por pequenas perturbações.
Mais ainda, eles sãoestáveis, no sentido que a dinâmica da perturbação é a
mesma, a menos de uma mudança de coordenadas, do conjunto original.

Teorema A.7 (Robustez). SeΛ é um conjunto hiperbólico para o campo
X então existe uma vizinhança U deΛ e uma vizinhançaU de X tal que
se Y ∈ U e K ⊂ U é um conjunto compacto e Y-invariante então K é
hiperbólico para Y.
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Teorema A.8(Estabilidade). SeΛ é um conjunto hiperbólico para o campo
X então dada uma vizinhança U deΛ existe uma vizinhançaU de X em
X1(M) tal que se Y∈ U então existeΛY ⊂ U hiperbólico para Y tal que
Y|ΛY é conjugada a X|Λ.

Dizemos que um conjuntoΛ é isolado se existe uma vizinhança com-
pactaU deΛ tal que

Λ =
⋃

t∈R

Xt(U).

De fato, no caso hiperbólico, a propriedade de isolamento é equivalente a
que o conjunto tenha uma estrutura de produto local, isto é, dadoε > 0
existeδ > 0 tais que se sex, y ∈ Λ e d(x, y) < δ entãoWs

ε (x) ∩Wu
ε (y) =

{p} ⊂ Λ.

Definição A.9. Dizemos que dois pontos periódicos hiperbólicos p e q
estão homoclinicamente relacionados se Ws(O(p)) ∩ Wu(O(q)) , ∅ e
Wu(O(p)) ∩ Ws(O(q)) , ∅ e estas interseções são transversais.

Se um conjunto hiperbólico tem órbitas periódicas densas dentro dele
mesmo é possível obter uma decomposição deste conjunto em chamadas
peças básicas.

Teorema A.10. SeΛ é um conjunto hiperbólico tal que possui órbitas
periódicas densas então ele se escreve como união disjuntaΛ = Λ1∪ · · · ∪

Λk onde cadaΛi é um conjunto compacto invariante, transitivo e isolado.
Mais ainda,Λi é uma classe homoclínica, isto é, existe um ponto periódico
p ∈ Λi tal queΛi é o fecho do conjunto dos pontos periódicos que são
homoclinicamente relacionados a p.

Em particular, os chamados fluxos Axioma A, isto é, fluxos cujocon-
junto não-errante é hiperbólico e possui órbitas críticas densas, possui uma
decomposição espectral em peças básicas:

Ω(X) = Λ1 ∪ · · · ∪ Λk.

Pode-se imaginar que isto implique na estabilidade do conjunto não-
errante, uma vez que cada peça básica é estável. Porém, vê-seque em
principio não é verdade que a união dos homeomorfismos gerados por cada
peça básica seja um homeomorfismo de fato.

Porém sobre a condição de que não haja ciclos entre as peças básicas
tal empecilho pode ser descartado.
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Teorema A.11. Se X um campo Axioma A sem ciclos então X éΩ-estável.

Lembramos que a definição de ciclo é a seguinte:

Definição A.12. Dizemos queΛi > Λ j se

(Wu(Λi) − Λi) ∩ (Ws(Λ j) − Λ j) , ∅.

Um r-ciclo éΛi0 > Λi1 > · · ·Λir = Λi0.

Sombreamento

A propriedade de sombreamento de pseudo-órbitas por orbitas verdadeiras
está intimamente ligada á robustez e a estabilidade de uma dado sistema.
O sombreamento é uma ferramenta poderosa para propagar informações de
pedaços de órbitas para uma órbita inteira. Isto produz uma gama de argu-
mentos capazes de atacar diversas situações, como tivemos oportunidade de
ver no decorrer deste livro. Nesta seção, para comodidade doleitor, iremos
enunciar os três tipos deshadowing Lemmausados no decorrer do texto.

Sombreamento para Conjuntos Hiperbólicos

Definição A.13. Seja X ∈ X1(M). Dadosα > 0 e L > 0, uma sequên-
cia {ti , xi}

+∞
i=−∞ é chamada uma(L, α)-pseudo-órbitase d(Xti (xi), xi+1) < α.

Diz-se que um um ponto x∈ M ε-sombreiaa pseudo-órbita se existe
uma reparametrização positiva do tempo g: R → R, g(0) = 0, tal que
d(Xg(t)(x),Xt(xi)) < ε, para todo ti ≤ t ≤ ti+1.

Para gerar, via sombreamento, uma órbita periódica, precisamos que a
pseudo-órbita seja periódica: uma pseudo-órbita é ditaperiódicase existe
umm> 0 tal quexi+m = xi , para todoi ∈ Z.

Teorema A.14(Shadowing Lemma para Conjuntos Hiperbólicos). SejaΛ
um conjunto hiperbólico para X∈ X1(M). Então, dadoε > 0 existem
L, α > 0 tais que toda(L, α)-pseudo-órbita emΛ pode serε-sombreada.
Além disso, se a pseudo-órbita é periódica, então a sombra é uma órbita
periódica.
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Sombreamento para Cordas

Quando não temos hipebolicidade global, como dentro de um conjunto
hiperbólico, não podemos esperar um resultado tão forte do tipo “todaα-
pseudo-órbita pode serβ-sombreada". No entanto, a presença de hiperbo-
licidade ao longo de uma corda é capaz de produzir uma órbitaperiódica
com sombreamento, pelo resultdo de Liao que reproduzimos agui.

No que se seguem é um inteiro qualquer, usado nas definições apenas
por comodidade.

SejaΛ um compacto invariante pelo fluxo de um campoX que admite
uma decomposiçãoNΛ = E ⊕ F dominada para o fluxo linear de Poincaré,
tal queE contrai eF é não uniformemente expansor (ou seja, satisfaz o
ítem 3 do teorema 4.13). Um par de pontos (x,Xmn(x)) contido emΛ, (ou
seja, um pedaço finito de órbita deXm) comn > 0, é dito umaγ − F-corda,
com 0< γ < 1 se

n∏

j=1

∥∥∥P−m
X (Xm j(x))|F

∥∥∥ ≤ γn.

Dizemos que (x,Xmn(x)) é umaγ − F-corda uniformese (Xmk(x),Xmn(x))
é umaγ − F-corda para todo 0≤ k < n. No que se segue deixaremos
subentendido queγ-corda significaγ − F-corda.

O resultado de Liao diz que se uma corda volta próximo de seu ponto
inicial, e com hiperbolicidade uniforme na direçãoF da decomposição
dominada, então ela pode ser sombreada por uma órbita periódica.

Lema A.15 (Liao Shadowing Lema). Dados0 < γ < 1 e σ > 0 e-
xiste umε > 0 tal que se(x,Xmn(x)) é umaγ-corda uniforme satisfazendo
d(x,Xmn(x)) < ε então existe um ponto periódico p com período mn tal que
d(Xmi(x),Xmi(p)) < σ, para todo0 ≤ i ≤ n.

Sombreamento para Cordas Generalizado

Finalmente, apresentamos o refinamento doshadowing Lemmade Liao,
devido a Shaobo Gan em [28]. O enunciado que apresentamos aqui foi
retirado de [30].

SejaΛ ⊂ M−Sing(X), um compacto invariante pelo fluxo deX que ad-
mite uma decomposiçãoNΛ = E⊕F contínua e invariante pelo fluxo linear
de Poincaré. Suponha também que dimE = p, com 1≤ p ≤ d − 2. Dados
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números reaisη > 0 e T > 0, uma corda (x,Xt(x)) é dita (η,T, p)-quase
hiperbólica com respeito a decomposiçãoE ⊕ F se existe uma partição
0 = t0 < t1 < ... < tl = t do intervalo [0, t] tal quesk := tk − tk−1 ∈ [T, 2T],
k = 1, 2, ..., l, de maneira que as três condições a seguir sejam satisfeitas:

1
tk

k∑

j=1

log‖Psj

X (Xt j−1(x)|E‖ ≤ −η

1
tl − tk−1

l∑

j=k

logm
(
P

sj

X (Xt j−1(x))|F
)
≥ η

‖Psk
X (Xtk−1(x))|E‖ ≤ e−2ηm(Psk

X (Xtk−1(x))|F),

parak = 1, 2, ..., l.
O leitor deve se convencer de que cordas quase-hiperbólicassão con-

ceitualmente mais fracas do que cordas uniformes. Uma das diferenças é
que cordas quase-hiperbólicas só exigem uma dominaçãona corda, e não
uma dominação global no compacto.

Ainda assim, cordas quase-hiperbólicas também possuem a propriedade
do sombreamento, conforme o seguinte resultado

Lema A.16. Seja X um campo qualquer eΛ um compacto invariante livre
de singularidades. Suponha que NΛ = E ⊕ F invariante pelo fluxo linear
de Poincaré e contínua, comdimE = p, 1 ≤ p ≤ d − 2. Então, para
todoη > 0, T > 0 e ε > 0 existe umδ > 0 tal que se{xi , ti}∞i=−∞ é uma
(T, δ) pseudo-órbita e se, para todo i,{xi , ti} é uma(η,T, p)-corda quase-
hiperbólica com respeito a E⊕ F então existe um y∈ M queε-sombreia
{xi , ti}. Além disso, se a pseudo-órbita for periódica , então y é um ponto
periódico.
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Apêndice B

O Lema de Franks

Neste apêndice iremos apresentar de modo preciso algumas das versões do
Lema de Franks que utilizamos ao longo do texto.

Difeomorfismos e Singularidades

Vamos começar apresentando o caso de difeomorfismos. O próximo lema
ensina que dado um mapa linear próximo da derivada de um difeomorfismo
podemos obter um difeomorfismo próximo que é, em coordenadaslocais,
igual a esse mapa linear. De fato, para obter um difeomorfismoque rea-
liza um determinado mapa linear como derivada, o modo mais fácil (pelo
menos emRd) é tomar o próprio mapa linear como sendo o difeomorfismo!
A dificuldade técnica que aparece, é que a variedade não possui estrutura
vetorial, logo não faz sentido definir uma mapa linear nela. Mas a variedade
possuiestrutura vetoriallocalmente. Para usar isso a aplicar a mesma idéia,
é que vão aparecer no lema as cartas locais e umafunção bump.

Lema B.1. Seja f∈ Diff1(M). DadaU vizinhança C1 de f , existeδ > 0 tal
que: se p∈ M, q = f (p), ϕ : U ⊂ M → U0 eψ : V ⊂ M → V0, são cartas
locais ao redor de p e q comϕ(p) = ψ(q) = 0, e se A= D(ψ ◦ f ◦ ϕ−1)(0)
e B : Rd → Rd é linear e cumpre||B− A|| < δ, então existe g∈ U tal que
ψ ◦ g ◦ ϕ−1 = B em B(0, r) e g= f fora de U.

Demonstração.Considereβ : Rd → R uma funçãobumpna bola unitária,
isto é,β é suave,β ≡ 1emB(0, 1) e β ≡ 0 fora deB(0, 2). DenoteC0 =

140
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sup{||Dβ(x)||; x ∈ Rd}. Considere a função suaveα(x) = β(x/r). Note que

sup{||Dα(x)||; x ∈ Rd} =
C0

r
.

Pela definição de derivada, podemos escrever

ψ ◦ f ◦ ϕ−1(x) = Ax+ f̂ ,

onde f̂ (0) = 0, D f̂ (0) = 0. Em particular,||D f̂ (x)|| e | f̂ (x)|
|x| vão à zero quando

x → 0. Tomer > 0 de modoB(0, 2r) ⊂ U0. Definimos a perturbação
desejada pondog = f fora deU, e

ψ ◦ g ◦ ϕ−1(x) = α(x)Bx+ (1− α(x))ψ ◦ f ◦ ϕ−1(x),

para todox ∈ U0. Daí, é claro que a representação deg, nas cartasϕ, ψ,
é igual aB em B(0, r) e é igual a representação def fora deB(0, 2r). Va-
mos estimar a distânciaC1 entreg e f . Começamos calculando para as
derivadas. Temos que

ψ ◦ g ◦ ϕ−1(x) − Ax= α(x)Bx− α(x)Ax+ (1− α(x)) f̂ (x),

e portanto sex ∈ B(0, 2r) temos que

||D(ψ ◦ g ◦ ϕ−1(x)) − Ax|| ≤ (|x|
C0

r
+ 1)||B− A|| +

C0

r
| f̂ (x)| + ||D f̂ (x)||

≤ (2C0 + 1)||B− A|| + 2C0
| f̂ (x)|
|x|
+ ||D f̂ (x)||

< a,

desde queδ < a
3(2C0+1) e r seja pequeno o bastante para que os outros temos

da segunda desigualdade acima sejam estimados pora
3, ondea > 0 é tal

quedC1(g, f ) < a implicag ∈ U.
Reduzindor, se necessário, pelo Teorema do Valor Médio segue que a

distânciaC0 entre f eg também é menor do quea. Deixamos a verificação
deste detalhe a cargo do leitor.

Portanto obtemosg nas condições do lema, cuja distânciaC1 a f é
menor do quea. Isto conclui a prova. �

Observação B.2.Observe queδ só depende deU.



i

i

“book” — 2011/5/17 — 21:36 — page 142 — #152
i

i

i

i

i

i

142 [CAP. B: O LEMA DE FRANKS

Com um argumento semelhante ao usado acima, obtemos a versãopara
singularidades de um fluxo do Lema de Franks.

Lema B.3 (Lema de Franks para singularidades). Sejam X∈ X1(M) eσ ∈
Sing(X). Então para toda C1-vizinhançaU ⊂ X1(M) de X, existemδ > 0
e ε > 0 tais que se L: TpM → TpM é uma aplicação linear satisfazendo
||L − DX(σ)|| < δ, então existe Y∈ U de modo que:

Y(x) = (Dexp−1
σ (x)expσ) ◦ L ◦ exp−1

σ (x), se x∈ Bε(σ)

e Y(x) = X(x) no complementar de B(σ, r) para algum r> ε próximo deε.

Lema B.4 (Lema de Franks para difeomorfismos). Sejam f∈ Di f f 1(M) e
U vizinhança C1 de f . Então, existemV ⊂ U vizinhança C1 de f , eε > 0
com a seguinte propriedade: se g∈ V e {x1, ..., xn} é um conjunto finito de
pontos distintos de M, tal que existam mapas lineares Li : Txi M → T f (xi )M
satisfazendo

||Li − D f (xi)|| < ε,

e U é uma vizinhança desse conjunto finito de pontos, então existeg ∈ U,
g = g em{x1, ..., xn} ∪ (M − U) de tal forma que Dg(xi) = Li .

Demonstração.Sejaa > 0 tal que todo difeomorfismog que é 2a-C1-
próximo def está emU. DefinimosV como o conjunto de difeormofismos
que estãoa-C1-próximos def . Por compacidade, podemos cobrirM com
um número finito de cartas locais,{ϕ j}

l
j=1.

SejaC = sup{||Dϕ j(p)||, ||Dϕ−1
j (x)||; p ∈ M, x ∈ B(0, 1), j = 1 . . . , l}|.

Aplicando o lema B.1 a vizinhançaV obtemos umδ > 0. Escolhemos
ε = δ

C . Afirmamos que com essa escolha o lema está provado.
Com efeito, dadag ∈ V, podemos escolher umr > 0 pequeno de modo

que as bolasB(xi, r) sejam disjuntas e que valha o lema B.1. Podemos
supor queϕi(xi) = 0, e que para cadai existe j tal que seψi = ϕ j então
ψi( f (xi)) = 0. Como cadaLi cumpre

||Li − D f (xi)|| < ε,

se definirmosBi = Dψi ◦ Li ◦Dϕ−1
i (0), então, pelo modo como escolhemos

ε, é fácil ver que teremos
||Bi − Ai || < δ,

ondeAi = D(ψi ◦ f ◦ ϕ−1
i )(0).
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O que vamos fazer agora é aplicar o lema B.1 para obter a perturbação
desejada. Por ele, existeg1, cujaC1 distância ag é igual aa tal que

ψ1 ◦ g1 ◦ ϕ
−1
1 = B1

na bolaB(0, r). Em particular,Dg1(x1) = L1, g1(x1) = g(x1) e g1 = g
fora de uma vizinhança muito pequena dex1 (desde quer seja pequeno o
bastante). Em seguida, perturbamosg1 para obterg2, igual ag1 fora de uma
vizinhança muito pequena dex2 (novamente desde quer seja pequeno),
satisfazendoDg2(x2) = L2 e g2(x2) = g(x2). A observação é que como
g2 só perturbag1 numa parte na qualg1 = g, temos qued(g2, g) < a.
Prosseguindo um número finito de vezes, obtemos a perturbação desejada.

�

Campos

A seguir vamos dar um enunciado mais preciso do Lema de Frankspara
órbitas periódicas e o Lema de Franks, que usamos no argumento de redu-
ção de índice. Fixemos em toda a discussão a seguirX ∈ X1(M) e x ∈
M−Sing(X). De agora em diante só iremos utilizar seções transversaisque
são normais ao campo em coordenadas exponenciais, ou seja, considere um
seçãoΣx,r = exp(Nx,r), ondeNx,r = {v ∈ Nx; ||v|| < r}, e r > 0. Usaremos
também a notaçãoΣx = expNx. Desse modo, sey = Xt(x), é verdade que,
para umr > 0 pequeno, seP : Σx,r → Σy,r é o mapa de Poincaré então sua
derivada é dada pelo Fluxo Linear de Poincaré, ou seja,DP(x) = Pt(x). (cf.
Capítulo 1)

O Lema de Franks é independente desse fato. No entanto em quase to-
das as vezes que aplicamos o Lema de Franks usamos isso. Por essa razão,
vamos enunciar e provar o Lema de Franks em coordenadas exponenciais.

Para enunciar o próximo lema fixaremos um pontoy = Xt(x) comt > 0.
Usando o teorema do Fluxo Tubular Longo é possível provar queP : Σx,r →

Σy é um mergulho de classeC1 e, além disso, existe uma função de classe
C1 τ : Σx,r → Σy de forma queP(z) = Xτ(z)(z) e que a aplicação de classe
C1 (t, z) 7→ Xt(z) mergulha

{(t, z) ∈ R × Σx,r ; 0 ≤ t ≤ τ(z)}

emM (veja [21]). A imagem desse conjunto pela referida aplicação, isto é
{Xt(z); 0 ≤ t ≤ τ(z)} é o que chamamos no capítulo 1 detubo centrado na
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órbita de x, raio r e tamanho t. Para não repetirmos várias vezes um nome
tão grande, até o fim deste apêndice vamos denotar tais tubos ao longo de
órbitas porTub(x, r, t). Vamos denotar tambémEmb1(Σx,r ,Σy) como sendo
o conjunto de todos os mergulhosC1 entreΣx,r e Σy e considerar nesse
espaço a topologiaC1. Por último, vamos denotar porIε(Σx,r ) o conjunto
dos difeomorfismosϕ : Σx,r → Σx,r ε-próximos da identidade na topologia
C1.

Antes de passar as outras versões do Lema de Franks vamos enunciar
um lema auxiliar que diz que se obtemos uma perturbação do mapa de
Poincaré emEmb1(Σx,r ,Σy) então existe um campoY C1 próximo deX,
tal queYt(x) = y, e que realiza a tal perturbação como mapa de Poincaré.
Além disso, o campoY coincide comX fora do tuboTub(x, r, t).

Lema B.5. Sejam X∈ X1(M) e x∈ M−Sing(X), como na discussão acima.
Suponha que Xs(x) , x, para todo0 < s ≤ t e considere P: Σx,r0 → Σy

o mapa de Poincaré, com r0 > 0 pequeno. Então, para todaU vizinhança
C1 de X, e todo0 < r ≤ r0, existe umε > 0 com a seguinte propriedade:
para todoϕ ∈ Iε(Σx,r ), existe Y∈ U satisfazendo

• Y(z) = X(z), se z< Tub(x, r, t)

• PY(z) = P ◦ ϕ(z), se z∈ Σx,r

Para uma prova desse resultado remetemos o leitor a [62](verremark 2,
p296).

O próximo lema é na verdade o teorema A.1 do apêndice A de [19].Ele
diz que podemos modificar um campo de modo a obter determinados mapas
lineares como fluxos lineares de Poincaré, ao longo de uma órbita regular.
Veja figura 5.1. Em [19] os autores apresentam uma prova bem direta deste
resultado. Apresentamos uma idéia de como provar este lema,usando o
lema B.5 e o lema de Franks para difeomorfismos, como ilustração dos
métodos apresentados aqui.

Lema B.6 (Lema de Franks). Considere X∈ X1(M) e um pedaço finito de
órbita, isto é, um ponto x∈ M − Sing(X) e números0 = t0 < t1 < t2 < ... <
tn. Denotemos si = ti − ti−1, i = 1, ..., n. Então, para toda C1-vizinhança
U de X existeε > 0 de modo que se Li : NXti (x) → NXti+1

(x), i = 1, ..n, são
mapas lineares tais que

||Li − Psi (Xti (x))|| < ε,
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então existem r> 0 e um campo Y∈ U satisfazendo:

• Y(Xti (x)) = Xti+1(x), i = 0, ..., n− 1,

• Psi
Y(Xti−1(x)) = Li , , i = 1, ..n,

• Y(y) = X(y) se y< Tub(x, r, tn).

Demonstração.A idéia da prova é basicamente fazer sucessivas perturba-
ções em cada tubo, até completar o pedaço de órbita. Em cada etapa u-
samos o lema B.4 para perturbar o mapa de Poincaré, realizando Li como
derivada, e depois usamos o lema B.5 para obter um campo que realize essa
perturbação como mapa de Poincaré.

Começamos no primeiro tubo que vai dex atéXt1(x). SejaP1 : Σx,r →

ΣXt1 (x),r o mapa de Poincaré, onde, até aqui,r > 0 é apenas para que o mapa
de Poincaré em todos os tubos ao longo da órbita dex sejam difeomorfis-
mosC1. ComoL1 ε-perturba a derivada deP1, seε > 0 é pequeno, pelo
lema B.4 aplicado aP1 e uma vizinhança deP1 em Emb1(Σx,r ,ΣXt1 (x),r ),
existe um mapag1 : Σx,r → ΣXt1 (x),r que está próximo deP1, coincide
com P1 em x e cuja derivadaDg1(x) = L1. Se a vizinhança deP1 em
Emb1(Σx,r ,ΣXt1(x),r ) é pequena,ϕ = P−1

1 ◦ g1 é próxima da identidade, e
podemos aplicar o lema B.5 e obter um campoY1 ∈ U que coincide comX
em x e fora doTub(x, r, t1), após reduzirr um pouquinho, e cujo mapa de
Poincaré emx é igual ag. Em particular,Ps0

Y = L1.

Agora, perturbamosY1 no tuboTub(Xt1(x), r, s2) para obterY2 igual a
X emx e emXt1(x) e fora doTub(x, r, t2) e ainda tal que

Ps1
Y (x) = L1 e Ps2

Y (Xt1(x)) = L2

do mesmo jeito que fizemos acima. Aqui, possivelmente teremos que re-
duzir ε, para usar o lema B.4, mas ainda de um modo que só dependa de
X e deU (deixamos a verificação desse fato a cargo do leitor). A obser-
vação é que comoY1 é igual aX fora deTub(x, r, t1), na verdade estamos
perturbandoX, o que faz com queY2 ∈ U.

Prosseguindo com esse argumento um número finito de vezes, con-
seguimos o campoY e o valor deε desejados, o que conclui a prova. �

Lema B.7 (Lema de Franks para órbitas periódicas). ejam X ∈ X1(M) e
p ∈ Per(X) e P : Σ → Σ a correspondente aplicação de Poincaré, onde
Σ é uma seção transversal pequena de modo que os resultados acima se
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146 [CAP. B: O LEMA DE FRANKS

apliquem. ConsidereU uma C1-vizinhança de X. Então, existemε > 0
e δ > 0 com a seguinte propriedade. Se L: Np → Np é um isomorfismo
linear com||L − DP(p)|| < δ, então existe um campo Y∈ U que satisfaz:

• Y(x) = X(x), se x< Tub(p, ε, π(p))

• p ∈ Per(Y).

• Se PY : Σ→ Σ é o mapa de Poincaré para Y, então

PY(x) = expp ◦ L ◦ exp−1
p (x), se x∈ Bε(p) ∩ Σ

e PY(x) = P(x) se x< Bε(p) ∩ Σ

Demonstração.Como o argumento é semelhante ao usado no Lema de
Franks, vamos apenas fazer um esboço da demonstração, deixando os de-
talhes para o leitor. Apenas vamos tentar deixar claro as diferenças.

De fato, a única dificuldade em usar a combinaçãolema B.4+lema B.5
é que não podemos usar o lema B.5 pois este não se aplica a órbitas per-
iódicas.

Para contornar isso, começamos usando o lema de Franks para difeo-
morfismos e obtendo um mapag : Σ → Σ próximo aP : Σ → Σ satis-
fazendo

g(x) = expp ◦L ◦ exp−1
p (x),

sex está perto dep emΣ, e igual aP sex está longe dep emΣ.
O que precisamos é obter um campo que realizeg como mapa de Poin-

caré. A estratégia é então usar o lema B.5 emmetadeda órbita dep. Como
g é apenas uma ligeira perturbação deP, ϕ = P−1 ◦ g produz um difeomor-
fismo deΣ próximo da identidade. Usando esse difeomorfismo, pelo lema
B.5 encontramos um campoY perto deX que realizaf ◦ ϕ como mapa de
Poincaré, (dep até π(p)

2 ) onde f = P : Σ → ΣX π(p)
2

, e coincide comX fora

deTub(p, ε0,
π(p)

2 ).
Note que os valores deδ e ε serão determinados quando aplicarmos o

Lema de Franks para difeomorfismos e o lema B.5.
Daí, leitor pode verificar sem muita dificuldade que esse campo Y rea-

liza o desejado. �
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Apêndice C

Dominação em Superfícies

Neste apêndice iremos apresentar uma prova direta, que não passa pelo
teorema sobre sequências periódicas de Mañé, de que a propriedade estrela
implica em dominação no fecho do conjunto dos pontos periódicos hiper-
bólicos de tipo sela, denotado aqui porPerh( f ), para difeomorfismos em
superfícies. Em todo o apêndiceM denotará uma superfície compacta sem
bordo. O principal resultado deste apêndice é o seguinte:

Teorema C.1. Todo difeomorfismo estrela em uma superfície M admite
uma decomposição dominada emPerh( f ).

Lembrando que um conjunto invarianteΛ (não-necessariamente com-
pacto) admite uma decomposição dominadaE ⊕ F, se existem constantes
C > 0 e 0< λ < 1, tais que para todox ∈ Λ en ≥ 0 temos

‖D f n(x)|E(x)‖‖D f −n|F( f n(x))‖ < Cλn.

É imediato dessa definição que, seΛ admite uma decomposição dominada,
entãoΛ também admite.s

Novamente, um ingrediente essencial será o Lema de Franks, uma vez
que ele irá reduzir a análise perturbativa para um problema de Álgebra Li-
near. Com isso, uma vez que estamos numa situação bidimensional, vere-
mos que a manipulação algébrica será simplificada, muito mais do que no
teorema geral de Mañé. Para conforto do leitor, observamos que no resto
do apêndice usaremos apenas a versão do lema de Franks dada pelo lema
B.4.

147
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A prova do teorema terá duas etapas. Na primeira, mostraremos que
a propriedade estrela implica que o ângulo entre os subespaço estável e o
subespaço instável de qualquer ponto tipo sela é uniformemente afastado
de zero, mais ainda este afastamento é robusto. Em seguida, seguindo os
argumentos em Pujals-Sambarino [63] mostraremos que isto implica a pro-
priedade de dominação.

Ângulo

Nesta seção mostramos resultados úteis sobre o ângulo entresubespaços.
Primeiro apresentamos a definição de ângulo.

Definição C.2. Sejam E, F subespaços deRN, tais queRN = E⊕ F, e seja
L : E⊥ → E a única transformação linear tal que

F = graf(L) = {v+ Lv; v ∈ E⊥}.

O ângulo entre E e F é definido comoα(E, F) = ‖L‖−1

O próximo lema dá estimativas sobre o ângulo entre dois subespaços.

Lema C.3. Suponha queRN = E ⊕ F e L : E⊥ → E é como na definição
de ângulo entre E e F. Então

a) Para todo v∈ E, u∈ F temos que||v− u|| ≥ α(E,F)
1+α(E,F) ||v||

b) Se T: RN → RN é um mapa linear então

||T || ≤
1+ α(E, F)
α(E, F)

(||T |E|| + ||T |F ||).

Demonstração.a) Tomew ∈ E⊥ tal quew + Lw = v ∈ F. Daí, seu ∈ E
entãoLw− u ∈ E, e pelo Teorema de Pitágoras, segue que

||v− u|| = ||w+ Lw− u|| ≥ ||w||.

Contudo,||v|| ≤ ||w|| + ||L|| · ||w|| = ||w||(1+ ||L||). Logo,

||w|| ≥ (
1

1+ ||L||
)||v||,
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e finalmente temos

||v− u|| ≥
α(E, F)

1+ α(E, F)
||v||.

b) Sev ∈ RN, v = e+ e⊥, come⊥ ∈ E⊥ e e ∈ E. Daí,

||Tv|| = ||T(e+ e⊥)|| = ||T(e⊥ + Le⊥) + T(e− Le⊥)||

≤ ||T |E⊥||(1+ ||L||)||e⊥|| + ||T |E||(||e||+ ||L||||e⊥||).

Como, novamente por Pitágoras,||e|| ≤ ||v|| e ||e⊥|| ≤ ||v|| e como||L|| =
α(E, F)−1, segue o resultado. �

Observação C.4.O mapa L da definição acima é obtido usando as proje-
ções ortogonais PF , de F sobre E, e P⊥F , de F sobre E⊥. Como F e E⊥

posuem a mesma dimensão, P⊥
F é invertível e podemos obter L via PF ◦

(P⊥F )−1. No entanto se E e F possuirem a mesma dimensão, PF é invertível
também e podemos usar L−1 ao invés de L, e nesse casoα(E, F) := ||L||. O
Lema acima continua sendo verdade, com a mesma prova, apenastrocando
E⊥ por E, e vice-versa.

Como dimM = 2, o lema acima será usado no caso dim(E) = dim(F) =
1. Pela observação acima, podemos adotarα(E, F) := ||L||, ondeL : E →
E⊥ é tal queF = graf(L) = {w+ Lw; w ∈ E}.

Uma cota inferior para o ângulo

Nesta seção mostramos que a propriedade estrela garante umacota inferior
entre o ângulos dos subespaços estáveis e instáveis de selasperiódicas. Um
difeomorfismof éestrelase ele não pode ser aproximado, na topologiaC1,
por difeomorfismos com pontos periódicos não-hiperbólicos.

Proposição C.5.Seja f∈ Diff1(M) um difeomorfismo estrela. Então exis-
temU0 uma C1-vizinhança de f , eγ > 0 tais que para toda g∈ U0 e para
todo p∈ Perh(g), valeα(Es

p,E
u
p) > γ.

Demonstração.SejamU0 e ε > 0 dados pelo Lema de Franks quando
aplicado af e a vizinhançaU dada pela propriedade estrela.

Vamos supor que a proposição não é verdadeira. Então, tão perto quanto
se queira def , existe um difeomorfismog possuindo um ponto periódicop
tal queα(Es

p,E
u
p) é tão pequeno quanto se queira.
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A estratégia da prova é perturbar a derivada deg ao longo da órbita
de p tornando-a não-hiperbólica, e daí, usando o Lema de Franks,obter
g ∈ U, possuindo um ponto periódico não hiperbólico, o que nos levará a
uma contradição com a propriedade estrela.

Podemos supor que a derivada de toda sela hiperbólica de todag ∈ U0

possui somente autovalores positivos (uma vez que estamos em dimensão
2, podemos argumentar usandof 2). Com isto, a estratégia é a seguinte, se
pudermos obter um vetorv no quadrante de ângulo pequeno (veja a figura
C.1), como os autovalores são positivos,Av = Dgπ(p)v também estará lá
(lembre queπ(p) denota o período de p). Assim, se||Av|| = ||v||, então,
compondoA com uma pequena rotação tornamosv um autovetor associado
ao autovalor 1. E esta é a perturbação desejada.

A

Es

Eu

v
v

Figura C.1:

Entendida a estratégia e a idéia, o argumento é o seguinte: dado θ > 0
existeg ∈ U0 possuindop ∈ Perh(g) tal queα(Es

p,E
u
p) < θ. Sejan = π(p)

o período dep e, por simplicidade, denoteEs
p = E e Eu

p = F. Sejam
0 < λ < 1 < µ os autovalores deA : TpM → TpM, ondeA = Dgn(p) e seja
L : E→ E⊥ dada pela definição de ângulo.

Dadov ∈ TpM podemos escrevê-lo comov = αe+ β f , com e ∈ E
unitário e f = e+ Le ∈ F. LogoAv= (λα + µβ)e+ µβLe. Tomandoα = 1,
existeβ > 0 tal que||Av|| = ||v||. Comoα, β, λ eµ são positivos, temos que
o ângulo entrev e Avé menor que o ângulo entreE e F.

Portanto, seθ é pequeno, comoα(E, F) < θ, definindoη = α(〈Av〉 , 〈v〉),
existeRη : TpM → TpM rotação tal queRη ◦ Av= v e

||Rη − Id|| <
ε

||Dg(gn−1(p)||
.
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ConsiderandoL : Tgn−1(p)M → TpM dada porL = Rη ◦ Dg(gn−1(p)), temos
que||L − Dg(gn−1(p))|| < ε.

Pelo Lema de Franks, obtemosg ∈ F 1(M) tal quep é ponto periódico
de períodon parag, g = g em {gn−1(p)}

⋃
M − B(gn−1(p), r), onder > 0 é

tomado de forma que não existem pontos da órbita dep em B(gn−1(p), r),
além degn−1(p). Além disso, temos também queDg(gn−1(p)) = L.

Logo,Dgn
= Dg(p) ◦ Dg(g(p)) ◦ · · · ◦ L = Rη ◦ Dgn(p) = Rη ◦ A, o que

é absurdo, poisRη ◦ A possui um autovalor 1, como provado acima. Isto
completa a prova. �

Uniformidade dos Autovalores

Nesta seção mostramos que numa vizinhança de um difeomorfismo estrela
os módulos dos autovalores das derivadas de selas periódicas são uniforme-
mente afastados de 1. Mais precisamente:

Lema C.6. Se f um difeomorfismo estrela então existemα > 0 eU0 uma
vizinhança de f de modo que para toda g∈ U0 e todo p∈ Perh(g) de
período n, tem-se

|λ| < (1− α)n < 1 < (1+ α)n < |σ|

ondeλ eσ são os autovalores Dgn(p)

Demonstração.Dadag ∈ Diff1(M) e p ∈ Perh(g) considere o mapa

Lp :
n−1⊕

i=0

Tgi (p)M →
n−1⊕

i=0

Tgi(p)M,

dado por

(v1, · · · , vn) 7→ (Dg(gn−1(p))vn,Dg(p)v1, · · · ,Dg(gn−2(p))vn−1).

Seλ é autovalor deLp, com autovetor (v1, · · · , vn), vemos que

λv1 = Dg(gn−1(p))vn , λv2 = Dg(p)v1

· · ·

λvn = Dg(gn−2(p))vn−1.
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Portanto

Dgn(p)v1 = Dg(gn−1(p))Dg(gn−2(p)) · · ·Dg(p)v1 = λ
nv1.

Reciprocamente, seλn é autovalor deDgn(p), com autovalorv1, então,
defindo

v2 =
1
λ

Dg(p)v1 , v3 =
1
λ

Dg(g(p))v2

· · ·

vn =
1
λ

Dg(gn−2(p))vn−1,

é imediato queλ é autovalor deLp.
A partir desse fato, para provar o lema, basta estabelecer que numa

vizinhançaU0 de f , para todo difeomorfismog ∈ U0 e todo pontop ∈
Perh(g), de períodon, os autovaloresλ eσ do mapaLp estão afastados de
1. Isto é, existeα > 0 tal que|λ| < 1− α < 1 < 1+ α < |σ|.

Suponha que isso não ocorra. Então, dada qualquer vizinhançaU( f ),
tomandoU0 ⊂ U vizinhança def e ε > 0 dados pelo Lema de Franks,
existeg ∈ U0 possuido um pontop ∈ Perh(g), tal que o mapa associado,

Lp :
n−1⊕

i=0

Tgi(p)M →
n−1⊕

i=0

Tgi(p)M

possui um autovalorλ cujo módulo é tão perto de 1 quanto se queira. Tome,
então,g, de modo queβ := |λ|−1 cumpra

|β − 1| <
ε

c
ondec = sup{||Dg(x)||; x ∈ M}.

DefinindoLi : Tgi(p)M → Tgi+1(p)M, dado por,Li = βDg(gi(p)) temos

||Li − Dg(gi(p))|| = ||Dg(gi(p))||||βId − Id|| < ε, e

Ln−1 ◦ Ln−2 ◦ · · · ◦ L0 = β
nDgn(p).

Logo, se (v1, · · · , vn) é autovetor deLp associado aλ, temos que

βnDgn(p)v1 = β
nλnv1,

e portanto temos um autovalor de módulo 1.
Pelo Lema de Franks, existeg ∈ U( f ) pertubação local deg na órbita

de p que realizaLi como derivada no pontogi(p), e desse modoDgn(p) =
βnDgn(p). Isto diria queg possui um ponto periódico não hiperbólico. Con-
tradição. �
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Dominação

Finalmente, vamos mostrar que a decomposiçãoTPerh( f )M = Es ⊕ Eu dada
pela hiperbolicidade das selas periódicas é uma decomposição com a pro-
priedade de dominação paraf . Isto irá provar o teorema C.1, pois a domina-
ção estende-se ao fecho.

Proposição C.7.Seja f∈ Di f f 1(M) um difeomorfismo com a propriedade
estrela, numa superfície M. Então, existe uma vizinhançaU0 de f e n0 ∈ N
tais que se g∈ U0 e p∈ Perh(g) então existe n≤ n0 satisfazendo:

‖Dgn(p)|Es‖
∥∥∥Dg−n(gn(p))|Eu

∥∥∥ < 1
2
.

Demonstração.Como foi dito, a estratégia é mostrar que a cota inferior
para o ângulo entre os subespaços estáveis e instáveis dos pontos periódi-
cos de difeomorfismos próximos af , obitida acima na proposição C.5, gera
a dominação. Dito de outra forma, vamos supor por absurdo quenão temos
dominação. Neste caso, será possível encontrar, mediante uma pequena
pertubação, um difeomorfismog próximo de f , posuindo um ponto per-
iódico cujo ângulo entre o espaço estável e o espaço instávelé tão pequeno
quanto se queira, e isto violará a proposição C.5.

SejamV ⊂ U0 e ε > 0 dado pelo Lema de Franks aplicado a vizin-
hançaU0, dada pela proposição C.5 e pelo lema C.6, e o difeomorfismo
f . Supo- nha que a proposição seja falsa. Então, existe uma sequênciagn

convergindo af na topologiaC1, possuindo pontospn ∈ Per(gn) tal que

∥∥∥Dgm
n (p)|Es

∥∥∥
∥∥∥Dg−m

n (gm(p))|Eu

∥∥∥ ≥ 1
2
, para todo 0≤ m≤ n.

Podemos supor sem perda de generalidade quegn ∈ V, para todon.
Para simplificar a notação, iremos tomarg = gn, e p = pn, com n

grande, a determinar. Neste caso, podemos supor queπ(p) é arbitrariamente
grande, pois, usando o lema C.6 temos que:

∥∥∥Dgkπ(p)|Es

∥∥∥
∥∥∥Dg−kπ(p)|Eu

∥∥∥ ≤ (1− α)kπ(p)(1+ α)−kπ(p)

→ 0 , quandok→ +∞,

donde existek0 (que só depende deα) de modo que

∥∥∥Dgk0π(p)|Es

∥∥∥
∥∥∥Dg−k0π(p)|Eu

∥∥∥ < 1
2
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e isto implica, já que estamos assumindo que não vale a estimativa da dom-
inação, queπ(p) ≥ n/k0. Comon está sendo considerado arbitrariamente
grande, isto nos leva a concluir queπ(p) também pode ser tomado arbitrari-
amente grande.

Nas próximas linhas vamos definir uma série de mapas e subespaços
auxiliares que usaremos para construir a pertubação.

Tome vetores unitáriosv ∈ Es
p e u ∈ Eu

p. Como estamos supondo que
não vale a estimativa de dominação, temos que

1
2
||Dgi(p)u|| ≤ ||Dgi(p)v||,

para todo 0< i ≤ π(p). DefinaL : Eu
p → Es

p comoLu = δv, ondeδ > 0 é
pequeno, a determinar.

UsandoL, definimos̃L : Eu
p→ Es

p, como

L̃ = (1+ δ)π(p)(Dgπ(p)
/Es

p
) ◦ L ◦ Dg−π(p)

/Eu
p
.

Observe quẽL possui norma pequena. De fato, usando a estimativa de
separação dos autovalores dada pelo lema C.6 obtemos

∥∥∥L̃
∥∥∥ ≤ (1+ δ)π(p)(1− α)π(p)(1+ α)−π(p)||L|| ≤ δ,

desde queδ seja pequeno o bastante para que (1+ δ)(1− α) < 1.
Considere os subespaçosG = {u+ Lu; u ∈ Eu

p} e G̃ = {u+ L̃u; u ∈ Eu
p}.

Eu

Es

u

v
Lu

L̃u

G

G̃

Figura C.2:

Mais ainda, considere os mapas lineares,P,S : TpM → TpM, dados
por Pu= Lu, Pv= 0, S v= 0, S(u+ L̃u) = −L̃u. Note que isso implica em

P|Es
p
= 0, (Id + P)Eu

p = G, S|Es
p
= 0 e (Id + P)G̃ = Eu

p.
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Aplicando o lema C.3, obtemos as estimativas

||P|| ≤

(
1+ γ
γ

)
δ e ||S|| ≤

(
1+ γ
γ

)
δ.

Por fim, definimosT j : Tgj(p)M → Tgj(p)M comoT jv = δv e T ju = 0,
para todo 0≤ j ≤ π(p).

Agora estamos em condições de definir os mapasL j que farão ligeiras
pertubações deDg ao longo da órbita dep. Definimos,

L0 = (Id + T1) ◦ Dg(p) ◦ (Id + P) : TpM → TpM

e para 1≤ j ≤ π(p) − 2 definimos

L j = (Id + T j+1) ◦ Dg(g j(p)) : Tgj (p)M → Tgj+1(p)M , e

Lπ(p)−1 = (Id + S) ◦ (Id + T0) ◦ Dg(gπ(p)−1(p)) : Tgπ(p)−1(p)M → TpM.

Não é difícil verificar, usando a desigualdade triangular, que seδ é su-
ficientemente pequeno, temos

||L j − Dg(g j(p))|| < ε, para todo 0≤ j ≤ π(p) − 1

De fato, note que todos osL j foram obtidos compondo-seDg com uma
ligeira pertubação da identidade.

Pelo Lema de Franks, obtemosg ∈ U0, tal quep ∈ Perh(g), g coincide
com g na órbita dep e fora de um pequeno aberto contendo a mesma, e
Dg(g j(p)) = L j . Por simplicidade, denoteEσ

j = Eσ
gj (p)

, σ = s, u, e observe
queEs

j = Es
j (g), pois

Dg|Es
j
= L j = (1+ δ)Dg|Es

j
,

e (1+ δ)(1− α) < 1.
Por outro lado, não é difícil verificar queDgπ(p)Eu

0 = Lπ(p)−1 ◦ · · · ◦

L0Eu
0 = Eu

0. Como estamos em dimensão dois, e comop é hiperbólico para
g, usando o Lema C.6, vemos queEu

0 é o subespaço instável deDgπ(p)(p).
Finalmente, usando o Lema C.3 vamos estimar o ânguloβ entreEs

m(g)
e Eu

m(g), paramgrande.
Sejam,

u1 = Lm(u) = Dgm(p)v+ δ(1+ δ)mDgm(p)v , e
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u2 = Lm(δv) = δ(1+ δ)mDgm(p)v.

Então, pelo Lema C.3, obtemos

||Dgm(p)v|| = ||u1 − u2|| ≥

(
β

1+ β

)
||u1||

≥
β

1+ β
(δ(1+ δ)m||Dgm(p)v|| − ||Dgm(p)u||)

Donde,

1 ≥
β

1+ β

(
δ(1+ δ)m

2
− 1

)
,

pois
1
2
||Dgm(p)u|| ≤ ||Dgm(p)v||.

Assim, temos que

β ≤
2

δ(1+ δ)m− 4
≤ γ,

desde que quem seja grande o bastante para queδ(1 + δ)m ≥ 4 + 2
γ
. o

que pode ser feito, poisπ(p) pode ser tomado tão grande quanto se queira,
conforme observamos no início da prova. Isto contradiz a proposição C.5.

�

A proposição C.7 estabelece a dominação pelo seguinte exercício, cuja
solução é idêntica à do lema 4.19.

Exercício C.8. SejaΛ um conunto f -invariante e TΛM = E ⊕ F uma
decomposição d f -invariante tal que: existe um n0 > 0 tal que para todo
x ∈ Λ existe n de modo que

‖D f n(x)|E‖
∥∥∥D f −n( f n(x))|F

∥∥∥ < 1
2
.

Prove que TΛM = E ⊕ F é uma decomposição dominada.
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Apêndice D

Soluções e Sugestões Para
os Exercícios

Capítulo 1

Dica para o exercício 1.3.Por propriedades conhecidas da aplicação ex-
ponencial o mapah : Ny × R → M, definido porh(v, s) = Xs(expv) é um
difeomorfismo local emy. Note que o mapa de Poincaré em coordenadas
exponenciais é dado porP = π ◦ h−1 ◦ Xt ◦ exp|Nx(δ) : Nx(δ) → Ny(δ),
ondeδ é pequeno eπ : Ny × R → Ny é a projeção canônica. Assim
DP(0) = Pt

X(x). �

Dica para o exercício 1.17.Basta usar a fórmula de Liouville (veja [70]) e
mudança de variáveis para integrais.

det(DXt(x)) = e
∫ s

0
div X(Xs(x))ds.

�

Capítulo 3

Dica para o exercício 3.6.Note que um ponto do ciclo é errante. Use os
argumentos do teorema 2.4 para criar um campoY próximo com um 1-ciclo

157
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próximo a este ponto. Aplique o teorema de Birkhoff-Smale para encontrar
órbitas periódicas. �

Solução para o Exercício 3.11.SejaY0 ∈ R qualquer, provemos queF é
semicontínua inferiormente emY0. DadoV aberto deM tal queV∩F(Y0) ,
∅ existeN ∈ N tal queV ∩ FN(Y0) , ∅. Da semicontinuidade inferior de
FN existe uma vizinhançaU deY0 tal queV ∩ FN(Y) , ∅ para todoY ∈ U.
ComoFN(Y) ⊂ F(Y) temos queV ∩ F(Y) , ∅ como queríamos. �

Dica para o exercício 3.18.Reflexividade segue do teorema da variedade
estável. Simetria é óbvio. Para provar a transitividade useo λ-lema. �

Solução para o Exercício 3.25.Apesar da solução um pouco longa, o e-
xercício não é difícil. Como o resultado que ele fornece é importante em
partes substanciais do livro, decidimos colocar uma solução completa aqui.

Note primeiramente, que comoΛ é aproximado por óbitas periódicas
temos que Ind(Λ) não é 0 nemd− 1.

A existência de um ponto emK fora deΛ é a chave da solução. Isto
força a existência de um pontob cuja órbita futura fica perto deΛ, mas
cuja órbita passada se afasta deΛ. De fato, tomeU uma vizinhança qual-
quer deΛ (note que podemos reduzir esta vizinhança caso seja necessário).
Sejaa ∈ K − Λ. Comoa < Λ, podemos supor quea < U, e comoΛ
é livre de singularidades, podemos supor também queU ∩ S ing(X) = ∅.
Além disso, podemos supor que o invariante maximal deU, com respeito
ao campoX, é um conjunto hiperbólico de índice Ind(Λ), via robustez de
conjuntos hiperbólicos. Em particular, qualquer compactoinvariante que
aparecer emU será um conjunto hiperbólico de índice Ind(Λ). Por fim,
iremos supor que quaisquer duas órbitas periódicas emU são homoclinica-
mente relacionadas, via a Proposição 3.21 já queΛ é transitivo por cadeias.
Tome também vizinhanças menoresV ⊂ V′ ⊂ V′ ⊂ U e uma bolaB(a, r)
disjunta deU, que vão funcionar como margens de segurança para garantir
que a órbita futura deb não saia deU.

ComoO(qn)→ K, existemxn, yn ∈ O(qn), comxn → a ed(yn,Λ)→ 0.
Podemos supor quexn ∈ B(a, r) e yn ∈ V para todon. Como xn e yn

são pontos de uma mesma órbita periódica, pelo Teorema da Alfândega,
existemtn > 0 tais queX[−tn,0)(yn) ⊂ V e X−tn(yn) ∈ ∂V (confira a figura D.1
abaixo).

Sejab ∈ ∂V um ponto de acumulação da sequênciaX−tn(yn). Setn 9
então pela continuidade do fluxo teríamos pontos deΛ próximos a∂V, o
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que é um absurdo uma vez queΛ está compactamente contido emV. Isso
implica queO+(b) ⊂ V. Além disso, comob é ponto de acumulação da
sequênciaX−tn(yn) temos queb ∈ K ∩U − (Λ ∪ S ing(X)).

A conclusão do exercício depende da recorrência desse ponto. Seb <
ω(b), então fazendob = x, pela Proposição 3.22, obtemos diretamente a
conclusão desejada.

Seb ∈ ω(b), masb não é periódico, entãob pertence a um conjunto
hiperbólico de índice Ind(Λ) e é recorrente. Peloshadowing Lemma, b é
acumulado por órbitas periódicasO(pn) arbitrariamente próximas deω(b),
logo inteiramente contidas emU donde possuem índice Ind(Λ). Além
disso, tomandop = p1, todos ospn são homoclinicamente relacionados en-
tre si, pois estão emU. Por um argumento semelhante àquele aplicado no
início da prova da Proposição 3.22, concluímos queb ∈ Ws(O(p)). Basta
tomarx = b novamente.

Por fim, seb ∈ ω(b) e é periódico, procedemos da seguinte forma.
ComoK intersectaUc, ele não pode coincidir comO(b)∪Λ. Assim devem
existir pontos deK arbitrariamente próximos deb, mas fora da órbita de
b, cuja órbita futura acompanha a órbita deb. Ou seja, existem pontos em
K ∩Wss

ε (b)−O(b). Escolhax como um desses pontos, ep = b. É claro que
essa escolha cumpre as condições do exercício. E isto termina a prova. �

Capítulo 4

Solução do exercício 4.5.Basta notar queP−t
X (Xt(x)) = (Pt

X(x))−1, pois daí
obtemos que

‖Pt
X(x)|Ns‖‖P−t

X (Xt(x))|Nu‖ ≤ Ce−λt

é equivalente a
‖Pt

X(x)|Ns‖‖(Pt
X(x)|Nu)−1‖ ≤ Ce−λt,

e como‖(Pt
X(x)|Nu)−1‖ = 1

m(Pt
X(x)|Nu ) , o exercício segue. �

Dica para o exercício 4.8.Como não é difícil ver,v ∈ Eσ
j (ξ)⇔ v ∈ Eσ

i (ξ),

para todoi, j ∈ Z, ondeσ = s, u, e portantoEs
j (ξ)⊕Eu

j (ξ) = R
N para algum

j ∈ Z implica Es
i (ξ) ⊕ Eu

i (ξ) = RN para todoi ∈ Z. �

Prova do exercício 4.17.Basta mostrar que uma destas inclusões é ver-
dadeira:E(x) ⊂ Ds(x) ou Ds(x) ⊂ E(x).
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Do contrário, existiriam vetoresu ∈ E(x) − Ds(x) e v ∈ Ds(x) − E(x).
Mais ainda, podemos escreverv = v1 + ⊕v2 tal quev1 ∈ E(x), v2 ∈ F(x) e
v2
, 0. Mas então, por dominação teríamos:

‖Pt
X(x).u‖

‖Pt
X(x).v‖

≤
‖Pt

X(x).u‖

‖Pt
X(x).v2‖ − ‖Pt

X(x).v1‖
=

‖Pt
X(x).u‖

‖Pt
X(x).v2‖

1−
‖Pt

X(x).v1‖

‖Pt
X(x).v2‖

→ 0

quandot→ +∞. E isto contradiz o fato de queu < Ds(x) ev ∈ Ds(x). �

Capítulo 5

Dica para o exercício 5.5.Basta usar o lema 4.19. �

Solução do exercício 5.11.Como dissemos no texto é suficiente estabele-
cer o seguinte Lema Numérico de Pliss:

Lema D.1 (Pliss). Dadosλ ∈ R, ε > 0 e H > 0 existem N0, e δ positivos
de forma que se a1, ..., aN são números reais, com N≥ N0 tais que

N∑

i=1

ai ≤ Nλ e |ai | ≤ H, ∀ i = 1, ...N,

então existem ostempos hiperbólicos 1≤ n1 ≤ ... ≤ nl ≤ N os quais
satisfazem

n∑

i=nj+1

ai ≤ (n− n j)(λ + ε)

para todos j= 1, ..., l e nj < n ≤ N. Além disso, o número l de tempos
hiperbólicos cumpre l≥ Nδ.

A idéia por trás do lema é muito simples: como só são permitidas
sequênciasuniformemente limitadas, se a quantidade de termos émuito
grandeos termos não podem, a maioria, dominarλ+ ε. Imagine que temos
1 milhão de termos dominandoλ + ε, logo a soma desses termos domina
106ε + 106λ. Digamos que só restem 5 termos. Cada um deles no máximo
subtraiH. Se, por exemplo o nosso número de termos é tal que 106ε > 7H,
a soma total não será dominada porNλ.
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Isso já dá uma pista razoável de como atacar o problema. De fato, a
parte realmente difícil é estimar por baixo o número de tempohiperbólicos.

Para provar o lema, começamos definindo os inimigos:bi = ai − (λ+ ε).
Note que sebi é negativo para todoi ≥ n entãon é um tempo hiperbólico!
Podemos exigir um pouco menos considerando as somasSn =

∑n
i=1 bi .

Definimos os tempos hiperbólicos com sendo os inteiros 1≤ n1 ≤ ... ≤

nl ≤ N tais queSnj ≥ Sn, para todon ≥ n j e de tal forma quel é o maior
número possível desses tempos, ou seja, entre 1 en1 en j en j+1 não existem
tempos hiperbólicos para todoj = 1, ..., l.

Observe que esses inteiros realmente cumprem as conclusão do lema,
poisn ≥ n j implica

n∑

i=nj+1

ai =

n∑

i=nj+1

bi + (n− n j)(λ + ε) = (Sn − Snj ) + (n− n j)(λ + ε)

≤ (n− n j)(λ + ε).

Agora vamos a parte difícil, que é estimar a quantidade de tempos hiper-
bólicos. Note que o último tempo sempre é hiperbólico, ou seja nl = N.
Além disto,

SN =

N∑

i=0

ai − N(λ + ε) ≤ Nλ − Nλ − Nε ≤ −Nε.

Por outro lado, como|a1| ≤ H, temos

S1 = b1 = a1 − (λ + ε) ≥ −(H + λ + ε).

Portanto, se

N >
H + λ + ε

ε
(D.1)

teremosS1 > −Nε ≥ SN. E isto implica que, seSm = max{Sn; 1 ≤ n ≤ N},
então 1≤ m< N. Daí,m é um tempo hiperbólico não trivial (, N).

Daqui em diante iremos obter a estimativa sobre o valor del. Afir-
mamos queSnj+1 ≥ Snj+1. Com efeito, suponha que isto não aconteça. En-
tão,

Snj+1 > Sn, ∀ n ≥ n j+1,

pela definição den j+1. No entanto,n j + 1 não é um tempo hiperbólico,
e pertanto tem que existirn j+1 > k1 > n j + 1 tal queSk1 > Snj+1. Pela
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mesma razão, tem que exsitirn j+1 > k2 > k1 tal queSk2 > Sk1. Por
indução, obtemos uma sequêncian j+1 > kp > kp−1 > ... > k2 > k1. No
entanto, comop não pode ser maior quen j+1 − (n j + 1), isto nos levará a
um absurdo, a menos quen j+1 = (n j + 1), o que pela hipótese que fizemos,
também nos leva a um absurdo.

Pelo mesmo argumento, podemos provar queSn1 ≥ S1.
Com isso temos que se 1< j ≤ l, então

Snj+1 ≥ Snj+1 = Snj + bnj+1 ≥ Snj − (H + |λ| + ε),

via a desigualdade triangular, pelo que obtemos (por indução)

Snj ≥ Sn1 − ( j − 1)(H + |λ| + ε).

Em particular,
Snl ≥ Sn1 − (l − 1)(H + |λ| + ε).

Mas comonl = N, segue que

−εN ≥ SN ≥ Sn1 − (l − 1)(H + |λ| + ε) ≥ S1 − (l − 1)(H + |λ| + ε)

≥ −H − λ − ε − (l − 1)(H + |λ| + ε) = −l(H + |λ| + ε),

ou seja, provamos quelN ≥
ε

H+|λ|+ε .

Para completar a prova do lema, basta tomarδ = ε
H+|λ|+ε . �

Dica para o exercício 5.10.Por hipótese,Λ é aproximada por fontesO(pn)
de camposYn com Yn → X. SejaT̃ e η̃ > 0 dados pelo teorema 4.16.
Considere a medida orbital gerada por

1
l

l−1∑

i=0

δ(Yn)iT̃ (pn).

Entãoµn éYn-invariante e suportada emOYn(pn). Pela força uniforme dada
pelos teoremas 4.16 e 4.13 temos que

1

T̃

∫
logm(PT̃

Yn
(.))dµn(.) ≥ η̃.

Seµ é ponto de acumulação deµn entãoµ é medida invariante deX supor-
tada emΛ tal que

1

T̃

∫
logm(PT̃

X(.))dµ(.) ≥ η̃.
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Pelo teorema de Decomposição ergódica, podemos supor queµ é ergódica.
Pelo teorema de Birkhoff existe um ponto recorrenteb tal que

1

T̃N

N−1∑

j=0

logm(PT̃
X(XT̃ j(b))) ≥ η.

Daí usamos argumentos semelhantes aos do teorema de Pliss. Ou seja, no
passado, uma bolaB em torno deb voltará inteiramente contida emB, isto
por que a órbita passada deb voltará cada vez mais próxima deb e sofrendo
contração pela estimativa acima. O mesmo valerá paraYn com n grande,
uma vez queYn → X. Assim, pelo teorema do ponto fixo de Brouwer
[49], teríamos um ponto periódico dentro da bacia de repulsão deO(pn) e
isto daria uma contradição. O leitor também poderia resolver este exercício
usando oergodic closing lemmaconforme as técnicas do capítulo 5. �

Dica para o exercício 5.14.Em suma, siga os passos da demonstração do
teorema 5.9. �

Solução do exercício 5.16.Usando a mesma prova do lema 4.19, o leitor
pode verificar que para mostrar queE é contrator, basta provar que para
cadax ∈ Γ temos que existen > 0 tal que

n−1∏

j=0

‖D f m( f m j(x))|E‖ < 1.

Se não, existex ∈ Γ tal que para qualquern ∈ N temos

1
n

n−1∑

j=0

log‖D f m( f m j(x))|E‖ ≥ 0.

Considere a medida orbitalν que é um ponto de acumulação da sequência
µn =

1
n

∑n−1
j=0 δ f m j(x). Entãoν é f m-invariante e suportada emΓ, além disso:

∫
log‖D f m|E‖dν = lim

k→∞

∫
log‖D f m|E‖dµnk

= lim
k→∞

1
nk

nk−1∑

j=0

log‖D f m( f m j(x))|E‖ ≥ 0.
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164 [CAP. D: SOLUÇÕES E SUGESTÕES PARA OS EXERCÍCIOS

Mas então existe uma medidaµ da decomposição ergódica deν tal que
∫

log‖D f m|E‖dµ = 0.

E isto contradiz a hipótese. �

Capítulo 6

Dica para o exercício 6.4.SejaTΛM = E ⊕ F a decomposição dominada
de índice constante. Por Tietze, existe uma vizinhançaU de Λ tal que
podemos estender esta decomposição a uma contínua emU, TU M = Ẽ⊕ F̃
(não necessariamente invariante).

Considere o campo de conesCα emU dado por

Cα(x) = {v; ‖vF‖ ≥ α‖vE‖}

ondev = vF + vE, vF ∈ F̃ e vE ∈ Ẽ. A propriedade de dominação implica
que existeT > 0 tal que para todox ∈ Λ, DXt(C1(x)) ⊂ C2(Xt(x)). Como
consequência, existe uma vizinhançaV ⊂ U deΛ tal que para todoy ∈ V,
DXt(C1(y)) ⊂ C2−ε(Xt(y)). Com isto conclua que o maximal invariante deX
emV possui uma decomposição dominada de mesmo índice da inicial. �

Capítulo 7

Solução do exercício 7.2.Basta definirA como o conjunto formado pelos
subconjuntos compactos, invariantes, não hiperbólicos e não vazios. Note
queA é não vazio por hipótese. Ordene pelaA pela inclusão.

Vamos mostrar queA possui um elemento minimal, via o lema de Zorn.
Para isto, vamos supor que existe uma cadeia

Λ1 ⊃ Λ2 ⊃ · · · ⊃ Λk ⊃ . . . ,

formada por elementos deA. Por compacidade e invariância dosΛk’s,
temos queΛ :=

⋂
kΛk é um conjunto compacto e invariante não-vazio.

SeΛ fosse hiperbólico, então existiria uma vizinhançaU deΛ tal que qual-
quer conjunto compacto invariante nesta vizinhança é hiperbólico. Mas
então existiriaΛk0 ⊂ U, e isto seria uma contradição, uma vez que todos os
Λk’s são não-hiperbólicos.



i

i

“book” — 2011/5/17 — 21:36 — page 165 — #175
i

i

i

i

i

i

165

Assim, pelo lema de Zorn,A possui um elemento minimalΛ que é o
conjunto procurado. �

Capítulo 8

Dica para o exercício 8.4.Observe que uma das interseções do ciclo he-
terodimensional é transversal. Peloλ-Lema temos então que esses discos da
interseção transversal vão acumular nas órbitas periódicas, no caso estamos
falando de dois discos um na parte estável e outro na parte instável. Como
foi fixado uma vizinhança das órbitas, isto diz que existe um tempo mínimo
N no qual esses discos ficam na vizinhança da órbita. Mais ainda, eles
passam próximo dos pontosx e y. Agora por um argumento simples de
continuidade uniforme do fluxo concluímos a demonstração. �

Dica do exercício 8.6.Basta observar que o fluxo é contínuo no tempo e
para camposC1 próximos obtemos pedaços compactos de órbitas próxi-
mas. Com essas duas observações é fácil concluir que a reparametrização
está próxima da identidade. �

Capítulo 10

Dica do exercício 10.8.Basta mostrar que para todop ∈ Λ, Wu(p) ∈ Λ. Se
não, existep′ ∈ Λ e x ∈ Wu(p′) − Λ. Existe então uma vizinhançaU deΛ
tal quex < U. Note que para toda vizinhançaV ⊂ U existetV > 0 tal que
X−tV (x) ∈ V. Isso contradiz o fato deΛ ser Lyapunov estável. �

K

a

B(a, r)

U

V

V′

yn

Λ

X−tn (yn)

Figura D.1:
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