O TEOREMA ERGODICO DE BIRKHOFF

BRUNO SANTIAGO

Resumo. Neste artigo expositdrio discutiremos a prova cldssica do teorema
ergddico de Birkhoff, via o teorema ergédico maximal. Buscaremos explorar
os significados dos argumentos envolvidos.

1. INTRODUCAO

Considere (X, A, 1) um espago de probabilidade, e T : X — X uma transformacao
que preserva a probabilidade, i.e, u (T‘1 (A)) = p(A). Fixe A um subconjunto
de X. O teorema da recorréncia de Poincare diz que quase todo ponto visita
A infinitas vezes. Suponha que nosso objetivo seja melhorar essa afirmacao
tornando-a mais quantitativa. Ou seja, queremos responder perguntas, por
exemplo, do tipo: existe conjunto A tal que quase todo ponto em A retorna
exatamente no iterados T? com p primo?

Uma tentativa razodvel seria fazer uma média do niimeros de visitas dos
iterados de 1 até n, e enxergar o comportamento assintético dessa média. Em
outras palavras, calculamos o tempo médio de permanéncia da 6rbita de um
determinado ponto x € X via

n—1
- ]Z;‘ xa (T/9)

onde x4 é a fungdo caracteristica do conjunto A, e tomamos o limite quando
n — oo, obtendo assim um espécie de média assint6tica do niimero de visitas
do iterado T/ (x) ao conjunto A. Claramente, essa idéia depende da existéncia
ou ndo do limite. O Teorema Ergédico de Birkhoff nos ensina que para quase
todo ponto o limite existe, e, além disso, em média ao calcular esse limite o
resultado sera p(A). Eis a versdo mais completa de tal enunciado:

Teorema 1.1 (Teorema Ergddico de Birkhoff). Seja (X, A, 1) um espago de pro-
babilidade e T : X — X uma transformagdo que preserva a medida u. Entdo, dada
qualquer fungdo integrdvel f : X — R, o limite

. . 1 n—1 '
f(x) = lim ;;f(Tf ()
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existe para p-quase todo ponto x € X. Além disso, para qualquer 1 < p < oo, se
f € LP(u) entdo f € LP (u), f oT = f a convergéncia das médias para f se di na

e [fdu= [ fdu.

Vamos dividir a prova em trés etapas. Na primeira vamos estabelecer o
Teorema Ergédico Maximal, parte importante da prova, e que também pos-
sui brilho préprio. Na secdo seguinte, estabeleceremos a existéncia q.t.p das
médias temporais, que é a parte essencial do enunciado. Na terceira segdo,
combinando e existéncia das médias temporais com teoria da medida bésica,
terminaremos a demostracao.

norma LF, tem-se “ﬂ] <
p

2. O TeorEMA ErGODICO MAXIMAL

Conforme vimos na intruduc¢do nossa motivagdo para estudar o teorema
de Birkhoff foi seguinte problema: é possivel estimar o tempo médio de per-
manéncia de Orbitas tipicas em conjuntos mensuraveis?

Em Matematica é sempre ttil, para resolver um bom problema, atacar pri-
meiro um problema mais simples. Desse modo, considere a seguinte versao
light da pergunta acima: qudo provavel é uma 6rbita tipica passar muito tempo
visitando um conjunto de medida pequena?

Seja B C X, u(B) = €. Vamos estipular que um tempo médio de visita igual
v/e é muito tempo. A pergunta agora é quao provavel ¢ uma orbita tipica visitar
B numa média > +/e? Repare que isto significa estimar

n—1
pllr e X;- ]Z(; X5(T"%) > V&),

Fixado n, fazer tal estimativa é tarefa simples. Com efeito, usaremos apenas
o fato corriqueiro de que a medida de um conjunto € a integral de sua funcdo

caracteristica. E facil ver que

DN XB(T"x)
X {(xeX;1 2;’ o xB(T"x)> e .}(X) = \/E

Integrando e usando que que T preserva (i, segue que
. 1(B)
ufx € X; - ZXB(TX)> Veh) < — Vi = Ve.

Um resulto mais interessante seria a existéncia de um conjunto com medida no
méximo /e tal que fora dele nenhum ponto passa mais do que +en iterados
visitando B, para todo n.

Por mais sutil que isso seja, com a tecnologia disponivel é possivel dar uma
prova elegante disso através do seguinte resultado:
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Teorema 2.1 (Teorema Ergédico Maximal). Seja T : X — X uma transformagao
que preserva a medida. Se g € L (u) e

n—1
B, = {x € X;sup % Zg(Ti(x)) > oc}
=0

n>1

entdo
f gdu > ap (B, NA)
BuNA
se T1A = A.

Basta tomar a = Ve e ¢ = xp. A seguir daremos a prova classica do teorema
ergdédico maximal, que comega com a seguinte desigualdade para operadores
positivos:

Proposigdo 2.2 (Desigualdade Maximal). Seja U : L, — Ly um operador linear

positivo com ||U|| < 1. Dado N > 0 um natural e f € L, defina fy = 0, f, =
fHUf+Wf+..+ U f, e Fy = maxoepen fu- Entilo | . o fdu >0

Demonstragio. Note que Fy > 0 e Fy € L]L. Para cada 0 < n < N temos
naturalmente Fy > f,. Por positividade e linearidade UFy > Uf,. Segue dai
que

UFy +f2 Ufn +f:fn+l-
Portanto
UFy (x) + f (x) > 1rna>h<]fn (x).

Contudo, se Fy (x) > 0 entdo maxj<,<n fr = MaXo<u<n fn (X) € pondo A =
{x; Fx (x) > 0} concluimos que

UFN(x)+ f(x) > Fy(x)Vx € A
.'.fZFN—UPNBWZA

ffdy fFNdy—fUPNdy:fFNdy—fUFNdy
A A A X A
fFNdy—‘fUFNdy

X X

A igualdade ocorre pois Fy = 0 em X/A, e desigualdade que vem em seguida
vale porque Fy > 0, e portanto UFy > 0.

Por fim, note que ||U|| < 1 nos diz que Vf € Ly vale |fx dey| < |fody|
Como U é positivo e Fy é ndo-negativa, obtemos que o lado direito na tltima
desigualdade acima é ndo-negativo, como queriamos. |

Donde

\%

\%



4 BRUNO SANTIAGO

Prova do Teorema Ergédico Maximal. Primeiro suponha A = X. Neste caso, teo-
rema ergddico maximal é uma consequéncia muito simples da desigualdade
maximal. Com efeito, tomenela Uf = fo T, e f = (¢ — ). Entdo

n-1 n—1
Y Uf() =) g(T'(x)) - na
i=0 i=0

Dai é facil ver que Fy(x) > 0 se, e somente se, % Z?:_Ol ¢(T'(x)) > a.
Portanto, pela desigualdade maximal temos que

osza(g—a)du=fBagdu—H(Ba)r

como queria demonstrar. No caso geral é s6 aplicar isto com T,4. ]

3. A EXISTENCIA Q.T.P DAS MEDIAS TEMPORAIS

Seja f € L, (1), e defina

n-1
£ (x) = limsup % Z f(Ti (x))
e i=1

. . 1 n—1 i
f.() = liminf - Z; £(T' ).

Nosso trabalho nessa secdo serd mostrar que f* = f. em quase toda parte.

Naturalmente para fazer isso temos que estimar a medida do conjunto f* > f..
De fato, esse é o conjunto ruim, e nossa tarefa é provar que ele tem medida
nula. Observe que podemos descrevé-lo apenas pelos ntimeros racionais. Em
outras palavras, sendo a e fntimerosreais, e E,3 = {x € X; f. (x) < fea < f*(x)},
podemos escrever

{x; f(x) < fr(0)} = U {Ea,/s;ﬁ <aef,ac Q}
Essa observacdo simples ja traz bastante luz ao problema: agora basta provar
que, fixados a e f racionais, tem-se (Ea,,;) = 0.

Isso é feito através do Teorema Ergédico Maximal. Note que E,g C B,.
Supondo que E, g ¢ um conjunto invariante segue do teorema ergédico maximal

que
f fdu = f fip > ap (Eag [ |Ba) = apt (Eag).

Trocando f por —f, e notando que af o limsup se torna liminf, pelo mesmo
argumento vemos que

fu < Bu(Eagp)-

En,ﬁ
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Juntando essas duas desigualdades segue que apu (Ea,ﬁ) < Bu (Ea,ﬁ), logoa > B
implica u (Ea,ﬁ) =0.

Portanto, precisamos estudar a invariancia do conjunto E,g. Como eu sou
muito crianga para entrar em adapat¢des rebuscadas e revitalizagdes criati-
vas do argumento acima, é de se esperar que isto seja verdade. De fato,
é consequéncia do fato mais limpido de que as funcdes f* e f, sdo fungdes
invariantes. A prova desse fato é um exercicio de andlise na reta: se {x,},
{yn} e {A,} sdo sequéncias de ntimeros reais, com y, — 0 e A, — 1 entdo
limsup(x, + y,) = limsupx, e limsup A,x, = limsup x,, pois as sequéncias
envolvidas nas igualdades tém sempre os mesmos valores de aderéncia. Pelo
exercicio de andlise na reta, vemos que

* — b 1 - l
f(Tx) = 11r711r1_>s;1p - Z‘ f (T x)
= hm sup f(T"x) + Z f Tl - f(x)
= llr?_)sot,lan+1Zf T =f(x).
Como queriamos estabelecer. ]

4. Exercicios

Nesta secdo estamos assumindo tudo que que foi feito até aqui, inclusive as
notagdes utilizadas. Dividiremos o restante da prova numa série de lemas, e
daremos algumas outras propriedades elementares que também decorrem da
existéncia q.t.p das médias temporais. Comegamos provando a integrabilidade
da média temporal.

Lema 4.1. Se f € L* entdo fe L?.

Demonstragido. Como a fung¢do x +— |x| é continua, para um ponto tipico x € X
temos que

n-1
— 1 .
< lim — ]
fI< lim — ]EZO |f(T'x)|,

e portanto, como x — x” é continua,

n-1 P
—_ . 1 .
1) P < lim - |f(T7x)l
j=0
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Agora observe que

n-1 P 1
e fx(%Dfonl] du = [ ZIfoTJIJ
j=0 0

pela desigualdade triangular e pelo fato de que a fungdo x — x” é crescente.
Usando que T preserva u, temos que ||f o T/||, = ||fll, e portanto segue da

desigualdade (2) que
1 n-1 P
f [; Y ifo T’I] du < IIfIL.

Pelo lema de Fatou temos entdo que

p 1 P
1 )
] - ] p
L%l_{{}o(n z |foT|] d#<hm1nff[n ]E:O IfoTI] du < |Ifll, < +co.

Pela estima (1) obtemos finalmente que

f |fPdp < oo,
X

0 que completa a prova. m|

n-1 P
(i Yifo Tfnp} ,

j=0

Agora vamos provar que a média temporal converge também em L?.

Lema 4.2. Se f € L7 entdo || Z fOTJ fll, =0
Demonstragio. Comegamos provando o caso L. Os demais casos seguem por
argumentos de aproximagdo candnicos em andlise. Nesse caso, por continui-

dade da fungdo moédulo e desigualdade triangular vemos que ||fllco < || flle-
Indo além na desigualdade triangular vemos que

n-1 n—1
)=+ Y FoTI@F <lflko + - Y If o Tl < 2l
=0 =0

Além disso, pela existéncia das médias temporais, a fungao

n—1
1 =
— ] — fIP
w2 foT -]l
]:

converge em quase toda parte a zero. Como acabamos de ver, esta convergéncia
é dominada por uma constante. Do teorema da convergéncia dominada, segue

entdo que
n—1

1 =
1Y foT = fl —o.

j=0
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Se f € LV tome g € L™ e perto de f nanormap. Note que ||(f—g)oTll, = |l f—gll,,
porque p é invariante. Dai, as médias em tempo n de f e g sempre diferem ¢

Além disso, f — g = (ft-é) e como provamos acima que a norma p da média
temporal é dominada pela norma p do observavel, segue que ||f — g, < e.

Agora vocé estima a distdncia na norma p entre f e as suas médias a tempo
n interpolando com a média temporal da g e as médias a tempo n da g. Para
todo n grande vocé tem que a distdncia na norma p entre as médias a tempo n
de g e a média temporal de g sdo menores do que ¢, portanto todos os termos
na desgualdade triangular sio menores do que ¢, provando que

n-1
1 -
||; EO foTl —fll, <3¢,
]:

para todo n grande. O

Note que ja provamos que a média temporal é uma funcdo invariante,
quando provamos que f* é uma fungdo invariante.

Por fim, vamos provar que em média espacial da média temporal é igual a
média espacial do observével.

Lema 4.3. fxﬁiy = fxfdy

Demonstragio. Pelo lema 4.1, temos que as médias temporais convergem em L!,

donde segue que
n-1
. 1 ; =
hmeZO‘foTldy_ ffdy.
]:

Porém, como u € invariante

1w .
fE;fond‘u:ffdy.

O

Cabem aqui agora alguns comentérios sobre referéncias. A prova do teorema
ergdédico maximal e da existéncia qtp das médias tmporais foi retirada de [2].
Os exercicios foram praticamente copiados de [3]. A motivacdo para o teorema
ergddico maximal tem em [1]
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