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Apresente suas solugcoes de forma clara e completa,
justificando cada etapa do raciocinio.

Questao 1 (1,0 pt). Sejam u = (1,2,3),v = (4,5,6),w = (7,8,9) € R3. Prove que
{u,v,w} é um conjunto LD e determine a dimensdio do subespa¢o S(u,v,w) gerado por
U,V e w.

Solu¢ao. Observe que u e v sao nao-colineares, pois % =+ g Além disso, w é combinacao
linear de u e v pois podemos escrever

w =20 — U.

Isso mostra que {u,v,w} é um conjunto LD e S(u,v) = S(u,v,w). Como {u,v} é LI,
pois u e v sao nao colineares, temos que

dimS(u,v,w) =2. O

Questao 2 (3,0 pt). Decida se as frases a sao sequir sao verdadeiras ou falsas:
1. o vetor (1,10 1) € R? pertence ao subespago gerado por (1,100 0) e (1,0,0).
2. os vetores (1,2,3), (4,5,6) e (6,9,12) sao linearmente independentes

3. O subespago gerado pelos vetores (1,2,3), (4,5,6) e (2,4,6) em R? possui dimensao
2.

Solu¢io. 1. Falso, pois qualquer combinacao linear de (1,101 0) e (1,0,0) possui a
terceira coordenada nula.

2. Falso, pois 2(1,2,3) + (4,5,6) = (6,9, 12).

3. Verdadeiro. Os vetores (1,2,3) e (4,5,6) sdo nao-colineares, pois suas coordenadas
nao sao proporcionais (por exemplo, 1 # 2) e 2(1,2,3) = (2,4,6). Isso prova que
{(1,2,3), (4,5.6)} 6 Ll o

S({(1,2,3),(4,5,6),(2,4,6)}) = S{(1,2,3), (4,5,6)}).
Portanto, dim S({(1, 2, 3), (4,5,6), (2,4,6)}) = 2.



Questao 3 (2,0 pt). Seja E um espaco vetorial de dimensao finita e sejam X, Y C E
dois subespacos de E.

(a) Prove que X NY também é um subespacgo de E.

(b) Prove que X +Y ={ve E;3z e X,y Y; v=uza+y} também é um subespago.

Solugdo. (a) Como X e Y s@o ambos subespagos de E, temos que 0 € X e 0 € Y. Logo

0 € XNY. Sejam agora u,v € XNY. Vamos provar que u+v € XNY. Com efeito,
como X é subespaco e como u,v € X temos que u+v € X. Como Y é subespaco
e como u,v € Y temos u+ v € Y. Logo, u+v € X NY. Considere, finalmente,
ue XNY el eR. Vamos demonstrar que Au € X NY. De fato, como u € X e
como X é subespaco temos que Au € X. Similarmente, como Y é subespaco e como
u € Y temos que A\u € Y. Portento, A\u € X NY. Isso prova que X NY cumpre
todos os requisitos da definicao de subespaco e completa a demonstracao.

Como na demonstracao acima, vamos verificar que X +Y cumpre os trés requisitos
da definicao de subespaco. Primeiramente, observe que podemos escrever 0 = 0+ 0,
e como 0 € X NY, concluimos que 0 € X + Y. Agora, sejam u,v € X +Y. Vamos
provar que u+v € X + Y. Com efeito, como u € X +Y, existem x, € X ey, €Y
tais que

U= Ty + Yy-

Analogamente, como v € X + Y existem z, € X e y, € Y tais que
U= Ty + Y.

Somando as duas igualdades e levando em conta a associatividade da soma de vetores
temos que
u+v = (T, + ) + (Yu + Yo)-

Como X ¢é subespaco, x, + x, € X e como Y ¢é subespaco, y, + vy, € Y. Dessa
forma, escrevemos u + v como soma de um vetor em X e um vetor em Y. Isso prova
que u +v € X +Y. Suponhamos agora que u € X +Y e A € R. Vamos provar
que Au € X +Y. De fato, como u € X +Y, existem x, € X e y, € Y tais que
u = x, + y,. Pela distributividade, isso implica que

AU = ATy + Yy

Como X é subespaco, temos Az, € X e como Y ¢é subespaco temos Ay, € Y. Mais
uma vez, isso mostra que Au pode ser escrito como soma de um vetor em X e um
vetor em Y e portanto demonstra que Au € X + Y, como queria. Isso completa a
prova. O

Questao 4 (2,0 pt). Exz'ba dois subespacos X eY de R® satisfazendo dim X = dimY = 3
e dim(X +Y) =4. E possivel fazer isso de modo que dim(X NY) =17



Solugdo. Seja {ey,...,e5} a base canonica de R®. Definimos, X = S(ej,ez,e3) ¢ Y =
S(eq, e3,e4). Como a base candnica é um conjunto LI, e todo subconjunto de um conjunto
LI é também LI, temos que tanto X quanto Y sao gerados por 3 vetores LI, portanto
dimX = dimY = 3. Além disso, temos que X +Y = S(eq, eg,€3,e4). Com efeito, se
r € X entao existem 1,79, x3 € R tais que x = x1e1 + x99 + x3¢3. Se y € Y entao
existem o, ys3, ¥4 € R tal que y = y2e9 + yses + yseq. Logo, usando a distributividade
temos que
x + Yy =x1€1 + (1’2 + y2>€2 + (l’3 + y3>€3 + Yply.

Isso mostra que X +Y C S(eq,eq,e3,e4). Por outro lado, se v € S(ey, €9, €3, €4) entao,
existem aq, ag, ag, ay € R tais que

v = aje; + ages + azes + agey = (are) + ey + ages) + agey.

Como ajeq + ages +azes € X e ay € Y, concluimos que v € X +Y. Portanto, provamos
também que S(eq, e9,€3,e4) C X + Y. Juntando as duas inclusoes que foram provadas,
concluimos que X + Y = S(ey,e9,e3,64) conforme afirmado. Em consequéncia disso,
temos que dim X + Y = 4.

Em geral, se X,Y sao subespagos de um espago vetorial sabemos que dim(X +Y) =
dim(X) + dim(Y) — dim(X NY) (esse é um teorema visto em sala de aula). Logo, se
sabemos de antemao que dim(X) = dim(Y) = 3 e dim(X 4+ Y) = 4 entao somos forcados

a ter dim(X NY) = 2, portanto nao é possivel exibir X e Y como pedidos e satisfazendo
ainda dim(X NY) = 1. O

Questao 5 (2,0 pt). Prove que se F C E € um subespaco de E tal que dim F' = dim F
entao F' = E.

Solugdo. Suponha por contradi¢ao que E\ F' # (). Seja B = {by,...,bs} uma base de F.
Como E\ F # (), existe b € E\ F. Como F = §(B), temos que b nao é combinacao linear
dos elementos de S(B). Afirmo que o conjunto {by, .., b4, b} é LI. Com efeito, se nao fosse
haveriam numeros reais aq, .., g, @, nem todos nulos, tais que

Oélbl 4+ ...+ adbd + Oéb = O

Devemos ter o # 0, pois do contrario terfamos

d
Z Oégbg = 0,
(=1

e como B ¢é LI, concluirifamos que os nimeros aq, .., ag, @ sao todos nulos. No entanto, se

a # 0 podemos escrever
d

Oy
b= ; ——br € S(B),
contradicao. Como d = dim F' = dim F, por hipdtese, e como todo conjunto LI tem
sempre menos elementos que um conjunto gerador (teorema visto em sala de aula) temos
que
d+1<d = 10,

um absurdo. Isso completa a demonstragao. O]



