COMO DETECTAR PADROES NUMERICOS JOGANDO SINUCA

BRUNO SANTIAGO

1. INTRODUCAO

A matemadtica trata fundamentalmente de buscar padrdes nas coisas da natureza.
Essa busca é importante porque uma vez que um padrao em um determinado
fendmeno é detectado, vocé sabe como aquilo se comporta e pode passar fazer
Previsoes.

E com matematica vocé pode se divertir tentando encontrar padroes nos mais
diversos objetos. Alguns deles podem ser absurdamente abstratos, como dlgebras
de Lie, espagos vetoriais de dimensao infinita e grupos pseudo-aleatérios. Outros,
podem ser simples e corriqueiros e dentre estes Ultimos estd o objeto matemético
de maior prestigio de todos: o conjunto dos nimeros naturais.

Encontrar padroes na sequéncia dos nimeros naturais, 1,2,3,... pode ser divertido
e até render um milhao de délares’.

Meu objetivo nesse texto é explicar em detalhes um singelo exemplo de como a
matematica consegue detectar padroes e com isso prever coisas. Uma das coisas
que quero mostrar com esse exemplo é como o caminho da descoberta pode ser
inesperado e muito surpreendente. Sobretudo, quando ele vem a partir de uma
conexao entre dois problemas completamente nao relacionados & primeira vista.?

1.1. Questionando padroes numéricos. Considere a sequéncia
1,2,4,8,16,32,64, 128,256,512, 1024, 2048, 4096, ..., 2™, ...

das poténcias de 2. Agora, para cada termo, olhe para o primeiro digito. Assim
temos uma nova sequéncia, formada pelos primeiros digitos das poténcias de
2:

(1.1) 1,2,4,8,1,3,6,1,2,5,1,2.4, ...

O problema que proponho para discutirmos aqui é o seguinte: é possivel prever o
comportamento dessa sequéncia de primeiros digitos das poténcias de 27

Essa pergunta parece bem dificil, porque a sequéncia nao apresenta um padrao
numérico imediato. Pelo menos, nao como uma progressao aritmética, ou uma
progressao geométrica, nas quais o conhecimento de dois dos termos determina
completamente todos eles.

Entao, vamos fazer uma pergunta mais simples: o digito 7 aparece alguma vez
nessa sequéncia? Ou seja, existe alguma poténcia de 2 que comece com o digito 77

Uma proposta para tentar responder essa pergunta é simplesmente pegar uma
calculadora e ficar multiplicando por 2 loucamente. Bom, eu nao resisti e fiz isso.

Weja http://www.claymath.org/millennium-problems/riemann-hypothesis
2Este artigo foi escrito tendo como “piblico alvo”alunos do final do ensino médio. Nenhum
conhecimento de graduacgao é necessdrio para seguir os argumentos.
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Descobri que a primeira vez que o 7 aparece na sequéncia é em
246 — 70368744177664.

Contudo, lembre que descobrir se o 7 aparece nao era o nosso objetivo inicial.
Foi apenas uma tentativa de explorar o verdadeiro, e dificil problema, de prever o
comportamento da sequéncia 1.1.

Apesar disso, vamos manter a linha e continuar explorando. Se o 7 aparece uma
vez no termo 46, serda que ele aparece de novo? Sim, apertando X2 um monte de
vezes na minha calculadora, descobri que

256 = 72057594037927936 e 256 = 73786976294838206464.

Bizarramente, a partir dai o sete aparece exatamente em 276,236 ¢ 296 mas isso
ndo se mantém, pois 2'%6 comeca com 8. Esses cilculos, elucidam a questao da
aparicao do 7, mas deixam entrever uma pergunta inquietante: serd que 7 aparece
infinitas vezes? Isso nio da para responder com a calculadora®.

Ainda assim, podemos modificar a sequéncia e considerar os sete primeiros digitos
dos numeros 2". Sera que vai aparecer em algum momento a sequéncia de digitos
23456787 Em vista do nosso objetivo inicial, fago aqui o seguinte desafio a vocé,
caro leitor:

Problema 1.1. Ezxiste alguma poténcia de 2 que comece com a sequéncia de digitos
23456787

Se formos testar isso computacionalmente vamos ter que ser mais inteligentes do
que o que eu fiz de teclar x2 sem parar na calculadora. Porém, ainda que usemos
ferramentas de cdlculo mais sofisticadas (como Matlab, Julia, etc...) e calculemos
poténcias monstruosas de 2 podemos nao encontrar uma delas comegando com
2345678 e isso nao permite tirar nenhuma conclusao sobre o problema, muito menos
de trazer resposta ao questionamento inicial, sobre qual é o padrao dessa sequéncia
afinal?

Isso tudo parece um pouco desanimador. Entao, vamos esquecer esse problema
por enquanto e pensar em outra coisa.

2. JOGANDO SINUCA NUMA MESA REDONDA

Vocé provavelmente conhece o jogo de sinuca. Mas, vocé ja jogou sinuca numa
mesa circular? Pois bem, imagine uma mesa circular e uma bolinha posicionada
em algum lugar dessa mesa. Ao atirar a bolinha em alguma dire¢do, suponha que
ela vai se deslocar na mesa sem atrito e que nao ha perda de energia ao bater com
o bordo da mesa. Nesse caso a bolinha vai ricochetear cada vez que se encontrar
com o bordo da mesa.

E agora vamos nos divertir com esse outro problema: tentar dizer, ao
menos qualitativamente, o que vai acontecer com a bolinha.

Repare que esse é um problema razoavelmente concreto. Porém, fizemos algumas
hipéteses simplificadoras (nada de atrito nem de perda de energia) para tentar obter
um modelo matemaético que descreva a trajetdria da bolinha.

Ou seja, para resolver o nosso problema fisico (de determinar o comportamento
da bolinha) vamos tentar transformé-lo num problema matemadtico e af resolvé-lo.

3Aﬁnal, nem eu nem vocé temos a eternidade para ficar teclando x2 na calculadora...



Para tanto, observe primeiro que a coisa que mais interessa na vida da bolinha de
sinuca é a sua sequéncia de batidas sucessivas no bordo da mesa. Estamos supondo
que esse bordo é um circulo.

Mas, matematicamente, o que é um circulo? Essa pergunta admite muitas res-
postas, todas corretas, mas nem todas 1teis para o problema da sinuca. Mas
pensando bem, como o que nos interessa é determinar as ricocheteadas sucessivas
da bolinha, queremos apenas poder atribuir um ntmero a cada ponto do bordo
da mesa. Por isso, vamos pensar cada elemento do circulo como correspondendo a
um angulo 6 € [0,27) e quando damos uma volta completa no circulo voltamos ao
angulo zero.?

Em matematica, para resolver um problema e portanto para determinar um
padrao, em geral devemos enunciar e demonstrar algum teorema. Ou seja, ar-
gumentamos que dada um certa hipotese somos forgados a chegar a uma certa
conclusao, devido a uma cadeia irrefutavel de argumentos légicos. Por isso aca-
bamos tendo que descrever coisas repetidamente. Por conta disso é muito prético
dar nomes concisos as coisas. Por exemplo, costumamos chamar o circulo de S, e
denotamos um ponto arbitrario do circulo por « € St, ou g9 € S, etc...

Agora imagine que vocé deu uma tacada na bolinha a partir de algum lugar de
dentro da mesa, como na Figura 1. Vamos chamar de 2y € S' o primeiro ponto do
circulo onde ela vai bater. Vamos tentar adivinhar, a partir de x(, aonde vao ser
as proximas batidas x1, x2, z3 etc...

Como todo jogador de sinuca sabe, o que determina aonde a bolinha vai bater
primeiro é o angulo da tacada. Vamos supor que o angulo de batida é igual ao
angulo de saida. Isso é uma hipétese simplificadora comum nesse tipo de problema
fisico que envolve colisoes. E a mesma hipétese que se faz sobre a reflexao da luz,
por exemplo.

Entao podemos imaginar que vocé deu a primeira tacada de modo que a bolinha,
em sua primeira batida no bordo da mesa, entrou com um angulo de incidéncia «,
e portanto sai com o mesmo angulo a. Veja a Figura 1. Usando isso vamos provar
o primeiro teorema sobre o problema da sinuca redonda. Na verdade, vamos provar
um resultado de segunda importancia quando comparado com o grand finale. Nesse
caso, o chamamos de

Proposigao 2.1. Sejam xg,z1 e xo trés batidas sucessivas da bolinha no bordo
da mesa. Considere cxg, cxy e cra, respectivamente, os segmentos de reta obtidos
ligando-se esses pontos ao centro da mesa (os segmentos vermelhos na Figura 1).
Entao

L(exg,cxr) = L(cxy, cxa).
De fato, se o > 0 € o angulo de incidéncia na primeira batida xo € S€ Ty, Tpy1 SGO
duas batidas sucessivas quaisquer entao

L(exy, cTpy1) = 2a.

Demonstragdo. Vamos provar que os triangulos cxgx; e crize sao congruentes. Se

provarmos isso teremos como consequéncia a igualdade dos angulos centrais desses
o - . . 5

triangulos, que sdo respectivamente Z(cxg,cr1) e Z(cri,crs). Com efeito®, olhe
) 05 ’ )

436 voce jé viu o conceito de relacio de equivaléncia, isso equivale a descrever o circulo S!
como o quociente R pela relagdo de equivaléncia x ~ y <= x —y € 27Z. Se vocé nunca viu,
bem, isso é uma nota de rodapé, vocé pode ignora-la.

5Recomendo ao leitor acompanhar a sequéncia de argumentos sempre olhando a Figura 1.



FiGURA 1. Prova da Proposicao 2.1 em uma figura.

a reta tangente ao circulo no ponto xg. O angulo de saida é igual ao angulo de
incidéncia, . Usando que o angulo de um raio com a tangente ao circulo vale
sempre 90 graus concluimos que

L(cxo, xox1) = 90 — .
Como o triangulo cxgxy é isdsceles, concluimos que
L(exr, x122) = 90 — au.

Isso implica duas coisas. A primeira é que, o angulo de incidéncia em z; tem que
ser igual a a de novo, pois ele deve somar 90° com Z(cz1,x120). A segunda é que,
como a soma dos angulos internos de um triangulo da 180°, o angulo central do
triangulo crozy vale 8 = 2a.

Além disso, como o angulo de saida em x; deve também ser igual ao dngulo de
incidéncia, concluimos que o angulo de saida é . Usando mais uma vez que o raio
do circulo é ortogonal a tangente, concluimos que

L(exy, x1w2) = 90 — a.

Como o tridngulo cxy x4 é isésceles e a soma dos dngulos internos é 180° deduzimos
mais uma vez que o angulo central é igual a 2a. Isso prova a igualdade anunci-
ada. Considerando agora a préxima batida x3 e repetindo o mesmo argumento
concluimos que a variagao do dngulo central entre duas duas batidas sucessivas vai
ser sempre igual a 2a. Isso termina a prova. O

A conclusdo que obtemos a partir da Proposicao 2.1 é que a trajetéria que a
bolinha vai fazer é completamente determinada pela funcao f : S! — S! que a cada
ponto x¢ € St associa o ponto f(xg) obtido pela rotacio por um angulo  do ponto
Zo-

Ou seja, transformamos o problema de descrever o comportamento qualitativo
da bolinha num problema puramente matematico: comece com um angulo inicial
xo € S! e aplique a ele sucessivamente a funcio f : S' — S! que roda os ponto do



circulo por um angulo constante . O que vai acontecer? E isso o que chamamos
de modelagem matematica: transformar um problema que queremos resolver num
problema abstrato de matematica.

Ou seja, no nosso modelo matematico o jogo de bilhar na mesa circular pode
ser entendido através da aplicagao de rotagao f. O comportamento do bilhar fica
determinado pela sequéncia x, = f™(xg) que corresponde a aplicarmos sucessiva-
mente por n vezes a funcao f ao ponto xg. Entao, estudar o comportamento da
bolinha equivale a estudar a sequéncia numérica x,, = f™(zp) no circulo.

o—
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FicUrA 2. Caminhando na reta e caminhando no circulo: depois
de andar 27 voltamos ao mesmo lugar. Na verdade, vocé pode in-
terpretar qualquer nimero entre um miltiplo de 27 (por exemplo,
4, 6m, 87 et...) e o préximo como um ponto do circulo: basta
vocé considerar apenas a distancia do ponto aos extremos direito
e esquerdo do intervalo onde o ponto se encontra.

2.1. Estudando as trajetérias da rotacdo f : S! — S'. Bom, para estudar
problemas de matemaética temos, inevitavelmente, que fazer contas. E para fazer
contas com angulos (que sdo os pontos do circulos) é muito ttil fazermos um di-
ciondrio entre nimeros genufnos (pontos da reta numérica) e dngulos (pontos do
circulo). A ideia bdsica é muito simples: imagine que vocé comega percorrer o
circulo no sentido anti-horario, que é (por convengao) o sentido positivo, a partir



do angulo zero. Quando vocé chega em 27 vocé volta ao ponto inicial. Quando
vocé continua e percorre um total de 2w + /2 por exemplo, no circulo isso equivale
ao angulo 7/2. E o mesmo funciona para qualquer z € [0, 27).

Agora repare que a funcdo f : S! — S! corresponde apenas a, dado um angulo
zo € S do circulo, somar um angulo 6 fixo. Por exemplo, imagine que 6 = 27 /5.
Como vimos na Proposigao 2.1, isso significa que angulo de incidéncia da primeira
batida é igual w/5 = 36°.

As batidas sucessivas vao ser os angulos g, que é o ponto inicial, x; = f(x¢) =
xo + 27/5, £ = f(x1) = 1 + 27/5 = x¢ + 47 /5. Depois, vamos ter z3 = f(z2) =
xo + 67/5, x4 = xg + 87/5. Porém, x5 = xg + 107/5 = x¢ + 27. Isso quer dizer
que, no circulo, xg e x5 sd0 o mesmo ponto (veja a Figura 3). Ou seja, a bolinha
volta para o ponto inicial e partir dai passa a repetir o mesmo trajeto, descrevendo
um pentagono regular!

Mas e se o angulo de incidéncia inicial fosse § = 27/6 = 60°7 Repetindo o
mesmo raciocinio de antes vemos que depois de 6 batidas a bolinha volta para o
mesmo lugar e o rastro dela na mesa vai ser um hexagono regular.

Em geral, se o d&ngulo incidéncia for o« = 27 /n entao o rastro deixado pela bolinha
vai ser um poligono regular de n lados. Um outro fato geral que essas contas que
fizemos deixam entrever é que se o angulo da rotacdo f : S' — S! for @ entdo
o ponto z,, = f"(zg), obtido ao aplicar-se a rotagdo n vezes sucessivas ao ponto
inicial xg, vai ser igual a

(2.1) ZTp = xo + nb.

Por exemplo, no caso em que 6 = 27/5, vimos que x4 = 9 + 4.27/5.
Contudo, essas contas nao esgotam nem de longe todas as possibilidades. Por
exemplo, se o angulo inicial for 67/20 = 54°, entao depois de vinte batidas a bolinha

vai ter rodado um total de

6
20x — =6
X 20 T,

e portanto xog = o + 3.2 = g (no circulo!)”.

2.1.1. Angulo de incidéncia racional. Inspirados pelas contas que fizemos acima
vamos supor que o angulo de rotacdo de f : S' — S! é uma fracdo vezes 27. Ou
seja, vamos supor que existem numeros naturais p,q € N tais que

0= BQTF.
q
Entéao, pela equagao (2.1) temos que
Zq :xo—l—qﬁ:x0+q§27r:mo+p27r:xo,

j& que no circulo  + p2m = x (reveja a figura 2). Isso demonstra que depois de
q iteragoes a bolinha volta para o mesmo ponto de onde comecou e dali passa a
repetir o mesmo trajeto.

6A unidade de medida nao importa muito para estudar esse problema, porque estamos fazendo
apenas consideragoes qualitativas. Assim, apesar de ter usado graus na prova da Proposigao 2.1,
a partir daqui eu vou usar (quase sempre :D) somente radianos.

"Para ajudar a visualizar essa conta vocé pode conferir essa simulagdo de uma rotacio feita
em geogebra aqui https://www.geogebra.org/classic/u9rngmdx
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FIGURA 3. Se o angulo de incidéncia for 27/10 = 36° entao a
trajetoria da bolinha vermelha vai ser um pentigono regular.

2.1.2. /ingulo de incidéncia irracional. Mas e se o Angulo de rotacao (que é o dobro
do angulo de incidéncia) nao for um multiplo racional de 27?%

A resposta é surpreendente. Em primeiro lugar, a bolinha nunca vai bater de
novo no mesmo lugar de onde comegou. Na verdade, ela nunca vai repetir uma
batida! Mais precisamente, suponha que f : S' — S! seja uma rotacdo de angulo
0 e que, quaisquer que sejam p,q € N, vale

0+ Lo,
q

Entao, em primeiro lugar

Lema 2.2. Para todo ¢ € S', 0s pontos x, = xo+nb sdo todos distintos entre si.

b?&
+
>

A

[
51 3

x+ 70+ 47 = x + 1560

F1GURA 4. Prova do Lema 2.2.

Demonstra¢ao. Vamos supor por contradi¢do que existem dois pontos, digamos x,,
e T, que sejam iguais no circulo. Isso quer dizer que

xo + nb = x¢g + mh (no circulo!!).

Mas isso significa que a partir do ponto xg + nf podemos dar algumas voltas no
circulo e vamos voltar ao mesmo lugar. Mas, se considerarmos os valores numéricos
(na reta) dessas voltas todas, essa igualdade se traduz como na figura 4: existe

8Por exemplo se 0 = g%r.



k € N tal que

zro+nl+k2r = xz9+mb
= fO(m—n) = k2r
k
= 0 = —2m,
m-—n

o que é uma contradigdo com a nossa hipdtese sobre 6 (lembre que estamos lidando
com o caso em que 6 é um multiplo érracional 27). Essa contradigdo termina a
prova. ([l

Como consequéncia do Lema 2.2 temos que a sequéncia de batidas sucessi-
vas x, = f"(xg) nunca se repete e portanto ela determina infinitos pontos no
circulo. Agora, olhe o que acontece nessa simulagéo (https://www.geogebra.org/
classic/gbhmuawd) de uma rotacdo de angulo irracional’. Observe que, como a
bolinha nunca volta para o mesmo lugar, a medida que ela vai girando no circulo
ela quase fecha, a menos de um errinho que vai ficando cada vez menor. S6 que
esses erros se espalham e no final a bolinha acaba batendo em praticamente todos
os lugares do circulo.

Essa € a intuicdo que ganhamos testando os exemplos e fazendo simulagoes no
computador. Mas como ter certeza de que isso acontece sempre? Ou de que esse
desenho pode mudar de repente, mas depois de muitas iteragoes?

A certeza em matematica s6 vem depois que enunciamos e provamos um teorema.

-Tn

FicuraA 5. Tustragao do Teorema 2.3.

9Para o leitor atento e rigoroso, cabe uma explicacdo: nessa simulacdo o angulo de rotagao
nao é realmente irracional, mas é irracional para “efeitos de visualizacdo”. De fato, eu simulei
uma rotagao de angulo 8502% X 27, que, como ja vimos, vai desenhar um poligono regular de 72
lados no circulo. Se quiser ser mais realista, vocé pode alterar vocé mesmo o angulo de rotagao
nas linhas do comando da simulagéo e ver o que muda!
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Teorema 2.3. Dado qualquer ponto y € S' e dado qualquer mimero € > 0, tdo
pequeno quanto se queira, existe algum n € N tal que x,, € (y — e,y +¢€).

Demonstracdo. Essa demonstragao é apice desse texto. Nao sé porque o resultado
é muito legal mas também porque o argumento é lindo.

Como vimos, o angulo de rotacdo irracional de f : S' — S! forca com que a
sequéncia de batidas sucessivas {z, = f"(zo)} seja um subconjunto infinito do
circulo.

Podemos cobrir o circulo com intervalinhos de comprimento exatamente igual a
e: basta vocé vocé comegar fazendo duas marcagdes, uma a direita outra a esquerda
de y, distando €/2 cada uma de y. A partir da marcagio & direita vocé anda sempre
€. Em algum momento vocé chega a esquerda da marcacao esquerda inicial, a uma
distancia menor do que €. Assim, estritamente falando somente o 1ltimo interva-
linho pode ter comprimento um pouco menor do que €, mas o ponto importante é
que o intervalo que contém y tem comprimento exatamente £'°. Veja a Figura 6.

)

€> d(mk(m_n)7x(k+1)(m_n)) = d(Tp—n,To) > €

Ficgura 6. Ilustracao da prova do Teorema 2.3.

Mas, para fazer essa cobertura do circulos com esses intervalinhos, quantos deles,
no maximo, a gente usou? Ora, se cada um deles tem comprimento €, exceto o
ultimo, e se temos n + 1 intervalos, n de comprimento € e mais o ltimo, entao os n
intervalos nao esgotam o circulo e portanto a soma dos seus comprimentos é menor

10Um comentério dirigido aos iniciados em andlise. Uma outra forma de obter uma cobertura
do circulo assim é usando a propriedade arquimediana dos ntimeros reais: para todo ntimero real
existe um numero natural maior do que ele. Note que € é um nimero potencialmente muito, muito
pequeno. Entdo, 1/ deve ser um ndimero muito, muito grande. Ainda assim, existe n € N tal
que n > 1/e, ou seja 1/n < e. Entdo vocé pode cobrir o circulo com n intervalos de comprimento
exatamente igual a 1/n. Isso muda algumas desigualdades mas ndo muda em nada a estrutura da
prova.



do que 1, ou seja,

1
ne<l < n<-.

€
Como temos n + 1 intervalos, isso quer dizer que temos menos do que
1
-+1
€

intervalos. Como temos infinitos pontos de batida, certamente temos mais do que
% + 1 pontos. Pelo principio da casa dos pombos'! um dos intervalos contém pelo
menos dois pontos de batida.

Portanto, existem m > n tais que d(zm,x,) < e. Contudo, z,, = f™(zg) é
obtido a partir de xg fazendo-se m rotagoes sucessivas de angulo 6, e x,, = f™(xo)
é obtido fazendo-se n rotagoes sucessivas do mesmo angulo. Dai, se a gente roda os
pontos x,, e x, para tras de um angulo 6 exatamente n vezes, o ponto x, volta ao
ponto inicial zy e o ponto x,, vai parar no ponto &, ,. Como estamos rodando os
pontos isso nao altera a distancia mutua entre eles, logo

d(Tm—ny o) = (X, xy) < €.

Ou seja, se a partir de um ponto o € S qualquer vocé roda m — n vezes de um
angulo @ na verdade vocé esta rodando por um angulo menor do que £*2.

Entao, cada vez que vocé roda m — n vezes de um angulo 6 vocé se so se afasta
no sentido anti-horario do ponto anterior, por uma distancia menor do que ou igual
a . Logo, se vocé vai rodando assim, com paciéncia, uma hora vocé vai ter que
bater no intervalo que contém o y.

De fato, vamos provar isso por reducao ao absurdo. Suponhamos por absurdo
que, ainda que apliquemos a rotacdo f™~" (que equivale a rodar menos do que €
no sentido anti-hordrio) infinitas vezes ao ponto xy nunca vamos entrar no intervalo
que contém y. Mas entao, vamos rodando, rodando e algum momento temos que
“pular”o intervalo que contém y. Mais precisamente, existe k € N tal que T —n) =
FF(m—n)(zo) estd antes do intervalo e T (k41)(m—n)» que é ponto subsequente depois
de rodarmos Zy(;—n) por m — n vezes, estd fora desse intervalo. Mas entao, como
esses dois pontos pularam o intervalo que contém y, a sua distancia mutua deve ser
maior do que o comprimento desse intervalo, ou seja

(2.2) d(xk(m,n),x(k+1)(m,n)) > €.

No entanto, Z(x41)(m—n) ¢ obtido rodando-se z;,—, por um angulo menor do que
e, logo

(23) d(xk(m—n)7x(k:+l)(m—n)) <e

mas isso é um absurdo: as desigualdades (2.2) e (2.3) sdo mutuamente contra-
ditorias.

Esse absurdo s6 pode ter vindo da nossa hipdtese de que a bolinha nunca vai
bater no intervalo que contém y. Entao, concluimos que isso tem que ser verdade,
e isso termina a prova. (I

HTambém conhecido como principio das gavetas: nse vocé n gavetas e pelo menos n+ 1 meias,
entdo uma das gavetas deve conter mais de uma meia.

121550 ¢ exatamente o que observamos na simulagdo https://www.geogebra.org/classic/
gbhmuawd
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3. DETECTANDO PADROES NAS POTENCIAS DE 2

Agora vamos mostrar como nosso conhecimento sobre o comportamento de longo
prazo da nossa hipotética sinuca numa mesa redonda pode revelar um padroes na
sequéncia (1.1).

De fato, ndo somente vamos resolver o problema 1.1, como vamos obter um
resultado muito mais geral (e surpreendente). Para comegar, seja D uma sequéncia
de digitos em base 10, por exemplo, D = 2345678. Observe que podemos interpretar
D também como um numero natural arbitrdrio. Tudo depende do contexto. A
seguir vamos transitar entre uma interpretacao e outra sem maiores comentarios.

O resultado tao esperado nesse texto é o seguinte

Teorema 3.1. Para toda sequéncia de digitos D, eziste algum n € N tal que a
expressao decimal de 2™ comeca com a sequéncia D.

Antes de apresentar a prova, vamos fazer alguns leminhas, resultados menores
que vao auxiliar na demonstragao.
O primeiro leminha é uma estimativa envolvendo a funcao = — log;,.

Lema 3.2. Para qualquer nimero natural D € N vale que
log,o(D +1) —log;, D < 1.

Demonstra¢ao. Com efeito, como D é um nimero natural, D > 1. Entao,
D+l _D+D_

2.
D — D
Segue que
D+1
log,o(D + 1) —log,q D = logyq (D) = log;, 2.
Como log;52 < 1, a prova esta terminada.'? (]

Na prova do Teorema 3.1 vamos usar o Teorema 2.3. A base para para o apli-
carmos sera o seguinte

Lema 3.3. Seja 8 =log,,2. Entao, B € um niumero irracional.

Demonstrag¢ao. Suponha por absurdo que § seja um numero racional. Entao,
pode ser escrito como uma fragao irredutivel p/q, com p, ¢ nimeros naturais. Con-
tudo,

logip2=2 = 10%=2
q

= 107 =21

= 5P2P =29
o que é uma igualdade absurda, ji que do lado esquerdo temos um nimero com
fatores primos 5 e 2 e do lado direito, o mesmo ntmero, sé tem 2 como fator primo.

Essa contradicdo mostra que nossa hipétese inicial de que 8 = log;, 2 é racional
nao pode ser verdadeira, provando assim que 3 é irracional. (I

Agora estamos em condigoes de apresentar a demonstracao do Teorema 3.1.

voce pode usar uma calculadora para ver que log;, 2 ~ 0.3, ou pode simplesmente notar que,
como log( 2 é o expoente ao qual devemos elevar 10 para obter 2, ele tem que ser obrigatoriamente
menor do que 1.



Prova do Teorema 3.1. Nessa prova vamos usar a seguinte notacao 8 = log;y2 e
0 = p2m.

A estratégia é olhar a sequéncia 2" em escala logaritmica e ver de que maneira
ela se desloca no circulo unitério (no espirito da Figura 2).

De fato, observe que a expressao decimal de 2" comega com a sequéncia D se e
somente se existe £ € N tal que

D x 10° < 2" < (D +1) x 10*,
Tomando logaritmos de ambos os lados, segue que
log1g D + ¢ < nlog;y2 < logyo(D + 1) + ¢.
Multiplicando por 27 em ambos os lados obtemos
2rlogy D + 027 < n(27mlogy2) < 2mlogyo(D + 1) + £27.

Ou seja, concluimos que existe n € N tal que a expressao decimal de 2™ comeca
com a sequéncia D se, e somente se, existe £ € N tal que

2mlog g D + 021 < nf < 2mlogo(D + 1) + £27.
Pelo Lema 3.2, vemos que log;o(D + 1) —log;, D < 1 e portanto
2mlogo(D + 1) + 021 — (2w logyy D + £27) < 2.

Tendo isso em mente, veja a figura abaixo Com ela vemos que existem ¢ € N e

N

—t——
0 a bor

2mlog,y D + €2r  2mlogyo(D +1) + 27

FIGURA 7. Se dois numeros estao a uma distancia midtua menor
do que 27, entao transladando-os algumas unidades a esquerda
obtemos dois nimeros no intervalo [0, 27)

n € N tais que
2rlogyy D + 02w < nf < 2mlogyo(D + 1) + €27,
se e somente se existem ndmeros a,b € [0,27) e um natural k € N tal que
a+ k2r <nf < b+ k2.

Agora olhe de novo para a Figura 2. Concluimos que isso é equivalente a afirmacao
de que existe um ntmero n tal que ao rodarmos o ponto 0 no circulo por um angulo
0 exatamente n de vezes, vamos parar dentro do intervalo (a,b). Como 0 = 2w, e
sabemos que ( é irracional pelo Lema 3.3, o Teorema 2.3 garante que essa tultima
afirmagao é verdadeira. Portanto, todas as afirmacoes da cadeia de equivaléncias
que nos levou a ela sao também verdadeiras. Em particular, a primeira afirmacao,
“a expressao decimal de 2" comega com a sequéncia D”, é verdadeira. Isso termina
a prova. [
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