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Exercicio 1 (2 pt). Considere a fungdo linear f : R* — R, definida por
flx,y,2) = 22,3y, 5z, 2+ y + 2).
Calcule a dimensao da imagem de f.

Solucao. Vamos determinar o nucleo de f. Se v = (z,y, 2) satisfaz f(v) = 0 entdo

20 = 3y = 5z = 0 o que implica z = y = z = 0 e portanto N(f) = {0}. Concluimos assim

que dim N(f) = 0. Pelo teorema do Nucleo e da Imagem, segue que dim Im(f) = 3.
Observe que a matriz de f na base canonica é

2 00
030
F= 0 0 5"
1 11
e que o exercicio equivale a dizer que a matriz F' tem posto 3. O

Exercicio 2 (3 pt). Considere a fungdo linear f : R* — R* cuja matriz na base canonica
é

1 2 3 4
4 5 6 7
F= 7T 8 9 10

10 11 12 13

1
Calcule o posto de F' e decida se b= (1,2,3,4) pertence ou ndo a Im(f).

Solug¢ao. Vamos aplicar o algoritimo de eliminacao de Gauss a matriz aumentada

1 2 3 4 1
4 5 6 7 2
7 8 9 10 : 3
110 11 12 13 4]

No primeiro passo fazemos as substituicoes de linhas ¢ — —401 + Uy, l3 — —Tl; + (5 €
ly — —10¢, + 44, obtendo assim a nova matriz

1 2 3 4 i1
0 -3 —6 -9 i —2
0 —6 —12 —18 i —4
0 -9 —18 —27 i —6]



Fazendo agora as substituicoes {3 — —205 + l3 e {4, — —3l5 + {4 chegamos a

1 2 3 4 : 1
0 -3 =6 -9 : =2
o0 0 0 : 0
0o 0 0 0 : 0

Como em cada etapa do processo de eliminacao, trocamos as linhas por combinagoes
lineares entre elas, vemos que o subespaco gerado pelos vetores

{(0,0,0,0),(0,0,0,0), (0,-3,-6,-9),(1,2,3,4)}
e o subespaco gerado pelos vetores
{(1,2,3,4),(4,5,6,7),(7,8,9,10), (10,11, 12,13)}
possuem ambos a mesma dimensao. No entanto, o o subespaco gerado por
{(0,0,0,0),(0,0,0,0), (0,-3,—6,-9),(1,2,3,4)}

possui dimensao 2. Portanto, o posto-linha da matriz F' é 2. Pelo igualdade entre o
posto-linha e o posto coluna, concluimos que o posto de F' é 2.

Além disso, o escalonamento da matriz aumentada nos permite concluir também que
o sistema linear F'(v) = b equivale ao sistema

r4+2y+3z+4 = 1
—3Jy—6z—-9t = =2

o qual, por possuir 2 equagoes e 4 incégnitas, sempre possui solucao. Isso prova que
be Im(f). O

Exercicio 3 (2 pt). Trés equipes participam de um torneio esportivo amador em que
provas de diwversas modalidades foram disputadas. Como nos jogos olimpicos, aos vence-
dores de cada prova foram atribuidas medalhas de ouro, prata e bronze para o 1°, o 2°
e 0 3 lugar, respectivamente. A quantidade de medalhas de cada equipe bem como sua
pontuacgdo final sdo apresentadas na tabela a sequir. Quantos pontos valem cada medalha

Equipes Medalhas
Pontuagao
Final
Ouro Prata Bronze
A 4 2 2 46
B 5 3] 1 57
C 4 3 3 53

Figura 1: Quadro de medalhas para equipes A, B e C.

de ouro, prata e bronze?



Solucao. Sejam o o nimero de pontos atribuidos a cada medalha de ouro, p o niimero de
pontos a cada medalha de prata e b o nimero de pontos pra cada medalha de bronze. A
tabela de pontuacao permite estabelecer o seguinte sistema de equagoes envolvendo esses
nimeros

do+2p+2b = 46
504+3p+b = 57
d0+3p+3b = 53

Vamos aplicar o método de eliminacao de Gauss a matriz aumentada para obter a solucao.

4.2 2 0 46 21183 g 2L L2
. . 2 —» —oby + 26 .
531057 G=0/205 3 1 857 4y gp g (001 -3 -1
433153 43 3 i 53 01 1 i 7

21 1 : 23
b3 — —lo+l3 (0 1 -3 ¢+ —1
00 4 : 8

Obtemos assim o sistema equivalente

20+p+b = 23

p—3 = —1
4 = 8
cuja solucao ¢ imediatamente obtida: b =2, p=>5e¢e 0 =28. O]

Exercicio 4 (3 pt). Considere uma conta bancdria que rende juros a uma tara mensal
constante igual £ € (0,1). Seja ¢ € R™ o vetor que representa o fluxo de dinheiro nessa
conta (depdsitos e saques) durante n meses. Por exemplo, ¢4 < 0 significa que houve
saque no 4° més, e c; > 0 indica que houve depdsito no 7° més. Seja s € R™ o vetor
saldo, ou seja, a entrada s; € o saldo na conta no més j. Assim, s; =c; e
sji+1 = (1 +&)s; + ¢j
Encontre uma matriz A = [aij]nxn tal que A(c) = s.
Solugdo. A férmula recursiva sj1 = (1 +§)s; + ¢j41, tendo-se em conta que s; = ¢, nos

permite escrever
sy = (1+&)s1+c2=(1+&)c1+co.

A partir dai, vemos que
s3=(14+&)ss+c3=(1+&)%c; + (1 +&)cy + cs.

Ou seja, para cada ¢ = 1,...,n, temos

/-1

Sp = Z(l + &) e;.

J=0



A partir dessa férmula, podemos ver que a matriz

1 0 0 0

(14¢) 1 0 0

A= | @+8* (1+¢) 1 0
: : : 0
L+ 1+ 1+ 1]

satisfaz A(c) = s. Isso completa a solugao. O

Desafio 1 (0.5 pt). O Campeonato Brasileiro de Futebol é uma competicao disputada em
dois turnos por 20 equipes. Assim, cada equipe faz 38 jogos no campeonato. Cada vitoria
vale 3 pontos, cada empate 1 ponto, e derrotas nao pontuam. A equipe camped € aquela
que soma mais pontos ao final da competicao. As quatro equipes com menor pontua¢dao
sao rebaixadas para a sequnda divisao do campeonato. Os dados das edi¢des anteriores
mostram que com 48 pontos uma equipe conseque escapar do rebaizamento. Arthur torce
pelo Vasco e gostaria de saber qual o numero minimo de vitorias que o Vasco precisa ter
para escapar do rebaizamento. Qual € esse numero?

Solugao. Sejam v a quantidade de vitérias, e a quantidade de empates e d a quantidade de
derrotas. Em particular, v, e e d representam nimeros naturais positivos. Este exercicio
é basicamente combinatorio e é possivel dar uma solucao apenas testando valores. No
entanto, gostaria de propor uma solucao geométrica que usa ideias elementares de algebra
linear.

Pelo enunciado, deduzimos que os nimeros v, ¢ e d estao relacionados pelo seguinte
sistema equacoes

3v+e = 48
d+v+e = 38

Esse sistema, corresponde, em R?, a intersecao entre os planos de equacdo v+e+d = 38 e
3v+e = 48. Veja a Figura[2] O plano azul é o plano v+ e +d = 38 e o plano vermelho é o
plano 3v 4+ e = 38. O conjunto de solugoes do sistema de equacoes acima ¢ a reta laranja,
dada justamente pela intersecao entre os planos azul e vermelho. Observe que, ao longo
da reta laranja, o valor de v diminui quando e aumenta e quando d diminui.

Portanto, o menor valor de v ocorre quando d = 0 (lembre que e, v e d sdo assumidos
positivos) e nesse caso os nimeros v e e ficam univocamente determinados pelo sistema
bidimensional, que traduz a intersecao entre a reta azul pontilhada e a reta vermelha
pontilhada na Figura [2]

3v+e = 48
v+e = 38 (1)

Subtraindo a segunda da primeira equagao obtemos 2v = 10 e portanto v = 5 é o niimero
minimo de vitorias necessarias para se escapar do rebaixamento. O

Desafio 2 (0.5 pt). Uma investidora possui uma capacidade de investir de no mdzximo
R$10000. Seu gerente oferece duas opgoes de investimento: A e B. O investimento A
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Figura 2: Planos v + e+ d = 38 ¢ 3v + e = 48 em R3.

¢ muito arriscado mas oferece um lucro de 10% ao ano, ao passo que o investimento B
¢ muito sequro, mas oferece um lucro de 7% ao ano. Apds alguma reflexdo, ela decide
investir no mdzimo R$ 6000 na opcao A e pelo menos R$ 2000 na opcao B. Como ela
deve investir de modo a maximizar seus lucros, e qual o lucro mdzrimo nesse caso?

Solu¢ao. Vamos modelar com a variavel a a quantidade a ser investida no ativo A e com
a variavel b a quantidade a ser investida no ativo B. Nesse caso, o lucro obtido com o
investimento é dado pela funcao

L(a,b) = 0.1a + 0.07b.

O objetivo do problema é maximizar essa fungao sujeita as restrigoes impostas. Como o
investimento em A é no maximo R$ 6000, o investimento em B é pelo menos R$ 2000 e
como o or¢amento é de R$ 10000 temos o seguinte conjunto de restrigoes

0<a < 6000
b > 2000
a+b = 10000.

Para determinar a regiao de restrigao em R?, consideramos a funcao f(a,b) = a + b.
Observe que f é uma funcao linear de R? em R e seu niicleo é a reta que passa pela
origem formando um angulo de 135° com a horizontal, a reta tracejada azul na Figura [3
As curvas de nivel de f sao retas paralelas ao seu nucleo, sendo que quanto mais a direita
mais alto é o nivel. Observe que esse é o lado para onde aponta o vetor gradiente de
f (lembre que o vetor gradiente é ortogonal ao nicleo). Assim, a regiao de restri¢ao
é formada por todos os pontos & esquerda da reta vertical a = 6000 (reta vermelha na
Figuraf3]) e a direita da reta vertical a = 0, aqueles que satisfazem a restri¢ao 0 < a < 6000;
juntamente com todos os pontos acima da reta verde b = 2000 que traduzem a restricao
b > 2000; finalmente, todos os pontos a esquerda da reta azul cuja equacao é f(a,b) = 10.
O resultado ¢é a regiao tracejada laranja.



Curvas roxas = curvas de nivel da
Funcdo

L(a,b) =0.1a + 0.07b

Curvas azuis = curvas de nivel da
Funcao

fla,b)=a+b
fla,b) =10
. 6 O T
Figura 3: .

Vamos agora analisar o crescimento da func¢ao L(a,b) = 0.1a+ 0.07b. O seu nucleo é a
reta roxa tracejada de equagao b = (—1/0.7)a. Observe que o vetor gradiente de L aponta
para a direita. Portanto, o méaximo de L vai ser atingido no ponto mais a direita dentro
da regiao de restricao por onde passar uma reta paralela a reta roxa. Como a inclinagao
da reta roxa é menor do que a inclinacao da reta azul e maior do que da reta vermelha,
vemos que no ponto de intersecao entre a reta azul e reta vermelha passa uma reta roxa
paralela e qualquer reta paralela mais a direita nao passa pela regiao de restricao.

Portanto, o ponto de maximo de L dentro da regiao de restricao é o ponto de intersecao
entre a reta vermelha de equagao a = 6000 e a reta azul de equacao a + b = 10000, ou
seja P = (6000, 4000). [

Desafio 3 (3 pt). Uma matriz quadrada d X d é dita um quadrado mdgico quando a soma
das entradas em cada linha, em cada coluna e nas diagonais € uma constante. Mostre que

o conjunto dos quadrados mdgicos forma um subespaco de dimensdao d* — 2d do espaco
M(d x d) das matrizes d x d.

Solucao. Na solugao desse exercicio, vamos usar o lema a seguir.

Lema 1. Sejam X e Y espacos vetoriais de dimensao finita e seja f : X — Y uma
fungdo linear. Considere v € Im(f) \ {0}. Seja n = dim N(f) a nulidade de f. Entdo, o

conjunto
E=]Jf " (tv)
te€R

¢ um subespaco vetorial de dimensao n + 1

O significado desse lema é o seguinte: o ntcleo de f é um subespaco de X com
dimensao n. Além disso, o ntcleo de f é, por definicao, a curva de nivel 0 de f, ou seja,



N(f) = f7%0). O nucleo é a tnica curva de nivel de f que é um subespagoﬂ O que o
lema diz é que apesar de cada curva de nivel, tomada isoladamente, nao ser um subespaco,
a sua totalidade forma um subespaco de dimensao 1 a mais que a dimensao do nucleo
de f. Essa discussao obviamente nao faz parte da solugao do exercicio, ela tem apenas o
intuito de esclarecer um pouco a ideia por tras do Lema [T}

Vamos seguir com a solucao do exercicio e ver como esse resultado se insere no pro-
blema, deixando a demonstracao do Lema (1| para o final.

A primeira observacao importante da solugao é a dimensao do espaco das matrizes.
Observe que uma matriz A = [a;;]axqa pode ser identificada com uma lista ordenada com
d* entradas. Uma forma de fazer essa identificacao é

a = (Gn, ceny Qg1 , A12, -+, Qg2, --'7add>-

. . . 2
Isso mostra que o espaco das matrizes pode ser identificado com R?, e portanto tem
. ~ . . ~ 2 .
dimensao d?. Usando essa identificacdao, vamos representar vetores de RY como matrizes
d xd.

Dessa forma, considere os vetores

(1 0 ... 0 01 ... 0 00 ... 1
10 0 0 1 0 0 0 1
1 = , Co = . ’ y Cd = )
10 0] 0 1 0] 0 0 1
[1 1 1] (0 0 0] [0 0 0]
11 1 0 0 0
61_ 7€2_ . 5 7£d_ 3
0 0 0] 00 ... 0 11 1]
10 0 0 ... 01
01 ...0 0 ... 10
D1: . . . aeDQ:
00 ... 1 1 ... 00

Seja k = dimS(cq, ..., ¢4, 01, ..., ba, D1, Do) a dimens@o do subespago de R% gerado por
esses vetores.
Considere agora a funcdo linear f : RY — R24+2 dada por

f(x) = ((c1,2),...,{(cqyx), (b1, 2),..., (lg,x), (D1, ), (Do, x)).

A fungao f estd intimamente ligada ao problema dos quadrados magicos. Cada entrada
de f(x) fornece a soma das entradas de uma linha, ou de uma coluna, ou de uma diagonal
de x. Mais precisamente, a primeira entrada de f(z) fornece justamente a soma das
entradas na primeira coluna de x, a segunda entrada fornece a soma das entradas na
segunda coluna de z e assim por diante. A entrada d + 1 de f(x) fornece a soma das
entradas na primeira linha de x, a entrada d + 2 fornece a soma das entradas na segunda
linha de x e assim por diante até a entrada 2d que fornece a soma das entradas na d-ésima

1 As outras curvas de nivel sdo o que a gente chama de variedade afim, um subespaco transladado.
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linha de z. As duas entradas finais fornecem a soma das entradas nas duas diagonais de
x.

Observe que = € R? é um quadrado magico se, e somente se, existe t € R tal que
f(x) =tI, onde I = (1,...,1) € R?*¥*2 § o vetor de uns. Nesse caso, a soma das entradas
em cada linha, cada coluna e cada diagonal de z é igual a t. Em particular, se denotarmos
por Q C R o conjunto dos quadrados magicos, vemos que

Q=Jr'm. (2)

Pelo Lema (1| concluimos que @ é um subespaco de dimensao n + 1, onde n = dim N(f).
O problema fica reduzido entao a determinar n.

Para isso, observe que a matriz de f possui d? colunas por 2d + 2 linhas. Além disso,
as linhas da matriz de f s@o os vetores {ci, ..., cq, 01, ..., Lg, D1, Do }. Pela igualdade entre
o posto-linha e o posto-coluna deduzimos que o posto de f é

k= dimS(cl, cey cd>€1> -'-7€d7 D1> Dg)
Afirmo que k = 2d + 1. Com efeito, note que
1 ... 1

' CJ:Z@: S I

J=1 J=1 1 ... 1

e portanto o conjunto {ci, ..., cq, 41, ..., Lq, D1, Do} é LD. Isso prova que k < 2d + 1. Por
outro lado, o conjunto

A = {Cl, ...’Cd727cd71,£17 ...,gd, Dl, Dg}

¢ LI. Se provarmos isso, teremos como consequéncia que k > 2d+1, e aigualdade k = 2d+1
saird como consequéncia. Vamos ver entao que A é LI. Suponha que aq, ..., aq_1, 51, ..., B4,
Y1 € Y2 sao tais que

d—1 d
Z o e + Z Bil; + 1D + 72Dy = 0. (3)
=1 =

Observe que Z;.l: ajcj + Z;lzl Bil; + v1D1 + 2Dy é a matriz

o+ Bi+m B1 + o fi+as ... Bitass i+
ay + B Qe+ oty azt+fa ... g1t B B2
art+Bit+y2  axtBs a3zt Bi ... a1+ Ba Patm
Como todas as entradas dessa matriz sao nulas, vemos entao que By = 3 = ...04_1 = 0,
o que imediatamente implica que a; = a3 = a4 = ... = ag_1 = 0. Segue dai que f; = 0,

e portanto 1 = v = 0. Logo, as = 1 = B3 = 0. Concluimos assim que todos os
coeficientes da combinacao linear sao nulos, o que prova que o conjunto A é LI.

Isso confirma que k = 2d 4+ 1 é o posto de f. Pelo Teorema do Nicleo e da Imagem a
nulidade de f é d*> — 2d — 1. Pela igualdade e pelo Lema (1| concluimos que

dim Q = d? — 2d.

Para terminar a solucao, vamos apresentar uma prova do Lema
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Demonstragao do Lema [l Primeiro vamos ver que E é um subespaco de X. Sejam x,y €
E e a e B ntimero reais. Como z,y € F existem t,s € Rtaisquex € f~ (tv) ey € f~!(sv).
Ou seja f(z) =tv e f(y) = sv. Pela linearidade de f segue entao que

flax + By) = af(x) + Bf(y) = atv + Bsv = (at + Bs)v.

Portanto, ax + By € f~ ((at + Bs)v) C E. Isso prova que E é um subespaco.

Seja agora {by, ..., b, } uma base para o nticleo de f. Como v € Im(f), existe b € X tal
que f(b) =wv. Como v # 0, necessariamente b ¢ N(f). Portanto, o conjunto {by, ..., b,, b}
¢ LI. Vamos provar que ele é gerador de E.

Seja x € E. Entao existe t € R tal que f(x) = tv. Logo,

flx) =tf(b) = f(tb) = 0= f(z)— f(tb) = f(x —tb).

Portanto, x — tb € N(f). Como {by,...,b,} é base de N(f), devem existir niimeros reais
aq, ..., tais que

m—tb:Zajbj > ZE:tb—I—ZOé]b]
j=1 j=1

Isso prova que o conjunto {by, ..., b,, b} é uma base de F, e portanto dim £ = n+1. [

[]



