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Capitulo 1

Introducao

Neste livro iremos estudar a matematica dos fenomenos lineares. Um fenomeno da natureza
13 : 79 : ~ 7

pode ser “entendido”como linear se a sua evolugao ao longo do tempo é sempre a mesma

em todas as escalas, como uma funcao cujo grafico ¢ uma linha reta. Essa ideia que esta

presente em intimeros problemas do mundo real é encapsulada nos conceitos abstratos de

espacos vetoriais e funcoes lineares entre espacos vetoriais e a partir dai sua aplicabilidade é

quase ubiqua em fisica, engenharia, economia, computacao, biologia e muito mais.

Iremos estudar basicamente dois objetos matematicos: vetores e matrizes. Possivelmente
voceé ja ouviu falar deles no ensino médio, ou na faculdade. No entanto, nosso objetivo é
mostrar como o entendimento profundo desses objetos pode revelar padroes em coisas tao
diversas, desde o mercado de agoes, a economia, ferramentas de buscas na internet... quase

tudo!!!

Isso porque, este curso estda orientado de forma a alinhar intuicao, rigor matematico
e aplicagoes. Desse modo, apresentamos os conceitos de forma rigorosa para em seguida

darmos explicagoes intuitivas e inliimeras aplicagoes.

Assim sendo, vetores sao vistos como pontos em espacos de dimensao arbitraria e matrizes
como sendo transformacoes entre estes espacos. Esta linguagem geométrica é extremamente
rica e permite uma melhor compreensao dos objetos em cena, o que traz consequéncias

surpreendentes.

11



12 CAPITULO 1. INTRODUCAO

No restante desta introducao, daremos algumas ilustragoes de como os conceitos que
serao vistos ao longo do livro podem ser usados. Muitas destas aplicacoes serao retomadas

e re-estudas no decorrer do curso.

Além disso, essa introducao também foi preparada com o intuito de enfatizar o poder
das demonstracoes para explicar, sintetizar e clarificar padroes e fenomenos complicados.

Justamente porque o rigor matematico, um dos pilares desse livro, esta aqui nao por acaso!

1.1 O Teorema de Sylvester-(zallai

Vamos utilizar um exemplo muito simples para mostrar como uma demonstracao elegante é

capaz de explicar, sintetizar e clarificar um padrao complicado de se determinar.

Considere um conjunto com mais trés de pontos no plano. Vocé pode desenhar num

papel quatro, cinco ou seis pontos e ird notar que sempre acontece uma das coisas seguintes:

1. ou todos os pontos estao alinhados;

2. ou eles nao estao alinhados, e é possivel tracar uma reta que contenha exatamente

dois dos pontos.

Ou seja: o pequeno experimento com alguns pontos desenhados aleatoriamente no plano
revelou um padrao potencial se os pontos nao estao alinhados entao é possivel tracar uma

reta contendo dois, e nao mais que dois, dos pontos.

No entanto, como verificar esse padrao num conjunto com trés bilhoes de pontos?

Teorema 1.1.1 (Sylvester-Gallai). Seja C um conjunto de n pontos no plano. Suponha que
eles nao estejam alinhados. Entao existe uma reta que contém exatamente dois pontos do

conjunto C.

Demonstracao. Suponha por contradicao que o teorema seja falso. Entao, existe um conjunto
de pontos C no plano tal que: os seus elementos nao estao alinhados e toda reta que contém

dois pontos de C contém na verdade pelo menos trés pontos de C.
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Figura 1.1: Encontre uma reta passa exatamente por dois pontos.

A abstracao nos permite olhar para coisas que nao sao tao faceis de enxergar a primeira

vista. Assim, podemos ir além daquilo que os olhos nos mostram.

Pois bem. Cada dois pontos do conjunto C determinam uma reta no plano. Como os
pontos de C nao estao alinhados, para cada reta do plano com dois pontos de C existe um
ponto fora dela. Assim, podemos considerar todos os pares ponto-reta (P, r) possiveis, com

a reta r sendo gerada por dois pontos de C e P sendo um ponto de C fora da reta r.

Figura 1.2: P é um ponto do conjunto C e r é uma reta gerada por dois pontos de C.

Para cada par ponto-reta (P, r), podemos medir a distancia entre o ponto e a reta. Como
C tem finitos pontos, temos apenas um nimero finto de pares ponto-reta. Vamos olhar entao

para o par (P,r) com a menor distancia entre o ponto P e a reta 7.

Lembre que a distancia de P a r é o comprimento do segmento PP’ ortogonal a r, e P’

é um ponto de r. Observe que o ponto P’ divide a reta r em dois lados. Além disso, pela
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hipétese de contradicao, r contém pelo menos trés pontos de C. Assim um dos lados de P’
contém ao menos dois pontos (um deles podendo ser o préprio P’.) Vamos supor que esse
lado ¢é o lado direitdﬂ (veja a Figura . Seja @ o ponto de C mais afastado de P’ no lado

direito.

Entao, existe um ponto B € C, diferente de (), mas que estd entre P’ e (). Considere a
reta ¢ gerada por P e (). Marque em ¢ o ponto B’ que da a distancia do ponto B a reta
¢. Note que os triangulos BB'Q e PP'Q) sao semelhantes, sendo BB’'Q) o menor deles. Isso

prova que BB’ é menor do que PP’. Mas isso prova justamente que o par ponto reta (B, ()

. P

B/
ol W .
P B Q T

Figura 1.3: Encontrando um par ponto reta com a distancia menor

possui uma distancia menor do que o par (P, r). Mas o par (P,r) havia sido escolhido como

aquele que minimizava essa distancia. Isso da uma contradicao, e prova o teorema. O

Essa demonstracao é linda! Mas além disso, ela ezplica porque tem que haver uma reta
contendo exatamente dois dos pontos: se nao houvesse sempre seria possivel diminuir a
distancia reta-ponto dentro do conjunto C, mas isso nao pode ocorrer indefinidamente pois

C é um conjunto finito.

1Se fosse do lado esquerdo o argumento seria idéntico. O leitor est4 convidado a reproduzir os desenhos

nesse caso
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1.2 Netflix chalenge

Uma das coisas que a maioria dos profissionais pretendem em suas carreiras é ganhar di-
nheiro? J4 imaginou ganhar 1 milhao de ddlares gracas aos seus conhecimentos de Algebra
Linear? Pois, a alguns anos atrds a empresa americana Netfliz lancou um desafio que oferecia

€5SSa SOIna COoIno recompensa para o ganhador.

O desafio era melhorar o algoritimo de sugestao de filmes usado pela empresa. Funciona
assim. Cada vez que um usuario assiste um filme ele d4 uma nota de 1 a 5 estrelas para
o filme. O algoritimo tenta entao adivinhar a nota que o usuario dara pelo filme que ele

(ainda) nao assistiu!

Mais precisamente, cada usuario recebe sugestao de filmes para assistir. Quem decide o
que sugerir para cada usudrio é o algoritimo. Antes de lancar o desafio, menos de 8% dos
filmes sugeridos eram de fato vistos. O desafio era aumentar para 10% essa proporg¢ao. Natu-
ralmente, quando mais apuradas forem as sugestoes mais pessoas irao fazer uma assinatura

Netfliz.

Mas entao, como prever a nota que uma pessoa vai dar por um filme? E ai que entra a
matemadtica. Imagine que colocamos as notas dos usudrios em uma tabela (uma matrix) em

que cada coluna representa um filme e cada linha um usuario.

Usuario/Filme O senhor dos Anéis Matrix Jango
Joao 1 * *

Livia * 4 *

Ou seja, a matriz assim obtida contém pouca informacao. Em 2009, uma equipe multi-
nacional de engenheiros e cientistas da computacao venceu o desafio ao utilisar um objeto
geométrico associado a uma matriz: a decomposicao em valores singulares. Essa decom-
posicao mostra como uma matriz transforma esferas de grande dimensao em elipses. Usando
esta informagao mateméatica de modo crucial, a equipe conseguiu prever muito mais entradas

nao preenchidas que resultaram numa eficicia de 10% do algoritimo de sugestoes da Netflix.

Neste curso, iremos aprender um pouco sobre a decomposi¢cao em valores singulares de

uma matriz.
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Capitulo 2

Espacos vetoriais

Espagos vetoriais sao o palco onde matrizes atuam transformando vetores. E um conceito
matematico abstrato que tenta capturar a esséncia do que deve ser uma “estrutura linear”.
Justamente por ser abstrato ¢ um conceito flexivel que aparece em intmeras situagoes, e
muitas vezes muito bem camuflado. Por isso um bom entendimento do conceito e de seus

exemplos é fundamental para ter sucesso em aplicacoes.

2.1 Introducao

O conceito de espaco vetorial que estamos para introduzir é um pouco longo a apresentar
porque encapsula todas as possibilidades do que deve ser um conjunto qualquer dotado
de uma estrutura linear. O leitor que nao deseja mergulhar na abstragdo matematica (e
portanto deseja abdicar das enormes recompensas intelectuais que um tal mergulho enseja)
pode fixar sua atencao em um exemplo de espaco vetorial: os espacos euclideanos, que
apresentamos na segao seguinte. O livro pode ser lido inteiramente trocando-se expressoes

do tipo: seja E um espaco vetorial por seja R? um espaco euclideano.

No mais, para o leitor que tem a coragem intelectual de encarar esse curso em sua
totalidade, com toda a abstracao e todas as demonstracoes e suas conexoes com as aplicagoes
praticas da algebra linear, eu sugiro que tenha papel e caneta a mao e que leia seguindo a

sugestao do matematico americano Paul Halmos (que escreveu um dos mais influentes livros

17



18 CAPITULO 2. ESPACOS VETORIAIS

de algebra linear do século XX):

Don’t just read it; fight it! Ask your own question, look for your own
examples, discover your own proofs. Is the hypothesis necessary? Is the
converse true? ... Where does the proof use the hypothesis?ﬂ

Sem mais delongas, passamos para a matematica.

Definicao 2.1.1. Um espaco vetorial é um conjunto E, cujos elementos sao chamados

vetores, no qual estao definidas duas operagoes

1. soma de vetores que a cada par u,v € E associa um novo elemento de E, o qual

denotamos por u + v.

2. multiplicagao de vetores por um escalar que a cada elemento v € E e a cada nimero

real A € R associa um novo elemento de E, o qual denotamos por Av.
Estas operacoes devem ainda satisfazer os sequintes ariomas:

e comutatividade: v+ v =0v+ u;
e associatividade: (u+v)+w=u+ (v+ w);
e vetor nulo: existe um vetor 0 € E tal que 0 +u =u+ 0 = u, para todo u € F;

e simétrico aditivo: para cada u € E eziste um vetor —u € E que satisfaz u+ (—u) =

—u+u=0;
o distributividade: se o, € R e u € E entao
(a+ B)u = au+ fu
e se, além disso, v € E entao

a(u+v) = au + av;

LT Want to be a Mathematician: An Automathography. Book by Paul Halmos, 1985.



2.2. ESPACOS EUCLIDEANOS 19

e neutro multiplicativo: 1.u = u, para todo u € E.

Para exibir exemplos de espacgos vetoriais precisamos exibir, em primeiro lugar, um con-
junto E, e em segundo lugar devemos exibir uma maneira de somar os elementos desse
conjunto e uma maneira de multiplica-los, ou “estica-los”, por niimeros reais. E importante
salientar que ao fazermos isso devemos sempre nos certificar que a soma de dois elementos
de F ¢é ainda um elemento de F/, e analogamente para a multiplicagdo por um ntmero real.
Em outras palavras, ao declararmos como sao as operacoes de soma e multiplicagao por um
numero real devemos sempre nos certificarmos que o conjunto E é estavel pelas operacoes

que definimos.

Além disso, precisamos nos certificar que as operacgoes que definimos em F satisfazem os

axiomas de espaco vetorial.

2.2 Espacos Euclideanos

O exemplo mais importante de espaco vetorial nesse livro é dos espacos euclideanos. Os
elementos desses espacos sao listas ordenadas finitas de nimeros. Podemos dizer a mesma

coisa mais formalmente.

Definicao 2.2.1. O espaco euclideano R? ¢ conjuntos das d-uplas ordenadas de nimeros

reqls:

R? := {(x1, 22, ..., Tq); T1,T2, ..., T4 € R}.

Cada elemento © = (x1,%9,...,24) € R? € chamado um vetor, e os nimeros 1, ...,xq sio
chamados coordenadas do vetor x. O ponto 0= (0,0, ...,0) € chamado a origem, ou o vetor

nulo.

Alguns vetores (em espagos euclideanos) tém importancia especial (por razdes que vao

se tornar claras ao longo do livro). Por exemplo, os vetores canénicos

er = (1,0,...,0), e2 = (0,1,0,...,0), ...eq = (0, ...,0,1).
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Ou seja, o vetor canonico e; tém todas as entradas nulas, exceto a entrada j que é igual a
. , def
1. Um outro vetor importante é o vetor de uns 1= (1,...,1), que tem todas as suas entradas

iguais a 1. Nesse caso, observe que o tamanho do vetor de uns depende do contexto.ﬂ

2.2.1 Exemplos de aplicagoes

Um vetor de tamanho d pode ser usado para representar d quantidades, ou d valores

numéricos em alguma aplicacao.

x=(2,-2,1)

Figura 2.1: Na figura, esté representado o vetor x = (2,—2,1), o qual é um elemento do

espaco R3.

Exemplo 2.2.2 (Localizagao e deslocamento). Vetores de tamanho 2 e 3 podem ser usados
para representar localizacdo e deslocamento no plano e no espaco, respectivamente. Por
exemplo, o vetor x = (2,—2,1), representado na figura pode representar uma posi¢cao
na superficie da terra em relacdo a alguma origem fixada e trés eixos perpendiculares, mas
também pode representar um deslocamento (basta, a partir de qualquer ponto, sequir na
mesma dire¢ao, no mesmo sentido de x, um deslocamento que tenha o mesmo comprimento

de a:ﬂ

20 tamanho de um vetor é a quantidade de entradas que ele possui. Assim, se z € R? entdo x possui

tamanho 3.

3Vamos ver nos préximos capitulos como medir o comprimento de um vetor em geral.
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Exemplo 2.2.3 (Cor). Um vetor de tamanho 3 pode representar a cor de um pizel numa
imagem, no sistema RGB. Por exemplo, um pizel associado ao vetor (0,1,0) € verde. Um

pizel (1,0.5,0.5) € um tom de rosa.

Exemplo 2.2.4 (Portfélio). Um vetor de © = (x4, ...,x,) tamanho n pode representar um
portfolio de investimento em n ativos diferentes, com o numero x; representando o niumero
de agoes do ativo i compradas pelo investidor. As entradas também podem ser fragoes (por-

centagens) do total investido que sao dedicadas a cada um dos ativos.

Exemplo 2.2.5 (Aplicacoes médicas). Um vetor x € R? pode fornecer a quantidade de
algum parametro de saiude ao longo de uma populacao de d individuos. Por exemplo, a
pressao sanguinea de cada uma colegcao de d pacientes, e nesse caso a entrada x; fornece a

pressao do paciente j.

Exemplo 2.2.6 (Série temporal). Um vetor de tamanho n pode representar o valor de uma
determinada quantidade ao longo de n intervalos temporais. Por exemplo, algum elemento

i € R pode fornecer taxza de inflacio do Brasil nos tiltimos 50 anos.

Exemplo 2.2.7 (Contador de palavras e histograma). Um vetor de tamanho n pode repre-
sentar a quantidade de vezes que cada palavra de um diciondrio de n palavras ocorre em
um documento. Uma variagao disso € o histograma de frequéncia de palavras: cada coor-
denada x; fornece a frequéncia de apari¢ao da i-ésima palavra no documento. Por exemplo,
se x € R™ € o histograma de um texto entao xg = 0.0005 significa que a 6* palavra do di-
ciondrio apareceu apenas 0.05% das vezes. Se x representasse a quantidade de palavras, e
se 0 mosso texto tivesse 4000 palavras entdo xg seria igual 2 = 0.05% x 4000. Contadores
de palavras e histogramas de frequéncia sao usadas em programas de computador que fazem

analise automatizada de texto.

Os exemplos acima sao apenas uma pequena amostra das potencialidades de aplicagoes.

Motivados por isso, vamos estudar mais a fundo os espacos euclideanos.

2.2.2 Espacos euclideanos sao exemplos de espacos vetoriais

Dados dois vetores x e ¥y em um mesmo espaco euclideano podemos obter um novo vetor a

partir deles, conforme a definicao a seguir.
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Definigao 2.2.8. Sejam x = (z1,79,....,24) € R e y = (y1, 2, ...,94) € RL O vetor soma
de x ey, denotado por x + vy, € o vetor cujas coordenadas sao (x1 + Y1, T2 + Y2, ..., Ta + Ya)-
Em simbolos,

r+y=(r1+y1, %2+ Yo, ..., Ta + Ya)-

Portanto, operacionalmente somar dois vetores consiste simplesmente em somar-se as

respectivas coordenadas.
Exemplo 2.2.9. 1. Sejam x = (1,-2) ey = (2,—1) em R%. Entio z +y = (3,-3)
2. Sejam x = (0,0,4/7,89,14) e y = (7,1 +1/2,0,0,0) vetores em R®. Entdo,

4y = (7,14 V2,V7,89,14).
3. Sejam x = (1,2,3,4) e R* e y = (4,3,2,1) € RY. Entao, v +y = (5,5,5,5) € R,
4. Sejam x = (1.13,3,6) € R? ey = (3,3,3) € R3. Entdo v +y = (4.13,6,9).

A operacao de soma de vetores num espaco euclideano R? satisfaz os axiomas da definicao

de vetorial:
e comutatividade z +y = (v1 + v1, ..., g + Ya) = (Y1 + 1, ..., ya + T4), pois a soma de
numeros é comutativa.

e associatividade A justificativa é andloga a anterior = + (y + z) = (z + y) + 2 pois a

soma de numeros é associativa
e elemento neutro 0 +x=2+0= (2, +0,....,25 + 0) = (21,...,249) = T

e simétrico aditivo Analogamente, vemos que —x +x =0

Exemplos de aplicagoes—

(a) Deslocamentos Se a,b € R? representam deslocamentos, entao o vetor soma a + b
representa o deslocamento liquido obtido-se primeiro deslocando-se segundo o vetor a

e em seguida deslocando-se de acordo com o vetor b Observe na Figura que um
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\J

Figura 2.2: O vetor a = (1, 1) representa um deslocamento que comega na origem; o vetor
b = (3,2) representa um deslocamento, que aqui comega onde acaba o deslocamento iniciado
pelo vetor a. O deslocamento combinado de a com b é o deslocamento que comeca na origem

que termina no ponto a + b = (4, 3).

vetor representa uma direcao, um sentido e um comprimento de deslocamento, mas o

ponto inicial desse deslocamento depende da situacao particular em tela.

(b) Deslocamento entre dois pontos Se p,q € R? representam localizacoes em uma
mapa entao o vetor p — g representa o deslocamento liquido com inicio em ¢ e término
em p. Ou seja, partindo-se de q chega-se em p ao andar-se com a direcdo, o sentido e

o comprimento dados pelo vetor p — q. Observe que, algebricamente:

q+((p—q) =0

(c) Contadores de palavras Se z,y € R" representam as contagem de palavras de dois

documentos (com todas as palavras pertencentes a um dicionério de n palavras) entao
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x + 1y é o contador de palavras do documento obtido juntando-se os dois. Ja o vetor
xr—1y expressa a quantidade de vezes a mais que cada palavra ocorreu de um documento

em relacao a outro.

Definicao 2.2.10. Sejam x € R? um vetor e X € R um nimero real. O produto de \ por x
¢ o vetor A\ = (Ax1, Axg, ..., Ax3).

Operacionalmente, mais uma vez, basta multiplicar coordenada a coordenada pelo niimero
real em questao.
Exemplo 2.2.11. 1. Sex=(1,2,1,-7) e R* e A\ =9 € R entdo Az = (9, 18,9, —63).

2. Sex = (1,y/m,7) €R3 e A= /7 entdo \x = (\/7, m, m\/T).

De forma anéloga, podemos verificar que a operacao de multiplicacao por escalar satisfaz
os demais axiomas de espago vetorial.

Com as operacoes definidas, podemos verificar que R? satisfaz os axiomas de espaco

vetorial. Portanto, para cada d € N, o conjunto R? ¢ um espaco vetorial.

2.3 Outros exemplos de espacos vetoriais

Os espagos euclideanos nao sao os unicos exemplos de espacos vetoriais. Muitas situacoes
na natureza levam a consideragao de estruturas lineares, e inclusive diversos problemas da
natureza podem ser modelados como equagoes diferenciais, equacoes que envolvem a derivada
uma funcao. O conjunto de solugoes de algumas equagoes diferenciais é um espago vetorial,

como veremos em capitulos posteriores.

Vamos ver agora dois exemplos de conjuntos diferentes dos R? que possuem estruturas

lineares.

Espacos de fungoes

Considere C°(R,R) o conjunto de todas as fungoescontinuas f : R — R. Evidentemente

podemos somar fungoes e multiplicar fung¢oes por niimeros reais: a cada par f,g € F(R,R),
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a funcao soma f + ¢ : R — R é definida por

(f +9)(x) = fz) + g(x).

Analogamente, dados A € R e f € C°(R,R), a fungao A\f : R — R é definida por

(A)(x) = Af().

Além disso, sabemos do céalculo que a soma de duas fungoes continuas e produto de fungoes
continuas sempre fornecem fungoes continuas. Portanto, C°(R,R) é estdvel pelas operagoes

que definimos.

Iremos verificar a seguir que o conjunto C°(R,R) com as operagoes definidas acima sa-
tisfaz os axiomas de um espaco vetorial. Em muitas dessas demonstracoes vamos provar que
duas fungoes f e g sao iguais. Lembre que para isso é necessario e suficiente mostrar que

os valores assumidos por f e g sao sempre os mesmos. Ou seja, para todo x € R, vale que

f(x) = g(x).

1. comutatividade: para mostrar que f + g = g + f, baste verificar que f(z) + g(z) =
g(x) + f(x), para todo x € R. Mas isso é verdade pois a adi¢do de ntimeros reais é

comutativa.

2. associatividade: para mostrar que (f +¢g)+h = f+ (g+ h) precisamos verificar que
(f(x) +g(x)) + h(x) = f(x) + (9(z) + h(x)), para todo z € R, o que é verdade pois a

adicao de nimeros reais é associativa.

3. vetor nulo: a funcio constante igual a zero, 0(z) = 0 é o vetor nulo em C°(R,R). De

fato, 04+ f = f 4+ 0 pois
flx) +0(x) = f(z) + 0= f(x) = 0+ f(z) = 0(z) + f(x),
para todo z € R.

4. simétrico aditivo: o simétrico de f € C°(R,R) é a funcao — f, definida por (—f)(z) =
—f(x). Vale que f + (—f) = —f+ f=0pois f(z) + (= f(z)) = —f(z) + f(zx) = 0.
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5. distributividade: sejam o, 3 € R e f € C°(R,R). Vamos verificar que

(a+B)f =af+5f.

Novamente, temos uma funcao do lado esquerdo e uma fungao do lado direito e que-
remos checar que sao iguais. Basta ver que, para cada x € R, as fungoes dao o mesmo

valor. De fato,
(a+B)(f)(x) = (a+B)f(x) = af (x) + Bf(x) = (af + Bf)(x).

6. neutro multiplicativo: Queremos verificar que 1.f = f. Mas 1.f(z) = f(z), para

todo x € R, entao segue.

Enquanto vetores de um espaco euclideano podem modelar séries temporais finitas e

discretas o exemplo acima modela séries temporais infinitas e continuas.

O espacgo dos polinémios
Temos subconjuntos especiais de C°(R, R):

PR) = {p € C(R,R); 3 ay, ...,a, € R;p(x) = ag + a17 + az2x® + ... + a,2"™, Vo € R}.

Pi(R) ={p € P(R);n < d}.

Em palavras: um polinémio de grau n é uma fungao p : R — R da forma p(z) = ag + a1z +

asx?® + ... + a,z"

, onde ay, ..., a, sdo numeros reais (parametros do polinomio). Ambos os
conjuntos sao espacos vetoriais. Deixamos a verificacao desse fato a cargo do leitor. No en-
tanto, essa verificacao sera muito mais facil quando apresentarmos o conceito de subespagos:

P(R) e P4(R) sdo subespagos de C°(R, R).

De fato, veja que a soma de dois polinomios é ainda um polinémio, e que a multiplicacao
por nimero real de um polinomio da um outro polinémio. O conjunto dos polindmios é

estavel pelas operacoes do espaco C°(R, R).
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2.4 Combinacoes lineares

Num espago vetorial podemos somar vetores e “estica-los”, multiplicando-os por nimeros
reais. Além disso, o axioma de associatividade diz que podemos somar trés vetores, quatro,
etc... e mais geralmente qualquer nimero n de vetores. Assim, dados n vetores vy, ...,v, € E,

podemos esticar cada um deles e depois somar tudo.

Definigao 2.4.1. Dados n vetores vy, ..., v, € n numeros reais \i, ..., A\n, 0 vetor
v = )\1’01 + ...+ )\nvn
¢ chamado wma combinacao linear dos vetores vy, ..., v,.

Observacao 2.4.2. Por questoes de estética vamos utilizar neste livro a notagcdao de so-
matorio

n
E N=A+X+ ..+ A\,
i=1
que torna muito concisa e elegante expressoes como combinagoes lineares, que Serao recor-

rentes ao longo do livro.

Exemplo 2.4.3. 1. Sejam e; = (1,0) e e = (0,1) vetores em R?. Entio v = (3,7) é

combinacgao linear de e e e;. Com efeito,

3e1 + Tes = (3,0) + (0,7) = (3,7).

2. Mais geralmente, todo vetor v = (x1,...,74) € R é combinacdo linear dos vetores

er =(1,0,0,...,0),e2 = (0,1,0,0,...,0),....,eq = (0,0, ..., 1), pois
> wje; = (21,0,..0) + ... 4+ (0,0, .., 0) = (21, ..., Ta).
j=1
3. Em R3, v = (3 + 57,6,31) é combinacio linear dos vetores v = (1,2,—4) e vy =

(7,0,7) pois
3u; + 5y = (3,6, —4) + (57,0,35) = (3 + 51, 6,31).

4. No espaco C°(R,R) das funcoes continuas, sejam f(t) = t* e g(t) = sin(t). Entdo
h(t) = 3t* + 9sin(t)

¢ combinacao linear de f e g.
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2.4.1 Algumas combinacoes lineares especiais

Seja F um espago vetorial e sejam vy, ..., v, elementos de FE. Considere uma combinagao
linear x = \jvy + ... + \,u,.
Soma Quando A\ = Ay = ... = \,, temos

T =vV1+ ...+ Uy,

a soma dos vetores vy, ..., Uy,.

Média (ou centroide) Quando A\; = Ay = ... =\, = 1/n, dizemos que
T =—V]+ ..+ —Up
n n

¢é a média dos vetores. A média as vezes é chamada de centroide do conjunto finito vy, ..., v,,
0 que é uma acepcao mais geométrica, relacionada ao fato de que a média do conjunto finito
v1,...,U, € 0 ponto do espago vetorial que estd simultaneamente mais perto de todos os
elementos do conjunto. Vamos enunciar e demonstrar rigorosamente esse fato no Capitulo 5,
onde ele sera fundamental para o entendimento de um algoritmo muito usado em aplicagoes

em Ciéncia de Dados.

Combinagao convexa Se os coeficientes somam 1, isto é, > ), A, = 1, ent@o x é chamado
de combinacao afim dos vetores vy,...,v,. Se, além disso, cada A\, > 0 entao x é uma
combinacao convera ou média ponderada dos vetores. Observe que nesse caso, os coeficientes

necessariamente niimeros entre 0 e 1 e representam pesos, ou porcentagens que somam 100%.

Exercicios resolvidos

Exercicio 1. Sejam u = (0,0,2), v = (1,1,0), w = (=1,1,0) e z = (4,8,16) vetores em R3.

Determine numeros reais o, [ e 7y tais que

au + v+ yw = x.
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Solugao. Se au + Pv + yw = z entao

f—y = 4
B+y = 8
20 = 16.

Somando membro a membro as duas primeiras equagoes deduzimos que 25 = 12 e portanto
B = 6. Com isso, da primeira equagao concluimos que v = 2. Finalmente, a terceira equacao

fornece o = 8. O

2.5 Julia

Nessa versao beta do livro eu nao vou poder fornecer um manual de introdugao a Julia. No
entanto vou colocar algumas dicas do que fazer (e um pouco de como fazer) em Julia para

complementar e abrilhantar o seu aprendizado de Algebra Linear.

2.5.1 Instalacao

Acredite: eu sou uma topeira com computadores e eu consegui instalar Julia. Entao vocé
consegue. Toma um tempo, guarde uma tarde agradavel de domingo quando voceé tenha
disponibilidade e paciéncia para isso. Vou falar o que eu fiz. Se voceé ja é um entendedor de

linguagem de programacoes, faca como achar melhor.

A primeira coisa é baixar a distribui¢ao anaconda https://www.anaconda.com/download/.

Depois voce baixa o Julia em si: https://julialang.org/downloads/.

Feito isso vocé pode escrever seus programas direto no prompt de comando do Julia, ou

usando um Jupyter notebook que vocé abre no anaconda.

2.5.2 Usando Julia

Vocé pode usar o Julia, no minimo, como uma super calculadora para fazer contas com

vetores grandes, por exemplo.


 https://www.anaconda.com/download/
https://julialang.org/downloads/
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Vocé pode calcular a soma de dois vetores em R:

x=[3.78,7.98,8.67,778.67,8.777,666,4.324]
y=[1,2,3,4.5,6.7,8.9,666]

X+y

Se estiver usando o Jupyter, para “rodar”o seu programa vocé precisa sempre apertar

shit+enter no teclado. Ao fazer isso vocé deve obter como resposta

7-element ArrayFloat64,1:
4.779999999999999

9.98
11.67

783.17

15.477
674.9

670.324

Se voceé digita 5x+89y e da shit+enter ele te devolve o resultado dessa combinagao linear:

7-element ArrayFloat64,1:
107.9
217.9
310.35
4293.85
640.1850000000001
4122.1
59295.62

Uma coisa muito legal que Julia pode fazer para ajudar vocé “ver”um vetor em R7, R
por exemplo (ou qualquer em qualquer espaco euclideano R?) é interpretar o vetor como o

grafico de uma fungao z : [1,d] — R cujo dominio é o conjunto {1,...,d} e o contradominio
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é o conjunto dos ntimeros reais. Vocé pode visualizar o vetor € R” que eu escrevi acima

usando a ferramenta Plots do Julia.

No Jupyter, primeiro voceé vai adicionar o pacote Plots, com a linha de comando:

import Pkg
Pkg.add(”Plots”)

Espera um pouco até compilar (vocé vai ver que some o asterisco em cima da regiao onde
vocé digita o comando). Depois vocé tem que avisar que vai querer usar o Plots nesse seu

notebook dizendo

using Plots

Pronto. Agora é s6 plotar seus vetores

plot(x, marker = :circle, legend = false, grid = false)

O que retorna a figura2.3| a seguir

800 -

Figura 2.3: Para salvar a figura vocé tem que adicionar o comando savefig(“nome.pdf”). A

figura fica salva no diretério do anaconda.

Olhar um vetor como um grafico ja nos permite contemplar a variacao brutal de magni-
tude entre uma coordenada a outra. Voce vé automaticamente qual a maior entrada, qual
a menor entrada, qual a médias das entradas. Adiante no livro vamos ver como essas in-
formacoes sao relvantes nas aplicagoes. Outras coisas divertidas que vocé pode fazer gerar
e plotar um vetor aleatério z € R, gerar e plotar um vetor canoénico qualquer de R*". Eu

escolhi o eg.
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j=8; d=5T,;
ej=zeros(d) v’ Aqui vocé declara que o ej tem todas as entradas nulas

ejlj]l=1 v'aqui vocé muda de ideia e manda a j-ésima entrada do ej ser igual a 1

plot(ej,marker = :circle, legend = false, grid = false) v'Aqui vocé plota.

Figura 2.4: Oitavo vetor canonico de R57 visto como um gréfico

2.6 Exercicios

Exercicio 2. Determine os vetores u,v € R* sabendo que as coordenadas de u sdo todas

iguais, a ultima coordenada de v € igual a 3 e u+v = (1,2,3,4).

Exercicio 3 (Retas no plano). Para cada nimero real t € R, considere o vetor v(t) =
(—2,—-3) + t(2,5). Observe que, a medida que t varia, o vetor v(t) descreve uma reta no
plano. Determine as intersecoes dessa reta com os eixos horizontal e vertical no plano

cartesiano R2.

Exercicio 4. Sequindo a linha de ideias do exercicio anterior, considere as retas parame-
trizadas v(t) = (1,0) +t(2,1) e u(s) = (0,1) + s(0,2). Determine (se houver) o ponto onde

essas retas se cruzam.
Exercicio 5. Determine se o ponto (1,1,1,2) pertence a reta r(t) = (1,1,1,0)+¢(0,0,0, 7).
Exercicio 6 (Exercicio de Demonstragao). Sejam E um espaco vetorial, v € E e X\ € R.

Suponha que Av = 0.

(a) A partir dos aziomas de espago vetorial demonstre que ou X =0 ou v = 0.

(b) Prove que —(—v) = v.



Capitulo 3

Produto interno

Neste capitulo vamos introduzir um pedago adicional de estrutura que se pode colocar num
espaco vetorial, o produto interno. Com o produto interno podemos fazer geometria em
espagos vetoriais: medir comprimento de vetores, angulo entre vetores, fazer projegoes orto-
gonais e muitas outras coisas. Vamos mostrar também, ja nesse capitulo e nos subsequentes,

como essa geometria de vetores de tamanho 10 milhdes tém impressionantes aplicagoes.

3.1 Introducao

Definicao 3.1.1. Seja E um espaco vetorial. Um produto interno em E é uma funcao

(V:EXE — R

(u,v) = (z,y) €R
que a cada par de vetores u,v € E associa o numero real (x,y), de modo a satisfazer as
sequintes propriedades:
o simetria (r,y)=(y, ),
e linearidade (ax + Py, z) = oz, z) + B8{y, ), para todos «, 5 € R.

e positividade definida (x,z) > 0 e (z,x) = 0 se e somente se x = 0, o vetor nulo de

E.

33
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Entao, para exibir um exemplo de um produto interno na verdade primeiro precisamos
exibir um espago vetorial £ e em seguida devemos definir um funcao definida no produto
cartesiano do espaco por ele mesmo F x E tomando valores em R e que seja uma funcao
simétrica, linear e positiva definida. Como o exemplo mais importante de espago vetorial
sao os espacos euclideanos, é ali que vamos exibir o produto interno mais importante desse

livro.

3.2 Produto interno euclideano

Nesta secao vamos considerar apenas os espacos vetoriais euclideanos R?. Entao vamos fixar

um numero natural d qualquer e definir um produto interno em R<.

Definicao 3.2.1. Sejam z,y € R%. O produto interno euclideano de x e y € o nimero

d
(x,y) = Zwye =21 + ... + ZaYa-

=1

Ou seja, vocé multiplica coordenada a coordenada e depois soma tudo. Como a ordem
dos fatores nao altera um produto numérico, é claro que essa funcao é simétrica. Além disso,
pela distributividade da adiccao em relagao a multiplicagao podemos verificar que essa funcao

¢ linear. Com efeito, se z,vy,2 € R% ¢ o, B € R entéo

d d

d
(ax + By, z) = Z(Oél’e + Bye)ze = Oézlwze + 523/@212 = a(z,z) + By, 2).
=1 =1

(=1 = —

Quase sempre nesse livro esse vai ser o unico produto interno que vamos usar num espago
euclideano. Entdo, vamos fixar que se x,y € R? entdao o simbolo (z,y) sempre vai denotar
o produto interno euclideano como definido acima. Outros produtos internos vao aparecer

aqui e acold eventualmente, mas quando for a hora vamos ser explicitos.

3.2.1 Alguns casos especiais

Seja x € R? um vetor arbitrario.
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e vetores candnicos seja e; um vetor canonico. Entao (e;, x) = x;; ou seja, o produto

interno com o j-ésimo vetor canonico retorna a j-ésima coordenada de x.

e vetor de uns seja I = (1,...,1) € R% Entao, o produto interno (z,I) = Z?Zl Ty

fornece a soma das coordenadas de z.

e média seja m = (1/d,...,1/d). Entao (z,m) = }12?:1 x, € a média das coordenadas

de z.

e soma dos quadrados O produto interno de x por ele mesmo (z, x) = Z?Zl x7 fornece
a soma dos quadrados das entradas de x. Em particular, isso prova que o produto

interno euclideano ¢ uma funcao positiva definida.

e soma seletiva sejay = (1,0,0, ...,0,1) € R%. Entao (z,y) = z;+x4. Mais geralmente,
se y tem algumas entradas iguais a 1 e as demais nulas, entao o produto interno (z,y)
fornece a soma de apenas algumas entradas de = (aquelas correspondentes as entradas

nao-nulas de y).

3.2.2 Aplicagoes

Vamos a seguir ver alguns modelos de situacoes onde o produto interno euclideano pode ser

usado para obter conclusoes interessantes.

Exemplo 3.2.2 (Co-ocorréncia). Podemos usar vetores de 0’s e 1’s para representar ocorréncia
de um determinado evento ao longo de d medigoes. Por exemplo, imagine um conjunto fi-
nito com 7 elementos, X = {x1,xs,...,x7}, que pode representar um conjunto de pacientes
num hospital, apenas para fixar ideias. Suponha que tenhamos dois subconjuntos A, B de
X, representando por exemplo pacientes com cancer no pulmdo e pacientes nao-fumantes,
conforme a figura abaizo Nesse caso, podemos formar vetored| que representem os subcon-
Juntos: basta ascender a entrada j (colocando ela igual a 1) caso o elemento x; pertenca
ao subconjunto, e apagar ela (colocando ela igual a 0 caso contrdrio). Assim, temos que o0s
vetores

a=(0,1,1,1,1,1,1) € R” e b= (1,0,1,0,1,0,0) € R’

LQue sdo muito faceis de se colocar no computador, e portanto de fazer contas!!!
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Figura 3.1

representam, respectivamente os subconjuntos A e B. O produto interno fornece entio a

quantidade de elementos na intersecao AN B:
(a,b) = 2.

Em particular, podemos usar isso para contar quantos pacientes nao-fumantes tém cancer
de pulmao. O ponto importante desse exemplo € justamente a flexibilidade que advém da
abstragao. A quantidade de elementos do conjunto X pode ser arbitrariamente grande, e
com uma linguagem de programacao € muito fdcil converter prontudrios digitalizados em
vetores de 0’s e 1’s. Ou seja, em questao de sequndos podemos usar essa técnica para saber

co-ocorréncia de doencas e habitos de vida, apenas para ilustrar uma possivel aplicacao.

Exemplo 3.2.3 (Microeconomia). Se p € R™ € o vetor de pregos das commodities de uma
determinada economia (ou seja p;j € o pre¢o da commoditie j), e ¢ € R™ € a cesta de consumo
(ou seja q; € quanto se compra da commoditie j) de um determinado consumidor entao o

produto interno (p,q) € o consumo de renda dessa cesta.

Exemplo 3.2.4 (Probabilidade). Sep € R? é um vetor de probabilidades, ou seja 0 < p; < 1
para todo j =1,....d e Z?lej =1, e sex € R? é um vetor qualquer (uma varidvel aleatéria

na linguagem dos probabilistas) entao o produto interno (p,x) € o valor esperado de .

Exemplo 3.2.5 (Evaluagao de polinomios). Um polinémio p(t) = ag+ ait + ast® + ... + aqt?
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pode ser re-interpretado como um produto interno: basta considerar os vetores
a = (ag,..,a5) € R™ e T =(1,t,...,t7) € R*™.

Entao

p(t) = (a,T).

Exemplo 3.2.6 (Anélise automdtica de sentimentos num texto). Considere um diciondrio
com n palavras e um documento de texto com todas as palavras contidas nesse diciondrio.
Suponha que x € R™ seja o vetor cuja entrada j forneca a quantidade de aparicoes da
j-ésima palavra no documento. Usando uma linguagem de programacdao (Julia, Phyton,
etc...) € muito facil obter esse vetor. Suponha agora que facamos duas listas de palavras,
uma contendo as palavras “negativas”do diciondrio (mau, ruim, horrivel, fodido, merda,
chato, etc...) e outra com as palavras “positivas” (bom, legal, excelente, sensacional,excitante,
etc...). Todas as outras palavras podem ser colocadas como neutras. Agora considere o vetor

w € R™ cujas entradas sao dadas por

(

+1, se a j-ésima palavra é positiva,

wj =<0, se a j-ésima palavra é neutra,

—1, se a j-ésima palavra € negativa
\

Entao, o produto interno (x,w) fornece uma medida do sentimento do documento: quanto
mazis positivo o produto interno vemos que o documento possui muito mais palavras positivas
do que negativas; quanto mais negativo for, vemos que o documento possui muito mais

palavras negativas do que positivas.

3.3 Outros exemplos de produto interno

Vamos agora ver outras formar de se colocar a estrutura de produto interno num espago

vetorial.
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3.3.1 Produto interno euclideano com pesos

Assim como demonstramos que o produto interno euclideano satisfaz os axiomas de sime-
tria, linearidade e positividade definida, podemos verificar (deixo isso a cargo do leitor) que
a funcdo P seguir define um produto interno em R?: dados nimeros reais ndo-negativos
P1, ..., Pa, considere a funcao P : R x R? — R definida por
d
P(z,y) =Y pjzjy;, ¥ o,y € R
j=1
Observe que o produto interno euclideano é um caso particular dessa funcao quando p; =

pp=..=pi=1

3.3.2 Integral como produto interno

Esse exemplo é apenas para abrir sua mente a horizontes mais amplos. Vou assumir que voce
ja viu alguma coisa de Célculo 1. Se nao viu, dé uma pesquisada na Internet para aprender
o que os nomes significam. Considere o espago vetorial das fungoes continuas C°([0, 1], R).
Ele é praticamente a mesma coisa do espaco das fungoes que apresentamos no primeiro
capitulo, com a excecao de que as fungoes continuas nao podem ser arbitrariamente loucas.
Em particular, todas elas sao integraveis. Com, isso a integral define um produto interno

nesse espaco: 1
I(f,g)“‘zef/O f(t)g(t)dt.

Esse produto interno é muito importante em engenharia, por exemplo, na analise de frequéncia

de sinais de telecomunicacoes.

3.4 Exercicios

Exercicio 7 (Aplicagao—Contadores de palavras). Suponha que x € R"™ represente o
vetor de contagem de palavras de um documento, dentro de um diciondrio de n palavras.

Vamos supor que todas as palavras do documento estao no diciondrio.

(a) Qual o significado do nimero § = (I, z), ondel = (1,...,1) e R*?
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(b) O que significa xge6 =07

(c) Seja y € R™ o vetor que dd o histograma de contagem de palavras, ou seja, y; € a

fracao de palavras no documento iguais a i-ésima palavra no diciondrio. FExpresse y

em funcao de x e 3.

Exercicio 8 (Aplicagao—Idade média numa populagao). Suponha que o vetor x € R'%
represente a distribuicao de idades em uma determinada populagao, de modo que x; seja o
numero de pessoas com idade i — 1. Suponha, por simplicidade que x # 0 e que ninguém tem
tdade superior a 99 nessa populacdo. Usando notacao vetorial, encontre formulas que deem,

em funcdo de x e de suas entradas,

(a) A quantidade de pessoas na populagao.
(b) A quantidade de pessoas com 65 anos ou mais.

(c) A idade média da populagdo
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Capitulo 4

Comprimento e angulo

Agora vamos ver como usar o produto interno para fazer geometria com vetores. Como
isso aqui ¢ apenas uma introducao a Algebra Linear, nao iremos adentrar nas profundezas
da geometria dos espacos vetoriais e por isso vamos nos ater apenas as ideias geométricas
bésicas de comprimento e angulo. Com apenas isso ja da para fazer muita coisa maravilhosa.
Por outro lado, quero apresentar a voceé, caro leitor, uma faceta sofisticada da matemaética
contemporanea, que na falta de um nome melhor, vou chamar de relativizacao dos conceitos

classicos.

H&4 muito tempo os matematicos perceberam que flexibilizar a maneira como medimos
coisas, como comprimento e angulo, tem muitas aplicacoes nao-triviais. Por essa razao,

vamos adotar nesse curso uma abordagem axiomatica a esse estudo geométrico.

4.1 Norma

A axiomatizacao da ideia de comprimento se faz através do conceito de norma.
Definigao 4.1.1. Seja E um espaco vetorial. Uma norma em E € uma fun¢ao
Il : E — [0,4+00)
veE — [v| €l0,+00),
satisfazendo as trés condigoes a sequir

41
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e Positividade definida |[v]| =0 <= v =0
e Homogeneidade ||Mv|| = |A|[|v]|, VA €R

e Desigualdade triangular ||u+v| < ||ul| + ||v]|, Vu,v € E.

Ou seja, essa definicao diz o seguinte: olha, seja 14 como for que vocé queira medir o
comprimento dos seus vetores, algumas coisas minimas vocé vai ter que respeitar. Primeiro,
a sua “maneira de medir comprimento”tem que ser uma coisa que pega um vetor e devolve
um numero néo—negativoﬂ o comprimento do vetor. Além disso todo vetor que nao for o vetor
nulo tem que ter comprimento estritamente positivo (e o vetor nulo tem que ter comprimento
zero); se vocé esticar um vetor por um fator numérico, o comprimento fica esticado pelo
mesmo fator, porém com a ressalva de que se vocé ”inverter”o vetor (multiplicando ele por
um numero negativo) isso ndo pode mudar o compriment(ﬂ Por tltimo, sua maneira de
medir comprimento tem que se sujeitar a maxima da sabedoria popular: uma reta é sempre
o caminho mais curto, em outras palavras a soma de dois dos lados de um triangulo é sempre

maior ou igual do que o outro lado.

u+v

Figura 4.1: Desigualdade triangular: o comprimento de u somado ao comprimento de v nao

excede o comprimento da soma u + v.

No jargdo matemética, isso é uma funcao, cujo dominio é um espaco vetorial E e cujo contradominio é

o intervalo [0, 4+00) dos niimeros nao-negativos
2Por isso aparece |\| na hipétese de homogeneidade.
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Observacao 4.1.2. Um comentdrio sobre notagao: o simbolo ||.| serve apenas para
indicar o nome da fun¢do, e € um costume antigo usd-lo para denotar normas. Isso porque,
como vamos ver jd jd, o conceito de norma generaliza o médulo de um numero real, que é

denotado por |x|.

Vamos ver entao exemplos de normas.

4.1.1 A norma do maximo

Vamos considerar um espaco euclideano R? e definir a funcao
|2||oe = max{|z;|;j =1, ...,d},

que calcula o maior valor absoluto das entradas do vetor x. Vamos verificar que essa funcao

¢ uma norma:

e Positividade definida: ¢é claro que a maior entrada de x é zero se, e somente se,

z=(0,...,0).

e Homogeneidade Dado )\ € R, sabemos que Az = (Azy, ..., Axy), logo o maior valor
absoluto dentre as entradas de Az é |A|x(maior valor absoluto dentre as entradas de

2). Ou sefa, [Aelos = A2l

e Desigualdade triangular A desigualdade triangular é um pouco mais interessante.
Olha s6: sejam z,y € R% Sejam x; e v, respectivamente as maiores entradas de e
de y em valor absoluto. Ou seja, ||z|le = i € ||y|lco = yx. Por outro lado, as entradas
de z + y sdo os nimeros z; + y;, com j € {1,...,d}. Como o médulo da soma de dois
nimeros reais ¢ sempre menor do que ou igual a soma dos moédulos desses nimeros
temos que

|z + sl < ol +yl, Vg e {1, ... d}
Por outro lado, |z;| < |z;| e |y;| < |yk|, para todo j, uma vez que z; e yj sdo as maiores

entradas. Juntando as desigualdades que temos chegamos a
|5 + y5l < il + [yl = llzlloe + Yl

como queria demonstrar.
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Exemplo 4.1.3. Em R? considere v = (1, -2, —7) ey = (—=7,2,6). Entio x+y = (6,0,—1).
Logo, |z]le =7, |yllc =7 € ||z + y|loc = 6. Como 6 < 14, vemos a desigualdade triangular
funcionar nesse exemplo! Agora, se x = (1,2,7) e y = (7,2,6) entio x +y = (8,4,13).
Como 13 < 14 vemos de novo se produzir diante dos nossos olhos a desigualdade ||x +yllo <

1[0 + [[9l]oo-

4.1.2 A norma da soma (ou a distancia do taxista)

Ainda num espaco euclideano R? qualquer, temos uma outra funcio que serve como maneira

de medir comprimento:

d

lzlh = ).

J=1

Ou seja, essa funcdo pega um vetor # € R? e retorna a soma dos valores absolutos das

entradas de x. A verificacao de que essa func¢ao é uma norma fica a cargo do leitor.

4.2 Normas advindas de um produto interno

O tipo mais importante de norma desse livro sao aquelas que sao definidas a partir de um
produto interno. Considere F um espaco vetorial qualquer, munido de um produto interno

(,). Considere a fungao
||| = /{z,2), V x € E.

Observe que agora nao estamos mais fornecendo um exemplo explicito, como quando falamos
dos espagos euclideanos. Estamos falando de um exemplo conceitual, de como a estrutura
de produto interno permite definir uma nova estrutura capaz de medir comprimentos. Num
certo sentido, como vamos ver logo a seguir, essa é a maneira “correta’no sentido classico,
porque ela é inspirada pelo teorema de Pitagoras. Bom, a demonstracao de que essa funcao
satisfaz os requisitos minimos para ser considerada uma norma exige um esfor¢o a mais de

elevacao intelectual, ao qual nos dedicamos a seguir.
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4.2.1 Cauchy-Schwartz

E impressionante a constatacao de que quando abstraimos as ideias e as transformamos em
conceitos que capturam somente o essencial daquele fenomeno de interesse, tudo fica muito

mais elegante limpido.

De fato, observe que a norma oriunda do produto interno é positiva definida porque
o produto interno é também uma funcao positiva definida. A homogeneidade segue da

linearidade do produto interno:

[Az]| = v/ (Aa, A} = /N, x) = [NV (@, z) = |A][|]],
pois a raiz quadrada do quadrado de um numero é sempre igual ao seu valor absoluto.

Para estabelecer a desigualdade triangular, vamos comecar provando uma desigualdade

classica e muito importante que relaciona a norma e o produto internoﬁ

Proposicao 4.2.1 (Cauchy-Schwartz). Seja E um espago vetorial munido de um produto
interno (.,.) e seja ||.|| @ norma oriunda desse produto interno, isto €, ||z|| = \/{(x,z) para

todo vetor x € E. Entao, quaisqer que sejam x,y € E vale que

[{z )| < Nyl

Além disso, a igualdade acontece se, e somente se, x e y sao colineares, ou seja, se existe

um numero real A € R tal que x = \y.

Demonstracao. Sejam x,y € E dois vetores quaisquer. Note que se um deles for o vetor
nulo a desigualdade é 6bvia (e ainda é uma igualdade nesse caso). Assim sendo, podemos

assumir que nem x nem y sao iguais ao vetor nulo de FE.

Pela simplicidade da escrita de féormulas e desigualdades, vamos denotar, ao longo dessa
demonstracao, £ = ||z]| e ¥ = ||ly||, e podemos assumir que & e ¥ sdo nimeros reais positivos,

ja que nem x nem y sao nulos. A positividade definida do produto interno nos diz que

1€y — dx|)* = (€y — Vo, Ly — V) > 0.

3Quando a norma provém do produto interno.
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Por outro lado, a linearidade e a simetria nos dizem que

(§y =V, &y —dx) = (Ly, &y —x) — (Vz,{y — V)
= (&Y, &y) — Ly, Vz) — (Y, {y) + (U, Y)
= Ey,y) - 289(x,y) + 0*(z,y)
= Elyl* - 269(z, y) + 9|z ||?
= 26%9% — 260(w, y).
Portanto, concluimos que
26297 — 269{(x, y) > 0,

0 que equivale a dizer que
260(z,y) < E20° = (z,y) < &0

Ou seja, (,y) < ||z|||ly]|. Essa é uma desigualdade estd, entdo, provada para quaisquer par
de vetores x e y. Em particular, dado um par z,y, podemos aplica-la ao par —z,y, e assim

obtemos —(z,y) < ||lz[/[|y||- Isso demonstra entdo quef]

{2, y) < l[lllyll-

Examinando a demonstracao, verificamos que a unica maneira de termos uma igualdade ¢é
se tivermos (£y — Yz, £y — V), o que, pela positividade definida do produto interno nos diz

que £y — vx = 0 e portanto x e y sao colineares. Isso termina a prova. ]

Agora, a desigualdade triangular para a fungao ||z|| = /(x, z) segue diretamente:

lz+yl? = (z+yz+y)=(2+y) +yr+y)
= (z,2) +(2,9) + (y,2) + (¥, 9)
= |lzl® + 2(z,y) + [yl
< lzl?+ 20zl + lyll?
= ([lz]l + llyID*.

Tomando a raiz quadrada de ambos os lados obtemos finalmente que ||z + y|| < [|z|| + ||ly]|-

Isso demonstra que a funcdo ||z|| = v/(z,x) é de fato uma norma.

4Toda vez que a,b sdo nlimeros reais, com b positivo, e a < b e —a < b vale que |a| < b.
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4.2.2 Angulo entre vetores

Com a norma advinda do produto interno podemos definir o angulo entre dois vetores.

Definigao 4.2.2. Seja E um espago vetorial munido de um produto interno (.,.) e sejam

x,y € E. O angulo entre x ey é o numero real

Observe que, pela desigualdade de Cauchy-Scwartz, temos que

(z,y)
ElT

portanto esse quociente sempre é o cosseno de algum angulo. A definicao de angulo entre

vetores num espagco vetorial com produto interno pode ser reinterpretada como uma formula.

De fato, se 6 é o valor numérico do angulo entre x e y entao a definicao diz que

(2, y) = [[z/lllyll cos 6.

Ou seja, o cosseno do angulo entre x e y é quanto o produto das normas difere do produto

interno (em porcentagem, ja que sao nimeros com valor absoluto menor do que 1).

Com a nocao de angulo bem definida, toda a linguagem da geometria passa a ter um
significado preciso aqui. Dois vetores sao ortogonais quando o angulo entre eles é de 90°
(note que isso acontece se, e somente se, o produto interno dé zero). Podemos dizer que os
vetores formam um angulo agudo, ou um angulo obtuso entre si. Além disso, o angulo da
zero ou 180° somente quando ha igualdade na desigualdade de Cauchy-Scwartz, portanto

quando os vetores sao colineares.

4.2.3 A lei dos cossenos

Exemplo 4.2.3 (Exercicio resolvido). Seja E um espago vetorial com produto interno e
seja ||z|| = /{x,z) a norma proveniente desse produto interno. Dados x,y € E prove que
vale a formula a sequir, que generaliza a lei dos cossenos ordindria da geometria
euclideana,

Iz +ylI* = ll2]* + 2(z, ) + llyl*
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Usando a lei dos cossenos, prove que x,y € E sdo ortogonais (i.e. (x,y) = 0) se, e somente
se,

Iz +ylI* = [ll* + Iyl

Demonstragdo. Pela definigao da norma vemos que ||z+y||*> = (z+y, x+y). Pela linearidade

do produto interno, podemos deduzir

(t+y,c+y = (wxt+y) +yr+y)

= (&2) +{z,y) + (v, 2) + (v, ). (4.1)
Pela simetria do produto interno (z,y) = (y, z), segue entao que
(r+yz+y) = (r,2)+2(z,y) + (Y1)
Como (z +y,x+y) = |lz +yl?, {z,z) = [|=]]* e {y,y) = [|lyl|*, conclufmos que
lz +yll* = ll=ll* + 2{2, y) + llylI*,
como desejado. Agora, uma vez que
l]1? + 2(z, y) + lyl* = 2* + lylI* <= 2(z.y) =0,

a lei dos cossenos implica que ||z + y||* = [|x]|* + |Jy||* se, e somente se (x,y) = 0, ou seja, se

e somente se x e y sao ortogonais. [

4.3 Distancia entre vetores

Seja E/ um espago vetorial munido de uma norma N : E — R qualquer (pode ser oriunda
de um produto interno ou nao). Podemos medir a distancia entre vetores usando a norma.

Sejam z,y € E. A distincia entre x e y (de acordo com a norma N) é o nimero
dy = N(x —vy).

A distancia é usada como uma medida de quanto os pontos x e y diferem no espaco E. Na

maioria das aplicacoes a distancia é um elemento crucial para a construcao de modelos.
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Esse capitulo foi bastante abstrato, eu sei. Mas todo esforco sempre sera recompensado.
No préximo capitulo vamos estudar em detalhes um caso concreto: quando E = R? e N é a
norma que vem do produto interno euclideano. E vamos ver aplicagoes desse caso concreto.
Mas antes vamos ver umas aplicagoes maneiras de se ter a habilidade de medir comprimento

e angulo de vetores.

Como calcular a distancia do Pao de Aglicar ao Pelourinho

Vamos usar agora o material que aprendemos até aqui para responder a seguinte pergunta:
como calcular a distancia entre dois pontos na superficie da terra? Para resolver esse pro-
blema, vamos comecar modelando a terra como uma esfera perfeita enfiada dentro do espaco
R3 e vamos supor que o centro dessa esfera é a origem O = (0,0, 0). Cada ponto na superficie
da terra é localizado por sua latitude # e sua longitude A. A latitude é o angulo, em radianos,

com relagao ao equador. A longitude é o angulo com relagao ao meridiano central. Veja a

Figura [4.2]

Figura 4.2: Medindo a distancia entre dois pontos na superficie de uma esfera.

Sejam a,b dois pontos na superficie da terra (ou seja, dois pontos numa esfera de raio
R). A distancia entre eles na superficie da terra é o comprimento do menor arco de circulo
ligando @ e b. Ora, o comprimento de um arco de circulo é RZ(a,b), lembrando que o raio da
terra é ~ 6367.5K'm. Entao, o que resta saber para podermos determinar R/ (a,b) é como

calcular o angulo entre a e b, tendo apenas a informagao da latitude e da longitude?
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Bom, para calcular o angulo entre a e b precisamos descobrir, a partir de suas respectivas
latitude e longitude, suas coordenadas em R®. Tendo essa informacdo, podemos aplicar

diretamente a definicao de angulo:

2ty = avceos (i )

E para obter, as coordenadas de um ponto qualquer p = (z,y, z) em fungao de sua latitude
e de sua longitude, basta olhar a Figura a coordenada z é o cateto oposto ao angulo
6 num triangulo retangulo de hipotenusa R, e as coordenadas x e y sao os catetos num

triangulo retangulo de hipotenusa R cos 6. Logo, concluimos que se p = (z,y, z) é um ponto

- _,'\7;)(’3(1??“) " ReosBeos A
" ReosBsin

Figura 4.3: As coordenadas de p = (z,y, z) em funcao de sua latitude e de sua longitude.

na superficie da terra com latitude 0 e longitude A entao

x = Rcosfcos\, y= Rcosfsin\ e z= Rsinf.

Vamos usar isso para calcular a distancia entre o Pao de Agucar e o Pelourinho. Usando o
Google maps, voceé digita “Pao de Agicar”clica em O que hd aqui e ele te mostra a latitude e
a longitude. Assim, encontramos # = —22.9491° e A = —43.154704°. Podemos escrever uma
funcao em Julia que recebe as coordenadas de latitude e longitude e retorna as coordenadas

na superficie da terra.

function coord(6,\)

p=6367.5%[cos((0*2*7) /360)*cos((\*2%1) /360),cos((8*2%) /360)*sin((A\*2*1) /360) sin((6*2%7) /360)]
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return p

end

Observe que é preciso colocar os angulos em radianos. Essa funcao diz que a posicao do

Pao de Acgucar é
a = (4277.495894296885, —4010.4770407316205, —2482.772448300052).

Para inserir uma letra grega em Julia basta digitar “barra theta’e dar tab. A latitude e a
longitude do Pelourinho sao 8 = —12.971790 e A = —38.508264. Assim, as coordenadas do

Pelourinho sao

b = (4855.531027884479, —3863.407351310128, —1429.3209314545006).

Agora resta apenas escrever a funcao que da angulo (ndo esquece de dar using LinearAl-

gebra antes para ter acesso a fun¢ao norma)

function ang(x,y)
a=acos((x"*y)/(norm(x)*norm(y)))
return «

end

A conta RZ(a,b) da 1212.4149028241127Km.

4.4 Exercicios

Exercicio 9. Calcule ||u+ 8w —40v||, onde u = (9,0,1), v = (3,4,1) e w = (1/8,1/8,1/8).

Exercicio 10 (Exercicio de demonstracao). Prove que a funcao ||.||; : R? — R definida por

d
Izl = la]
j=1

é uma norma.

Exercicio 11 (Exercicio de Demonstracao - O teorema de Pitdgoras em espagos de Hilbert).

FEsse exercicio € conceitualmente sofisticado e tecnicamente simples (até mesmo fdcil, a parte
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dificil é conceitual mesmo). FEle visa apenas familiarizar vocé com nomes rebuscados do
mundo da matemdatica que vocé ja aprendeu e nem se deu conta. Um espago vetorial munido
de um produto interno € o que chamamos um espaco de Hilbert. Assim, quando vocé ler
“seja H um espago de Hilbert "vocé deve ler “seja H um espaco vetorial eseja P : HxH — R

um produto interno em H”.

Entao, seja H um espaco de Hilbert. Por um motivo meramente estético, vamos denotar

P(z,y) = (x,y)ﬂ Seja ||z|| = (z,z) a norma advinda do produto interno de H. Prove que
2+ yl* = ll2]* + 2(2, 9) + lyl*, ¥ 2,y € H.
Em particular, se x 1 y entao
=+ yll* = ll=l* + [yl

Se vocé parar e analisar as formulas, vai notar que a primeira generaliza a lei dos cossenos

e a sequnda o teorema de Pitdgoras, em espacos de Hilbert (veja a Figura ?7).

Exercicio 12 (Exercicio de demonstragao). Seja E um espago vetorial com produto interno
(ou seja, um espaco de Hilbert!). Considere a norma induzida pelo produto interno. Prove

a sequinte identidade:

la + 0] + lla = bI[* = 2(][a]l* + [|b]*).

Informacgao: a lei do paralelogramo so vale para normas induzidas por algum produto interno.
Por exemplo, considere a norma £* em R? (veja o exercicio @) Verifique que existem vetores

a,b € R? para os quais a lei do paralelogramo (com a norma (*) ndo vale.

Exercicio 13 (Exercicio de demonstracao). Decida se as afirmagdes a sequir sao verdadeiras

ou falsas, justificando sua resposta:

1. Se u,v € R? sao tais que ||u+ v||? = |[ul|® + |[v||* entdo u e v sdo ortogonais.

2. Seu € RY ¢ ortogonal a v+ w entdo u € ortogonal a v e a w.

5Isso tem um pouco mais do que apenas estética para falar a verdade: os espacos de Hilbert de dimensao

infinita sdo os espagos de dimensao infinita que mais se parecem com os espagos euclideanos.
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Exercicio 14 (Exercicio de demonstracao). Prove que existem constantes positivas ¢, C' tais

que a norma euclideana é compardvel a norma do mdximo:
cflzlloe < lzll < Cflaflo.

Prove um também um resultado andlogo entre a norma euclideana e a norma da soma.
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Capitulo 5

Aplicacoes da norma euclideana

Este capitulo serd inteiramente dedicado ao estudo da norma euclideana

suas propriedades finas e aplicagoes. Em particular, vamos ver outros exemplos de nor-
mas advindas de outros produtos internos e como essas maneiras alternativas de medir a

“magnitude”de um vetor se relacionam com a norma euclideana.

5.1 O wvalor rms

Uma das “desvantagens”da norma euclideana é que ela é ruim para uma anélise estatistica
das entradas de um vetor. Por exemplo, a norma do vetor de uns I = (1, ...,1) € R¢ depende
de d (de fato, ||I|| = v/d) enquanto que do ponto de vista estatistico esse vetor é o mesmo

para qualquer valor de d.

Em outras palavras, imagine que busquemos uma nocao estatistica do que deve ser a
magnitude de um vetor. Por exemplo, o valor “tipico”das entradas de z. A norma euclideana
nao fornece isso. Precisamos de uma outra maneira de medir comprimentos. Uma forma de

fazer isso é através do valor rms, que vamos definir a seguir.

95
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5.1.1 O produto interno rms

O produto interno rms em RY é a funcao
R:R*xRY —» R

d
1
<x7y)€RdXRd = R(x>y>d£f § TeYe,
\/EKZI

A funcao R é um tipo de produto euclideano com pesoﬂ (no caso, os pesos sao todos iguais).

Em particular, R define um produto interno em R€.

Definicao 5.1.1. Seja x € R? 0 valor rms de x é a norma de x advinda do produto interno
rms. Em outras palavras,

rms(z) = R(z, x).

A sigla rms vem do inglés root mean square value, que pode ser traduzido livremente
como “raiz do valor médio quadratico”, ou ainda de modo mais criativo como “valor médio
mz’z”ﬂ No entanto, vamos usar o termo em inglés mesmo. Como vimos no capitulo anterior,
a funcao

rms : R? — [0, +-00)

¢ uma norma em RY. Da definicao de R segue que

d
- [| ]| _ Zz:1 w?

rms(z) = 7a ¥

O valor rms de x tenta dizer qual o valor tipico do médulo de uma entrada de x. Assim,

por exemplo rms(I) = 1, para qualquer d € N, o que é natural pois as entradas de I nao
apresentam nenhuma variagao. Mais geralmente, qualquer vetor que tenha todas as entradas
iguais vai ter o valor rms igual a entrada constate (que é o valor tipico das entradas). Em
outras palavras,

rms(cl) = ||,

o que é uma consequéncia imediata da homogeneidade da norma rms(z). Observe que o nome
“root mean square value”é bastante sugestivo: rms(x) é a raiz quadrada do valor médio dos

quadrados das entradas.

Veja a lista de exercicios
20u seja: o valor médio que nao é nutella...
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5.2 A desigualdade de Chebyshev

A desigualdade de Chebyshev é um resultado facil de demonstrar e cuja aplicabilidade supera,

em muito, o esfor¢o necessario para obté-la.

Proposigao 5.2.1 (Desigualdade de Chebyshev). Seja x € R? e seja e > 0. Suponha que
n das d entradas de x (logo, evidentemente estamos supondo n < d) tenham valor absoluto
maior do que €. Ou seja, existe um subconjunto K C {1,...,d}, com n elementos, tal que
que se j € K entao |x;| > ¢. Entao,
2

n rms(z

4= (4)
Exemplo 5.2.2. Seja v € R, e ¢ = 3rms(x). Seja n tal que n dentre as entradas de x

possuem valor absoluto maior do que €. Entdao, a desigualdade de Chebyshev diz que

i< (") -5

Como 1/9 = 0.1111, concluimos que menos do que 11.2% das entradas de x podem exceder 3

vezes o valor rms(z). Esse exemplo ilustra bem como a desigualdade de Chebyshev corrobora
a ideia de que rms(x) € o valor absoluto tipico de uma entrada de x, ji que poucas entradas
de x podem exceder por fator “grande”o valor rms(x). Observe que se ao invés de 3, usarmos
um numero ainda maior, concluimos que a propor¢ao de entradas que excedem rms(x) por

esse fator € ainda menor.
Demonstracao da Desigualdade de Chebyshev. Seja j € K. Entao
x? >e? VjeEK.
Se j ¢ K podemos dizer tao somente que x2 > 0. Logo,
lz]|? = 23 + ... + 25 > ne’.

Ou seja,

Como ||z]|? = drms(x)?, concluimos que

de onde a desigualdade procurada segue diretamente. Isso completa a prova. O
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5.3 Medindo distancias em R?

O conceito geométrico de distancia entre pontos encontra muitas aplicagoes imediatas quando
olhamos os espacos euclideanos R%. Afinal, medir a distancia entre dois pontos e medir o
quanto esses pontos diferem um do outro, com relacdo a um certo aspecto. Isso leva a

diversas maneiras deiferentes de se medir distancias, através de normas diferentes.

Assim, por exemplo, podemos considerar a distancia euclideana usual entre dois pontos:
def
d(z,y) = |z —yl, ¥ 2,y € R

Ou podemos considerar a raiz do desvio quadrdtico médio, que é a distancia induzida pela
norma rms:

def

dems(x,y) = tms(x —y), V z,y € RY.

5.3.1 Aplicagoes
Distancia de atributos

Suponha que z,y € R? representam atributos (medicoes médicas) de dois pacientes. Se
d(x,y) é pequena podemos dizer que os casos clinicos de x e y sao parecidos. Essa observacao
pode ser usada, por exemplo, para criar algoritimos que auxiliem a solucao de casos dificeis:
o algoritimo pode fornecer casos semelhantes que possam revelar algum padrao, auxiliando
na busca da solucao. Uma pergunta para voce, caro leitor: qual maneira de medir distancias

vocé usaria?

Erro de previsao de temperatura

Suponha que x € R? represente uma série temporal que forneca a temperatura medida
hora-a-hora em alguma localizacdo. Suponha que # € R? seja um outro vetor que forneca
predicoes da temperatura na mesma localizacao. A distancia entre x e & é o erro de previsao.
Observe que nesse caso é muito mais interessante usar a distancia d,.s, pois o valor rms é

uma medida estatistica que nao depende tanto de d: ou seja, o que importa é que a maioria
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das previsoes seja acertada.

Dissimilaridade de documentos

Suponha que z,y € R? representem os histogramas de ocorréncia de palavras em dois do-
cumentos. Nesse caso, a distancia entre x e y representa uma medida da dissimilaridade
entre os dois documentos. E de se esperar que a dissimilaridade seja pequena quando os dois

documentos tem o mesmo assunto, mesmo tema, mesmo autor, e que seja maior se nao.

Vizinho mais préximo

Suponha que y1, ..., ¥, € R? seja um conjunto finito de pontos, e seja z € R? um outro ponto

qualquer. Dizemos que y, é o ponto mais préximo de = (dentre os pontos {y1, ..., yn}) se

d(z,ye) < d(z,y;), ¥V je{l,...,n}.

5.4 Desvio Padrao

Nesta secao vamos ver mais uma medida estatistica que podemos associar a um vetor z € R9.
A ideia basica é olhar a médias das entradas e depois olhar como cada entrada se desvia da

média, e tomar o valor rms desses desvios.

5.4.1 A média e o vetor centrado

A medida estatistica mais simples associada a um vetor de R? é o valor médio das suas

entradas.

Definicao 5.4.1 (Média). Dado z € R? a média de = € o nimero u(z) = 2 23:1 Tp.

Dado um vetor z € R%, podemos construir a partir dele um novo vetor com cada nova

entrada igual a discrepancia da respectiva entrada com relacao a média.
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Definigao 5.4.2 (Versio centrada). Seja x € RY. A versio centrada de x € o vetor z° =

x — p(x)L

Observe que a j-ésima entrada da versdo centrada de = é z; — p(z). Ou seja, a j-ésima

entrada de z° é o quanto z; difere da média p(x).

Do ponto de vista da teoria geral dos espagos vetoriais, ao considerar a versao centrada
de = estamos definindo um operador linear em R?, ou ainda um campo de vetores linear,
conceitos esses que vamos ver com carinho mais a frente. No entanto, a ideia basica é de
uma transformacao. Estamos transformando o vetor x num novo vetor, criando assim a
sua versao centrada. Para entender melhor um novo conceito é sempre bom estudar suas

propriedades. A seguir vamos ver uma propriedade geométrica da versao centrada de x.
Lema 5.4.3. Sejam z,y € R%. Entdo, 2¢ e y° estdo alinhados se e somente se x ey estdo
alinhados.

Demonstracao. Observe que dois vetores estao alinhados se, e somente se, eles multiplos um

do outro. Formalmente, isso quer dizer que existe um nimero real A > 0 tal que x = \y.

Suponha que z e y estejam alinhados. Entao, x = Ay para algum nimero real A > 0.

Deixo como exercicio para o leitor verificar que isso implica que u(z) = Au(y)f} Entdo

¢ =z — p(@)l = Ay — Au(y)l = Ay — u(y)l) = Ay".

Logo x¢ e y° estao alinhados (pelo mesmo fator de alinhamento de z e y). ]

5.4.2 O desvio padrao

Agora se a gente toma o valor rms da versao centrada de o que vamos obter vai ser o valor

“esperado”’de quanto uma entrada de x se desvia da média.

Defini¢ao 5.4.4 (Desvio padrao). Seja x € R%. O desvio padriao de = € o(x) = rms(z°).

Lembrando da defini¢cao do valor rms, podemos escrever algumas férmulas classicas para

o desvio padrao.

3Veja o exercicio Linearidade da média
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o o(z) = IIx—%’I)HH'
d7 Typ— x
. o(a) = VELEAET

Vamos ver agora algumas propriedades do desvio padrao.

Lema 5.4.5. Para todo x € R? e todo mimero real \ valem as sequintes identidades

1. o(x + M) = o(z);

2. o(A\x) = |Mo(x).

Esse lema pode ser provado de duas formas diferentes: uma bruta e outra elegante. A
forma bruta consiste em usar a expressao explicita de o(x) em termos das coordenadas. A
forma elegante consiste em usar as propriedade estruturais da fungao x — x¢. Essa funcao
é um exemplo do que vamos ver mais tarde nesse livro: uma transformacao linear! Com eu
sou aficionado por elegancia, vamos postergar a prova do Lema[5.4.5] No entanto, considero
um importante exercicio para voceé, caro leitor, parar e tentar fazer a demonstracao na forca

bruta. Isso vai te permitir, no futuro, apreciar mais a elegancia.

Falando em elegancia, o desvio padrao se relaciona com a média e com o valor rms através
dessa formula linda

rms(z)? = pu(x)* +o(z)?, VoeRL (5.1)

Prova da Férmula 21l Pela definicdo do desvio padrao (veja a primeira férmula cldssica)
temos que
do(x)” = ||z — p(2)|*. (5.2)
Usando o Teorema de Pitagoras (veja o exercicio O teorema de Pitdgoras em espagos de
Hilbert) temos
lz = p(@)T* = ||2]1* = 2{z, p(2)I) + dp(x)?,

uma vez que ||u(x)I||? = du(x)?.

Agora lembre que tomar o produto interno pelo vetor de uns da a soma das entradas:

(x,1) = Zle x,. Portanto,

pa) = (e T) = dpla) = (2T,
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Combinando isso com a homogeneidade do produto interno, {x, u(z)I) = u(z){z,I) = du(z)?.

Tudo isso nos leva a concluir que
la = p(@)I* = [|2]|* — 2du(x)® + dp(2)* = [[2]|* — du(z)?.

Usando isso na igualdade ([5.2)) concluimos que

2
x
el = di(a)? +dota)? = VD = () 4 (e
Como rms(z)? = ||z||?/d, isso nos d4 a férmula procurada. O

Retorno médio e risco

Suponha que z € R? represente a série temporal dos retornos de um investimento, em
porcentagem, em d intervalos de tempo (por exemplo d meses, ou d dias). Entao pu(x)
fornece o retorno médio do investimento. Em financas, u(x) é carinhosamente chamado
apenas de retorno. O desvio padrao ¢ uma medida de quao variavel o retorno ¢ de tempos em
tempos, apds algum intervalo de tempo. Em outras palavras (supondo medigoes de retorno
didrias), o(z) fornece o quanto o retorno tipicamente se desloca da média. Em financas
ele é conhecido como risco do investimento. Por exemplo, na figura a seguir plotamos 4

investimentos, olhando seus retornos mensais em 10 meses.

Figura 5.1: Cada gréfico representa um vetor em R? que fornece o retorno de um dado

investimento num periodo de 10 meses.

Um investimento desejavel deve ter retorno alto e risco baixo. Multiplos investimentos

podem ser comparados num grafico retorno-risco, como na figura [5.2| abaixo, onde sao com-
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parados os 4 investimentos acima. No eixo horizontal marcamos o retorno do investimento

e no eixo vertical o risco.

()
0.26 -
0.24 o e
0.22
[ )
0.20 1 1 1 1
0.40 0.45 0.50 0.55

Figura 5.2: Olhando esse grafico, qual o melhor investimento?
Abaixo os comandos em Julia que usei para fazer essas figuras.

Figura pp.1
a=rand(10)
b=rand(10)
c=rand(10)
d=rand(10)
plot(a, marker=:circle, color=:blue, legend=false)
plot!(b, marker=:circle, color=:red, legend=false)
plot!(c, marker=:circle, color=:yellow, legend=false)
plot!(d, marker=:circle, color=:green, legend=false)

savefig(”abed.pdf”)

Figura
plot((avg(a),o(a)), marker=:circle, color=:blue, legend=false)

plot!((avg(b),o (b)), marker=:circle, color=:red, legend=false)
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plot!((avg(c),o(c)), marker=:circle, color=:yellow, legend=false)
plot!((avg(d),o(d)), marker=:circle, color=:green, legend=false)
savefig(”returnrisk.pdf”)

Série temporal de temperatura

Suponha que z € R? seja a série temporal das temperaturas médias didrias ao longo de
d dias (por exemplo, um ano para fixar ideias) de uma localizagao particular. Entao pu(z)
fornece a temperatura média dessa localizacao e o desvio padrao é uma medida do quanto a
temperatura diaria se desviou da média. Se a gente lembrar das aulas de geografia do ensino
bésico, é de se esperar que a temperatura média seja alta e o desvio padrao baixo em uma

regiao tropical, e o oposto em uma regiao de alta latitude.

Uma coisa divertida é calcular essas medidas (norma, média, desvio padrao, etc...) com
Julia e plotar o resultado. Vocé pode ensinar Julia a calcular a média de um vetor, definindo

uma funcao:

function avg(x)
a=sum(x)/length(x)
return a

end

A norma de um vetor, se vocé usa o pacote LinearAlgebra (nao esquece de botar using
LinearAlgebra). Usando using Plots a gente pode plotar num grafico as entradas do vetor e
ver como elas oscilam. Além disso, d& para plotar no mesmo grafico a média e a oscilacao

da média (o desvio padrao), como na figura abaixo.

A figura 5.3 foi obtida com o comando

plot(x, color=:blue, marker= :circle)
plot!(avg(x)*ones(length(x)), color= :red)
plot!((avg(x)+o(x))*ones(length(x)), color= :yellow)
plot!((avg(x)-o(x))*ones(length(x)), color= :yellow)
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Figura 5.3: O gréfico azul representa a medicao diaria de temperatura média em 100 dias
numa cidade. O grafico vermelho é a média. Os gréaficos amarelos sao os vetores = & o(x)I.

Se fosse um grafico de temperaturas, qual cidade vocé acha que seria?

plot!(legend=false)
savefig(” avgplot.pdf”)

Desigualdade de Chebyshev com desvio padrao

Dado z € RY, aplicando a desigualdade de Chebyshev ao vetor ¢ concluimos que se n das

d entradas de z satisfazem |x; — p(x)| > € entdo

i= ()

Como exemplo de aplicacao suponha que z € R represente a série temporal de um inves-
timento com retorno 8.6% e risco 6%. Na figura a seguir estd representado um exemplo

especifico com x € R,

Observe que quando uma coordenada de x é negativa, necessariamente o descolamento
absoluto em relacdo a média, |x; — pu(z)|, é maior do que |u(z)|. Como no nosso exemplo
pu(x) = 8.6%, a desigualdade de Chebyshev nos diz que o nimero méximo possivel n de
coordenadas negativas de z, portanto o niimero maximo de perdas no investimento, satisfaz

< £2—486(7
d=\g8¢) T
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Figura 5.4: Retornos mensais de um investimento ao longo de 8 meses. O retorno médio é

de 8.6% e o risco é de 6%.

Ou seja, nesse caso o investimento tem um méaximo de 48.6% de perdas. Fica claro também

que quanto menor o risco o(z) menor o nimero de perdas.

5.4.3 Coeficiente de correlagao

Sejam z,y € R O coeficiente de correlagdo entre x e y é o ntimero

p(z, )d:ef ||<xcc’ycz )

| [yl
A desigualdade de Cauchy-Schwartz (veja a Proposi¢ao implica que p(z,y) € [—1,1],
e que p(z,y) € {1,—1} se, e somente se, z¢ e y° estao alinhados. O coeficiente de correlacao
diz como as entradas nos dois vetores variam conjuntamente. Um coeficiente de correlacao
alto, perto de 1 significa que tipicamente quando x estd acima da média y também esta.
Ou seja, as entradas de x e y estao conjuntamente acima da média muitas vezes. Isso leva
a esperar, por exemplo, que dois vetores de medigoes de temperatura em localidades muito

proximas sejam muito correlacionados.

O desvio padrao da soma

Vamos usar o coeficiente de correlacao para deduzir uma férmula para desvio padrao da

soma de dois vetores.



5.4. DESVIO PADRAO 67

Lema 5.4.6 (Desvio padrao da soma). Sejam x,y € R?. Entdo

o(z+y)=o(x)?+2p(z,y)o(x)o(y) + o(y)>.

Demonstragcao. Nessa demonstracao vamos usar a let dos cossenos em espagos de Hilberlﬂ:
seja E um espago vetorial com produto interno e seja ||.|| o norma induzida pelo produto

interno. Entao

lz +ylI* = ll2]* + 2(z, ) + llyl*

Aqui, o nosso espaco vetorial ¢ R? e o produto interno é o produto interno euclideano. Sejam

x,y € R Pela definicao do desvio padrao,
do(x +y)* = [la® + y°||* = [J2°]]* + 2(z%, y°) + [ly°|*.

Pela definigdo do coeficiente de correlagao, (z¢,y¢) = p(z,y)||z¢||||y¢]|. Como a definigao do

desvio padrao nos dé ||z°| = v/do(z) e, similarmente, ||y¢|| = Vdo(y), concluimos que

do(x+y)* = do(x)* + 2dp(x,y)o(x)o(y) + do(y)”

olz+y)? = o@)+2p(x,y)o(@)o(y) + o(y)?

o que evidentemente da a férmula anunciada. O

Hedging investimentos

Com a teoria descrita nesse capitulo podemos explicar uma estratégia de “pulverizacao”de
investimentos muito utilizada no mercado financeiro e que visa reduzir o risco. Vamos ver
como combinando aportes em dois portfélios com mesmo retorno e mesmo risco produz um

novo portfélio com retorno idéntico, mas com risco menor.

Para ver isso, Suponhamos que z,y € R? representem as séries temporais de retornos de
dois portfélios de investimento de tal forma que pu(x) = p(y) (os investimentos tém o mesmo
retorno) e o(x) = o(y) (os investimentos tém o mesmo risco). Para fazer contas e simplificar

a notagao vamos dar um nome mais facil ao retorno comum m = u(x) = u(y) (m de média),

4Veja o exercicio o teorema de Pitdgoras em espacos de Hilbert
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er =o(x)=o0(y) (e r derisco). Considere o vetor obtido pela combinac¢ao convexa de x e
y com coeficientes 1/2,1/2; ou seja
Y

.
z2=—4=.
2 2

No contexto de financas o vetor z corresponde a um blending dos investimentos x e y. Em
bom portugués é um investimento misturado entre partes de x e partes de y. Como as
entradas de z sdo z; = x;/2 + y;/2 retorno do investimento z (ﬂ

d d

%g% %ZEGZxﬁé yi) =%(M($)+u(y))=m'

=1 i=1
Isso prova que o investimento combinado de metade de x e metade de y d4 o mesmo retorno
que davam z e y. E quanto ao risco? Ora, o risco do investimento z pode ser determinando
usando a férmula para o desvio padrao da soma que acabamos de ver. Seja ¢ = p(z,vy)
o(x)

o coeficiente de correlacao entre x e y. Usando o Lema vemos que o(5) = = e

2
o(y) = U(y) Logo,

r2  2er?2  r2  \/2r? 4 2cr?
o(z) = Z+T+Z: 5 —T£V1+C (5.3)

O leitor pode ter se perguntado: se z e y tém os mesmos retornos e risco entao sao o
mesmo investimento? Bom, a resposta é nao. Uma maneira eficaz de diferenciar os dois
investimentos é olhar o coeficiente de correlacao. Eles sao iguais apenas se o coeficiente de
correlacao for 1. No entanto, o mais importante é que a expressao r—\/l + ¢ é sempre
menor do que r. De fato, seu maior valor é atingindo quando o coeficiente de correlacao é

igual a 1, e nesse caso

o(z) = r%\/i\/i =r.

Ou seja, os investimentos tem o mesmo risco. Agora, se os investimentos sao nao correlaci-
onados, entao

5
o(2) = rg ~ 1 x 0.707.

Ou seja, o risco do investimento blended é quase 30% menor. No caso ideal em que os
investimentos sdo negativamente correlacionados (¢ = —1), o risco seria zero. No entanto,

uma analise mais conceitual da expressao ([5.3)) explica completamente porque fazer blending

5Mais a frente vamos ver que u é um funcional linear e com esse conceito o cdlculo do retorno é imediato:

M(%) — N(I);M(y) —m.
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sempre reduz o risco. A fungao ¢ — ‘/75\/1 +cé crescente.ﬁ Como o coeficiente de correlagao
s6 pode variar de -1 até 1, seu minimo é zero (quando ¢ = —1) e seu maximo é 1 (quando

¢ = 1). Qualquer que seja o coeficiente de correlacdo, a expressao (5.3)) nos diz que o risco

1.0}
08|
06
0.4

0.2

Figura 5.5: Grafico da funcao ¢ — \/75\/ 1+ec

do investimento z é sempre o risco comum r de x e y multiplicado por um nimero entre 0 e

1.

Misturar investimentos pouco, ou negativamente correlacionados é que se chama o mer-
cado financeiro de hedging. Como vimos, quanto mais negativamente correlacionados forem

os investimentos, menor é o risco do investimento combinado.

5.5 Julia

5.5.1 A super calculadora Julia

Vocé pode calcular a norma de um vetor em Julia. Aqui um programinha que faz isso:

ffunction normae(x,d)|

n=sqrt(sum(x.2)) println(n) end|

6Se vocé ndo gosta muito de estimativas abstratas, pode ir no Julia e plotar o grafico, e ver o resultado

na figura
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E, por exemplo, normae([1,1,1,1],4)=2. Mas vocé nao precisa escrever um programa, pois
em Julia a funcao norma euclideana ja vem pronta no pacote LinearAlgebra. Voceé tem que

dizer ao Julia que quer o usar o pacote

lusing LinearAlgebral

e af é 56 sair calculando normas a torto e a direito com norm(x). Por exemplo, se se z € R0 é
um vetor aleatério cujas entradas representam porcentagem, voce pode visualisar e calcular

Sua norma.

K=rand(50)

plot(x,marker = :circle, legend = false, grid = false)|

Exercicios resolvidos

Exercicio 15. Seja v = (1,2,3,4,5,6) € RS. Encontre k € R tal que ||kv]] = 7. Qual a

quinta coordenada do vetor unitdrio que possui a mesma dire¢dao de v ¥

Solugao. Dado k € R temos que

|kv|| = VE2 + 4k2 + 9k2 + 16k2 + 25k2 + 36k2 = V91k2 = kV/91.

Portanto, ||kv|| = 7 se, e s6 se, k = m/4/91. Observe ainda que |[v| = v/91. Portanto, o
vetor unitario com a mesma direcao de v €
v 1

el Vet

Portanto a quinta coordenada do vetor unitario que possui a mesma direcao de v é 5/1/91. [

u (1,2,3,4,5,6).

[y

Exercicio 16. Suponha que © € R™ represente o vetor de contagem de palavras de um
documento, dentro de um diciondrio de n palavras, ou seja x; € a quantidade de aparigoes
da i-éstma palavra no dictondrio. Vamos supor que todas as palavras do documento estao
no diciondrio. Considere = (I, z), onde I = (1,...,1) € R". Seja y € R™ o vetor que dd o
histograma de contagem de palavras, ou seja, y; € a fracao do total de palavras no documento

que sao iguais a i-ésima palavra no diciondrio. Expresse y em func¢do de x e [3.
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Solucao. Como z; é a quantidade de aparicoes da i-ésima palavra no dicionario,

n
x) = ZJ}Z
=1

fornece o total de palavras usadas no documento. Logo, a fracao do total de palavras no

documento que sao iguais a i-¢ésima palavra no dicionério é dada por

X

E.
Portanto, y = %x O
Exercicio 17. Nesse exercicio vamos considerar que vetores R representem séries tempo-
rais associadas a investimentos no mercado financeiro. Nesse caso, a j-ésima entrada dd
o retorno (percentual) de um investimento no més j apds o inicio. Assim, a média das
entradas dd o retorno do investimento e o desvio padrao dd o risco. Seja x € R% um inves-
timento com retorno u(z) e risco o(x). Vamos considerar m € R? dado por m = N, com
A € (0,1), que representa um investimento com retorno fizo ao longo do tempo. Vamos criar
um portfélio simples que consiste em investir uma fracio € € (0,1) do capital em x e a outra

(1 —¢) em m. Nesse caso, a série temporal de retornos é o vetor z dado por
z=&x+(1-&m

(a) Deduza formulas para o retorno pu(z) e o risco o(z) do investimento z, em fungao de

u(x), 0(2),€ e .
Solucao. Pela linearidade da média,

p(€x + (1 =&m) = Eu(x) + (1 = §)u(m).
Como p(m) = A, deduzimos que

p(z) = &plz) + (1 = A

Para deduzir uma férmula para o risco de z, comegamos observando que o(m) = (ﬂ

Lembrando a férmula do desvio padrao da soma,

o(a+b) = v/o(a)?+2p(a,b)o(a)a(b) + o (b)?,

"Isso tem uma interpretacao interessante: como o retorno é constante, o risco é zero.
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onde p(a,b) é o coeficiente de correlagdo. Como o(m) = 0 concluimos que

o(2) = Vo(Ex)?

Como £ > 0, sabemos que o({x) = {o(z). Portanto, o(z) = o (x). ]

(b) Supondo que o investimento x tem risco positivo, prove que se o risco o(z) € 20%
menor do que o(x) e o retorno u(z) € 20% maior do que p(x) entao o retorno de x €

metade do retorno de m, ou seja, p(x) = 0.5\.

Demonstragao. Se o(z) é 20% menor do que o(z) entao o(z) = 0.80(x). Como o(z) =
¢o(x) deduzimos que

¢o(x) =08c(x) = £=08.

Como pu(z) é 20% maior do que pu(x), deduzimos que p(z) = 1.2u(z). Pelo item (a),
segue que

0.8u(x) +0.2A = 1.2u(z) = 0.2A = 0.4u(x),

e portanto pu(x) = 0.5\ O

Exercicio 18. Suponha que o vetor x € R represente a distribuicao de idades em uma
determinada populagao, de modo que x; seja o numero de pessoas com idade i — 1. Supo-
nha, por simplicidade que x # 0 e que ninguém tem idade superior a 99 nessa populagao.

Determine o vetor y € R1% tal que a idade média da populagio seja dada pela férmula

(y,2)
(x,1

Idade média =

b

~—

onde (.,.) € o produto interno euclideano e I = (1,...,1) € R ¢ o vetor de uns.

Solugao. Existem z; pessoas recém nascidas (0 anos de idade), xs pessoas com 1 ano de

idade e assim por diante. Logo, o nimero total de pessoas na populagao é

=1

Agora, lembre o produto interno de x pelo vetor de uns fornece a soma das entradas de .

Ou seja,
100

(x,T) = sz
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Portanto N = (z,I).

Por outro lado, para cada i = 1,2, ...,99, 100 existem x; pessoas com idade ¢ — 1. Entao,

deduzimos que a idade total da populacao é

i=1
Lembrando da defini¢ao do produto interno euclideano e considerando o vetor y = (0, 1,2, 3, ...,98,99) €

R'% temos que
100

(y,x) = (i — D).

i=1
Portanto T = (y, z).

Finalmente, a idade média da populacao é o quociente entre a idade total da populagao

o numero de pessoas nela. Ou seja,

Idade média =

2]

Como T = (y,x) e N = {(x,I), concluimos que y = (0,1,2,3,...,98,99) € R é o vetor

procurado. O

Exercicio 19. A nota de cada estudante em um turma de Algebra Linear é dada por um
vetor x € R'°, onde x4, ..., x5 sdo as notas das 8 listas de exercicios para entregar, cada uma

valendo nota em uma escala 0-10, xg € nota da primeira avalia¢io (em escala 0-120) e x1g

s

¢ a nota da avaliagdo final (numa escala de 0-160). A nota final, numa escala de 0-100, é
baseada 25% mnas listas de exercicios, 35% na primeira avaliacao e 40% na sequnda avaliacado.

Determine o vetor y € R1° tal que a nota final do estudante seja dada pelo produto interno

(z,9).

Solucao. Como as notas das 8 listas somam 80 pontos e devem corresponder a no maximo
25 pontos na nota final, para fazer a média ponderada que dard a nota final devemos somar
o total de pontos na lista e dividir por %. Similarmente, como a P1 vai corresponder a no

maximo 35 pontos na nota final, e vale no maximo 120 pontos, devemos multiplicar a nota na

P1 por 13750. Finalmente, o mesmo raciocinio permite concluir que o coeficiente a multiplicar

%. Assim se consideramos o vetor

% % 35 A ey
80 80" 120" 160

pela nota na P2 para formar a nota final é

y = (
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vemos que a nota final sera

8

25 35 40
(z,y) = Z %xz + mxg + ﬁxlo‘

i=1

25 35 40

10 4
%00 1500 165) € R™ € o vetor procurado. O

Portanto, y = (%,

Exercicio 20. Suponha que x,% € R? sejam, respectivamente, a temperatura medida a cada
hora em d intervalos e a previsio para esta medi¢ao, fornecida pela meteorologia. Vamos
supor que a previsao acerte em cheio 87% das medigoes, e que os erros cometidos sao de
pelo menos 1°C, e no mdzrimo 8 C. Mostre que a distancia rms entre x e T € limitada
independentemente da quantidade de medigoes, enquanto que a distancia euclideana entre x

e T aumenta arbitrariamente quando o numero d de medig¢oes cresce.

Demonstragao. Por hipdtese temos que para 13% dos indices i = 1, ...,d temos 1 < |z;—3;| <
8, correspondendo as medigoes nas quais um erro foi cometido. Além disso, existe um
subconjunto de indices K C {1, ...,d} com 0.87d elementos, tal que

j e = T; = ﬁjj,

correspondendo aos acertos em cheio da previsao do tempo, os quais formam, como dito
no enunciado, 87% das medi¢oes. Assim, ao considerarmos a distancia euclideana precisa-

mos apenas considerar os indices nao pertencentes a K. Por isso, ela pode ser estimada

lo =&l = [ |w— @2 > V0.13d.
JjgK

Por outro lado, o desvio rms entre x e  pode ser estimado por

d e 4|2 2
rms(:c—i):\/Zizl ’Zz il < \/87d:8.

Como limg_,o, V0.13d = +00, vemos que o desvio rms entre x e T é limitada independente-

inferiormente por

mente da quantidade de medigoes, enquanto que a distancia euclideana entre x e & aumenta

arbitrariamente quando o nimero d de medicoes cresce, como queria demonstrar. O

Exercicio 21. Suponha que x € R? represente uma série temporal ou um sinal discreto. A

quantidade

IS

-1
D(x) = (e — $£+1)2 = (71 — $2)2 + .o+ (Tgo1 — xd)Q,
1

[Ny
N

~
Il
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que dd a soma dos quadrados das diferencas entre entradas adjacentes, é chamada a energia

de Dirichlet do sinal x. Ela fornece uma medida da oscilagdo absoluta do sinal.

(a)

(b)

(¢)

Descreva D(z) em notagdo vetorial (usando coordenadas, produto interno, etc...)

Solucdo. Dado x € R? formamos dois vetores T,d-1) € R 1 e Tppa € R4 pondo

def def
L[1,d—1] = ($1,$27~--,$d71) € T4 = (372,56'3; --~7$d)-

Vemos entao que a energia de Dirichlet é dada pelo quadrado da norma euclideana do

vetor diferenca xp 4-1) — Tj2.q € R41 Com efeito,

d—1
|2pa-, —2pall® =Y (20 — e01).
=1
Isso descreve a energia de Dirichelet em notagao vetorial. O]

Qual o menor valor possivel da energia de Dirichlet? Que vetores assumem esse menor

valor de D(z)?

Solucao. Como a energia de Dirichelet é o comprimento euclideano ao quadrado de
um vetor, seu menor valor possivel é 0, e ele s6 é atingindo quando esse vetor é o vetor
nulo. Portanto, o menor valor ocorre quando xj; 41, —Z[2,q ¢ 0 vetor nulo de R4,
Logo, temos x1 = w9, x5 = x3, assim por diante até xz,_; = x4. Portanto, a energia
de Dirichelet de um vetor é zero se, somente se esse vetor possui todas as entradas

iguais. O

Encontre x € R com todas as entradas menores ou iquais do que 1 em valor absoluto

e tal que D(x) seja o mair possivel. Ezrpresse esse maior valor possivel em fun¢do de

d.

Solucao. Como estamos supondo que as entradas possuem valor absoluto < 1, elas
oscilam entre —1 e 1. Logo, a diferenca entre cada duas entradas pode ser no maximo

| — 1 — 1] = 2. O maior valor possivel vai ser atingindo quando todas as parcelas
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que aprecem na definicao da energia de Dirichlet forem as maiores possiveis. Assim, o

maior valor é atingindo pelos vetores

v=(1,-1,1,—1,..,+1) e v* = (=1,1,—1, ..., £1).

A 1ltima entrada de v depende se d é a par ou impar. Quando for par, serd -1, e

quando d for impar sera 1. O mesmo se aplica a v*. Vemos que

D(v) = 4(d - 1).

A energia de Dirichlet é uma medida nao-estatistica do grau de oscilacao de um vetor

x € R%. Nao & toa, seu maximo ¢ atingindo no vetor que mais oscila. O cédigo Julia

Maximo da energia de Dirichlet

1_0—...................?????

—@— D(v)=196
05k
0.0
-05F

-1.0—|L...................I.....

Figura 5.6: Figura produzida em Julia.

usado para fazer a figura [5.6] foi
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function v(n)

x=ones(n)

for j=1:n

x[jl=(-1)" (j%2)x]]

end

return x

end

plot(v(50),marker=:circle, color=:blue,title="Méximo da energia de Dirichlet”,

label=["D(v)=196"])

5.6 Exercicios

Exercicio 22. Seja x € R tal que rms(z) = 1. Qual o nmimero mdzimo de entradas de
x que podem satisfazer |z, > 3. Se a sua resposta for k explique porque nenhum vetor com
valor rms igual a 1 pode ter k+1 entradas com valor absoluto pelo menos 3, e dé um exemplo

especifico de um vetor de R com exatamente k entradas com valor absoluto pelo menos 3.

Exercicio 23 (Exercicio de demonstragao). Seja z € R Prove ao menos uma entrada de

x possui valor absoluto maior do que ou igual a rms(z).

Exercicio 24 (Exercicio de demonstragao). Considere a func¢ao pu : R — R que calcula a

média das entradas de x

Prove que p é linear e use isso para mostrar que p(z¢) = 0.

Exercicio 25 (Exercicio de demonstra¢ao). Dado x € R? a versiao padronizada de x € o

vetor

C
P def L

~ o(z)

onde x€ € a versao centrada de x. Prove que a versao padronizada tem média zero e desvio

padrao unitdrio, i.e. pu(z?) =0 e o(aP) = 1.
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Capitulo 6

Aglutinagao de dados ( Clustering
data)

Este capitulo é inteiramente dedicado a uma aplicagao. Ele é especialmente simpatico pois
mostra como o material que vimos até aqui (o qual apenas arranhou de leve a superficie do
imenso iceberg da dlgebra linear) serve para para formalizar e explicar uma técnica extrema-
mente 1til. Vamos aprender como e porque funciona o algoritmo k — means, muito utili-
zado em aplicacoes que envolvem Ciéncia de Dados. Trata-se de uma ferramente heuristica
desenhada para resolver (de forma aproximada, porém satisfatéria) o seguinte problema:
dado um conjunto enorme de dados, € possivel particiond-lo em poucas aglutinacoes nas

quais todos os dados sao (de alguma forma) “parecidos”™?

6.1 Formalizacao do problema

Seja £ um espago vetorial munido de um produto interno (,) e seja ||.|| a norma oriunda
desse produto interno. Para as aplicacdes em Ciéncia de Dados, vamos usar sempre £ = R?

munido do produto interno euclideano.

Considere um conjunto de n vetores X = {z1,...,zx} C E. Queremos encontrar uma

particao de X em k subconjuntos, dois a dois disjuntos, e cuja uniao seja todo o X.

79
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Definigao 6.1.1 (Agrupamento). Um agrupamento (ou parti¢do) de X em k pedagos é

uma familia de subconjuntos Gy C X,...,G C X, satisfazendo

1.i#j] = GNG; =10

Uma outra maneira de interpretar a nogao de agrupamento ¢ imaginar os pontos de X
dispostos no espaco e pensar que o agrupamento ¢ uma maneira de colorir os elementos de X
com k cores diferentes. Assim, podemos condensar toda a informacdao de um agrupamento

na fun¢ao de coloragao c: [1, N| — [1, k| definida por
cl)=5 = wz,€GG;.

Ou seja, se vocé enumera as cores de 1 até k entao a fungao de coloragao aplicada ao
nimero 5 por exemplo te diz o nimero da cor que agrupamento atribui ao 5° vetor de
X. Pensar no agrupamento por meio da funcao de coloragao é um pouco mais rebuscado
tecnicamente porém extremamente 1til conceitualmente. Observe que uma funcao qualquer
c:{l,...,N} = {1,...,k} é uma fungdo de coloracao de algum agrupamento se, e somente

se, ¢ é sobrejetiva.

6.1.1 Representantes do grupo

Como a ideia que temos a primeira vista do que deve ser um agrupamento significativo é que

¢

os vetores dentro de um mesmo grupo devem ser todos “parecidos”entre si, ¢ natural pensar

que eles devem ser todos parecidos a um mesmo “representante”do grupo.

Definigao 6.1.2 (Representantes). Seja Gy, ..., Gy um agrupamento do conjunto X. Dada
um conjunto qualquer Z = {z1,...,zk} C E com k elementos dizemos que o vetor z; € o

representante do grupo Gy.

O leitor pode achar estranho a flexibilidade na definigao. Basicamente estamos dizendo
que qualquer conjunto com k elementos é uma escolha de representantes! Mas, vocé deve ter

em mente que o objetivo do algoritmo k—means é buscar a melhor escolha de representantes,
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aquela que faz com que todos os vetores no grupo G sejam parecidos com o representante
zp. Mais precisamente, dentre as infinitas escolhas possiveis de representantes vamos buscar

aquela para a qual

|2e — 2|l

seja 0 menor possivel.E] Como a gente quer que todos esses niimeros sejam pequenos, vamos
atribuir um nimero a escolha dos grupos (ou a fungao de coloragao ¢ : {1,..., N} — {1, ..., k})

e a escolha dos representantes.

Definig¢ao 6.1.3 (Qualidade do agrupamento). Seja Gy, ..., Gy um agrupamento de X, tra-
duzido pela funcao de coloragdo ¢ : {1,..., N} — {1,...,k} com represantes Z = {z1, ..., 2}

A qualidade do agrupamento € o numero

N
o 1
J(C, Z) d:f N Z ||ajg — Zc(g)Hz.
/=1

6.1.2 Enunciado do problema

Formalmente, podemos agora traduzir matematicamente o problema do agrupamento de

dados:

Problema 1 (Agrupamento de dados). Dado um subconjunto finito X C E de N elementos,
encontrar um agrupamento de X com fun¢do de coloragio ¢ : {1,...N} — {1,...,k} e

representantes Z = {z1, ..., zx} para o qual a qualidade J(c,Z) seja a menor possivel.

Observe que no enunciado a quantidade k de grupos é um dado, nao algo a ser determi-

nado. Iremos discutir mais sobre essa sutileza no fim do capitulo.

Um outro detalhe importante sobre o enunciado é que o objetivo é encontrar o agru-
pamento a partir dos dados. Ou seja, a ideia é que o agrupamento esta escondido pela
estrutura do conjunto de dados, e queremos usar a matemaética para desmembrar essa estru-

tura interna e extrair dela o agrupamento.

Lembre que c¢(¢) € {1,...,k} é o ntimero do grupo ao qual x, pertence.
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6.2 Motivacao

Antes de prosseguir sobre como abordar o problema e como tentar resolvé-lo, vamos discutir

ilustrar algumas situagoes nas quais o problema do agrupamento de dados aparece.

Exemplo 6.2.1 (Estudos sobre o Cancer). Suponha que um grupo de pesquisadores da
Universidade Federal Fluminense estuda o comportamento de um tipo de cancer ao longo
de sua evolugcao por 4 estdgios. Essa é uma situacdo hipotética, porém com forte conexao
com a realidade. Suponha que os cientistas tenham a sua disposi¢cao um conjunto enorme de
dados médicos de pacientes de todo o Brasil. Como se trata de uma base de dados enorme, a
informacao de qual estdgio de cada paciente ndao estd disponivel. Espera-se que pacientes em
um mesmo estdgio do cancer devem ter caracteristicas médicas parecidas. Nessa situagao,
uma solugdo para o problema do agrupamento (como por exemplo o algoritmo k—means) de
dados pode ser usada “adivinhar”o estdagio no qual cada paciente se encontra. Mais do que
1sso, ainda que a informagao esteja disponivel comparar a resposta do algoritimo k — means

com a realidade também pode ser uma maneira de obter insights sobre o cancer!

O leitor interessado em uma aplicacao com dados do mundo real pode consultar https://
azul .netlify.com/2018/08/11/prouni-clustering/ no qual o estudante de economia da
UFF, Pedro Cavalcante, aplica o k —means para identificar cursos do Prouni e, em especial,
para jogar luz nas anomalias associadas aos cursos de medicina. Nesse outro texto https:
//azul .netlify.com/2018/08/19/problemas-clustering-k-means/, o Pedro apresenta

uma bela discussao sobre a sutileza da escolha do nimero k de grupos no agrupamento.

6.3 O algoritimo £ — means

Descrito em breves palavras o k& — means funciona assim: dado o conjunto X, voce da
um chute inicial Z; para o conjunto de representantes?] Com ele vocé define o primeiro
agrupamento (ou a coloragao c¢1); ele é escolhido de forma a minimizar a distancia aos

representantes (essa é a parte facil do algoritimo). Em seguida, vocé atualiza a defini¢ao

20bserve que, como a nossa definicdo de representantes é absurdamente flexivel, vocé nem precisa conhecer

o agrupamento para dar um chute dos representantes.


https://azul.netlify.com/2018/08/11/prouni-clustering/
https://azul.netlify.com/2018/08/11/prouni-clustering/
https://azul.netlify.com/2018/08/19/problemas-clustering-k-means/
https://azul.netlify.com/2018/08/19/problemas-clustering-k-means/
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dos representantes: o novo conjunto de representantes Z, vai ser obtido tomando-se os
centroides dos grupos definidos pela coloragao ¢;. Vamos demonstrar que fazendo-se isso,
sempre teremos J(ci, Zy) < J(c1, Z1): ou seja a nova escolha de representantes melhora a
qualidade do agrupamento! Assim, com os novos representantes, redefinimos a coloracao
da mesma forma e continuamos. O algoritimo “converge” porque a cada etapa reduzimos a
qualidade. Entao podemos impor que ele pare no momento em que a qualidade for pequena

o bastante (o quanto é esse pequeno o bastante depende, claro, da aplicagdo em cena).

6.3.1 O passo 1

Vamos nos colocar nas hipéteses do Problema . Entao, seja £ um espago de Hilbert (ou
seja, um espago vetorial munido de um produto interno (z,y) e ||z|| = /(z,z) a norma
advinda do produto interno). Seja X = {x1,...,xy} C E um conjunto finito de vetores (o

nosso conjunto de dados).

Vamos descrever um procedimento iterativo de atribuicao de coloragao e representantes
que, a cada etapa, reduz a qualidade do agrupamento. Na etapa 0 escolhemos aleatoriamente

um conjunto Z; = {21, ..., zj } de representantes. Esse é o nosso chute inicial.

O passo inicial do algoritimo k —means consiste em escolher uma coloragao que minimize

a qualidade, dentre todas as escolhas possiveis de coloragao.

Lema 6.3.1 (Unicidade da coloragao 6tima). Eriste uma unica coloragio ¢y : {1,..., N} —
{1,...,k} tal que
J(Cl, Zl) S J(C, Zl)

para toda funcgdo sobrejetiva ¢ : {1,...,N} — {1,...,k}.

Demonstracao. Esse é um problema de minimizacgao finito, por isso é facil de resolver. De
fato, observe que existe apenas um ntmero finito de fungoes sobrejetivas de {1, ..., N} sobre
{1, ..., k}. Isso pode ser visto com um argumento elegante de combinatéria do ensino médio:
pelo principio multiplicativo existem apenas k™ fungoes de {1, ..., N} sobre {1, ..., k}, e por-

tanto dentre essas aquelas que sao sobrejetivas certamente estao em menor nimero. Havendo
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apenas um numero finito de coloragoes a escolher, podemos (pelo menos conceitualmente)

testa-las uma a uma até achar aquela que minimiza a qualidade. O

Apés o passo 1 temos uma particao de X, representada pela coloragao ¢; : {1,..., N} —
{1,...,k} e um conjunto de representantes J(c1, Z1). No préximo passa, vamos redefinir a

conjunto de representantes e com isso reduzir efetivamente a qualidade do agrupamento.

6.3.2 Passo 2

E escolha dos novos representantes é fornecida pelo teorema a seguir.

Teorema 6.3.2. Sejam X = {z1,...,xy} C E um conjunto finito e seja Gy, ...,Gx um
agrupamento de X com fun¢ao de coloragio ¢ : {1,...,N} — {1,....k}. Para cada grupo G,

seja ug o seu centroide, ou sejdi]

Gl jec(t)

Considere Z = {z1, ..., 2z} C E um conjunto qualquer com k elementos. Entao, a qualidade
do conjunto de representantes U = {uq,...,u} € estritamente menor do que a qualidade de
Z. Em outras palavras,

J(e,U) < J(c, Z).

De acordo com esse teorema, se a gente troca o chute inicial Z de representantes pelos
centroides uy dos grupos (que definimos usando o chute inicial de representantes) conseguimos
diminuir a qualidade do agrupamento. O algoritimo k —means consiste em repetir os passos
1 e 2, em cada etapa reduzindo um pouco mais a qualidade. A aplicacao particular em tela

vai dizer até quando vamos querer reduzir a qualidade.

No restante dessa se¢ao vamos nos dedicar a demonstragao do Teorema|6.3.2, que explica

porque o algoritimo funciona.

3Lembre dada uma funcdo qualquer f : A — B ente dois conjuntos A e B, dado b € B, a pré-imagem de
b por f é o conjunto f~1(b) = {a € A; f(a) = b}. Em particular, f é sobrejetiva se toda pré-imagem é nao

vazia e é injetiva se toda pré-imagem nao-vazia for um conjunto unitario.

4Para A um conjunto finito |4| denota a quantidade de elementos de A.
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O centroide é o ponto mais préximo

Como acontece muitas vezes em matematica, o passo fundamental na solugao de um problema
consiste em resolver um caso muito particular. Aqui, vamos resolver o caso extremo e

aparentemente inttil em que temos apenas um grupo.

Proposigao 6.3.3 (Lema do Centroide). Sejam Y = {y1,...,yn} C F eu = Zjvzl yj 0

centroide (ou a media) do conjunto Y. Seja z € E qualquer. Considere as quantidades

N N
Ty = Ny —ull® e J(z) =) lly; — =II*
j=1 Jj=1
Se z # u entao J(u) < J(2).

Ou seja, estamos dizendo que dentre todos os pontos do espaco F, aquele que realiza
o menor valor da soma dos quadrados das distancias aos pontos do conjunto finito Y é o
centroide de Y. Além disso, essa minimizacao é unica: qualquer outro ponto diferente do

centroide fornece um valor maior para a soma dos quadrados das distancias.

Demonstracao. Vamos usar a lei dos cossenos em espacos de Hilbertﬂ
la + BlI* = llal* + 2{a, b) + [|b] (6.1)
Seja j € {1,..., N} qualquer. A equagao (6.1)) com a =y; —u e b= —(z —u) nos leva a
ly; = 21* = lly; — u = (z = w)lI* = ly; — wll® = 2{y; — w2 —w) + ||z — ul]*.
Logo,

(lly; = wll® = 2(y; — w2 = w)) + Nz —ul|

N N
JE =3l == = Y

Jj=1 j=1
N N
ZH?JJ — ul —QZ@j —u,z —u) + N[z —ul.
Jj=1 j=1

Pela linearidade do produto interno,

N N

Z@j —u,z—u) = (Z(Z/j —u), 2z —u).

J=1 J=1

5Veja o exercicio 7O teorema de Pitdgoras em espacos de Hilbert”da lista de exercicios.



86 CAPITULO 6. AGLUTINACAO DE DADOS (CLUSTERING DATA)

O leitor questionador deve ter se perguntado: de onde raios saiu essa escolha marota de

a=vy; —ueb=—(z—u). Pois aqui vem a resposta: a definicao de u implica que
N N
Z(yj —u) = Zyj — Nu=0.
j=1 j=1

Concluimos assim que
N
J(z) =Y lly; = ull + Nz = ull = J(u) + N[z = u].
j=1

Portanto, se z # u entdo ||z — ul| > 0 e segue que J(z) > J(u). O

Prova do Teorema

Seja J(20) = Y je1p ll2j — 2e/|%. Entdo, J(c, Z) = % 24—, J(2). Similarmente, definimos

J(ue) = jecrp 25 — ug|[* e com isso temos J(c,U) = + S5, J(ug). A Proposicio [6.3.3

aplicada ao conjunto Gy diz que J(uy) < J(z¢), de onde deduzimos que J(c,U) < J(¢, Z). O

Algoritimo k — means

Dada uma lista de vetores {z1, ..., 7, } C R? e uma lista inicial {21, ..., 2.} C R?
de k representantes, repita os passos a seguir até a convergéncia
Passo 1 Escolha uma func¢ao de coloragao com a melhor qualidade possivel.

Passo 2 Redefina os representantes como centroides dos grupos.

6.3.3 Aplicacgoes
Algoritimo de recomendagao

O k—means pode ser usada para o desenho de um mecanismo de recomendacao de musicas,
ou filmes, por usuarios de uma plataforma de streaming, como Spotify ou Netflix. Suponha
que para cada usuario da plataforma criemos um vetor com tantas entradas quantas forem
as musicas na plataforma (vamos ficar com o Spotify para fixar as ideias) e tal que a entrada

j fornece o nimero de vezes (dentro um periodo de tempo, como alguns meses por exemplo)
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que um usudrio escutou a musica j. Tipicamente, esse vai ser um vetor esparso (com muitas
entradas nulas), o que é 6timo computacionalmente. Ao rodar o algoritimo k — means
podemos agrupar os usudrios da plataforma por “gostos musicais”semelhantes. Assim dado
um usuario qualquer, a podemos sugerir para ele as musicas tipicamente escutadas pelas
pessoas com gosto musical semelhante a ele (os membros do mesmo grupo), mas que ele

nunca escutou.

Adivinhar as entradas, ou como roubar no Sudoku

Uma aplicacao do k& — means, que tem um sabor semelhante a anterior, porém com um
espectro mais amplos de aplicagoes é usa-lo para completar entradas nao conhecidas de alguns
elementos de um conjunto grande de dados. Por exemplo, suponha que um conjunto de dados
X = {2!, ..., 2%} C R? de tamanho d represente atributos dos alunos que prestaram o ENEM
no tultimo ano (idade, cor, raca, religiao, renda per capita da familia, etc...), obtidas através
do questiondrio socioeconomico. Suponha ainda que uma certa proporcao desse conjunto
de dados, digamos 6%, corresponde a estudantes que nao responderam completamente o

questionario. E possivel adivinhar o que eles responderiam?

Podemos propor uma solucao para esse problema usando o algoritimo k — means. Fun-
ciona assim: vocé considera o subconjunto de X formado apenas pelos vetores “completos”.
Vocé “roda”o k—means nesse subconjunto, obtendo assim um conjunto {z%, ..., 2*} de repre-
sentantes. Suponha, por exemplo, que 27 € X tenha algumas de suas entradas desconhecidas
(correspondendo, portanto, a questoes nao-respondidas do questiondrio). Usando as entradas
conhecidas de 27 determinamos o represante mais préximo. Basta considerar o subconjunto

K C {1,...,d} correspondente as entradas conhecidas e tomar ¢ € {1, ..., k} que minimize

Entao, vocé “chuta”a entrada faltante de x como sendo igual a correspondente do seu repre-

sentante mais proximo.
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Implementacao

Vamos agora discutir com um pouco implementar em Julia o algoritimo k& — menas.

Vamos comecar analisando o problema da aglutinacao de dados com um conjunto pe-

queno, “listado & mao”, de dados planares (ou seja, vetores de R?).

x = [1[0,1], [1,0], [-1,1],[0.9,-0.9],[1,-1],[1.1,1.07],[0.51,-0.23],[0.9,-0.8]]

Visualizamos esse conjunto de dados com o codigo

scatter([c[1] for ¢ in x], [¢[2] for ¢ in x])

plot!(lims = (-2, 2.1), size = (500,500), legend = false)

que produz como resultado

1r- e o
or (<]
e
(<3
]
1 (<]

Figura 6.1: Dataset

Vamos definir aleatoriamente uma funcao de coloragao, chutando que o nosso conjunto

de dados vai se dividir bem em 3 grupos. Em seguida, plotamos dividido em trés cores.
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colorac=[rand(1:3) for i in 1:§]
k=3
N=length(x)

—

grps = [[x[i] for i=1:N if colorac|i] == j] for j=1:k|

—

[
scatter([c[1] for ¢ in grps[1]], [c¢[2] for ¢ in grps[1]])
scatter!([c[1] for ¢ in grps[2]], [c[2] for ¢ in grps[2]])
scatter!([c[1] for ¢ in grps[3]], [c[2] for ¢ in grps[3]])
plot!(legend = false, grid = false, size = (500,500),

xlims = (-1.5,2.5), ylims = (-2,2))

A qualidade desse agrupamento se calcula pela formula

Jelust(x,reps,colorac) = avg( [norm(x|i]-reps[colorac[i]])"2 for i=1:length(x)])

Para o agrupamento da figura gerado de forma aleatéria a qualidade d& 1.5247375.
Agora vamos rodar o algoritimo k — means no nosso conjunto de dados e ver qual coloracao
ele retorna. Essa implementacao eu retirei do Julia companion do Stephen Boyd e do Lieven

Vandenberghe, deixando inclusive os comentarios explicativos de cada etapa do algoritimo.

1F <] °
oF (<]
[¢]
o
°
1F (<]

Figura 6.2: Data set agrupado aleatoriamente.
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function kmeans(x, k; maxiters = 100, tol = le-5)

N = length(x)

n = length(x[1])

distances = zeros(N) # usado para armazenar a distancia de cada
#ponto ao seu representante mais proximo.

reps = [zeros(n) for j=1:k] # usado para armazenar os representantes.
# ’assignment’(=coloracao) é um vetor de R com entradas inteiras variando de 1 a k.
# A coloracao inicial é escolhida aleatoriamente.

assignment = [ rand(1:k) for i in 1:N |

Jprevious = Inf # used in stopping condition

for iter = 1:maxiters

# O representante do agrupamento j é o centroide da galera no agrupamento j.
for j = 1:k

group = [i for i=1:N if assignment[i] == j]

reps[j] = sum(x[group]) / length(group);

end;

# Para cada x[i], encontra a distancia ao representante mais préximo
# e a 'cor’ associada a ele.

fori = I:N

(distances[i], assignment[i]) =

findmin([norm(x[i] - reps[j]) for j = 1:k|)

end;

# Calcula a qualidade do agrupamento.

J = norm(distances)"2 / N

# Show progress and terminate if J stopped decreasing.
println(”Iteration ”, iter, ”: Jclust =", J, ”.”)

if iter > 1 && abs(J - Jprevious) < tol * J

return assignment, reps

end

Jprevious = J

end

end
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Agora que criamos uma func¢ao que roda k—means num conjunto de dados vamos aplicar

ela ao nosso conjunto gerado a mao.

assignment, reps = kmeans(x, 3)

Iteration 1: Jclust = 0.879982638888889.

[teration 2: Jclust = 0.19690000000000002.

Iteration 3: Jclust = 0.19690000000000002.

(3, 1, 3,2, 2, 1, 2, 2], ArrayFloat64,1[[1.05, 0.535], [0.8275, -0.7325], [-0.5, 1.0]])

Repare que a qualidade final do agrupamento é 0.1969, muito melhor do que a qualidade

do agrupamento aleatorio. O resultado é

2~

1rF ] e
oF <]
[¢]
[}
o
1r- (<]

Figura 6.3: Data set agrupado com k& — menas.

Para terminar, vamos gerar aleatoriamente um conjunto planar de 100 vetores.

O k — means retorna
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Figura 6.4: Data set aleatério

W & o
i .o. :&‘:‘2'0
MPRE L L g
00 o ? o""
,Q ° 0 o9
© L Sdose
oF ;' ‘.§&. 00
08 o.. ° e © )
o. ‘..o %o % :"‘
° oo cof a: °
1r ° ...’.0%%.8 o.
e o s ° °
° .0.0.0

Figura 6.5: Data set aleatoério aglutinado



Capitulo 7

Base e dimensao

Até aqui vimos como olhar vetores, medir comprimento e angulo tem intimeras aplicagoes
fantasticas. No entanto, o material que cobrimos até aqui é apenas o térreo do imenso e
imponente edificio da algebra linear e de suas fantasticas aplicagoes. Por isso, nesse capitulo
vamos aprofundar um pouco o estudo da estrutura algébrica dos espacos vetoriais. Esse

estudo nos levara a um conceito fundamental: a dimensao de um espaco vetorial.

7.1 Subespacos

Definigao 7.1.1. Seja E um espago vetorial. Seja F' C E um subconjunto de E. Dizemos

que F' é um subespaco de E se satisfaz as sequintes propriedades

1. 0 e F;
2. seu,v € F entaou+v € F;

3. seuelF e)eR entao \u € F.

Em palavras: um subespaco é um subconjunto que contém o vetor nulo e que é estavel

pelas operacoes de soma de vetores e multiplicacao por ntimero real. Mais geralmente, se

93
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V1, .., Up € Fle Ay, ..., N\, € R entao

zn: )\j?}j S F,
j=1

ou seja: subespacos sao estaveis por combinacoes lineares.

Exemplo 7.1.2. Em R3, o conjunto P dos vetores da forma v = (0,x,y) é um subespago
vetorial. Com efeito, evidentemente O € P. Vejamos que P € estdvel com respeito a soma

de vetores. Se a = (0,x1,y1),b = (0,22,y2) € P entdo
a+b= (0,21 +z2,91 +12) € P.
Analogamente, se a = (0,z,y) € P e A € R entao Aa = (0, Az, \y) € P.

Exemplo 7.1.3. Em C°(R,R) considere F' C C°(R,R) o subconjunto formado pelas fungoes
diferencidveis. Como a soma e o produto de funcgoes diferencidaveis é diferencidvel, e como

a fungao constante nula seque que F € um subespago de C°(R,R).

Observagao 7.1.4. Ezistem fungées continuas (bizarras) que nao possuem derivada em
ponto nenhum! O grdfico delas é um fractal com inclinacao vertical em todos os pontos.
Num certo sentido € possivel dizer que a maioria das funcoes continuas nao possui derivada

em ponto nenhum.

Exemplo 7.1.5. Seja E um espaco vetorial. Seja v € E um vetor. O conjunto F =
{Av; A € R} é um espago subespago vetorial. Com efeito, fazendo X = 0 vemos que 0 € F.
Se aw, fv € F entdo, pela propriedade distributiva, av+ fv = (a+ )v € F. Analogamente,
seav € F e f € R entio f(av) = (Ba)v € F.

Definicao 7.1.6. Sejam X e Y subespacos vetoriais de um espago vetorial . A soma de

X eY € o conjunto de todos os vetores x + vy, tais que x € X ey € Y. Em simbolos:

X+Y ={veEv=zc+y, zeX,yeY}

Equacgoes diferenciais

O exemplo a seguir ilustra como a subida em abstracao pode ser vantajosa uma vez que abre
uma janela para geometria entrar no estudo de equagoes diferenciais, objetos fundamentais

nas aplicacoes da matematica.
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Exemplo 7.1.7 (Solugoes de uma equagcao diferencial linear). Considere a equacao diferen-
cial

2"(t) + 2(t) = 0.

O conjunto E das funcoes que satisfazem essa equacao € um espaco vetorial. Com efeito,
seus elementos sao as funcoes x : R — R que somadas a sua derivada sequnda dao sempre
zero. Ja vimos como somar fungoes e multiplicd-las por niumeros reais, e ja vimos que tais
operacoes sempre satisfazem os axiomas de espaco vetorial. Portanto, para termos certeza
de que E € de fato um espaco vetorial basta checar que E € estdvel pelas operagoes de soma

e multiplicacao por um niumero real. Com efeito, se x,y € E temos que
d> d> d?

)+ y(0) + (o(t) + y() = Tat) + 2l + Tou(t) +y(t) =0,

pois a derivada da soma € a soma das deriwvadas. Além disso,

2 2

d d
@(Ax(t)) + Az (t) = )\(@x(t) +(t)) = 0.

Nas subsecoes a seguir iremos dissecar as estruturas intrinsecas de um espaco vetorial.
Esta estrutura é dada por propriedades que sao consequéncias légicas dos axiomas de espaco

de vetorial.

7.2 Revisando combinacoes lineares

Num espago vetorial podemos somar vetores e “estica-los”, multiplicando-os por nimeros
reais. Além disso, o axioma de associatividade diz que podemos somar trés vetores, quatro,
etc... e mais geralmente qualquer niimero n de vetores. Assim, dados n vetores vy, ..., v, € F,

podemos esticar cada um deles e depois somar tudo.

Definigao 7.2.1. Dados n vetores vy, ..., v, € n numeros reais \i, ..., A,, 0 vetor
V= AU+ ... + \yU,

¢ chamado uwma combinacao linear dos vetores vy, ..., v,.
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Observacao 7.2.2. Por questoes de estética vamos utilizar neste livro a notagcdao de so-
matorio

SN =Mt dat A,

=1

que torna muito concisa e elegante expressoes como combinagoes lineares, que serao recor-

rentes ao longo do livro.

Exemplo 7.2.3. 1. Sejam e; = (1,0) e e5 = (0,1) vetores em R2. Entio v = (3,7) ¢

combinacao linear de e; e e5. Com efeito,

3, + Tes = (3,0) + (0,7) = (3,7).

2. Mais geralmente, todo vetor v = (z1,...,1q) € R é combinagdo linear dos vetores

er =(1,0,0,...,0),e2 = (0,1,0,0,...,0),....,eq = (0,0, ..., 1), pois

Za:jej = (21,0,...0) + ... + (0,0, ..., zq) = (21, ..., Tq).
j=1

3. Em R®, v = (3 + 57,6,31) é combinacio linear dos vetores vy = (1,2, —4) e vy =
(7,0,7) pois
30y + 5vy = (3,6, —4) + (57,0,35) = (3 + 57, 6,31).

4. No espaco C°(R,R) das fungoes continuas, sejam f(t) = t* e g(t) = sin(t). Entdo
h(t) = 3t* + 9sin(t)

¢ combinagao linear de f e g.

No lema abaixo, estendemos a propriedade de distributividade para um ntimero qualquer

de vetores.

Lema 7.2.4. Seja E um espaco vetorial e sejam X € R e vy, ...,v,, € E. Entao
A Z v; = Z )\’Uj.
j=1 j=1

Demonstracao. Fazemos a prova por inducao em m. O caso m = 2 é o axioma de distribu-

tividade. Suponhamos verdade para m = k e vamos provar que é verdade para m = k + 1.
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Entao, queremos verificar que

k+1 k+1

A Z v; = Z )\Uj.
j=1 j=1
Vejamos,

k+1 k
)\Zvj =\ (Zvj +Uk+1> .
j=1

j=1
Pela distributividade, temos que

k k
A (Z Uy + Uk+1> = )\Z’Uj + )\U]H_l.

j=1 j=1

Pela hipoétese de inducao, podemos reescrever a primeira parcela

k k
A Z V; = Z )\’Uj,
j=1 j=1

e portanto
k41 k+1
A E Uj = E )\’Uj,
J=1 j=1
como queria demonstrar. O

7.2.1 Subespaco gerado

Sejam E um espaco vetorial e X = {vy,...,v,,}. O subespago gerado por X é o conjunto de

todas as combinacoes lineares possiveis entre os elementos de X. Em simbolos,
m
S(X) = {Z Q;jvj; 0, ..., 4y € RY
j=1

Lema 7.2.5. §(X) é um subespago

Demonstragao. Para ver que 0 € S(X) basta tomar a; = ...a,, = 0. Se u = Z;n:1 ajv;,v =
> ey Bijvj € S(X), entdo

m

uUu-+v= Zajvj +ijj = Z(Olj + 53‘)21]' € S(X)

j=1 j=1

Analogamente, se A € Re v =3 a;v; entdo

Av = )\Zajfuj = Z(Aaj)vj € S(X).
j=1

j=1
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Portanto, S(X) é estdvel por soma de vetores e multiplicacdo por escalar, logo é um su-

bespaco, como queriamos demonstrar. O

Observe que se ' C E é um subespago, e v € F' entao a reta gerada por v esta contida
em F'| pois esta reta é o conjunto de todos os vetores miltiplos de v. Em outras palavras,
como a reta gerada por v consiste nos vetores da forma Av, com A € R, e como F é um

subespaco vetorial, segue que esta reta esta inteiramente contida em F'.

Além disso, se v e vy pertencem a F', e a; é um elemento da reta gerada por v; e b é um

elemento da reta gerada por v, entao a + b € F', pois F' é um subespaco vetorial.

Mais geralmente, se F' C E é um subespago e X = {vq,...,v,,} C F entdo, como cada
x; € F, temos que dado qualquer \; € R vale que \;v; € F, para todo ¢ = 1, ..., m. Portanto,

como F' é estavel por soma de vetores, segue que

i )\ivi e F.
i=1

Acabamos de demonstrar o seguinte

Lema 7.2.6. Seja E um espago vetorial. Se F C E € um subespaco, e X = {vy, ..., } CF
entio S(X) C F.

Definigao 7.2.7. Se S(X) = E dizemos que X € um conjunto de geradores do espaco

vetorial E .

Exemplo 7.2.8. No ezemplo[7.2.5 vimos que e; = (1,...0),...,eq = (0, ...,1) é um conjunto

de geradores do espaco RY.

7.3 Dependéncia Linear; Base e Dimensao

Considere os vetores u = (1,2) e v = (3,6) em R%. Note que v = 3u, portanto v é combinagao
linear de u. Assim, podemos dizer que v pertence ao subespaco gerado por u. Além disso, o
subespago gerado por u e v coincide com o subespaco gerado apenas por u. Com efeito, se

a = au+ pv € S(u,v) é um elemento do subespago gerado por u e v entao podemos escrever

a=ou+3pu=(a+30)ue Su).
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Ou seja mostramos com isso que S(u,v) C S(u). Como evidentemente, temos que S(u) C
S(u,v), ja que toda combinagao linear s6 com u é uma combinagao linear com u e v, con-
cluimos que

S(u) = S(u,v).

Em palavras, mostramos que o subespago gerado por u e por v coincide com o subespago

gerado apenas por u como afirmado.

Geometricamente, podemos enxergar esse fato da seguinte maneira: v ja pertence a reta
gerada por u, logo v é “irrelevante”na construcao do subespacgo gerado por u e v.
Vejamos mais um exemplo. Considere os vetores u = (1,0,0), v = (0, 3,0), w = (2,0,0)
5

e z = (m,—5,0) em R3. Podemos ver, como antes, que w = 2u e que 2z = Tu — sv. Em

palavras, w e z sao combinacoes lineares de u e v. Usando isso, vamos mostrar que
S(u,v,w,z) = S(u,v).

Com efeito, sempre temos que S(u,v) C S(u, v, w, z). Para mostrar que estes conjuntos sao
iguais, precisamos mostrar que a inclusao contraria S(u, v, w, z) C S(u,v) é verdadeira. No
entanto, isto equivale a demonstrar que toda combinacao linear entre os vetores u,v,w e z

pode ser reescrita como uma combinacgao linear apenas entre os vetores u e v.

E exatamente isto que passaremos a demonstrar agora. Entao, considere x = au + fv +

5

yw+Az € S(u, v, w, z) uma combinagao linear entre u, v, w e z. Como w =2u e z = Tu— 30,

podemos escrever

5 SA
T = ou+ v+ 2vu+ ANmu — §U) =(a+2y+ Amu+ (8 — E)U € S(u,v).
O mesmo fenomeno se repetiu aqui: w estava ja contido na reta gerada por u enquanto z
estava ja contido no plano gerado por u e v. Assim, w e z sao “irrelevantes”na construcao do
subespaco gerado por pelos 4 vetores u,v,w e z, e este subespaco é apenas o plano gerado
por u e v (veja Figura[7.1). Quando isso acontece, dizemos que o conjunto {u, v, w, z} € R?

é linearmente dependente. Mais geralmente:

Defini¢ao 7.3.1. Seja E um espago vetorial. Seja X = {vy,...,v,} C E. Dizemos que X

¢ linearmente dependente (LD) se pelo menos um de seus elementos pode ser escrito como
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Figura 7.1: Os vetores amarelo e verde sao redundantes na construcao do subespago gerado.

combinacao linear dos demais. Caso X ndo seja linearmente dependente, dizemos que X €

linearmente independente (LI).

Ou seja, um subconjunto de um espaco vetorial é linearmente independente se nenhum

de seus elementos pode ser escrito como combinacao linear dos demais.

Exemplo 7.3.2. 1. Em R? o conjunto X = {(1,2),(3,6)} é LD.
2. Em R* o conjunto X = {(1,0,0,0),(2,0,0,0),(0,3,0,0), (7,4,0,0)} é LD.
3. Em R?, um congunto X = {u,v} é LD se, e somente se, v é um maltiplo de u.

Exemplo 7.3.3. Em R3 os vetores e; = (1,0,0), ex = (0,1,0) e e3 = (0,0,1) formam
um subconjunto LI. De fato, qualquer combinacao entre e e ez por exemplo terd a pri-
meira coordenada nula, logo nunca poderd ser igual a e;. Analogamente, vemos que qualquer

combinacgao entre dois deles nunca serd iqual ao terceiro.

Observe que para decidir se um conjunto de vetores é LD ou LI precisamos testar todas as
possibilidades de combinagao linear entre alguns dos vetores. Caso alguma delas seja igual
a um vetor do conjunto, teremos um conjunto LD. Caso contrario, teremos um conjunto
LI. Computacionalmente, parece muito complicado decidir se um conjunto de vetores num
espaco vetorial é LD ou LI. O teorema a seguir soluciona essa dificuldade e d4 um critério

muito eficaz para responder essa questao.
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Teorema 7.3.4. Seja E um espaco vetorial e X = {vy,...,v,} C E. Se existe uma

combinacao linear nula
m
E Aﬂ)i =0
i=1

tal que algum \; # 0 entao X é LD.

Demonstragdo. Seja j € {1,...,m} tal que A\; # 0. Entao, como Y ", \;u; = 0 podemos

escrever
R Y
w=oy 2 A= ) St
i=1,i#] i=1,i#j
Logo, v; ¢ combinacao linear dos demais elementos de X, e portanto X ¢é LD. O]

Corollério 7.3.5. Seja E um espago vetorial e X = {vy,...,v,,} CE. Se X é Ll e

i )\ﬂ}i =0
=1

entao \; = 0, para todo j =1,...,m.

Em termos praticos, o Coroldrio estabelece que um conjunto X ¢é LI se a unica
combinacao linear dos elementos de X que da zero for aquela em que todos os vetores de X

sao multiplicados por zero.

Exemplo 7.3.6. Em R¢, os vetores e; = (1,0,...,0), es = (0,1,...,0),...,eq = (0,...,0,1)

formam um subconjunto LI. De fato, suponha que Y .~ Nie; = 0. Entao,
(0,...,0) = (A,0,...,0) + (0, Az, ..., 0) + ... + (0, ..., 0, A\g) = (A, .0, M),

e portanto \; = 0 para todo i = 1,...,m. Pelo Coroldrio m concluimos que {eq,...,eq} €
LI

Consideremos agora a seguinte situacao: seja X = {x1,...,2,,} C F um subconjunto LI
do espaco vetorial E. Seja x € S(X). Entao, por defini¢do, existem nimeros reais aj, ..., &y,

tais que
m
T = E Qply.
=1

Por exemplo, tomamos o espagco F = R3 e X = {(2,0,0), (0,7,0)}. Claramente, z = (1, ,0)

é combinacao linear de 1 = (2,0,0) e x5 = (0,7, 0). Nesse caso, os coeficientes sao a; = 0.5 e
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as = 1. Existe outra possibilidade de escolha de a; e as? Em outras palavras, os coeficientes

da combinacao linear de x; e x5 que dé x sao unicos?

Nesse caso podemos ver que a resposta é sim, porque qualquer outro coeficiente que
multiplicar 1 nao vai dar 1 na primeira coordenada ao passo que sy sempre tem a primeira
coordenada igual a zero. Portanto, se oy # 0.5, para nenhuma escolha de «q,as o vetor

o111 + aare tem 1 como primeira coordenada.

Considere agora, ainda em R3, X = {z; = (1,2,3),z2 = (2,4,6)}. Nesse caso, o vetor

x = (4,8,12) pode ser escrito como
T =211 + T9,

e nesse caso os coeficientes sao a; = 2 e ap = 1, mas também como
= 0.21 4+ 229,

e nesse caso os coeficientes sao a; = 0 e ap = 2. Nesse caso portanto, os coeficientes nao sao

anicos.

O que diferencia um caso do outro? A resposta é que o primeiro conjunto é LI e o segundo

é LD. De fato, como consequéncia do Corolario temos outro corolario.

Corolldrio 7.3.7. Se X = {xy,...,xn} C E € LI entdo para cada x € S(X) e para cada

¢ =1,..m existe um unico numero real oy de forma que
m
xr = Z Ty
=1

Demonstracao. Suponhamos que existam «y e [, nimeros reais tais que

m m
T = E Qply = E ﬁgmg.
/=1 (=1

Entao, podemos escrever

m m
0 = E Oéﬂe—g Bexe
=1 =1
m
= E ayxe — Bexy
=1

m

= > (=B (7.1)

/=1
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Ou seja, obtemos uma combinacao linear nula dos elementos de X. Pelo Corolario [7.3.5]
todos os coeficientes dessa combinagao devem ser nulos e portanto oy — 5, = 0, para todo

¢=1,...,m. Isso prova que ay = 3¢, para todo £ =1, ...,m e completa a demonstragao. [J

7.4 Bases

Seja X = {x1,..., 2y} um conjunto LD num espago vetorial E. Discutimos acima (através
de alguns exemplos especificos) que, intuitivamente, isso significa que existem em X vetores
irrelevantes para construir o subespago gerado S(X). Vamos tornar essa intuigao precisa

agora.

Lema 7.4.1 (Lema de Remocao dos Irrelevantes). Seja X = {y,z1,...,xn} C E tal que y €
combinacao linear de {xy,...,xy}. Entio S({z1,....,xn}) = S(X).

Demonstracao. Existem m nimeros reais o, ..., a,, tais que

m
Yy = E ijl‘j.
=1

Essa igualdade significa, por defini¢ao que z € S(Y'). Nos resta entao verificar que S({z1, ...,z }) =

S(X). Com efeito, como {z1, ...z, } C X, toda combinagao linear dos elementos de {x1, ..., z,,, }

¢ uma combinacao linear dos elementos de X e portanto

SH{x1,...,xm}) C S(X).

Por outro lado, se x € S(X) entao existem m + 1 nimeros reais 3, 81, ...0,, tais que

r=Py+Y Bz

j=1

Nessa o termo [y pode ser substituido por

m m
6 Z ;T = Z BOéjZ'j.
J=1 J=1

Pela distributividade segue que

v =Y (8 + Bay)z;,

J=1
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donde concluimos que z € S({z1, ...,z }). Provamos entao que S(X) C S({z1,...,zm}), 0

que nos dé S(X) = S({z1, ..., zm}). O

Vamos a seguir fazer uma segunda versao, ligeiramente mais técnica, do Lema de Remocao
dos Irrelevantes. Nessa versao vamos mostrar como podemos “enfiar” um conjunto LI dentro

de um conjunto gerador, retirando dele os elementos irrelevantes.

Lema 7.4.2 (Lema de Remocao dos Irrelevantes-Versao Ampliada). Sejam Y = {y1, ..., yx}
e X = {x1,...,xn} subconjuntos de E ey € E tais que Y U{y} é LI e X UY € gerador.

Entao exite j € {1,...,m} tal que se
Z =y} UY UX\ {))

entao Z € gerador

Demonstragao. Como X UY é gerador, o conjunto {y} U X UY é gerador e LD. Portanto

existe uma combinagao linear nula de seus elementos,
ay + a1y + ... + apyr + Gz + ... + B, = 0, (7.2)
na qual nem todos os coeficientes sao nulos.

Afirmo que existe pelo menos um j € {1,...,m} tal que §; # 0.

Com efeito, se nao fosse assim terfamos 5, = ... = §,, = 0 e portanto
ay -+ a1Y1 + ...+ ApYp = 0.

Como {y}UY é LI, deveriamos ter o« = ay = ...a, = 0, e assim terfamos todos os coeficientes

na combinacgao linear ([7.2)) nulos, o que seria absurdo.

Tome agora qualquer elemento j € {1,...,m} para o qual 5; # 0. Entao podemos escrever

-——y+—y1+ +_yk+ Z

J J i=1 z;é]
Ou seja, x; é combinacao linear dos elementos de Z. Aplicando a primeira versao do lema
de remocao dos irrelevantes segue que retirando-se x; do conjunto {y} U X UY temos ainda

um conjunto gerador. Isso prova o lema. O]
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Nesse momento vamos atingir uma etapa crucial nesse curso. Vamos ver uma demons-
tragao astuta e linda exclusivamente de dlgebra linear. O que iremos provar é bastante
razoavel: um subconjunto LI nunca pode ter mais elementos do que um gerador. Mais
imagine isso no espaco dos polindmios de grau menor do que 478!l E para esse tipo de

dificuldade que precisamos de demonstracoes. Melhor ainda quando elas sao lindas.

Lema 7.4.3 (Gerador domina LI). Se 1, ..., x,, geram o espa¢o vetorial E € yy,...,y, € LI

entao n < m.

Demonstracao. Seja X = {xy,...,z,}. Como X é gerador, adicionando-se qualquer vetor de
E a X obtemos um conjunto LD. Em particular, {y;,z1, ...,z } é LD. Como Y = {y1,...,yn}
é LI devemos ter y; # 0. O lema de remocao dos irrelevantes entao nos permite retirar um
dos s do conjunto {y;,x1, ..., x,,} e ainda ter um gerador. Seja V; o conjunto obtido ap6s

essa remocao.

Adicionamos agora y, a V;. Mais uma vez, como V; é gerador obtemos o conjunto
{u2} UV; que deve ser LD. Como {y1,y2} ¢é LI, o lema de remocao dos irrelevantes mais uma
vez nos perite retirar um dos z}s do conjunto {us} UV, e ainda ter um gerador. Seja Vs o

conjunto obtido apds essa remocao.

Prosseguimos assim, acrescentando y’s e retirando z’s. Ou seja, na etapa 7, teremos um

conjunto gerador V; com j elementos Y, e m — j elementos de X.

Note que nunca poderemos retirar todos os x’s antes de colocar todos os y’s porque isso
implicaria que Y seria LD. Entao podemos colocar todos os y’s e talvez ainda sobre um x.

Portanto, tem mais x’s do que y’s. Ou seja, m > n, como queria demonstrar. O

Definicao 7.4.4. Seja E um espaco vetorial. Uma base de E é um subconjunto gerador e

LI

Exemplo 7.4.5. O conjunto {ei,...,eq} € uma base do espaco vetorial R?, chamada a

candnica de R?.

Exemplo 7.4.6 (Exercicio resolvido). Sejam u = (1,2,3),v = (4,5,6),w = (7,8,9) € R3.
Prove que {u,v,w} é um conjunto LD e determine a dimensao do subespago S(u,v,w) gerado

POT U,V € W.
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Solucao. Observe que u e v sao nao-colineares, pois % #+ g Além disso, w é combinacao

linear de u e v pois podemos escrever
w = 2v — u.

Isso mostra que {u,v,w} é um conjunto LD e S(u,v) = S(u,v,w). Como {u,v} é LI, pois

u € v sao nao colineares, temos que
dim S(u,v,w) =2. O

Exemplo 7.4.7 (Exercicio resolvido). Decida se as frases a sao sequir sio verdadeiras ou

falsas:

1. o vetor (1,100 1) € R3 pertence ao subespago gerado por (1,10 0) e (1,0,0).
2. os vetores (1,2,3), (4,5,6) e (6,9,12) sao linearmente independentes

3. O subespaco gerado pelos vetores (1,2,3), (4,5,6) e (2,4,6) em R® possui dimensao 2.

Solu¢io. 1. Falso, pois qualquer combinagao linear de (1,10'%,0) e (1,0, 0) possui a ter-
ceira coordenada nula.

2. Falso, pois 2(1,2,3) + (4,5,6) = (6,9, 12).

3. Verdadeiro. Os vetores (1,2,3) e (4,5,6) sdo nao-colineares, pois suas coordenadas
nao sao proporcionais (por exemplo, T # 2) e 2(1,2,3) = (2,4,6). Isso prova que

{(1,2,3),(4,5,6)} ¢ Ll e
S({(1,2,3),(4,5,6),(2,4,6)}) = S({(1,2,3),(4,5,6) }).

Portanto, dimS({(1,2,3), (4,5,6),(2,4,6)}) = 2.

7.4.1 Espacos vetoriais de dimensao finita

Um espaco vetorial é dito de dimensao finita quando possui uma base com um nimero finito

de elementos. Neste livro, iremos estudar apenas espagos vetoriais de dimensao finita.
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Ou seja, a menos de mencgao explicita em contrario, em toda expressao “seja

FE um espacgo vetorial”, fica subentendido que F possui dimensao finita.

Diante do conceito de base de um espaco vetorial, certas perguntas saltam aos olhos:
é possivel que um mesmo espaco vetorial possua duas bases com quantidades distintas de
elementos? E possivel encontrar um conjunto LI com mais do que d vetores em R%? Existe

um conjunto de geradores de R? com menos do que d vetores?

A seguir, nos dedicaremos a responder cada uma dessas perguntas. Primeiro, vamos
ver que quaisquer duas bases num espaco vetorial tem o mesmo nimero de elementos. A

demonstragao desse fato ¢ um coroldrio do Lema

Corollario 7.4.8. Se o espago vetorial E admite uma base B = {by,....,bq} e se X =

{v1,...; v} € também uma base entdo m = d.

Demonstracao. Como B é gerador e X é LI, temos que m < d. Como X é gerador e B é LI,

temos que d < m. O

Exemplo 7.4.9. O espago R? é gerado por 3 vetores, os vetores {ey, es, e3} da base candnica.

Além disso, geometricamente, podemos ver que um conjunto LI com trés vetores € gerador

Figura 7.2: Com dois vetores geramos um plano. Adicionando-se um vetor de fora desse

plano geramos todo o R3.

veja a Figura|7.9). Logo, se adicionarmos um quarto vetor, ele ja serda combinacao linear
2 )

dos demais. Isso mostra que qualquer conjunto com 4 vetores em R3 € LD.
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A dimensdo de um espaco vetorial E, que denotamos por dim F, é o niimero de elementos

de uma base qualquer de E. Assim, pelo Exemplo concluimos que
dimR? = d,

para todo d > 1.

A presenga de bases em espagos vetoriais faz com que possamos trabalhar (do ponto de
vista computacional) num espaco vetorial de dimensao d da mesma forma como trabalhamos

no espaco euclideano R

Com efeito, seja £ um espago vetorial, d = dim E. Seja B = {by, ..., by} uma base de E.

Entao, dado = € FE, existem ntumeros reais z1, ..., x4 tais que

d
i=1

: : : d
Assim, o ponto z € E pode ser identificado com o ponto (z1,...,x4) = > i, xie; € R
Os numeros reais (z1,...,x4) sdo chamados coordenadas do vetor x relativamente a base

B == {bl, ceey bd}

Teorema 7.4.10. Seja E um espaco vetorial. Seja X = {x1,...,xpm} C E um subconjunto
LI, que nao € gerador. Entdao existe Y = {y1,...,yn} C E tal que B = {x1, ..., Tm, Y1, -, Yn}
¢ uma base de E. Em outras palavras, num espaco vetorial todo conjunto LI pode ser com-

pletado de modo a se tornar uma base.

Demonstragao. Seja F' = §(X). Como o complementar £/ — F' é ndo vazio, existe um vetor
y1 € E—F. Como y ¢ S(X), o conjunto X; = X U{y;} é LL. Se S(X;) = E, acabou.
Caso contrario, existe yo € E — S(X7), e temos, como antes, que Xy = X7 U {y2} é LL
Prosseguindo dessa maneira, obtemos conjuntos LI X,, C X,,;; cada vez maiores. Como F

tem dimensao finita, um desses conjuntos sera gerador e portanto serd a base procurada. [J

Com o mesmo tipo de raciocinio do teorema anterior, podemos demonstrar o seguinte

Teorema 7.4.11. Todo conjunto de geradores contém uma base. Se F C E é um subespaco

entdo dim F' < dim E. Se dim F = dim E entao E = F'.
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Demonstragao. Suponha por contradicao que E'\ F' # (). Seja B = {by, ..., by} uma base de
F. Como E\ F # 0, existe b € E\ F. Como F = S§(B), temos que b nao é combinagao
linear dos elementos de S(B). Afirmo que o conjunto {by,..,b4,b} é LI. Com efeito, se nao

fosse haveriam nimeros reais aq, .., ag, @, nem todos nulos, tais que
Oélbl + ...+ Oédbd + ab=0.

Devemos ter « # 0, pois do contrario terfamos

d
Z OZgbg = O,
(=1

e como B é LI, concluiriamos que os numeros aq, .., g, & sao todos nulos. No entanto, se

aneq0 podemos escrever
d

b=3" —%bg € S(B),

=1
contradigdo. Como d = dim F' = dim E, por hip6tese, usando o Lema [7.4.3] temos que

d+1<d = 1<0,

um absurdo. Isso completa a demonstracao. O

Exercicios resolvidos

Exemplo 7.4.12. Seja E um espacgo vetorial de dimensdao finita e sejam X, Y C E dois
subespacos de E.

(a) Prove que X NY também é um subespago de E.

(b) Prove que X +Y ={ve E;3ze X, yeY; v=ua+y} também é um subespaco.

Demonstragao. (a) Como X e Y sao ambos subespagos de E, temos que 0 € X e 0 € Y.
Logo 0 € X NY. Sejam agora u,v € X NY. Vamos provar que u +v € X NY.
Com efeito, como X ¢é subespaco e como u,v € X temos que u +v € X. Como Y
é subespaco e como u,v € Y temos u +v € Y. Logo, u+v € X NY. Considere,

finalmente, u € X NY e A € R. Vamos demonstrar que \u € X NY. De fato, como
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u € X e como X é subespaco temos que Au € X. Similarmente, como Y é subespaco e
como u € Y temos que Au € Y. Portento, A\u € X NY. Isso prova que X NY cumpre

todos os requisitos da definicao de subespago e completa a demonstracao.

Como na demonstracao acima, vamos verificar que X + Y cumpre os trés requisitos
da definicao de subespacgo. Primeiramente, observe que podemos escrever 0 = 0 + 0,
ecomo 0 € X NY, concluimos que 0 € X + Y. Agora, sejam u,v € X + Y. Vamos
provar que u +v € X +Y. Com efeito, como u € X + Y, existem z, € X ey, €Y
tais que

U= Ty + Yy.

Analogamente, como v € X + Y existem z, € X e y, € Y tais que
V= Ty + Yyp.

Somando as duas igualdades e levando em conta a associatividade da soma de vetores

temos que

U+ v = (T + 2y) + (Yu + Yo)-

Como X ¢é subespaco, x, + x, € X e como Y é subespaco, y, + 4, € Y. Dessa forma,
escrevemos u + v como soma de um vetor em X e um vetor em Y. Isso prova que
u+v € X +Y. Suponhamos agora que u € X +Y e A € R. Vamos provar que
A€ X +Y. De fato, comou € X +Y, existem x, € X ey, € Y tais que u = x, + y,.

Pela distributividade, isso implica que
AU = ATy + AYy.

Como X é subespago, temos Ax, € X e como Y é subespaco temos Ay, € Y. Mais
uma vez, isso mostra que Au pode ser escrito como soma de um vetor em X e um vetor

em Y e portanto demonstra que \u € X +Y, como queria. Isso completa a prova. [l

Exemplo 7.4.13. Eziba dois subespacos X eY de R® satisfazendo dim X = dimY = 3 e
dim(X 4+ Y) = 4. E possivel fazer isso de modo que dim(X NY) =12



7.4. BASES 111

Solugdo. Seja {ey,...,es} a base canonica de R®. Definimos, X = S(ej,ez,e3) e ¥V =
S(eg, e3,e4). Como a base candnica é um conjunto LI, e todo subconjunto de um con-
junto LI é também LI, temos que tanto X quanto Y sao gerados por 3 vetores LI, portanto
dim X = dimY = 3. Além disso, temos que X +Y = S(eq, s, €3,¢4). Com efeito, se x € X
entao existem x1,r9,r3 € R tais que x = x1e1 + 269 + x363. Se y € Y entao existem

Yo, Y3, Ys € R tai que y = yoes + yses + yseq. Logo, usando a distributividade temos que
T +y=x161 + (12 + y2)ea + (T3 + y3)es + yaea.

Isso mostra que X + Y C S(eq,eq,e3,e4). Por outro lado, se v € S(ey, eq,€3,€4) entao,

existem aq, ag, a3, ay € R tais que
V= aje; + agey + ages + agey = (€1 + aen + ages) + agey.

Como aie; + ases + azes € X e ay € Y, concluimos que v € X + Y. Portanto, provamos
também que S(eq, ez, e3,e4) C X + Y. Juntando as duas inclusdes que foram provadas,
concluimos que X +Y = S(ey, ey, €3, e4) conforme afirmado. Em consequéncia disso, temos

que dim X +Y = 4.

Em geral, se X,Y sdo subespagos de um espago vetorial sabemos que dim(X + Y) =
dim(X) + dim(Y) — dim(X NY) (esse é um teorema visto em sala de aula). Logo, se
sabemos de antemao que dim(X) = dim(Y) = 3 e dim(X + Y) = 4 entdo somos for¢ados a
ter dim(X NY’) = 2, portanto nao é possivel exibir X e Y como pedidos e satisfazendo ainda

dim(X NY) = 1. 0

Exemplo 7.4.14. Prove que se F C E é um subespaco de E tal que dim F' = dim E' entao
F=F.

Solugdo. Suponha por contradicdo que E \ F # 0. Seja B = {by,...,by} uma base de F.
Como E\ F # (), existe b € E\ F. Como F = §(B), temos que b ndo é combinagao linear
dos elementos de S(B). Afirmo que o conjunto {by,..,bs,0} é LI. Com efeito, se nao fosse

haveriam numeros reais aq, .., g, @, nem todos nulos, tais que

Oélbl + ...+ Oédbd + ab=0.
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Devemos ter o # 0, pois do contrario terfamos

d
Z Oégbg = O,
(=1

e como B é LI, concluiriamos que os numeros oy, .., g, & sao todos nulos. No entanto, se

a # 0 podemos escrever
d

b=Y —Zb e S(B),

!
=1
contradicao. Como d = dim F' = dim F, por hipdtese, e como todo conjunto LI tem sempre

menos elementos que um conjunto gerador (teorema visto em sala de aula) temos que
d+1<d = 1<0,

um absurdo. Isso completa a demonstracao. O]

Assim, a estrutura de um espaco vetorial pode ser completamente entendida através do
conceito de base: todo espago vetorial (ai incluso, obviamente, os subespagos de um espago
vetorial) é o conjunto de combinagdes lineares dos elementos da base, a qual sempre existe.
Além disso, um vetor sempre pode ser identificado com suas coordenadas com relagao a base

dada.

Em todo espaco vetorial, sempre existem infinitas bases. A escolha de uma base depende
fundamentalmente do problema de interesse. Veremos nos préximos capitulos situagoes onde

a escolha de uma base adequada pode ser decisiva na solugao de um dado problema.

7.5 Exercicios

Exercicio 26. Considere a = (37,0,0,0,0), b = (0,47,0,0,0), ¢ = (0,0,72,0,0), d =
(0,0,0,sin 32 0) e e = (0,0,0,0, %) vetores em R>. Explique por que {a,b,c,d, e} é uma base

15
de R®.

Exercicio 27. Encontre os coeficientes da combinagdo linear dos vetores a = (1,7) e b =

(3,4) que produz o vetor v = (9,46) € R? .
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Exercicio 28. Considere u = (1,2,3), v = (3,2,0) e w = (2,0,0), vetores em R?® e decida
se o vetor x = (1,1,1) pode ser escrito como combinacgdo linear dos vetores u,v e w. Em

caso afirmativo, determine os numeros reais o, 3 e y tais que

au + v +yw = x.
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Capitulo 8

Bases ortonormais

Seja E' um espago vetorial de dimensao finita d, munido de um produto interno (.,.). Uma

base B = {by,...,bq} de E é dita ortonormal se satisfaz

1, se 1=
<bi’bj> =

0, caso contrario

Por exemplo, a base canonica € = {ey, ..., ¢4} de R munido do produto interno euclideano

¢ um exemplo de uma base ortonormal.

As bases ortonormais permitem dotar qualquer espago vetorial munido de um produto
interno da mesma estrutura algébrica e geométrica dos espagos euclideanos. Além, mesmo
no contexto especifico dos espacos euclideanos sua importancia conceitual nao deve ser ne-

gligenciada.

Por isso, neste capitulo vamos aprender um algoritimo para construir bases ortonormais

a partir de qualquer base e vamos ver uma aplicacao geométrica desse algoritimo.

8.1 O algoritimo de Gram-Schmidt

Seja F um espago vetorial de dimensao finita d, munido de um produto interno (., .). O leitor

menos interessado em generalidades matematicas pode sem problemas ler tudo o que se segue

115
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assumindo que F = R? e que o produto interno em tela é o produto interno euclideano usual.

Seja I’ C E um subespaco de dimensao n e seja {v!,...,v"} C F uma base qualquer de

F.

Teorema 8.1.1 (Gram-Schmidt). Eziste {w!,...,w"} C F tal que (w',w?) = 0 para todo

1% j e, além disso, para cada ¢ =1,....n,
S ({v', .., v}) =8 ({w', ..., wY}) .
Demonstragao. Defina w! = v! e vamos definir w? pondo
2t - Lt

Entdo, claramente w? € S ({v?,v'}) e

whw!) = (o2, wh) -

(wh, wh)

’11)1

Figura 8.1: O primeiro passo do algoritimo de Gram-Schmidt

Suponha por inducao que os k primeiros vetores w', ..., w* tenham sido construidos. Evi-
dentemente, estamos pensando nesse raciocinio que k£ < £. Defina
k k+1 ,.j
def v w :
wk’-i—l def Uk+1 o E < : ) : >'LU].
(w?, w?)

Jj=1

Observe que wftl € S({w!,...,w* v¥*1}). Como estamos supondo, seguindo o principio

da inducao finita, que as primeiras k etapas foram realizadas com sucesso, sabemos que
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S({vh, ..., v*}) = SHw!,...,w*}). Logo, S({v},.....;v% v*1}) = S{w?, ..., wk, v*1}). Por-

tanto, w*! € S({v?, ....,v* v**1}) e conclufmos assim que

S, . oF P = S{w!, . wk, wFTY.

k+1

Vamos agora verificar que w"™ é ortogonal a todos os vetores ja construidos. Com efeito,

pela linearidade do produto interno temos que para todo ¢t =1, ..., k,

k+1 i k+1

L Y ) k k+1 4.7 .
(W w') - 0 >w Jw' = (T W'y — E <U.—’w.>(wj,w’>.
(w

,w) (w3, w)

k
i—1 j=1

j
Como as etapas anteriores foram executadas com sucesso, temos que para cada j # i,
(w’,w') = 0. Portanto, a tnica parcela nao-nula no somatério acima vai ser aquela corres-
pondente a j = i. Segue que

~<Uﬁ,Uﬂ>

<wk+1 < k+1 ,’LUZ>

Jw') = (v s

Jw') — (v =0.

{w?, w?)
Isso prova, por inducao, que todas as etapas serao construidas com sucesso e conclui a

demonstracao. O]

8.2 O complemento ortogonal

Vamos agora apresentar uma aplicagdo conceitual (mas com forte apelo geométrico) do

Teorema 8.1.1} Seja F' C E um subespaco de dimensao n.

Definicao 8.2.1. O complemento ortogonal de F' é o conjunto
FL={yeFE;{yz) =0V e F}.

Ou seja, o complemento ortogonal de F' é conjunto formado pelos elementos de E que sao

ortogonais a todos os vetores em F.

Lema 8.2.2. F* ¢ um subespaco

Demonstragao. Como 0 é ortogonal a todos os vetores de F, temos em particular que 0 € F'*.

Suponha agora que x,y € F* e A € R. Vamos provar que o vetor x + \y pertence a F*. Isso
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Figura 8.2: Nas duas figuras, o subespaco vermelho é o complemento ortogonal do subespaco

azul.

significa provar que x + Ay é ortogonal a todos os vetores em F'. Entao, seja z € F' qualquer.

Temos, pela linearidade do produto interno que
(2,2 + Ay) = (z,2) + Mz, ).

Como z,y € F*, temos (z,2) = (y,2) = 0, logo {2,z + A\y) = 0. Portanto z + \y € F'* para
todo A € R. 0

Lema 8.2.3. F+ N F = {0}

Demonstracio. Suponha por contradigao que exista y € F+ N F\ {0}. Comoy € F*+, y é
ortogonal a todos os vetores de F. Como y € F, segue que y é ortogonal a si préprio, ou
seja

lyl* = (y.y) =0.

Mas isto implica que y = 0, absurdo. O

Lema 8.2.4. dimF+ <d—n

Demonstragdo. Vamos denotar £ = d — n. Sejam {v!,...,v"} C F uma base de F e seja
{u!,...,u*} uma base de F+. Como F+ N F = {0}, nenhum vetor u/ ¢ combinagao linear
dos vetores v!,...,v". Portanto, o conjunto {v!,...,v" ut,...,u*} C E é L1. Pelo Lema

temos entao que n+k <d = k<d-—n. O
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Observe com atencao a figura . No lado, esquerdo, F' (areta azul) e F'+ a reta vermelha
possuem ambos dimensao 1, portanto a soma das suas dimensoes ¢ a dimensao do espaco
ambiente. NA figura do lado direito, F' é o plano azul, que tem dimensao 2 e F* ¢ a reta
vermelha que tém dimensao 1, portanto a soma de suas dimensoes ¢é igual a dimensao do
espaco todo. Vamos agora aplicar o algoritimo de Gram-Schmidt para ver que nada disso é

mera coincidéncia.

Teorema 8.2.5. dim F +dim F- =d

Demonstragao. Seja{v',...,v"} uma base de F. Complete essa base (usando o Teorema|7.4.10)

com os vetores u', ..., u’, onde ¢ = d — n, de modo que o conjunto

de modo que

ntl L w6 um conjunto

LI contido em F*. Isso implica que dim F* > ¢. Pelo Lema segue que dim F'+ = /.

e como os vetores w’ sao todos ortogonais entre si, vemos que {w

Como ¢+ n = d, a prova esta terminada. O

8.3 A projecao ortogonal

Vamos aplicar o conceito de ortogonalidade para resolver o seguinte problema: seja F C R¢
um subespaco com dimF =n < dey € R*\ F. Como encontrar o ponto de F' mais
proximo de y? De fato, usando Grham-Schimidt podemos escrever y = Zzlzl ayvy onde

{vy,...,vq} C R? é uma base ortonormal com {v,...,v,} C F. Assim, podemos escrever

y:iawg—i-ZagW:a—l—b,
=1

I>n

coma€ Febc Ft. Como F @ F+ =R? esse modo de escrever y é tinico.
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Proposicao 8.3.1 (Projecao Ortogonal). a € o ponto de F' mais proximo de y.
Demonstracao. Seja & € F qualquer. Entdo, como b € F* e a — £ € F, temos que

ly =€l = lly —a+a—¢&[> = [blI* + fla — &I1* > [[B]1%,
com igualdade se, e somente se a = £. O]
Exercicios resolvidos

Exercicio 29. Sejam x,y € R%. Prove que existe A € R tal que x — \y € ortogonal a y.

Solugao. Tome \ = gz; Entao, pela linearidade do produto interno temos que

(x =Xy, y) = (7,9) — My, y) = (v,y) — (z,y) = 0.

Portanto, x — \y é ortogonal a y, como queria demonstrar. O



Capitulo 9

Funcoes lineares e suas matrizes

A estrutura algébrica fundamental de um espago vetorial estda encapsulada no conceito de
bases, que vimos anteriormente. Todo espaco vetorial de dimensao finita é construido com
uma quantidade finita de informacao: todo vetor pode ser escrito como combinacao linear

dos elementos da base.

Neste capitulo vamos olhar essa estrutura de uma outra perspectiva, mais geométrica.

Vamos estudar fungoes entre espagos vetoriais. Contudo, o que hé de geometria nisso?

Ora, uma funcao f : X — Y entre dois conjuntos pode ser olhada como uma trans-
formacao: uma entidade que transforma elementos do conjunto X em elementos do conjunto
Y. Se X e Y forem dotados da estrutura de espaco vetorial entao, uma funcao f : X — Y
transforma pontos do espaco X em pontos do espaco Y. Agora, imagine que X =Y = R?
s6 para fixar ideias. Como uma reta em R3 é transformada por f? Como um plano em R?
¢ transformado por f? Como uma esfera em R3 é transformado por f? O sabor dessas per-
guntas é evidentemente geométrico. No entanto, a estrutura algébrica de um espaco vetorial
permite que essas mesmas perguntas possam ser formuladas em qualquer espaco vetorial de

dimensao finital

Com efeito, uma reta num espaco vetorial é o subespaco gerado por um vetor. Um plano
¢ o subespago gerado por dois vetores. Uma esfera é o conjunto dos vetores cujo quadrado

das coordenadas com respeito a uma base ortonormal somam 1/

10u seja, se E é um espaco vetorial de dimensdo d e B = {by,...,bg} é uma base ortonormal entdo uma

121
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Entao, em resumo, vamos estudar esse tipo pergunta geométrica sobre fungoes (ou trans-
formacoes) entre espagos vetoriais com o intuito de mergulhar mais profundamente dentro
da estrutura algébrica deles. Por essa razao, vamos restringir esse estudo a um tipo muito
especial de transformacoes: justamente aquelas que respeitam a estrutura algébrica, as trans-

formacoes lineares.

Ao leitor que sé estd aqui por que assim manda a graduagao em economia, ou engenharia,
eu sei que isso pode parecer metafisica esotérica de matematicos que ja tém a vida ganha
e nada com que se preocupar. Pois justamente, as aplicagoes desse estudo que veremos
visam te mostrar, caro leitor, que essa metafisica esotérica é coisa muito séria, que molda
a realidade a nossa volta, e que o entendimento dela vai ter um impacto profundo na sua

carreira (e portanto na sua conta bancaria).

9.1 Funcoes Lineares

Lembre que, se X e Y sao conjuntos uma funcao entre X e Y é uma lei que associa a cada

elemento z € X um elemento f(x) € Y, chamado imagem de = pela fun¢ao f: X — Y.

Definicao 9.1.1. Sejam E e F espacos vetoriais. Uma funcao A : E — F entre E e F' €

dita linear se satisfaz as sequintes propriedades

1. A(x+y) = A(z) + Aly), para todos x,y € E;

2. A(A\x) = MNA(x), para todos A € R ex € E.

As fungoes entre espacos vetoriais que sao dotadas do superpoder da linearidade sdo, em
muitos lugares literatura afora, também chamadas de transformacoes lineares, um nome que
enfatiza o sabor geométrico desse ingrediente fundamental da algebra linear. Embora eu
prefira evitar essa nomenclatura, pois ela obscurece o fato de que uma transformacao linear
nada mais é do que uma fun¢ao dotada de uma propriedade especial, é possivel que eu chame

funcgoes lineares aqui e acola de transformacoes lineares.

esfera em E é o conjunto S = {1 € F;z = Z?:l zibi; 0 22 =1}

1=1"
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Exemplo 9.1.2. 1. Lembre que R € um espaco vetorial de dimensao 1. A funcao A :

R — R, definida por A(x) = 2x € linear. Com efeito,

Alx+y) =2(x +y) =2z + 2y = A(z) + Aly),

A(Ax) = 2 z = X2z = MA(x).
2. Considere f : R3> — R definida por
flzyy,2)=x+y+ 2

Entdo, f é uma transformacdo linear entre os espacos vetoriais R® e R. Com efeito,

se (x1,y1,21) € (T2, Yo, 22) sGo vetores em R temos que

f((@1,y1,21) + (22,92, 22)) = flwn + 22,91 + y2,21 + 22) (9.1)
= 1+ T2ty T Y2t 2+ 2 (9.2)
= ity tatraty+ 2 (9.3)
= f(x1,y1,21) + f(22, Y2, 22)- (9.4)

Analogamente, se (z,y,z) € R® e A € R entao

FOz, Ay, Az) = e+ dy+ Az =Na+y+2) = Af(z,y,2).

3. Sejam E e X um espagos vetoriais quaisquer. Seja ¢ : E — X dada por ((x) = 0.

Entao, ( € uma transformacao linear.

4. Seja E um espago vetorial el : E — E dada por1(v) = v. Entdo ¢ é uma transformag¢ao

linear, chamada a identidade do espaco E.

Uma transformacao linear é uma funcao que preserva a estrutura linear de um espaco
vetorial. Assim, como veremos logo a seguir, sempre transforma subespagos em subespagos.
De fato, é facil ver que uma transformacao linear A : F — F sempre transforma o vetor nulo

de E no vetor nulo F.

Lema 9.1.3. Sejam E e F espacos vetoriais e A : E — F uma transformacao linear. Entao

A(0) = 0.
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Demonstracao. Com efeito, A(0) = A(0+0) = A(0) + A(0), portanto A(0) = A(0) — A(0) =
0. [

9.1.1 Matrizes como transformacoes lineares

Uma matriz A,,x,, = [a;;] ¢ uma tabela de niimeros com m linhas e n colunas, onde o nimero

que fica na intersecao da linha ¢ com a coluna j ¢ o nimero a;;.

Exemplo 9.1.4. Ezemplos de matrizes:

1 2
1. Uma matriz2 x 2 A=

3 4

3 7 4
2. Uma matriz3 x 2 A =

T e 0

Dada uma matriz, A = [@;;}mxn, podemos decompo-la em seus vetores-linha e vetores-
coluna. Observe que cada coluna A possui m entradas, logo pode ser vista como um vetor

de R™ ao passo que cada linha, possuindo n entradas, pode ser vista como um vetor de R”.
b b b

Definicao 9.1.5 (Vetor-linha e vetor-coluna). Seja A = [aij]mxn wma matriz com m linhas

e n colunas. Para cada j € {1,...,n}, o vetor

¢; = (a1, ey Gy) € R™.

¢ chamado o j-ésimo vetor coluna de A. Para cada i € {1,...,m} o vetor
def
gi = (a“, ...,Clm) c R"
¢ chamado o i—ésimo vetor linha de A.
Abuso de nomeclatura— E importante o leitor ter em mente, daqui para frente, que,
por motivo de fluidez na comunicagao, na maioria das vezes que nos referirmos a um vetor

linha de uma matriz A vamos falar somente uma linha de A. Analogamente para os vetores

coluna.
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Toda matriz A,,x, pode ser encarada como uma funcao linear A : R" — R™. Vamos
explicar este procedimento em detalhes. Dado um vetor z = (x1,...,x,) € R", podemos

escreveé-lo como uma matriz n x 1:

€

X2

8
I

Tn

Observe que a matriz A,,«, possui n de elementos em cada linha, o mesmo nimero
de entradas do vetor z = (x1,...,z,) € R". Assim, para cada linha i da matriz podemos
multiplicar o termo a;; pela coordenada z;. A soma dessas n multiplicagoes serd a i-ésima

coordenada do vetor imagem A(z) € R™.

I
n
ai, ... A1n Zj:l Q15T
T2
’ n
Al - Qn 23:1 U5
Tn

Observe que a i-ésima coordenada do vetor imagem A(x) é o produto interno (¢;, z) entre a

1-ésima linha da matriz A com o vetor z. Logo, podemos escrever
<€17 JZ>
Alz) =
(Cin, )

A funcao A : R" — R™ assim definida é uma transformacao linear, pois se z,y € R"”

entao, pela linearidade do produto interno euclideano
<€1,l’+y> <€17$> <€17y>
Alx +y) = : = S I = A(z) + A(y),
e, analogamente, qualquer que seja A € R, teremos
<€1,/\l’> /\<€1,$>
A(dx) = = = \A(z).
(b, AT) Ay, )
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2 1
Exemplo 9.1.6. 1. Seja A = , uma matriz quadrada 2 X 2. Entao, a trans-
11

formacao linear A : R? — R? induzida por A € a funcao que leva um vetor v = (x,y) €

R? no vetor A(v) = (2x +y,x +y), pois

2 1| |z 2z +y

1 1 |y T+y

Observe que A(0,0) = (0,0) (jd sabiamos que tinha que ser assim devido ao Lemd9.1.3).
Além disso, A(1,2) = (4,3) e A(2,4) = (8,6). Esta dultima igualdade apenas ilustra o
fato, também ja esperado, que A(2(1,2)) = 2A(1,2). Mais geralmente, a reta

r={(\2\); X € R}
¢ transformada por A na reta

A(r) = {(4X,3)\); X € R},

Figura 9.1: A matriz A transforma a reta vermelha, gerada pelo vetor (1,2), na reta azul,

gerada pelo vetor (4, 3).

2. Uma matriz pode colapsar uma reta na origem. Isso € fdcil de ver na matriz A =
0 1

0 0

, pois o vetor e; = (1,0) € transformado no vetor A(1,0) = (0,0), mas também
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1
ocorre com a matriz A = . Com efeito, o vetor (2,—1) € transformado no vetor
2 4
1 2 2
A2,—1) = =(2—2,4—4) = (0,0).
2 4| -1

\

Figura 9.2: A matriz A colapsa a reta vermelha, gerada pelo vetor (2, —1), no ponto (0, 0).

Como descobrir de antemdo qual vetor serd ou nao colapsado pela matriz? No caso

especifico deste exemplo, considere os vetores ey = (1,0) e e = (0,1) da base candnica

de R?. Observe que A(er) = (1,2) e A(ez) = (2,4) = 2A(ey). Logo,

0 = A(es) —2A(e1) = Ales) — A(2e) (9.5)
= A(ea —2e1) = A((0,1) — (2,0)) = A(—2,1) (9.6)
= —A(2,-1), (9.7)

e portanto A(2,—1) = 0. De um ponto de vista mais conceitual, podemos esclarecer
esse exemplo da sequinte forma: a base o vetor ey € transformado num mailtiplo da

imagem do vetor ey; ou seja: o conjunto LI {ey,es} € transformado num conjunto LD

{A(er), Ale2)}-

3. Considere a transformacao linear f : R® — R, do exemplo . Note que f pode ser

vista a transformacao linear induzida pela matriz de uma unica linha [1 1 1], POLS

x
[1 1 1} yl =z +y+ 2

z
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Em particular, f(e1) = f(ea) = f(es) = 1. Por outro lado, f(1,1,-2) = 0 e
f(1,2,=3) = 0. Observe que os vetores (1,1,-2) e (1,2,—3) ndo sdo colineares, e
portanto geram um plano em R3. Esse plano é o subespago gerado por (1,1,—2) e
(1,2,-3),

P={a(1,1,-2)+ 5(1,2,-3);, B € R},
que € o mesmo que o conjunto de todas as combinagoes lineares possiveis entre (1,1, —2)

e (1,2,-3). Como f € linear, para todo v € P, teremos

fv) = fla(l,1,-2) 4+ B(1,2,-3))
= fla(1,1,-2)) + f(B(1,2,-3))
= af(1,1,-2) + (1,2, -3)
= a0+ 0 =0. (9.8)

Portanto, f colapsa o plano P em zero.

Figura 9.3: A transformacao f colapsa o plano P, gerado pelos vetores azul e vermelho, em

Zero.

Exemplo 9.1.7. Nos dois exemplos a sequir iremos analisar transformacoes lineares de-

finidas no espaco R3. Lembre que a base candnica do R® é formada pelos vetores e; =

(1,0,0),ea = (0,1,0) e e3 = (0,0,1).

1 47

1. Considere a matriz A = . A transformacdo linear A : R® — R? leva os

1 21

vetores {e1, ez, e3} da base canoénica de R® nos vetores A(ey) = (1,1), A(es) = (4,2)
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e A(eg) = (7,1). Note que os vetores (1,1) e (4,2) ndo sao colineares, logo sio LI, e
portanto formam uma base de R%. Em particular, o vetor A(es) = (7,1) é combinagao

linear dos vetores A(er) = (1,1) e A(es) = (4,2).

1 46

2. Considere a matriz A= |1 2 4| . Temos entdo uma transformacao linear A : R3 —

113
R3. Observe que A(ey) = (1,1,1), A(ez) = (4,2,1) e A(es) = (6,4, 3). Portanto,

A(63) = 2A(€1) + A(eg).
Isso implica que
A(—6,—4,-2) = A(ez — 261 — e9) = A(ez) — 2A(e1) — A(ez) = 0.

Em particular, para todo A € R, tem-se A(—6\, —4\, —2)\) = 0. Desse modo, a matriz
A transforma o plano gerado pelos vetores e; e es no plano gerado pelos vetores (1,1, 1)
e (4,2,1) (note que estes vetores nao sao colineares), e, ao mesmo tempo, colapsa a

reta gerada pelo vetor (—6, —4 — 2) no vetor nulo.

9.2 A matriz de uma transformacao linear

Para terminar esse capitulo vamos explicar uma propriedade fundamental das transformacoes
lineares: o fato de que, pondo-se bases no espaco de partida e no espaco de chegada da
transformacao, podemos associar a ela uma unica matriz, de forma que essencialmenttﬂ

as transformacgoes lineares que vimos anteriormente sao as Uinicas que existem.

9.2.1 Combinagoes lineares

Sejam F e F' espacos vetoriais de dimensao finita e f : E — F uma transformagao linear.

Corroborando a ideia de que uma transformacao linear é uma funcao que respeita a estrutura

2Isso porque a matriz da transformacdo depende apenas das bases nos espaco de partida e no espaco de

chegada. Se vocé muda as bases, a matriz muda.
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algébrica dos espagos vetoriais, vamos demonstrar a seguir que toda transformagao linear

respeita combinagoes lineares.

Proposigao 9.2.1. Sex =" ouy; em E entao f(xz) =>""  a;f(y) em F. Em palavras:
se x € E se escreve como combinacao linear dos vetores yi,...,y, de E entao sua tmagem
por [ se escreve como combinagdo linear dos vetores f(y1), ..., f(yn) de F, com os mesmo

coeficientes.

Demonstracao. A prova se faz por indugao no nimero de vetores envolvidos na combinagao
linear. Se n = 1, o enunciado se reduz a linearidade de f: f(ayz1) = a1f(z1). Agora,
suponhamos que o enunciado seja verdadeiro para n = k vetores e vamos provar que ele é
verdade para n = k41 vetores. Entao, temos k+ 1 vetores y1, ..., Y41 em E, e k+1 nimeros

reais v, ..., pi1. Seja
k+1

T = Zaiyi e b.
i=1

N k . .
Entao, escrevendo z = Y . (;y;) + ak11Yk+1 € usando a linearidade de f obtemo
K k

f(m) = f(Z(O‘zyl) + ak+1yk+1 Z ozlyz + f(Oék+1yk+1) (9.9)

i=1 i=1

Pela linearidade temos que f(c+1yps1) = pi1f(Yr+1). Pela hipétese de indugao, f (Z (ogy;) =

S @i f(y;). Usando essas duas igualdades em obtemos

k k+1

Zaz Yi) + Qrgrf (Yrs1) Z@zf Yi)-

=1

Portanto, a propriedade anunciada é verdadeira para n = k‘ + 1. Pelo principio da indugao

a demonstracao esta terminada. O

9.2.2 A matriz de f relativa a bases de £ e de F

Considere agora B = {by,...,b;} uma base de E e B = {vy,...,v,} uma base de F. Para
cada j € {1,...,d} o vetor f(b;) € F pode ser escrito como combinacao linear dos vetores da

base B'; ou seja, existem nimeros reais ayj, ..., a,; tais que

n
) = Z &ijvi-
i=1

?Ou seja, usamos f(a +b) = f(a) + f(b) com a = Zi‘c:1(aiyi) e b= pt1Yr+1-
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Com essas informagcoes, podemos montar uma matriz A = [a;;]nx4, chamada matriz de f
relativa as bases B e B, cujas colunas sdo os vetores ¢; = (ayj, ..., a,5) € R”, e as linhas
sao os vetores {; = (a1, ..., a;q) € RY As colunas de A possuem ainda uma interpretagio

interessante:

A j-ésima coluna da matriz de f relativa as bases B e B’ é o vetor c; € R"
cuja i-ésima entrada € i-ésima coordenada (na base B') do vetor f(b;) (o

j-€ésimo vetor da base B).

Agora, usando a base B podemos identificar cada vetor x € E com um vetor z € R%: basta
escrever r = Zle r;b; € E e identificar z com o vetor (x1,...,24) € R  Similarmente,
cada vetor y € F pode ser identificado com um vetor de R™ usando a base B’. Com
essas identificacoes, f : E — F pode ser reinterpretada como uma funcao f : R? — R”,

basta escrever f(z) € R" como as coordenadas da imagem de = por f em F. Ou seja, se

x=3"0 2 e f(x) =", yiv; entdo definimos a funcdo f : R? — R” impondo

fx1, oy xg) = (Y1, Yn) € R™.

E qual a relacao de f : R? — R” com a matriz de f?— Vamos provar agora que a
f:R% — R” ¢ a transformacao linear definida pela matriz de f. Com efeito, usando trans-

formacao lineares levam combinacoes lineares em combinacoes lineares, podemos escrever

flz) = f(ijbj) :Z%‘f(bj)

d

n
= E LUjE az’jvi
=1

j=1

d n
= E E Ijaij’Ui

j=1 i=1

= Z<l’, €z>vz

i=1
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Mais exemplos de transformacoes lineares

Fungao antipoda— Considere f : R — R dada por f(z) = —z. Como nio estamos

fazendo nenhuma mengao as bases usadas, vamos sempre supor tacitamente que estamos

considerando a base canonica {ey,...,eq} de R%. Como f(e;) = —e; concluimos que a j-

ésima coluna da matriz de f é o vetor —e;. Portanto, a matriz de f é —1.

Inversao de coordenadas— Considere f : R — R? dada por f(xy, ...

Entao f(e;) = eq—;, € portanto a matriz de f é

Soma corrente— Considere f : R — R¢ dada por

f(l'17"'7md) :($1,$1+CL‘2,$1+I’2+ZE37..., xﬁ)

o~
Il Q.
_

7ZL'd) = ([Ed,

Note que f(e1) =1, f(es) = (0,1,1,...,1), f(e3) = (0,0,1,1,...,1),..., f(eq) = e;. Assim, a

matriz de f na base canonica de R? é

1 00 0
1 10 0
A=1|1 1 1 0
111 1 1

Operador vetor centrado— Considere f : R? — R? dada por f(z) = x — u(x)l. A matriz

de f 6

-
Se L

S
Ul &l

T
-
Ul
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9.2.3 Exemplos de aplicacoes

Em geral as fungoes que aparecem em aplicacoes e em modelos do mundo real nao sao
lineares (nem sequer afins). No entanto, quase sempre elas podem ser aprorimadas em
algum sentido por fungoes lineares. Dessa forma modelos mais realisticos (e por isso mesmo

mais complexos) podem ser estudos de forma aproximada por modelos muito mais simples.

Elasticidade preco-demanda

Considere um conjunto de n bens ou servicos cujos precos sao dados por em vetor p € R" e
suponha que a demanda por cada um desses produtos seja dada por um vetor d € R"”. Uma
variagao nos precos induz uma variagao na demanda e gostariamos de entender de que forma

a variacao na demanda depende da variagao nos precos.

Vamos considerar que o novo vetor de precos da economia seja p € R™. O vetor que da
a variacao percentual de precos é o vetor 6”7 € R" cuja j-ésima coordenada é
st Pi =P
J .
Dj

Similarmente, denotando por d € R™ o novo vetor de demanda, o vetor que fornece a variacao

percentual de demanda é o vetor §¢ € R" cuja j-ésima entrada é

d; — d,
d;

Com essas notacoes, o problema que queremos resolver é: de que forma o vetor 6¢ depende

d def
07 =

do vetor 0?7 Um modelo que responda a essa pergunta é chamada modelo de elasticidade
preco demanda. Num modelo de elasticidade linear, a variacao na demanda 6% € R™ se

relaciona com a variac@o nos precos 6* € R” através de uma matriz E = [0;;],xn:
¥ =F (0P).

Por exemplo, suponha que 6;; = —0.4. Entao, se aumentamos em 1% o preco do primeiro
bem, deixando os outros fixos, vamos ver um decréscimo de 0.4% na demanda desse mesmo
bem. Por outro lado, se f5; = 0.2 entao, de acordo com esse modelo, um aumento de 1%
no prego do primeiro bem vai causar um aumento de 0.2% na demanda pelo segundo bem.
Nesse caso, os economistas dizem que o segundo bem funciona como um substituto parcial

do primeiro.
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Deformacgoes estruturais

Considere uma estrutura de ago como uma ponte ou a estrutura interna de um prédio. Seja
f um vetor de R™ que da a forca exercida na estrutura em n pontos diferentes dela. A
estrutura vai se deformar levemente devido a essas forcas. Seja d € R™ o vetor que da o
deslocamento da estrutura em cada ponto. Para pequenos deslocamentos a relagao entre eles

e a forca sofrida pela estrutura ¢ bem aproximada por um modelo linear:

d = A(f),

onde A = [@jj]nxn ¢ uma matriz.

9.3 Funcoes afins

Seja A = [a;;]axa uma matriz. Vamos denotar por A : RY — R? a funcdo linear cuja matriz

na base canonica é A. Uma funcdo afim é uma funcao f : R? — R da forma

onde b € R? ¢ um vetor fixado. As funcoes afins, ao contrario das lineares, nao preservam

combinagoes lineares. Contudo, elas preservam combinagoes afins. Com efeito, se a e [ sao
‘ : 1 30 vet de R? enta = 1 pod

nimeros reais que somam 1 e se x,y sao vetores de entao, como « + podemos

escrever b = (a+ )b = ab + Bb. Logo,

flaz+By) = Alax+By)+0
= «aA(z)+ BA(y) + ab+ pb
= a(A(@) +b)+ B (Aly) +b)
= af(z)+Bf(y)



Capitulo 10

Exemplos e aplicacoes de matrizes

Informados da intima relacao entre matrizes e transformagcoes lineares entre espagos vetoriais
de dimensao finita, vamos agora nos deter no estudo mais sistematico de matrizes. Com o que
acabamos de ver, sabemos que isso nao nos tira do objetivo guia, que é enxergara estrutura
algébrica dos espacos vetoriais através das propriedades geométricas das transformacoes

lineares entre eles.

10.1 Aplicacoes
Imagens

Uma imagem preto e branca com m X n pixeis pode ser interpretada como uma matriz.
Nesse caso, a entrada a;; representa a intensidade de cor do pixel na posi¢ao vertical 7 e na

posicao horizontal j.

Dados climaticos

Uma matriz m x n pode ser usada para sintetiza a informacgao pluviométrica ao longo de n
dias consecutivos em m localidades diferentes. Nesse contexto, por exemplo, a entrada as4

fornece a quantidade de chuva na 3° localidade ao longo 4° dia.

135
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Tabela de contingéncia

Suponha uma colecao de objetos que podem possuir dois atributos, sendo que existem m
possibilidades para o primeiro atributo (numeradas de 1 a m) e n possibilidades para o
segundo (numeradas de 1 a n). Podemos formar uma matriz A = [a;j|mx» na qual a entrada
a;; fornece a quantidade de objetos cujo primeiro atributo ¢ igual a ¢ e cujo segundo ¢ igual
a j. Por exemplo, para cada estudante da educagao basica no Brasil podemos atribuir duas
caracteristicas: a série escolar em que ele se encontra (numeradas de 1 a 12) e o estado
da federagao onde ele mora (numerados de 1 a 27). Nesse caso, a entrada ai;17 fornece a
quantidade estudantes no 2° ano do ensino médio (penultimo ano de formacao na educagao

bésica) no estado 17 da federagao.

10.2 Tipos especiais de matrizes

Matriz de zeros

E a matriz Z,,yn = [0];mxn que possui todas as entradas nulas. Claramente a transformagcao

linear Z : R" — R™ satisfaz Z(x) = 0 para todo x € R".

Matriz identidade

E a matriz I = [0;;], onde d;; = 1 se i = j e 0 caso contrério. Ou seja

10 0
0 1 0
I =
00 1]

Matriz esparsa

Uma matriz é esparsa quando muitas de suas entradas sao nulas. A fracao das entradas que

nao ¢ nula é chamada o padrao de esparsidade da matriz.
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Matriz diagonal

Uma matriz diagonal é qualquer matriz cujas entradas a,; satisfazem i # 7 = a;; = 0.

Obviamente uma matriz diagonal é esparsa.

Matriz triangular

A = [a;;] é triangular superior se 1 > j = a;; = 0.

A transposta

A transposta de uma matriz A é matriz cujas linhas sao as colunas de A. E denotada por

AT,

Matrizes simétricas

Uma matriz é simétrica se A = AT

10.3 Algumas transformacoes geométricas

Figura 10.1: Rotacao de 60° de um triangulo retangulo.
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Exercicios resolvidos

Exercicio 30. Considere uma conta bancaria que rende juros a uma taxa mensal constante
igual & € (0,1). Seja c € R™ o vetor que representa o fluxo de dinheiro nessa conta (depdsitos
e saques) durante n meses. Por ezemplo, ¢y < 0 significa que houve saque no 4° més, e c; > 0
indica que houve depdsito no 7° més. Seja s € R"™ o vetor saldo, ou seja, a entrada s; é o

saldo na conta no més j. Assim, s1 =c; e
sjr1 = (L+&)s; + ¢t

Encontre uma matriz A = [a;j]nxn tal que A(c) = s.

Solugdo. A férmula recursiva s;1 = (14 §)s; + ¢j41, tendo-se em conta que s; = ¢;, nos

permite escrever

So=(14&s1+co=(1+E&)c1 + o

A partir dai, vemos que
S3 = (1 + f)SQ +c3 = (1 + 5)201 + (1 -+ f)CQ + cs3.

Ou seja, para cada £ = 1,...,n, temos

-1

Sp = Z(l +&)¢;.

J=0

A partir dessa férmula, podemos ver que a matriz

1 0 0 o 0
(1+¢) 1 0 .0
A= | (1+¢)? (1+9) 1 ... 0
0
(T4+)™ " A+9" 2 1+ ... 1
satisfaz A(c) = s. Isso completa a solugao. O

Vamos implementar a solucao do Exercicio anterior em Julia:
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function poup(n,)
P=zeros(n,n)

for i=1:n

for j=1:n

if i<j P[i,j]=0

else P[i,j]:(l—i-ﬁ)zi'j)
end

end

end

return P

end

Alguns exemplos:



140 CAPITULO 10. EXEMPLOS E APLICACOES DE MATRIZES

Out[7]: poup (generic function with 1 method)
In [8]: n=8; ¢=1

poup(n,)

Out[8]: 8OE8 ArrayFloat64,2:

1.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
2.01.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

4.0 2.0 1.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

8.0 4.0 2.0 1.0 0.0 0.0 0.0 0.0

16.0 8.0 4.0 2.0 1.0 0.0 0.0 0.0
32.0 16.0 8.0 4.0 2.0 1.0 0.0 0.0
64.0 32.0 16.0 8.0 4.0 2.0 1.0 0.0
128.0 64.0 32.0 16.0 8.0 4.0 2.0 1.0
In [9]: n=4; £€=0.01

poup(n,§)

Out[9]: 40E4 ArrayFloat64,2:

1.0 0.0 0.0 0.0

1.01 1.0 0.0 0.0

1.0201 1.01 1.0 0.0

1.0303 1.0201 1.01 1.0

Exercicio 31. Suponha que o historico de compras de n produtos por um conjunto de d con-
sumidores seja modelado por uma matriz Q) = [gijlnxa de tal forma que q;; seja a quantidade
do produto i comprada pelo consumidor j. Nesse contexto, podemos interpretar também os
precos desses n produtos como sendo um vetor p € R". Um analista de dados procura a
matriz C = [¢ijlnxa tal que a entrada c;; forneca a quantidade de dinheiro gasta pelo con-

sumidor j mo produto i. Ezxpresse a matriz C' em fungdo (das entradas) de Q) e do vetor

p-

Solugao. Se o consumidor j comprou ¢;; unidades do produto %, a um prego p; entao o gasto
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serd g;;p;. Ou seja ¢;; = q;;p;. Portanto

quipr qi2Pp1 .- (1dP1
G21P2  Qq22P2 ... G24P2
C =
_inpn dnoPn - - - Qndpn_

Exercicio 32. Uma rede varejista possui 3 lojas espalhadas por Niterci. Cada loja recebe
em uma dada semana uma quantidade de mercadoria, de forma que as lojas 1,2 e 3 recebam,
respectivamente, 3,4 e 5 mil mercadorias. O gerente geral de logistica decide redistribuir
de forma que para cada loja j, uma fracao a;; da quantidade de mercadorias que ela recebe
serd enviada a loja t. Em particular, a;j representa a fracdo da quantidade de mercadorias
recebidas que permanecerd na loja j. Seja y; a quantidade de mercadoria final da loja j

(apds a redistribuicdo). Supondo que os numeros a;; formem a matriz

0.1 04 0.3
A=107 04 03],
02 0.2 0.4

determine a quantidade de mercadorias ys que a terceira loja receberd apos a redistribuicao.

Solugdo. Sejam x = (3,4,5) e y = (y1,Y2,¥3). Entdo, o modelo colocado no enunciado

fornece a relagao a seguinte entre esses vetores: y = A(z). Ou seja,

0.1 04 03] |3 3.4
y= 107 04 03| [4] = |52
02 02 04] 1|5 3.4

Portanto y3 = 3.4. Ou seja, a terceira loja vai ficar com 3.4 mil mercadorias apds a redistri-

buicao. O]



142 CAPITULO 10. EXEMPLOS E APLICACOES DE MATRIZES

10.4 Algebra de matrizes

Vamos denotar por M(m X n) o conjunto de todas as matrizes m x n. Podemos somar dois

elementos A, B € M(m x n), pondo
A+ B = [ai; + bijlmxn-
Similarmente, podemos multiplicar A € M(m X n) por um nimero real A € R pondo
AA = [Nij]mn-

Com essas operagoes o conjunto M(m x n) fica dotado de uma estritura de espago vetorial.
Uma outra forma de ver isso é interpretar uma matriz como um vetor de R™”, ou seja, pensar
numa matriz como uma lista ordenada de mn nimeros. Em particular, isso deixa claro que

os espaco das matrizes tem dimensao finita.

10.4.1 Medindo o comprimento de uma matriz

Sendo M(m x n) um espago vetorial, podemos doté-lo de diversas normas diferentes.

Norma euclideana

Al = /3 ) 0

Norma de operador

[Al} = sup{[[A()]; [l=]] = 1}



Capitulo 11

Grafos e matrizes 1

Um grafo é um objeto matematico simples, composto por vértices e arestas que conectam

[
@4

0s vértices.

4 .3

|
é

Figura 11.1: A estrutura de links da internet pode ser descrita através de um grafo.

\

Grafos podem ser usados para modelar todo tipo de relacionamento e as aplicagoes da
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Teoria dos Grafos as vezes sao de cair o queixo. Um exemplo delas é o Google. A empresa
comegou la na década de 90 com um algoritmo que propos uma forma mais matematizada de
se fazer buscas na internet. E a base desse algoritmo ¢é justamente um teorema de algebra li-
near. Escrevi um artigo sobre isso aqui http://www.professores.uff.br/brunosantiago/

vulgarisation-divulgacao-da-matematica/.

Neste capitulo vamos ver como podemos associar matrizes a um grafo e como elas nos

permitem descobrir propriedades maravilhosas sobre os grafos.

Vamos comegar falando sobre grafos de maneira formal.

Definigao 11.0.1 (Grafos). Um grafo é composto por um conjunto finito ¥V = {vy, ..., v, },
chamado conjunto de vértices do grafo, e um subconjunto A CV xV do produto cartesiano,

chamado conjunto de arestas do grafo.

Por exemplo, se V = {1,2,3} possui trés elementos, e o conjunto de arestas for A =

{(1,2),(2,1),(1,3),(2,3)} teremos o grafo desenhado abaixo.

Figura 11.2: Exemplo de um grafo.


http://www.professores.uff.br/brunosantiago/vulgarisation-divulgacao-da-matematica/
http://www.professores.uff.br/brunosantiago/vulgarisation-divulgacao-da-matematica/
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11.1 A matriz de adjacéncia de um grafo

Considere G um grafo com n vértices. Podemos encapsular a informacao dada pelo conjunto

de arestas A de G através da matriz de adjacéncia de G.

Definigao 11.1.1 (Matriz de Adjacéncia). Seja G um grafo com conjunto de vértices V =
{1,...,n}, contendo n elementos, e com conjunto de arestas A. Para cada i,j € {1,...,n}
seja

1, se(i,j) € A

CLij =
0, caso contrdario

A matriz A = [a;j|nxn € chamada matriz de adjacéncia do grafo A.

Exemplo 11.1.2. A matriz de adjacéncia do grafo da Figura[11.9 é

011
A=11 0 1
000

Exemplo 11.1.3. A matriz de adjacéncia do grafo da Figura|11.1| é

—_
—_
—_

= O = = =
o O o o o O
o o o = O
o o o o o o o
o = O O O
- o O O O O O
o o o o o o =

11.2 A matriz de incidéncia de um grafo

Nesta secao vamos considerar apenas grafos dirigidos: um grafo é dirigido se
(1,j) € A = (j,i) ¢ A.

Definigao 11.2.1 (Matriz de incidéncia). Seja G um grafo com conjunto de vértices V =

{1,...,n} e conjunto de arestas A = {ai,...,an}. Cada aresta sai de um vértice (digamos
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o vértice k) e chega em outro vértice (digamos, o vértice j) Para cada i = 1,...,n e cada
7 =1,...,m considere

(
1, se a aresta j chega no vértice i

bij =94 -1, sea aresta j sai do vertice 1

0, caso contrario
\

A matriz B = [bij|nxm € chamada matriz de incidéncia do grafo G.

Considere o grafo abaixo

Entao G é um grafo com 4 vértices e 5 arestas (note que a aresta ligando 2 e 4 é bi

orientada, logo conta como duas). Vamos numerar as arestas de G da seguinte maneira

ai=1—=2,a0=1—3,a3=1—4, a,=2—>4eaz =4 — 2.

A matriz de incidéncia desse grafo é

-1 -1 -1 0 O




Capitulo 12

Nicleo e Imagem

Nesta secao, iremos olhar os exemplos anteriores de um ponto de vista mais conceitual. Ja
vimos que uma fungao linear sempre transforma subespacos em subespacos. Vimos também
diversos casos onde retas sao transformadas em retas, planos em planos e até mesmo planos
e retas sendo colapsados no zero. Para tratar esses casos particulares de um ponto de vista
mais geral vamos introduzir dois conceitos: nicleo e imagem de uma fungao linear. Eles sao
conceitos de certo modo “duais” um do outro. O ntcleo sao os vetores do dominio que a
funcao colapsa no zero. Ja a imagem sao todos os vetores do contra-dominio da funcao que
sao “atingidos” por ela. Logo a seguir veremos as defini¢coes formais. Note que o nicleo e
a imagem “vivem” em espagcos diferentes: o nicleo vive dentro do dominio da funcao, e a
imagem vive dentro do contra-dominio dela. No entanto, surpreendentemente esses conjuntos
(que, como veremos sao subespagos dos lugares onde vivem) tém dimensoes complementares.
Esse fato, o Teorema do Nucleo e da Imagem, reflete a seguinte intui¢cao: uma fungao nunca
transforma um ponto em dois; ela no maximo colapsa dois num sé (o que ocorre quando
ela nao é injetiva). Em particular, uma funcao linear s6 pode transformar um espago de
uma certa dimensao noutro de dimensao menor. O teorema do nicleo e da imagem permite

exatamente quantificar essa perda de dimensao.
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12.1 Apresentacao formal dos conceitos

Definicao 12.1.1. Seja A : E — F uma transformacao linear entre os espacos vetoriais E e
F. O nicleo de A, denotado por N(A), € o conjunto dos vetores em E que sao transformados

por A no zero de F. Em simbolos:
N(A)={ve E;A(v) =0}.

A imagem de A, denotada por Im(A), é conjunto dos vetores de F' que sdo “atingidos”pela
transformagado:

Im(A)={ue F;3v e FE,u= A(v)}.

A primeira coisa que vamos demonstrar é que o ntcleo e a imagem sao subespacgos veto-

riais, respectivamente do dominio e do contra-dominio da funcao.

Proposicao 12.1.2. N(A) € um subespaco vetorial de E; Im(A) é um subespago vetorial
de F'.

Demonstragao. Sejam u,v € N(A). Entao
Alu+v) = A(u) + A(v) =0+ 0 =0,
logo u+v € N(A). Sev e N(A) e A € R, entdo
A(M) = AA(v) = X0 =0,

e portanto Av € N(A).

Sejam A(u), A(v) € Im(A). Entao,
A(u) + A(v) = A(u+v) € Im(A).
Analogamente, se A € R e A(v) € Im(A) entéao

A(v) = A(Mw) € Im(A).
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O leitor atento pode verificar que a proposicao acima na verdade é um caso particular

do seguinte

Teorema 12.1.3. Seja A : E — X uma funcgao linear entre os espacos vetoriais E e X.

Se F' C E é um subespago, entio A(F) = {A(v) € X;v € F} é um subespago de X.

Demonstracao. Como 0 € F',e0 = A(0), segue que 0 € A(F'). Além disso, se A(v), A(u) € F
entdo A(u) + A(v) = A(u +v) € A(F). Analogamente, se A(v) € A(F) e A € R, temos que
A(v) = A(M) € A(F). O

O objetivo maior desse capitulo é entender exatamente como o niucleo de uma fungao
linear nos da informacao sobre quantas dimensoes ela colapsa. Para comecar a ganhar
intuicao sobre o tema, vamos comecar estudando o caso em que o nucleo tem o menor

tamanho possivel.

Proposicao 12.1.4. Seja f : X — Y uma transformacao linear entre espagos vetoriais X

e Y. Suponha que dim X = d e seja {xy,...,x4} uma base de X. Se N(f) = {0} entdio
{f(z1), ..., f(zq)} € uma base de Im(f).

Ou seja, se o nucleo tem dimensao zero entao a funcao nao deleta informacao nenhumal

Demonstracao. Precisamos provar que {f(z1),..., f(zq4)} é um gerador LI de Y. Vamos

comegar vendo que é LI. Considere uma combinagcao linear nula qualquer

d
> af(z)=0.
=1

Como f é linear, para cada [ temos «a;f(z;) = f(ox;) e 27:1 flayz) = f(zld:1 axy).

Concluimos que
d
f (Z Oélel) = 07
=1

0 que mostra que Zld:l ax; € N(f). Como assumimos que N(f) = {0}, somos levados a
concluir que 27:1 ayr; = 0. No entanto, {xy,...,24} é um conjunto LI em X e dessa forma

temos que ay =0, VI =1,...,d. Isso mostra que {f(z1), ..., f(zq)} é LI
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Tome y € Im(f) arbitrario. Entdo, existe z € X tal que y = f(z). Como {z1,...,x4} é

uma base de X, existem ntumeros o, ..., ag tais que

d
Tr = E apxy.
=1

Como f ¢ linear, isso nos leva a

d d
fl@)=1f (Z Oéﬂz) = af(m),
=1 =1

e portanto y é combinagao linear dos vetores { f(z1), ...., f(z4)}. Isso mostra que o conjunto

é também gerador de I'm(f) conclui a prova. O

O nucleo e a imagem de uma transformacao linear sao relacionados pelo seguinte teorema

fundamental:

Teorema A (Ntcleo e Imagem). Seja f : X — Y wma funcgdo linear entre espagos vetoriais
X eY. Entao,
dim N(f) + dim Im(f) = dim X.

Demonstragao. Como N(f) é um subespaco e portanto é espaco vetorial em si préprio,
podemos tomar uma base B = {bi,...,b;} de N(f). Em particular dim N(f) = k. Além
disso, por ser uma base de um subespaco co conjunto B é LI em X. Portanto podemos
completar esse conjunto de modo a obter uma base. Ou seja, existem vetores vy, ..., v, de

forma que
{bl, ...,bk,vl, ...,Ug}

é uma base de X. Em particular, isso significa que dim X = k + . Vamos provar que
{f(v1), ..., f(vy)} é uma base para o subespaco Im(f) de Y. Com efeito, se z € X entao

existem numeros aq, ..., i e 1, ..., By tais que
T =a1by + ...apb, + frvr + ...+ Bevg = b+ v,

onde b = 2% ;b € N(f) e v = Y'_, Bivs. Pela linearidade, como x = b + v, f(z) =
f(b)+ f(v). Como b e N(f), f(b) = 0. Isso prova que f(z) = f(v). Aplicando a linearidade

mais uma vez concluimos,

V4
flv) = Zﬂif(m.
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Isso prova que o conjunto { f(v1), ..., f(ve)} é gerador de Im(f). Suponha agora que fy, ..., B¢

sejam numeros reais tais que

> Bif(vi) = 0.

i=1
Pela linearidade isso implica que f(v) = 0, logo v € N(f). Mas o tunico vetor gerado por
{v1, ..., v} é o vetor nulo. Logo v = 0. Como {vy,...,v} é LI, concluimos que 3; = 0 para
todo i. Isso prova que o conjunto {f(v1), ..., f(ve)} é LI. Logo, {f(v1), ..., f(ve)} é uma base

de Im(f) e portanto dim Im(f) = ¢. Como dimX = k + ¢, e k = dim N(f), isso prova

exatamente a férmula anunciada. O

Exercicios resolvidos

Exercicio 33. Considere a funcdo linear f : R? — R*, definida por
flz,y,2) = (22,3y,5z,x + y + 2).
Calcule a dimensdao da imagem de f.
Solugdo. Vamos determinar o nicleo de f. Se v = (x,y, z) satisfaz f(v) = 0 entdo 2z =

3y = 5z = 0 o que implica z = y = z = 0 e portanto N(f) = {0}. Concluimos assim que

dim N(f) = 0. Pelo teorema do Nicleo e da Imagem, segue que dim Im(f) = 3.

Observe que a matriz de f na base canonica é

_ o O N
_ o W O
= ot O O

e que o exercicio equivale a dizer que a matriz F' tem posto 3. O

Exercicio 34. O Campeonato Brasileiro de Futebol é uma competicao disputada em dois
turnos por 20 equipes. Assim, cada equipe faz 38 jogos mo campeonato. Cada vitoria vale
3 pontos, cada empate 1 ponto, e derrotas mao pontuam. A equipe campea é aquela que
soma mais pontos ao final da competicdo. As quatro equipes com menor pontua¢do sao

rebaixadas para a sequnda divisao do campeonato. Os dados das edi¢oes anteriores mostram



152 CAPITULO 12. NUCLEO E IMAGEM

que com 48 pontos uma equipe conseque escapar do rebaizamento. Arthur torce pelo Vasco e
gostaria de saber qual o nimero minimo de vitorias que o Vasco precisa ter para escapar do

rebaizamento. Qual € esse numero?

Solucao. Sejam v a quantidade de vitdrias, e a quantidade de empates e d a quantidade de
derrotas. Em particular, v, e e d representam numeros naturais positivos. Este exercicio é
basicamente combinatorio e é possivel dar uma solugao apenas testando valores. No entanto,

gostaria de propor uma solugao geométrica que usa ideias elementares de dlgebra linear.

Pelo enunciado, deduzimos que os ntumeros v, e e d estao relacionados pelo seguinte

sistema equacoes

3v+e = 48

d+v+e = 38

Esse sistema corresponde, em R3, a intersecao entre os planos de equacao v +e +d = 38 e

3v 4 e = 48. Veja a Figura O plano azul é o plano v 4+ e + d = 38 e o plano vermelho é

” a8

16

Figura 12.1: Planos v +e +d = 38 e 3v + ¢ = 48 em R3.

o plano 3v + e = 38. O conjunto de solugoes do sistema de equacoes acima é a reta laranja,
dada justamente pela intersecao entre os planos azul e vermelho. Observe que, ao longo da

reta laranja, o valor de v diminui quando e aumenta e quando d diminui.
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Portanto, o menor valor de v ocorre quando d = 0 (lembre que e, v e d sdo assumidos
positivos) e nesse caso os nimeros v e e ficam univocamente determinados pelo sistema bidi-
mensional, que traduz a intersecao entre a reta azul pontilhada e a reta vermelha pontilhada

na Figura [12.1],

3v+e = 48

v+e = 38. (12.1)

Subtraindo a segunda da primeira equagao obtemos 2v = 10 e portanto v = 5 é o ntimero

minimo de vitérias necessarias para se escapar do rebaixamento. O

A dimensao do nticleo mais a dimensao da imagem é igual a dimensao do espacgo de
partida da transformacao. Vai levar um certo tempo, caro leitor, até que possamos apreciar
toda a profundidade da férmula e de sua bela demonstracao que acabamos de ver. Vamos

discutir a seguir uma aplicacao nao-trivial disso tudo que pode ajudar nesse processo.
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Capitulo 13

Funcionais lineares e aplicacoes

Vamos agora aplicar o material visto até aqui em economia.

13.1 Programacgao Linear

Considere uma funcao linear f : R? — R. Entdo, como a imagem ¢ um subespaco de R, ou
dim Im(f) = 0, e nesse caso a funcao é completamente trivial (anula todos os pontos de R?)
ou entao dim Im(f) = 1 e, nesse caso, pelo Teorema do Ntcleo e da Imagem, dim N(f) = 1.
Vamos nos concentrar nesse caso. Apenas para efeitos didaticos e ilustrativos, vamos pensar
a funcao f como uma distribuicao de temperaturas no plano. Assim, cada ponto do plano
corresponde a uma temperatura. Em particular, os pontos do nticleo de f correspondem
a temperatura zero (veja a Figura a seguir). Sendo um subespago unidimensional do
plano, N(f) é uma reta que passa pela origem. Na nossa analogia, todos os pontos dessa reta
estao a temperatura zero. Sabemos que f dé zero somente no niicleo. Entao, se v € R*\ N(f)
devemos ter f(v) # 0. Mais do que isso, como dim Im(f) = 1, sabemos que Im(f) =R (ou
seja, f é sobrejetiva). Entao, para todo nimero real existe um vetor do plano cuja imagem
é esse numero. Ou, todas as temperaturas podem ser sentidas em algum lugar do plano.
Entao, tomamos um vetor v tal que f(v) = 1. Considere agora uma temperatura t € R e

vamos olhar a reta r = N(f) + tv. Ou seja,

r={peR*3Juec N(f);p=u+tv}.

155
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T TN

v f(v) I

Figura 13.1: A reta azul é o ntcleo de f. Cada reta paralela é levada em tnico ponto

(correspondem a regides de temperatura constante).

Seja p € r (vocé pode visualizar, por exemplo, r como sendo a reta vermelha na Figura|13.1)).

Entao, existe u € N(f) tal que p = u + tv e portanto

fp)=flu+tv) = flu) +tf(lv) =04+t1 ="t

Ou seja, em toda a reta r todos os pontos tém a mesma temperatura! No jargao puramente
matematico, dirfamos “f é constante igual a ¢ ao longo da reta r”. Mas, seriam os pontos
de r os tnicos com essa temperatura? De fato, se p € R? é tal que f(p) = t entdao, como
f(v) = 1 podemos escrever f(p) = tf(v) e portanto f(p — tv) = 0, donde concluimos que
existe u € N(f) tal que

u=p—1tv < p=ut+tver.

Logo, a resposta é sim: a reta r = N(f)+tv é tnico lugar do plano onde se tem temperatura

igual a t. Ou, na linguagem matematica técnica

r=f1t) = {p e R fp) = t}.

Isso nos mostra que a temperatura é constante nas retas paralelas ao nicleo de f, e ela
aumenta quando caminhamos paralelamente ao vetor v e ela diminui se caminhamos para-

lelamente a —v. Por isso, na Figura [13.1| as retas paralelas ao nicleo que estao no sentido
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positivo de v vao ficando cada mais vermelhas (a temperatura aumenta), enquanto aquelas

que estao no sentido negativo de v vao ficando cada vez mais azuis (a temperatura diminui).

A beleza dessa discussao é que ela se aplica a qualquer funcao linear nao-constante
f :R? = R. Sempre podemos identificar as retas onde a funcao é constante e o sentido de
crescimento/decrescimento da fungao. Além disso, observe que f colapsa cada reta paralela
em unico ponto de R e que se identificamos os pontos em cada reta podemos enxergar f como
uma funcao de R em R, exatamente como fizemos na demonstracao do Teorema do Niicleo

e da Imagem. Podemos tirar proveito dessa generalidade para resolver os mais diversos

R

f
%\R& /\
|
o ; f(v)I

Figura 13.2: Analogia entre a prova do Teorema do Ntcleo e da Imagem e a discussao acima:

as classes de equivaléncia sao as retas N(f) + tv e f passa ao quociente como uma bijecao

f:R—R.

problemas. Veremos alguns deles a seguir:

Exercicios resolvidos

Exercicio 35. Uma investidora possui uma capacidade de investir de no mdzximo R$10000.
Seu gerente oferece duas opgoes de investimento: A e B. O investimento A € muito arriscado

mas oferece um lucro de 10% ao ano, ao passo que o investimento B é muito sequro, mas
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oferece um lucro de 7% ao ano. Apds alguma reflexao, ela decide investir no mdximo R$
6000 na opcao A e pelo menos R$ 2000 na opcao B. Como ela deve investir de modo a

mazimizar seus lucros, e qual o lucro mdzrimo nesse caso?

Solucao. Vamos modelar com a variavel a a quantidade a ser investida no ativo A e com
a variavel b a quantidade a ser investida no ativo B. Nesse caso, o lucro obtido com o

investimento é dado pela funcao
L(a,b) =0.1a + 0.07b.

O objetivo do problema é maximizar essa funcao sujeita as restri¢coes impostas. Como o
investimento em A é no maximo R$ 6000, o investimento em B é pelo menos R$ 2000 e como

o or¢camento é de R$ 10000 temos o seguinte conjunto de restrigoes

0<a < 6000
b > 2000

a+b = 10000.

Para determinar a regiao de restrigao em R?, consideramos a funcao f(a,b) = a+b. Observe

Curvas roxas = curvas de nivel da
Fungao

L(a,b) = 0.1a+ 0.07b

Curvas azuis = curvas de nivel da
Fungdo

fla,b)=a+b
fla,b) = 10

Figura 13.3: .
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que f é uma funcao linear de R? em R e seu nticleo ¢ a reta que passa pela origem formando
um angulo de 135° com a horizontal, a reta tracejada azul na Figura [13.3] As curvas de
nivel de f sao retas paralelas ao seu nicleo, sendo que quanto mais a direita mais alto ¢é
o nivel. Observe que esse é o lado para onde aponta o vetor gradiente de f (lembre que o
vetor gradiente é ortogonal ao nicleo). Assim, a regidao de restri¢cdo é formada por todos
os pontos & esquerda da reta vertical a = 6000 (reta vermelha na Figura e a direita
da reta vertical a = 0, aqueles que satisfazem a restricao 0 < a < 6000; juntamente com
todos os pontos acima da reta verde b = 2000 que traduzem a restricao b > 2000; finalmente,
todos os pontos a esquerda da reta azul cuja equacao é f(a,b) = 10. O resultado é a regiao

tracejada laranja.

Vamos agora analisar o crescimento da funcao L(a,b) = 0.1a 4+ 0.07b. O seu nicleo é a
reta roxa tracejada de equagao b = (—1/0.7)a. Observe que o vetor gradiente de L aponta
para a direita. Portanto, o maximo de L vai ser atingido no ponto mais a direita dentro da
regiao de restricao por onde passar uma reta paralela a reta roxa. Como a inclinagao da
reta roxa é menor do que a inclinagao da reta azul e maior do que da reta vermelha, vemos
que no ponto de intersecao entre a reta azul e reta vermelha passa uma reta roxa paralela e

qualquer reta paralela mais a direita nao passa pela regiao de restricao.

Portanto, o ponto de méaximo de L dentro da regiao de restrigao é o ponto de intersecao
entre a reta vermelha de equacao a = 6000 e a reta azul de equagao a + b = 10000, ou seja

P = (6000, 4000). =

Exercicio 36. Um fabricante de doces possui 130Kg de trufas de chocolate com calda de
cereja e 170Kg de trufas de chocolate com menta em estoque. Para a pdscoa, ele decide
vender esse estoque em dois kits promocionais, ambos vendidos a kilo. O primeiro é composto
por metade de trufas de cereja e metade de trufas de menta e € vendido a R$ 2,00 o kilo. O
sequndo é composto por um terco de trufas de cereja e dois tercos de trufas de menta e serd
vendido por R$ 1,75 o kilo. Quantos quilos de cada kit devem ser vendidos de modo que a

receita seja a maior possivel?

Solugao. Seja x a quantidade de kilos vendidos no kit 01 e y a quantidade de quilos vendidos
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no kit 02. A receita oriunda dessa venda é dada pela fungao
f(z,y) =2z +1,75y.

Observe que essa expressao define uma funcao linear f : R? — R. Nosso objetivo nesse
problema é maximizar essa funcao. No entanto, temos algumas restricoes para os valores
possiveis de serem assumidos pelas variaveis x e y. Em primeiro lugar, esses valores devem
ser positivos (> 0). Em segundo lugar, a matéria prima usada em cada kit ¢é finita (130 Kg
de cereja e 170Kg de menta). A quantidade de trufas de cereja vendida nos dois kits, em

quilos, é /2 + y/3 e a quantidade de trufas de menta é x/2 4 2y/3. Portanto, devemos ter

at T Y det T 2y
o(z,y) 5 + 5 < 30 e Y(z,y) 5 + 7 = 70

Ou seja, a modelagem matematica da situagao nos trouxe o seguinte problema: encontrar o

ponto em p = (z,y) € R?, sujeito as restrigoes

z > 0
y =2 0
olr,y) < 130
Y(z,y) < 170,
no qual a funcao f : R?> — R assume o seu maior valor. Assim como f, as funcoes ¢ e 1) sao
lineares. O ntcleo de ¢ é a reta de equacao y = —%’". Essa reta é gera pelo vetor (1, —3/2).
J& o nicleo da funcao ¥ é a reta de equacao y = —%, gerada pelo vetor (1,—3/4). ]

13.2 Matriz insumo-produto

Vamos aplicar as ideias que desenvolvemos nesse capitulo para resolver um problema de

economia

Problema 2 (Modelo input-output de Leontief). Suponha uma economia constituida por 3
setores S1,S5; e S3. Cada setor S; consome uma porcentagem p;; da producao do setor S;.
Suponhamos o “modelo fechado”para esta economia: nenhuma outra commoditie entra nessa

economia. Denotamos por x; a quantidade produzida pelo setor S;. Assumimos que x; > 0,
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para todo i = 1,2,3. Demonstre que sempre existe um vetor de produ¢io x = (x1, T2, x3) que
equilibra a economia, ou seja, de modo que o consumo de cada setor S; seja igual a produg¢do

x; deste setor.

Solugao. Seja P = [p;;]3x3. Nosso primeiro objetivo é demonstrar que existe v € R? tal que
P(v) = v. Note que isto é equivalente a mostrar que 0 = P(v) — v = (P — I)v. Portanto,
devemos mostrar que existe pelo menos um vetor com todas as entradas positivas e que
esteja no nicleo da transformacao linear P — I, onde I, como sempre, representa a matriz

identidade.

Vamos mostrar que o nicleo de I — P é nao-trivial. Note que

1—pn —Di2 —P1s3
I—P=1| —pyy 1—pa —po3
—P31 —p32 1 —ps3

Como Zle pij = 1, para todo j = 1,2, 3, vemos que a soma de cada coluna de I — P ¢ igual
a zero. Como a coluna j é a imagem (I — P)e;, vemos que a imagem de I — P estd contida
no ntcleo do funcional linear f : R* — R, dado por f(z,y,2) = x +y + 2. Como o niicleo
de f é um plano e como, pelo que acabamos de ver, a imagem de I — P estd contida nesse
plano, concluimos que a imagem de I — P possui dimensao no méaximo 2. Pelo Teorema do
Ntcleo e da Imagem, concluimos que o nicleo de I — P possui dimensao pelo menos 1 e,

portanto, é nao-trivial.

Isso prova que existe v € R? diferente do vetor nulo, tal que P(v) = v. Vamos agora
mostrar que podemos escolher um tal v com todas as entradas positivas. Para isso, supomos
por contradi¢do, que v = (z,y, z) possui entradas negativas. Note que se todas as entradas
de v forem negativas, basta tomarmos —v. Entao, podemos supor que apenas duas entradas

podem ser negativas (digamos, no maximo x e y sdo negativos; os outros casos sao analogos).

Como (I — P)v = 0, temos que

1—pi1  —pi2 —P13 T 0
—p21 1 —p2  —pos yl =10
—P31 —p32 1 —ps33 z 0
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Sex <0, y,z>0como1—p;; >0, teremos que

0= (1—pu)r—pry—psy <0,
o que ¢é absurdo. Se z,y < 0 e z > 0, teremos que

0= —ps1x — paoy + (1 — psz)z > 0,

o que também ¢é absurdo. Vemos assim que, em qualquer caso, assumir que v possui entradas

< 0 nos leva a um absurdo. Portanto todas as entradas de v sao nao negativas. O



Capitulo 14

A transposta

Neste capitulo vamos demonstrar um fato classico da élgebra linear, a igualdade entre o
posto linha e o posto coluna. Este teorema diz que se a gente olha o subespaco gerado pelas
linhas de uma matriz, e olha o subespago gerado pelas colunas de uma matriz, ainda que

possam ser subespacos diferentes, eles possuem a mesma dimensao.

Esse é um fato extremante 1til na hora de fazer contas e na hora de escrever algoritimos
mais economicos. Muitas vezes, por causa desse teorema, € possivel resolver dois problemas

com um mesmo algoritimo.

Além da importancia pratica da igualdade entre o posto linha e o posto coluna, neste
capitulo vamos aplicar uma estratégia de estudo muito particular da matematica contem-
poranea, que consiste em olhar como um objeto se modifica quando submetido a determi-
nadas transformagoes. As mudancas sofridas pela objeto podem revelar padroes intrinsecos,

que nao seriam postos em evidéncia de outra forma.
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14.1 A matriz transposta

Seja f : RY — R* uma funcao linear, representada na base canonica pela matriz k x d

Definicao 14.1.1. A transposta de f é a funcdo linear f7 : R¥ — R? representada na base

canénica pela matriz FT = [ajilaxk- Ou seja, as linhas de FT sdo as colunas de F.

Olhar a transposta de f é uma forma de “transformar” f em outra coisa e ver o que
acontece, que relagoes essa outra coisa guarda com f, no intuito de extrair propriedades da

funcao original f. A relacdo mais fundamental entre f e f é dada no teorema a seguir.

Teorema 14.1.2. Para todo x € R? e para todo y € R, vale que
(x, f1(y)) = (f(2),y).

Demonstragdo. Sejam £y = (aiq, ...,a14) € R.... 0, = (ag1, ..., arq) € R? as linhas da matriz
F'. Entao,
d
(01, ) > j—1 T
flay=| + | = : € R,
d
(lr, ) Zj:l Ljkj
e portanto
ko d
i=1 j=1

Sejam agora ¢; = (a1, ...,ax1) € RE,....cqg = (a1dy .-y Qga) € RF as colunas da matriz F,

que sao as linhas da matriz F7. Analogamente ao que fizemos para f, temos que

(c1,9) Zi‘; Yitia
fw=| 1 |=] 1 |er!
(ca, ) Zle Yildi
e portanto
ko d

SL‘ fT Zzyzx]amu

=1 j5=1
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de onde a igualdade procurada segue imediatamente. O

Definicao 14.1.3. O posto linha de f é o posto de sua transposta.

Como o posto de uma funcgao linear é a dimensao de sua imagem, e como a imagem ¢é
o subespago gerado pelas colunas da matriz, normalmente nos referimos ao posto de uma
funcao linear como o posto-coluna. Como as colunas de f7 sdo as linhas de f, vemos que o
posto-linha de f é a dimensao do subespaco gerado pelas suas linhas. Portanto, a igualdade
entre o posto-linha e o posto-coluna de uma matriz ¢ a afirmacao de que f e f¥ possuem o
mesmo posto. Na secao a seguir vamos ver como o conceito geométrico de ortogonalidade
produz relacoes surpreendentes entre f e sua transposta f?, que acabam por demonstrar

justamente isso.

14.2 'Transposicao e ortogonalidade

Sejam f : R? — R* uma funcao linear e fT : R¥ — R? sua transposta. Lembre que N(f) e

Im(fT) sdo subespacos de R? ao passo que N(fT) e Im(f) sao subespacos de R~.
Proposigao 14.2.1. (a) N(fT) C Im(f)*

(b) Im(fT) C N(f)*
Demonstragao. Vamos comegar provando o item (a). Devemos provar que todo elemento
de N(fT) é também um elemento de I'm(f)*. Ou seja, queremos provar que todo vetor no

niicleo de f7 é ortogonal a qualquer vetor da imagem de f. Seja portanto y € N(f7) e tome

z € Im(f) qualquer. Como z € Im(f), existe x € R tal que z = f(). Assim, aplicando o

Teorema temos que
(Y. 2) = (y, f(2)) = (/" (1), 2).
Como y € N(f7), devemos ter f7(y) = 0 e portanto
(f(y),x) = (0,z) = 0,

ou seja, (z,y) = 0. Isso prova que y é ortogonal a todo z € Im(f), portanto que y € Im(f)*.
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A prova do item (b) segue os mesmos passos. Tome z € Im(f7) e sejaxz € N(f) qualquer.
Vamos provar que z é ortogonal a . Como z € Im(f7) existe y € R¥ tal que z = fT(y).

Portanto,
(z,2) = (fT (), ) = (v, f(2)).

Como x € N(f), temos f(z) = 0 e como antes isso prova que (z,z) = 0 e completa o

argumento. O

Como consequéncia da proposicao acima, vamos demonstrar a igualdade entre o posto
linha e posto coluna. Para simplificar a notagao sejam p = dim Im(f) e p” = dim Im(f7).
Vamos denotar também por n = dim N(f) a nulidade de f e por n” = dim N(f7) a nulidade
da transposta de f.

Teorema B (Posto-linha=posto-coluna). p = p”

Demonstragao. Pelo teorema do niicleo e da imagem sabemos que n+p = d e que n? +p’ = k.
Em particular, isto nos permite estabelecer as relacoes n? = k — p’ e d — n = p. Por outro

lado, sabemos pelo Teorema que
dim N(f) + dim N(f)* =d e dim Im(f) + dim Im(f)* = k.

Logo, dim N(f)t =d—n=pedimIm(f)t =k —p.
Por outro lado, observe que a Proposicao nos diz que que n” < dim Im(f)* e que
pl < dim N(f)*.
Agora, como acabamos de ver que dim N(f)t = p, a desigualdade p” < dim N(f)*
implica entao
P <p.

Além disso, como dim Im(f)* = k—p e como n’ = k—p’, a desigualdade n? < dim I'm(f)*+

nos diz que

k—p"'<k—-p = p'>p

Portanto p = p”. O
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14.3 O problema dos quadrados magicos

Vamos agora apresentar uma aplicacao muito bonita e surpreendente da igualdade entre o
posto-linha e posto coluna, bem como de diversas ideias ao redor dos conceitos de nicleo e
imagem que ja vimos até o momento. Trata-se de um problema de calculo de dimensao de

um subespaco concreto do espaco das matrizes, dado por uma regra simples.

A solucao do problema, que é um tanto quanto rebuscada, € uma coletanea muito elegante

de quase todas as ideias que ja encontramos até aqui. E matematica pura, pela pura diversao.

Problema 3. Uma matriz quadrada d X d € dita um quadrado mdgico quando a soma das
entradas em cada linha, em cada coluna e nas diagonais é uma constante. Mostre que o
conjunto dos quadrados mdgicos forma um subespaco de dimensio d*—2d do espago M(dxd)

das matrizes d X d.

Solugao. Na solucao desse exercicio, vamos usar o lema a seguir.

Lema 14.3.1. Sejam X e Y espacos vetoriais de dimensdao finita e seja f : X — Y uma
fungao linear. Considere v € Im(f) \ {0}. Seja n = dim N(f) a nulidade de f. Entdo, o

conjunto

E= U fHtv).

teR

¢ um subespaco vetorial de dimensao n + 1

O significado desse lema é o seguinte: o ntucleo de f é um subespaco de X com dimensao
n. Além disso, o nticleo de f é, por defini¢do, a curva de nivel 0 de f, ou seja, N(f) = f~1(0).
O ntcleo € a unica curva de nivel de f que é um subespagoﬂ O que o lema diz é que apesar de
cada curva de nivel, tomada isoladamente, nao ser um subespaco, a sua totalidade forma um
subespaco de dimensao 1 a mais que a dimensao do nticleo de f. Essa discussao obviamente

nao faz parte da solucao do exercicio, ela tem apenas o intuito de esclarecer um pouco a

ideia por tras do Lema [14.3.1]

Para comecar a solugao, vamos apresentar uma prova do Lema [14.3.1

L As outras curvas de nivel sdo o que a gente chama de variedade afim, um subespaco transladado.
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Demonstracao do Lema|14.5.1. Primeiro vamos ver que F é um subespago de X. Sejam
r,y € F e a e f nimero reais. Como z,y € E existem ¢,s € R tais que € f~1(tv) e

y € f~1(sv). Ouseja f(x) =tv e f(y) = sv. Pela linearidade de f segue entao que

flax + By) = af(x) + Bf(y) = atv + Bsv = (at + Bs)v.
Portanto, ax + By € f~1 ((at + Bs)v) C E. Isso prova que E é um subespaco.

Seja agora {by, ..., b,} uma base para o ntucleo de f. Como v € Im(f), existe b € X tal
que f(b) =v. Como v # 0, necessariamente b ¢ N(f). Portanto, o conjunto {by, ..., b,, b} é

LI. Vamos provar que ele é gerador de E.

Seja € E. Entao existe t € R tal que f(x) = tv. Logo,

Fle) = tf(b) = F(th) — 0= f(x)— F(tb) = f(z —th).

Portanto, x — tb € N(f). Como {b,...,b,} é base de N(f), devem existir nimeros reais

aq, ..., tais que

I—tb:ZOéjbj = xztb—i—Zoz]b]
7=1

j=1

Isso prova que o conjunto {by, ..., b,, b} é uma base de F, e portanto dimE =n + 1. O

Vamos seguir com a solucao do exercicio e ver como o Lema [14.3.1] se insere no problema.

A primeira observacao importante é a dimensao do espago das matrizes. Observe que
uma matriz A = [a;;]axq pode ser identificada com uma lista ordenada com d? entradas.

Uma forma de fazer essa identificagao é

a = (an, w1, @12, -0 A42, ---7add)-

. . . 2 . ~
Isso mostra que o espaco das matrizes pode ser identificado com R?, e portanto tem dimensao

. . ~ 2 .
d?. Usando essa identificacdo, vamos representar vetores de R% como matrizes d x d.

Dessa forma, considere os vetores

10 ... 0 01 ... 0 00 ... 1

10 ... 0 01 ... 0 00 ... 1
Cl: . . . 762: . . . 7...7cd: . . . ?




14.3. O PROBLEMA DOS QUADRADOS MAGICOS 169

11 ... 1 00 .. 0 00 ...0
00 ... 0 11 ... 1 00 .. 0
61: ,62: . . . ’_,_’Ed: y
0 0 0] 00 ... 0 11 ]

(1 0 0] 0 0 1]

01 0 0 ... 10
D1: 7e.DQZ

00 ... 1 1 ... 00

Seja k = dim S(cy, ..., ¢q, b1, ..., Lg, D1, Dy) a dimensao do subespago de RY gerado por esses

vetores.

Considere agora a funcao linear f : R — R2+2 dada por

f(z) = (e, ), ..o {eqg,x), (b1, x), ..., (b, ), (D1, x), (Dg, x)).

A funcao f esta intimamente ligada ao problema dos quadrados magicos. Cada entrada de
f(z) fornece a soma das entradas de uma linha, ou de uma coluna, ou de uma diagonal de
x. Mais precisamente, a primeira entrada de f(z) fornece justamente a soma das entradas
na primeira coluna de x, a segunda entrada fornece a soma das entradas na segunda coluna
de x e assim por diante. A entrada d + 1 de f(z) fornece a soma das entradas na primeira
linha de z, a entrada d + 2 fornece a soma das entradas na segunda linha de x e assim por
diante até a entrada 2d que fornece a soma das entradas na d-ésima linha de z. As duas

entradas finais fornecem a soma das entradas nas duas diagonais de x.

Observe que z € R¥ é um quadrado mdgico se, e somente se, existe ¢ € R tal que
f(x) =tI, onde I = (1,...,1) € R?¥*2 § o vetor de uns. Nesse caso, a soma das entradas em
cada linha, cada coluna e cada diagonal de x é igual a t. Em particular, se denotarmos por

Q ¢ R* o conjunto dos quadrados mégicos, vemos que
Q=Jr'm. (14.1)
teR

Pelo Lema(14.3.1] concluimos que Q é um subespago de dimensao n+ 1, onde n = dim N(f).

O problema fica reduzido entao a determinar n.
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Para isso, observe que a matriz de f possui d? colunas por 2d + 2 linhas. Além disso,
as linhas da matriz de f sao os vetores {ci, ..., cq, 1, ..., Lq, D1, Do}. Pela igualdade entre o

posto-linha e o posto-coluna deduzimos que o posto de f é
k= dimS(cl, ..y Cq, 61, ey gd, D17 Dg)

Afirmo que k = 2d + 1. Com efeito, note que
1 ... 1
d d
dog=Y L= i,
j=1 j=1
1 ... 1
e portanto o conjunto {c, ..., ¢g, l1, ..., {q, D1, Do} é LD. Isso prova que k < 2d+ 1. Por outro
lado, o conjunto

A= {Ch vy Cd—2,Cd—1, b1, ..., U, Dr, D2}

¢é LI. Se provarmos isso, teremos como consequéncia que k > 2d+ 1, e a igualdade k = 2d+1
saird como consequéncia. Vamos ver entao que A é LI. Suponha que o, ..., ag_1, B, ..., Ba,

Y1 € Y2 sao tais que

d—1 d
Z Qi€ + Z ﬁjgj + ’YIDI + ’)/QDQ =0. (142)
j=1 j=1

Observe que Z;l;} a;cj + Z?Zl Bil; + v1Dy + 2Dy é a matriz

ar+ B +m B+ frt+as ... Bitag1 B+
ay + B ar+Botm az+ By .. g1+ B B2
a1+ Batre  aw+fa azt+ By .. a1+ Ba Bat ]
Como todas as entradas dessa matriz sao nulas, vemos entao que o = 83 = ...04-1 =0, 0
que imediatamente implica que a; = a3 = ay = ... = ag_1 = 0. Segue dai que 31 =0, e

portanto v, = 72 = 0. Logo, as = 8, = B4 = 0. Concluimos assim que todos os coeficientes

da combinacao linear ([14.2]) sdo nulos, o que prova que o conjunto A é LI.

Isso confirma que k£ = 2d + 1 é o posto de f. Pelo Teorema do Nucleo e da Imagem a

nulidade de f é d*> — 2d — 1. Pela igualdade (14.1)) e pelo Lema [14.3.1| concluimos que
dim Q = d* — 2d,

como queria demonstrar. O]



Capitulo 15

Equacoes Lineares

Esse é um capitulo fundamental dentro da estéria que esta sendo contada. Vamos ver como
as fungoes lineares entre espacos vetoriais oferecem uma linguagem comum para se falar a
respeito de uma multidao de problemas diferentes, desde problemas intrinsecos a algebra

linear até problemas oriundos de aplicacoes no mundo real.

A razao dessa ubiquidade das funcoes lineares é interessante. De fato, o objeto ma-
tematico mais conhecido por nao-matematicos sao as equagoes. Todo mundo ja tombou com
alguma equagao em um livro, museu, na TV, ou no YouTube. Existem equacoes pop-art
como a conhecidissima equacao de Einsten £ = mc?. As equacoes fornecem uma ponte di-
reta entre os objetos matematicos abstratos, que s6 podem habitar a mente das mulheres e
dos homens, e o mundo real. Uma equacao numérica é uma igualdade que envolve quanti-
dades desconhecidas, as incognitas da equagao e quantidades conhecidas, os parametros da
equagao. Uma equag¢ao linear é um conjunto de igualdades numéricas onde as incégnitas sao
nuimeros reais i, ..., Ty, € 0s parametros sao numeros a;;, com ¢ = 1,...nej =1,...me

b1, ..., b, (que supoe-se conhecidos nas aplica¢oes) com a forma

a1+ ... —|—CL1mI‘m:b1

A1 T1+ ... FapmTym = by.

As equagoes lineares modelam multidoes de fenomenos, muitas vezes de forma precisa e

outras vezes de forma aproximada e por isso desempenham um papel central em toda a

171
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matematica e em todas as suas aplicacoes. E justamente, as equacoes lineares possuem
uma relagao profunda com as funcgoes lineares, de modo que estudar uma coisa é quase a
mesma coisa que estudar a outra, pois se vocé considerar a funcao linear f : R™ — R"
cuja matriz na base canonica é a matriz A = [a;;]nxm dos coeficientes da equacdo linear,
x = (21,...,2,) € R™ é o vetor incégnita e b = (by,...,b,) € R™ é o vetor parametro da
equacao, entao o conjunto de n igualdades numéricas escrito acima é a mesma

coisa que a igualdade vetorial
f(x) =b.

Ou seja, os nimeros 1, ..., T, sao solugoes da equagao com coeficientes a;;, com i =1,...,ne
j=1,....,meby,.., b, se esomente se, o vetor b = (b, ...,b,) é a imagem de = = (z1, ..., T,,)

pela funcao linear f : R™ — R™ cuja matriz na base canonica é A = [a;;]nxm-

Através dessa conexao, ou dessa reinterpretacao das equagoes lineares por meio das
funcoes lineares, todo o entendimento sobre a geometria dessas fungoes entrard a servigo
do entendimento das equagoes. Nesse capitulo vamos ver exemplos de equagoes e explorar

consequeéncias dessa conexao.

15.1 O problema do fluxo de trafego

Suponhamos a seguinte situagao, inspirada em fatos reais: com o intuito de melhor planejar as
acoes do Programa Niteroi de Bicicleta, a prefeitura de Niterdi decidiu fazer uma contagem de
ciclistas nas principais vias da cidade. Para realizar esta tarefa, dedicou agentes da Nitrans
para realizar a contagem de ciclistas que passam por cada via, em cada intervalo de 60
minutos. Como o nimero de agentes ¢ limitado, a prefeitura decide contratar uma consultoria
matematica que usara Algebra Linear para melhor alocar os agentes. Na Figura estao
indicados quatro cruzamentos e a quantidade de ciclistas que passam por cada via, antes
e depois de cada cruzamento. Observe que quatro destas quantidades nao estao indicadas
na figura, pois nao é preciso dedicar agentes para fazer estas contagens, ja que usando-se
Algebra Linear podemos determinar estas quantidades. Como a consultoria matematica

pode ajudar a prefeitura de Niterdi e calcular essas quantidades?
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i -

— —» Av. Roberto Silveira ———» —
120 1 1 120
X2
Ty
-~ A Rua Mem de Sa A ﬁo
170
T 110 390

Rua Pereira da

) Rua Pres. Backer
Silva

Figura 15.1: As quantidades de ciclistas z1, xo, 23 e x4 podem ser facilmente determinadas

usando-se um pouco de Algebra Linear.

Em primeiro lugar, vamos modelar o problema. Ou seja, baseados em observagoes
empiricas vamos transformar o que vemos em equacoes mateméaticas envolvendo as quanti-

dades desconhecidas.

Observe que em cada cruzamento temos uma quantidade de ciclistas que entra e uma
quantidade que sai. Para cada cruzamento, essas duas quantidades tem que ser iguais.
Assim, olhando para o cruzamento da Av.Roberto Silveira com a Rua Pereira da Silva

podemos traduzir a observacao empirica na seguinte equacao

120 +x4 =21 + 240.
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Analisando os trés outros cruzamentos, obtemos as quatro equacoes

1204+ 24 = x1+ 240
60+xz; = 120+ 2o
630 + o = z3-+ 390
1104+ 23 = 170+ x4
Agora transformamos o problema concreto de determinar as quantidades de ciclistas que

faltavam num problema matematico de resolver um sistema com quatro equacoes. Essa

etapa é o que chamamos modelagem matematica do problema.
Mas e como resolvemos as equacgoes?

De fato, esse sistema com quatro equagoes nao é possivel de ser resolvido de forma tnica,
existem infinitas solugoes para ele. Esse é um dos pontos cruciais do curso de Algebra Linear:

analisar quando um sistema possui solugao, se é unica. Veremos isso com detalhes no curso.

Para o nosso problema, isso quer dizer que as quatro equacoes nao sao suficientes para
determinar a solugao. Entao, temos que voltar para a observagao empirica e buscar mais

informagcao (novas equagoes).

Olhando bem para a Figura [15.1] vocé vai ver que a quantidade total de ciclistas que
entraram na regiao, é igual a quantidade total que saiu (920). Além disso, cada ciclista teve
que passar no espago entre dois cruzamentos, em alguma rua, e portanto foi computado por
uma das quantidades xq,xs, 23 ou x4. Isso significa que a soma dessas quantidades deve

coincidir com o total de ciclistas que passou pela regiao. Ou seja, temos uma nova equagao

[E1+I2+ZE3+$4=920.

Agora podemos explicar como resolver o sistema com cinco equagoes. Observe que po-
demos as quatro primeiras da seguinte forma
Ty = —1204 x4
To = —60+ 1
r3 = 240 + )

Ty = —60 + 3
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Além disso, podemos inserir a primeira equagao na segunda, obtendo

To = —60 — 120 — x4 = —180 + z4.
E podemos escrever a quarta equacao na forma

T3 = 60+ZL‘4

Inserindo essas trés equacoes na quarta equagao obtemos
—120 + 24 — 180 + 24 + 60 + 24 + 24 = 920,

o que nos da 4z, = 1160, ou seja x4 = 290. Com o valor de x4 obtemos todos os demais.

15.2 Coeficientes da combinacao linear

Vamos agora dar atencao a um problema intrinseco da algebra linear. Suponha que o vetor
b € R? seja combinacao linear dos vetores v!,...,v* € R% Ou seja, existem ntimeros reais

1, ..., T tais que

zt = b. (15.1)

WE

=1
Como podemos determinar os coeficientes x1, ..., r;, em fungao das coordenadas

1

dos vetores v',...,v* e b? Ora, considere a matriz A = [ai;laxk cujas k colunas sdo as

k

coordenadas de v, ..., v*, respectivamente. Isto é

Considere a funcao linear f : R¥ — R? cuja matriz na base candnica é A. O teorema a
seguir estabelece a relacao fundamental entre os trés pilares da dlgebra linear: combinagoes
lineares, matrizes e equacoes lineares, sendo o coragao dessa relagao justamente o conceito

de funcao linear.

Teorema 15.2.1. A igualdade vetorial f(x) = b equivale a equagdo (15.1). Em outras

palavras: a imagem do vetor v € RF pela funcdo linear f : R¥ — R? ¢ a combinacdo linear
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dos vetores coluna da matriz de f (na base candnica) cujos coeficientes sao justamente as

coordenadas de x.

Demonstracao. Pela definicao da matriz A temos que

d
j d
v = E agjer = (ayj, ..., ag) € RY,
=1

pois as coordenadas de v/ na base canonica fornecem a j-ésima coluna de A. Por outro lado,

temos que
k . .
Zj:l 15 d &
flz) = :§:<§:%>61
k =1 j=1
i1 Qi
Portanto,
k k d kood d k
) — . e | = e — - R
E xjv = E x; E aje; | = E g Tja;ie; = E g a;; | ei = f(z),
j=1 j=1 i=1 j=1 i=1 i=1 \j=1
como queria demonstrar. m

O Teorema [15.2.1| diz, em particular, que determinar os coeficientes de uma combinacao
linear equivale a resolver uma equacao linear. Além disso, podemos deduzir desse teorema

um critério para dizer se quando uma equagao linear admite solugao ou nao.

Corollario 15.2.2. A equacao

ap i+ ... +a1mxm:b1

11+ .. FCumTm = by

admite solucao se, e somente se

beIm(f),

onde f : R™ — R™ € a fungdo linear cuja matriz na base candnica é a matriz A = [a;j]nxm dos
coeficientes da equagao linear. Em particular, se dimIm(f) = n a equacdo sempre admite

solucao.
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Finalmente, como uma pérola, tiramos uma consequéncia altamente nao-trivial dessa
conexao estabelecida entre equagoes e funcoes lineares. Podemos caracterizar completamente

o conjunto de todas as solugoes possiveis.

Corollario 15.2.3. Seja © € R™ uma solu¢ao da equagdao linear. Se v € N(f) € um
elemento do nicleo de f entao x+v também € solucao da equagcao. Em particular, somente
trés possibilidades existem: ou a equacao nao tem solugcao, ou tem uma unica

solugcao, ou possui infinitas solucoes.

Demonstragao. Como f(v) =0 se f(z) =bentao f(x +v) = f(x)+ f(v) =b. A tricotomia

segue pois se dim N(f) > 0 entdao N(f) possui infinitos elementos. O]

15.3 O Método da eliminacao de Gauss

15.3.1 Solucgao de equacgoes lineares

Considere a matriz
1 2 3

A=14 5 6],
78 9
e o vetor y = (10,11,12). Vamos resolver o problema de se encontrar x = (1, T, r3) € R?
de forma que A(z) = y usando um método que funciona de forma geral para resolver esse

tipo de problema. A ideia é que se consideramos o sistema de equacoes

1+ 2x9+ 323 = 10
4$1—|—5ZE3—|—6$4 = 11

7ZE1 + 81‘2 + 91‘3 = 12

que é equivalente & igualdade vetorial A(x) = y, entao se multiplicamos cada equagao por
nimero e somamos obtemos um novo sistema cujas incognitas sao as mesmas. Ou seja,
podemos trocar cada linha do sistema por combinacoes lineares das linhas, obtendo assim
um novo sistema cuja solugao é a mesma do sistema original. A ideia é fazer isso de forma

sistematica até simplificar a equacao de forma que a solucao seja evidente.
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1 2 3 10 1 2 3 10 1 2 3 10
4 5 6 11| = [0 3 6 29| — |0 3 6 29 (15.2)
78 9 12 0 6 12 58 000 O

Concluimos assim, que a equacao procurada é equivalente ao sistema

T+ 21‘2 + 31’3 = 10

Vemos que qualquer vetor (z1, s, x3) € R? cujas coordenadas cumprem as relacoes
) y 43

29 i)
T3 = — — —
s 6 2
—9+.’E2
Ty = —+ =
! 9 "9

é solucao do sistema.

15.3.2 Dimensao do subespaco gerado

Considera agora o seguinte problema: os vetores z = (1,2,3), y = (4,5,6) e z = (7,8,9)
do R3 sdo LI ou LD? E qual a dimensao do subespago gerado por {z,y,2}? Vamos ver
como o método de “eliminagao Gaussiana’que usamos acima em ((15.2)) responde ambas as

perguntas.

Com efeito, se a gente ignora a quarta de coluna de cada matriz, os vetores em questao

sao as linhas da primeira matriz. Ou seja, considere a matriz

1 2 3
A= 14 5 6],
789

cujas linhas sao 1 = x, {5 = y e {3 = z. A segunda matriz em (15.2)),

1 2 3
B=10 3 6
0 6 12
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foi obtida a partir de A colocando na segunda e na terceira linhas, respectivamente, os
vetorres

451—52:4x—ye7€1—€2:7x—z.

Dessa forma, vemos que

Em cada etapa do método de eliminacao da Gauss, as linhas
da proxima matriz vao ser combinacgoes lineares das linhas da matriz atual.
Além disso, as combinacgoes lineares sao escolhidas de forma a tornar a matriz

triangular superior[]

Depois, para formar a terceira matriz a partir da segunda trocamos a terceira linha por uma
combinacao linear que faz -2 vezes a segunda linha de B somado com a terceira linha de
B. Nesse momento obtemos o vetor nulo. A consequéncia disso é que existe portanto uma
combinacgao linear nao-trivial (nem todos os coeficientes sao zero) dos vetores iniciais x,y, z
que resulta no vetor nulo. Por isso deduzimos que z,y, z sao LD. Em particular, isso prova
que a dimensao do subespaco gerado é menor do 3, porque ela pode ser no maximo trés,
porém como os vetores sao LD ela nao pode ser exatamente 3 ja que um deles tem que ser

combinagao linar dos demais.

E qual a dimensao do subespaco gerado? Ora, observe que
dr —y = (0,3,6) € S{x,y, 2})

e que os vetores = (1,2,3) e (0,3,6) sdao LI, pois ndo sao colineares. Essa é a razao de
colocar as entradas abaixo da diagonal iguais a zero, porque é muito facil ver se os vetores
obtidos sao LI: todas as linhas que tiverem na entrada diagonal um niimero nao-nulo, vao ser
LI porque vao ter zeros em posigoes diferentes. Assim exibimos dois vetores no subespaco

gerado S({z,y, z}) que sdo L, z e 4z — y. Logo a dimensao do subespago gerado é 2.

15.3.3 Calculo do posto e da nulidade de uma matriz

Vamos agora ver como podemos usar o método da eliminagao de Gauss para determinar o

posto e a nulidade de uma matriz. Antes de iniciar a descrigao do algoritimo vamos ver

'Uma matriz é triangular superior se todas as entradas abaixo da diagonal sdo nulas.
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alguns conceitos.

Definicao 15.3.1. Sejam X e Y espacos vetoriais de dimensdao finita e seja f : X — Y
uma funcao linear. A nulidade de f € a dimensao de seu nicleo. O posto de f é a dimensao

da sua tmagem.
Com essa definicao o teorema do Nicleo e da Imagem diz que
posto + nulidade = dim X

A pergunta que queremos responder aqui é bem simples: dada f : X — Y, como calcular
o posto e a nulidade de f? Pela féormula do ntcleo e da imagem acima, ja sabemos que basta

calcular uma dessas quantidades.

Para resolver esse problema usando o método de eliminagao, vamos considerar bases em
X e Y. Entao seja B = {b',..., 0%} uma base de X e A = {y!,...,4*} uma base de Y. Para

cada j = 1,...,d sejam a;; as respectivas coordenadas de f(b/) na base A de Y. Assim,
k
FO)=> ayy, Vi=1..d
i=1

Como vimos nos capitulos anteriores isso permite representar f por uma matriz A = [a;;]kxa-
As colunas dessa matriz sdo as coordenadas de f(#) na base A de Y. Se y € Im(f) é um
vetor arbitrdrio na imagem de f entao existe x € X tal que y = f(x). Como B é base X

devem existir nimeros reais x1, ..., x4 tais que
d
T = g x;b.
=1
Como f é linear isso implica que
d
fz) = 5 z; f (V).
=1
Isso prova o seguinte resultado:

Lema 15.3.2. A imagem de f € o subespaco gerado velos vetores coluna de sua matriz, ou
seja

Im(f) = S{f®Y), .. f(V)}).
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1 47

Exemplo 15.3.3. Qual o posto da matriz A = |2 5 8| . Lembrando que as colunas de

369

A sao as imagens dos vetores da base canonica, de acordo com o lema devemos
calcular a dimensdo do subespago gerado pelos vetores A(er) = (1,2,3), A(es) = (4,5,6) e

Ales) = (7,8,9). Isso implica aplicar o método de elimina¢ao a matriz

1 23
AT =14 5 6],
78 9

que € a transposta de A. Jd vimos acima que a dimensao do subespaco gerado pelas linhas

dessa matriz € 2, portanto o posto de A € doz'sE|

Exercicios resolvidos

Exercicio 37. Considere a funcdo linear f : R* — R* cuja matriz na base canoénica é

1 2 3 4

4 5 6 7
F =

7 8 9 10

10 11 12 13

Calcule o posto de F' e decida se b= (1,2,3,4) pertence ou ndo a Im(f).

Solugao. Vamos aplicar o algoritimo de eliminacao de Gauss a matriz aumentada

10 11 12 13 © 4

2Um resultado muito 1til mas que ndo vamos explorar muito é que o posto de uma matriz é igual ao

posto da sua transposta, portanto tanto faz fazer a eliminagdo com as linhas ou com as colunas de A.



182

CAPITULO 15. EQUACOES LINEARES

No primeiro passo fazemos as substituicoes de linhas ¢y — —40; + o, 3 — =Tl + {3 €

ly, — —10¢; + ¢4, obtendo assim a nova matriz

12 3 4 1]
0 =3 —6 -9  —2
0 -6 —12 —18 | —4
0 -9 —18 —27 i —6]

Fazendo agora as substituicoes ¢35 — —205 + {3 e {4, — —3l5 + {4 chegamos a

12 3 4 1
0 =3 —6 —9 | -2
00 0 0 : 0
00 0 0 ¢ 0]

Como em cada etapa do processo de eliminacao, trocamos as linhas por combinagoes lineares

entre elas, vemos que o subespaco gerado pelos vetores
{(0,0,0,0), (0,0,0,0), (0,-3,—-6,-9),(1,2,3,4) }
e o subespago gerado pelos vetores
{(1,2,3,4),(4,5,6,7),(7,8,9,10), (10,11, 12,13)}
possuem ambos a mesma dimensao. No entanto, o o subespaco gerado por
{(0,0,0,0),(0,0,0,0),(0,-3,—6,-9),(1,2,3,4)}

possui dimensao 2. Portanto, o posto-linha da matriz F' é 2. Pelo igualdade entre o posto-

linha e o posto coluna, concluimos que o posto de F' é 2.

Além disso, o escalonamento da matriz aumentada nos permite concluir também que o

sistema linear F'(v) = b equivale ao sistema

r+2y+3z2+4t = 1

—3y—62—9 = -2

Y

o qual, por possuir 2 equagoes e 4 incégnitas, sempre possui solugao. Isso prova que b €

Im(f). O
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Exercicio 38. Trés equipes participam de um torneio esportivo amador em que provas de
diversas modalidades foram disputadas. Como nos jogos olimpicos, aos vencedores de cada
prova foram atribuidas medalhas de ouro, prata e bronze para o 1°, 0 2° e o 3° lugar, res-
pectivamente. A quantidade de medalhas de cada equipe bem como sua pontuacdo final sao

apresentadas na tabela a sequir. Quantos pontos valem cada medalha de ouro, prata e bronze?

Equipes Medalhas
Pontuacao
Final
Ouro Prata Bronze
4 2 2 46
B 5 3] 1 57
© 4 8] 3 53

Figura 15.2: Quadro de medalhas para equipes A, B e C.

Solugao. Sejam o o numero de pontos atribuidos a cada medalha de ouro, p o nimero de
pontos a cada medalha de prata e b o nimero de pontos pra cada medalha de bronze. A
tabela de pontuacao permite estabelecer o seguinte sistema de equacoes envolvendo esses

numeros

do+2p+2b = 46
50+3p+b = 57

do+3p+3b = 53

Vamos aplicar o método de eliminagao de Gauss a matriz aumentada para obter a solugao.

4 2 2 ' 46 21 1 ° 23 21 1 ' 23
. . 62—>—5£1+2€2 .
5 31 57| Lb—=0/2 |5 3 1 : 57 01 -3 : —1
63—>—2€1+€3
4 3 3 53 4 3 3 ° 53 01 1 : 7

2 1 1 : 23
O3 — —ly+/0300 1 =3 : —1
00 4 : 8
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Obtemos assim o sistema equivalente

20+p+b = 23

p—3b = —1
4 = 8
cuja solucao ¢ imediatamente obtida: b=2, p=5¢e 0=38. O]

Exercicio 39. Uma empresa possui um lucro de R$100.000,00, antes de serem contados
0s 1mpostos. Suponha que seja permitido a empresa doar uma porcentagem de seu lucro
liquido (jd descontados os impostos) e que o valor doado ndo seja computado no cdlculo
dos impostos. Suponha que a empresa decida doar entao 10% de seu lucro liquido, e que o
imposto estadual seja de 5% do lucro descontado o valor doado, e que o imposto federal seja
de 40% do lucro descontados o imposto estadual e o valor da doagdo. Determine o custo

efetivo da doacdo, ou seja, o valor doado descontado da deducdo fiscal.

Solugao. Sejam 9 o valor da doacao, £ o valor numérico do imposto estadual e ¢ o valor do
imposto federal. Como o lucro antes de serem descontados os impostos ¢ de 100000, o lucro
liquido é 100000 — (& + ¢). Como o valor da doagao pretendida é 10% do lucro liquido temos
entao que

§ = 0.1(100000 — (& + ¢)).

Como o imposto estadual é 5% do lucro bruto descontada a doacdo, temos que
e = 0.05(100000 — 9).

Finalmente, como o imposto federal é de 40% do lucro bruto menos doacao mais imposto
estadual temos que

¢ = 0.4(100000 — (0 + ¢€)).
As trés equagdes descritas acima equivalem ao sistema linear
0+ 0.1e +0.1¢p = 10000

0.050 +¢ = 5000

046 +0.4c +¢ = 40000 (15.4)
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A solugao desse sistema é (aproximadamente) § = 5956, ¢ = 4702 e ¢ = 35736. Aqui eu usei
Julia para o cédlculo da solucao, mas é um sistema 3 x 3 padrao que se resolve pelo método
de eliminagao com contas feias apenas. Observe que fazendo a doagao o empresario terd um

total de débitos igual a
0+ €+ ¢ = 46394,

e portanto o lucro liquido (receita menos débitos com doagoes e impostos) igual a R$ 53606.
Caso o empresario nao fizesse a doacao pagaria diretamente R$5000 de imposto estadual
(5% do da receita bruta) e R$38000 de imposto federal (40% de 95000, que é a receita bruta
descontada do valor de imposto estadual). Portanto, sem fazer a doagao o total de débitos

seria R$43000, e o lucro liquido (receita bruta menos impostos) seria R$57000.

Isso mostra que o custo efetivo da doagao é

lucro lig. sem doagao — lucro ligq. com doagao = 57000 — 53606 = 3394.

15.4 Interpolacao polinomial

Aqui vamos mostrar uma aplicacdo muito interessante das equacoes lineares a um problema
de matematica, fora da algebra linear, mas que possui muita utilidade no mundo real. A
questao é a seguinte: como encontrar um polinémio cujo grafico passe por alguns pontos

dados do plano? Mais precisamente:

Problema 4. Considere uma lista de d + 1 pontos (to,%o),...,(ta, ya) no plano R?. Como
encontrar (se € que existe) um polinomio p(t) = Z?:o ct’ de grau d cujo grifico passe

exatamente pelos pontos dados? Ou seja, de modo que p(t;) = y;, para todo i =0, ...,d.

Esse problema (e variagdes dele) aparece em situagoes onde parece haver uma fungao
que governa um determinado fenomeno e se conhece apenas um nimero finito de medicoes.
O polinomio interpolador serve para fazer previsoes, estimativas. Em muitas aplicacoes, o

polinémio interpolador, quando nao é o bastante para fazer previsoes acuradas o suficiente,
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Figura 15.3: Como encontrar um polinomio cujo grafico passe exatamente em cima de cada
um ponto dos pontos vermelhos? E possivel exigir que o polinémio seja de grau 8 (note que

tem 9 pontos na figura)?
serve como um primeiro teste, um “modelo chutado” que permite ganhar intuicao a respeito
do problema.

Vamos pensar um pouco sobre a questao. Procuramos um polinémio de grau d

d
p(t) = Z cot’
=0

que satisfaga p(t;) = y; para i = 0,...d. Ou seja, cujo grafico passe pelos pontos (t;,y;) no

plano. Essas d 4+ 1 igualdades podem ser reescritas usando a Matriz de Vandermonde:

1 4 td=1 ¢d

1t tet ¢l
V =

1 t, td=1 ¢d

Preste muita atencao agora! Os coeficientes ¢y, ...,cq de um candidato a polinomio

interpolador satisfazem as equacoes de interpolacao se, e somente se:

V(e) =y,

onde ¢ = (cg,...,cq) € R ey = (yo,...,94) € R Em particular, se a gente provar
irrefutavelmente que a matriz de Vandermond tem posto total, o que pelo Teorema do Niicleo

da Imagem é o mesmo que dizer que a nulidade de V' é zero, sabemos pelo Corolario[15.2.3|que
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a equagao vetorial V(¢) = y admite uma, e somente uma soluc¢ao nesse caso. A dificuldade

é que temos que garantir que isso é verdade para qualquer escolha dos nimeros ty, ..., tq!

15.4.1 Interltdio: polinémios lindos!

Para mostrar ao leitor que a matemaéatica ¢ muito mais viva de que vocé pode imaginar, que
ela é cheia de interconexoes profundas e surpreendentes, vou mostrar como usar o cdlculo

diferencial para provar um resultado de algebra linear!
Proposicao 15.4.1. Seja V' a matriz de Vandermonde. Entdo, dim N (V') = 0.
Na prova dessa proposi¢ao vamos usar um resultado sobre polindmios, que vamos provar
usando Calculo.
Lema 15.4.2. Seja q(t) = ijo agt’ um polinémio de grau d > 1 qualquer. Entdo, q possui

no mdzximo d raizes, i.e. existem no mdximo d nimero reais x que satisfazem q(x) = 0.

Esse é um resultado nao-trivial que explora, num certo sentido, uma espécie de “rigidez
algébrica” inerente aos polinémios. Compare, por exemplo, com a funcao f(z) = cos(z). A

funcao f possui infinitas raizes!

Figura 15.4: A func@o ndo-polinomial f(z) = cos(x) possui infinitas raizes na retal

Prova do Lemal15.4.2. A prova se faz por inducao sobre o grau do polinomio. Para d = 1,

o resultado segue pois uma funcdo afim ¢(t) = at + b, com a # 0, possui uma unica raiz:

x = —b/a. Suponha entdo que o teorema seja verdade para polinémios de grau d. Vamos
provar que ele é verdade para polinémios de grau d + 1. Seja q(t) = ‘;:é a,t’ um polindémio

de grau d+ 1. Suponha por absurdo que g possua mais do que d+ 1 raizes. Sejam x1, ..., Tgyo
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raizes de q. Podemos supor sem perda de generalidade que z; < x5 < .... < x419. Pelo
Teorema de Rolle, em cada um dos intervalos (z;,2;41) a derivada de ¢ se anula, pelo menos
uma vez. Veja também a figura acima para tomar uma intuicao sobre isso. Mas entao, como
existem d + 1 intervalos (z;, z;4+1), concluimos que a derivada de ¢ possui pelo menos d + 1
raizes. No entanto, a derivada de ¢ é o polinomio

d+1

q(t) = Z Cagt™,
=0

o qual é um polindémio de grau d (observe que o expoente ligado ao coeficiente (-ésimo
coeficiente é ¢ — 1). Portanto, pela hipétese de indugao, ¢’ sé pode possuir no maximo d
raizes. Assim, supor que o passo d+ 1 da inducao nao é verdade nos leva a uma contradicao
com o passo d, portanto se o passo d ¢ verdade, o passo d + 1 tem que ser também. Isso

termina a prova do lema. O
Agora temos todos os ingredientes & mao.

Prova da Proposicao|15.4.1. Vamos provar que as colunas de V sao LI. Suponha por absurdo

que esse nao seja o caso. Assim sendo, existem nimeros reais «q, aq, ..., g tais que

o que implica que

d
Yt =0, Vj=0,..d
=0

A igualdade acima nos diz que o polinémio ¢(t) = 2?:0 ayt’ possui pelo menos d + 1 raizes
reais, pois cada t; ¢ uma raiz segundo a igualdade. Isso contradiz o Lema [15.4.2] e nos leva

a um absurdo, concluindo a prova. ]

15.4.2 Implementacao em Julia

A matriz de Vandermonde permite obter de forma algoritmica, e muito simples, o polinomio

interpolador. Por exemplo, considere o seguinte problema:
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Problema 5. Encontre um polinémio de grau 3 que satisfaca p(1) =1, p(2) =8 e p(3) = 27.

Para resolver esse problema, usando a Matriz de Vandermonde, em Julia, primeiro es-
crevemos a matriz de Vandermonde associada ao vetor ¢t = (1,2,3) € R3. De fato, podemos
escrever uma funcao em Julia que recebe o grau do polinomio interpolador e a abcissa dos

dados e devolve diretamente a matriz de Vandermonde:

function vand(t,d)
n=length(t)
V=zeros(n,d+1)
for i=1:n
for j=1:d+1
VILi)=tll (-1

end
end

return V

end

No nosso caso, t = (1,2,3) e d = 3. Declaramos isso e Julia nos devolve a matriz de

Vandermonde:

t=[1,2,3]
d=3
vand(t,d)

E Julia nos devolve a matriz

1.0 1.0 1.0 1.0
V=110 20 40 8.0
1.0 3.0 9.0 27.0

Agora a gente define uma func¢ao que retorna a solu¢ao da equagao V(a) = y:
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function interpol(t,y,d)
n=length(y)
x=vand(t,d)\ y

return x

end

il

S0

25 -

o5

Figura 15.5: Os pontos vermelhos sao os pontos a interpolar, e o grafico azul é o polinomio

interpolador.

Com os parametros dados, Julia nos dé o polinomio
0.030927835051541036—0.05670103092783612+0.030927835051549962*+0.994845360824741 32>

Para ter essa resposta, precisamos instalar o pacote Polynomials:

import Pkg
Pkg.add(” Polynomials”)

using Polynomials
Finalmente, podemos visualizar a resposta (figura |15.5)) usando PyPlots:

using Pkg Pkg.add(”PyPlot”) using PyPlot p = Poly(interpol(t,y,d))
xs = range(-1,stop=3,length=100); ys = map(x -j, polyval(p, x), xs)
plot(xs, ys, color=:blue, linewidth=2.0, leg=:false)

plot!(t,y,color=:red,marker=:circle,leg=:false)
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15.4.3 O problema dos herdeiros do barao do café

J& vimos que o Problema [l admite uma tnica solugao. Observe ainda que com menos do que
d + 1 pontos a matriz de Vandermonde fica com menos linhas do que colunas e portanto a
sua imagem em R%! sé pode ter dimensao no maximo d, o que faz com que seu nicleo tenha
dimensao positiva. Assim, pelo Corolario o sistema linear V'(¢) = y admite infinitas

solugoes.

Agora vamos exibir uma aplicagdo muito interessante desse fato. Apesar de colocar um
roupagem aneddética para o problema, a ideia que vamos aplicar na solucao esta na base da
criptografia moderna. Com efeito, toda a seguranca das transagoes bancérias pela internet

usa uma leve variacao dessa ideia e a matematica por traz é um pouco mais sofisticada.

Problema 6. O barao do café, Joao Arabica, tem 5 herdeiros que nunca se entenderam
ao longo da vida do Seu Joao. Homem sdbio que era, quando fez seu testamento Seu Joao
ja deixou bem discriminada a parte de cada um na heranca. No entanto, havia um item
que o velho, quase de pirraca, quis que os 1rmaos se entendessem entre si para a divisao: o
cofre contendo os diamantes e o didrio da finada Dona Maria. Nenhum dos cinco herdeiros
conhecia a senha do cofre. Seu Joao, que gostava muito de matemdatica e jd havia usado
sua fortuna para bancar estudos de inumeros jovens de talento promissor para a rainha
das ciéncias, deizou mo testamento apenas a sequinte informacdo a respeito da senha: a
cada irmao, sequindo a ordem alfabética, deixou um niumero real, que lhe foi transmitido
pelo advogado da familia, de modo que cada irmao sé tomou conhecimento do seu numero.
Assim sendo, somente os 5 irmdos juntos podem recuperar a senha do cofre (que contém 6
digitos), de modo ninguém pode passar a perna em ninguém. Como e porque é possivel fazer

18507

Solucao. A senha do cofre é sao os 4 primeiros digitos de um ntmero real ¢g € R. A
informacao que foi passada a cada herdeiro é um valor de um polinomio de grau 4, cujo
termo de grau zero é ¢yg. Assim, a informacao que foi passada ao primeiro herdeiro é o valor
y1 = p(1), ao segundo foi passado y» = p(2) e assim por diante, até y5 = p(5). Se os 5 se
juntarem, como vimos no problema [}, existe um unico polindémio de rau 4 que satisfaz essas

5 igualdades e portanto o nimero ¢y (que é o valor p(0)) fica univocamente determinado e
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pode ser recuperado pelos irmaos. Mas se 4 deles (ou qualquer niimero menor) se juntarem
para tentar passar a perna no outro irmao, eles s6 terao 4 equacoes. E com 4 equagoes

existem infinitas possibilidades, logo nao é possivel recuperar a senha nesse caso.

Ou seja, o malandro do Seu Joao primeiro bolou um polinéomio de grau 4:
p(t) = 4.6789999 + 35.76t + /mt* + 13 — Tt

de modo que a senha do cofre é 467899. A cada irméao foi dada uma informagao p(n), para

cada n de 1 até 5. Assim, somente os cinco irmaos juntos podem recuperar a senha. O



Capitulo 16

Quociente e Dualidade

Esse capitulo é destinado aos amantes da matematica.

Nessa secao vamos estudar uma ferramenta abstrata para contagem de dimensao. Tal
ferramenta estd fundamentada numa ideia muito simples: descartar informacao irrelevante.
Para fazer esse descarte, “passamos ao quociente” para que reste apenas a parte do espaco
que é relevante. Esse processo pode ser feito de muitas formas diferentes, dependendo do

que queiramos descartar.

Relagoes de equivaléncia

Muitas vezes os elementos de um conjunto podem ser identificados entre si por uma carac-
teristica em comum. Essa é uma ideia corriqueira, como identificar pessoas num grupo que

usam camisas da mesma cor.

A abstracao dessa ideia é o que chamamos em matematica de uma relacdao de equivaléncia.
Definicao 16.0.1. Seja X um conjunto. Uma relacao em X € um subconjunto R C X x X
do produto cartesiano. Se (z,y) € R denotamos x ~ y.

Por simplicidade de notagao é costume indicar uma relacao apenas especificando o que é
necessario o par x,y satisfazer para que estejam relacionados.

Exemplo 16.0.2. No conjunto {1,2,3,4} C N, podemos definir a rela¢io x ~ y se e somente

193
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se x >1y. Nesse caso, o subconjunto R do produto cartesiano para essa relacao serd

{(2,1),(3,2),(3,1),(4,3), (4,2), (4, 1)}.

Definicao 16.0.3. Uma relagao num conjunto X € dita uma relagao de equivaléncia se

satisfaz as condicoes a sequir

1. z ~z,Vze X (reflexividade)
2. x~y <= y~ x (simetria)

3. x~y, y~z = x~ z (transitividade)

Uma relagao de equivaléncia num conjunto X permite identificar elementos que possuam
alguma caracteristica em comum e estudar o espaco X somente ao olhos dessa caracteristica.
Por exemplo, se vocé quer contar contas cores de olhos hd num grupo de pessoas, voce vai
fazer um processo semelhante mentalmente: agrupas as pessoas com olhos de mesma cor e

contar quantos grupos vocé formou.

Definicao 16.0.4. Seja X um conjunto munido de uma relacao de equivaléncia. Dado
x € X, a classe de equivaléncia de z, denotada por [z] é o conjunto de todos os elementos
y € X que sao relacionados com x. Em outras palavras
def
[z] = {y € X; y ~ 2}
Assim como uma pessoa nao pode ter olhos com duas cores, um ponto nao pode pertencer

a duas classes de equivaléncia diferentes.

Proposicao 16.0.5. Seja X um conjunto munido de uma relagao de equivaléncia e sejam

r,y € X. Entao,
[Ny #0 = [2] =y].

Demonstragao. Suponhamos que exista z € [z] N [y]. Entdo, por definicdo z ~ x e z ~ v.
Pela transitividade isso implica que x ~ y, e pela simetria y ~ x. Agora, se v € [z] (ou seja
v ~ x) entdo, como = ~ y, por transitividade segue que v ~ y, ou seja v € [y]. Isso prova
que [z] C [y]. Com um argumento andlogo podemos provar que [y] C [z]. Portanto [z] = [y],

como queria demonstrar. O
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A Proposicao [16.0.5| diz que duas classes de equivaléncia ou sao iguais ou sao disjuntas.
Além disso, toda classe de equivaléncia é nao vazia, j4 que todo elemento esta relacionado
com sigo mesmo. Desse modo classes de equivaléncia produzem parti¢coes do conjunto X:
uma maneira de dividir X em “regides” (subconjuntos) dois a dois disjuntos cuja unido é

todo o X.

Com um pouco mais de formalidade, considere P(X) o conjunto das partes de X, i.e.
o conjunto cujos elementos sao os subconjuntos de X. Uma relacao de equivaléncia em X

determina uma funcao

m: X —PX)

v - ne) = o],

chamada a aplicacao quociente. O conjunto quociente, ou simplesmente o quociente de X

pela relacao de equivaléncia é a imagem da aplicacao quociente. Ou seja,
X/ ~= n(X).

Em termos menos formais, o quociente de X pela relacao de equivaléncia é o agregado de

todas as classes de equivaléncia.

Quociente de um espaco por um subespaco

Suponhamos agora que X seja um espaco vetorial e F' C X seja um subespaco.

Definicao 16.0.6. Dois elementos x,y € X sao ditos congruentes médulo F se x —y € F.

Isso permite introduzir uma relacao em X, dizendo
r~y &< r—yeFlF

Proposicao 16.0.7. A relacao definida acima é uma relacao de equivaléncia.
Demonstracao. Queremos provar que a relacao é reflexiva, simétrica e transitiva.

Reflexividade Seja x € X arbitrario. Como F' é um subespaco, 0 € F'. Como z — x = 0, concluimos

que T ~ .
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Simetria Sejam z,y € X, com x ~ y. Isso significa, por definicao, que x —y € F. Como F é

um subespago, —(z —y) € F, logo y —x € F. Ou seja, y ~ x.

Transitividade Sejam z,y,z € X. Suponhamos que z ~y e que y ~ z. Entao, r—y € Fey—z € F.

Como F' é subespaco,

(r—y)+(y—2) € F

<— x—2z € F.

Portanto x ~ z. Isso prova que a relacao é transitiva. O

Podemos considerar o quociente X/ ~ de X pela relagdo de equivaléncia congruéncia

médulo subespaco. No caso particular dessa relacio é costumeiro indicar X/F = X/ ~.

Observe que nesse caso comegamos com um conjunto que possui uma certa estrutura
(é um espago vetorial) e tomamos o quociente pela rela¢do congruéncia médulo subespago,
obtendo, como em geral, um novo conjunto X/F. Uma pergunta natural é se esse novo

conjunto pode herdar a estrutura de espago vetorial.

Para isso precisamos dizer como “somar”’subconjuntos de X e como multiplicé-los por

um escalar. Uma proposta é a seguinte:
]+ 1yl = [z+y]
Azl = [\], VAeR.
Um problema com essa definicao é o seguinte: definimos a soma de duas classes como a
classe da soma. No entanto, uma classe contém varios pontos e, por exemplo, podemos ter
(2] = [2] e [y] = [v]. Para que a definicdo ndo seja ambigua devemos ter [z +y] = [z + w]. E

isso que vaImos ver agora.

Lema 16.0.8. Se z € [z], v € [y] entdo [z +v] =[x +y] e [\x] = [A\z].

Demonstragao. Comegamos provando que [z4v] = [z+y]. Sejau € [z+v]. Entao, u ~ z+w,
ou seja u — (z +v) € F. Por hipdtese, sabemos que x — z € F e y — v € F. Portanto, como
F' é subespago

u—(z4v)—(—2)—(y—v) € F

— u—(x+y) € F,
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e portanto u € [x + y|. Isso prova que [z +v] C [z + y]. Com um argumento anilogo,
provamos que [z 4+ y] C [z + v]. Isso mostra que [z + y] = [z 4+ v], como queria. Vamos agora
demonstrar que [Az] = [Az]. Seja u € [\z]. Entao, u — Az € F. Como = — z € F temos

Ax — Az € F, pois F' é subespaco. Logo,

u—Ar+ (Ar—Az) € F

< u— Az €F,

e portanto u ~ Az, ou seja u € [Az]. Com um argumento andlogo provamos que [Az] C [Ax].

A prova do lema esta completa. O

Proposicao 16.0.9. As operagoes definidas acima tornam X/F um espago vetorial.

Demonstracao. Devemos verificar que os axiomas de espaco vetorial sao satisfeitos. Por
exemplo, vamos verificar que a soma é comutativa. Para isso, usamos que a soma em X é
comutativa, ja que X é um espaco vetorial. Ela garante que z +y = y + x e isso implica que

[z +y] = [y + x]. Como consequéncia obtemos

(2] + [y] = [z +y] = [y + z] = [y] + [=].

Vamos verificar a distributividade. Sejam z,y € X e A € R. Como Az + y) = Az + \y,
temos que [A(z + y)] = [A\x + Ay]. Com isso obtemos,

Azl + [v]) = Alz + 9l = Mz +y)] = e + Ayl = [Aa] + [Ay].

Para mostrar que X/F possui um vetor nulo, observe que se x € F entao [x] = [0], pois

x — 0 € F, duas classes de equivaléncia sao sempre iguais ou disjuntas. Assim, temos que
[0] + [2] = [0+ 2] = [«].
As demais demonstragoes sao analogas. O]

Exemplo 16.0.10. Seja X = R? ¢ F = {(0,z);z € R}. Entdo, como € fdcil ver, F é um
subespaco de R?. Entdo a relacdo de congruéncia moédulo F pode ser traduzida como x ~ y

se, € SO se, T ey possuem a mesma coordenada na primeira entrada.
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X =R? X/F

m: X — X/F

|

T~y

Figura 16.1: Ao formar o quociente descartamos a primeira coordenada

A passagem ao quociente é uma ferramente poderosa para contagem de dimensao. Isso
é 0 que vemos no teorema abaixo, no qual um principio fundamental da natureza pode ser
visto em funcionamento: a soma da informagao descartada com a informagao restante da o

total de informacao que tinhamos antes do descarte.

Teorema 16.0.11. Seja X um espaco vetorial de dimensao finita e F' C X wm subespaco.
Entao
dim F' 4+ dim X/F = dim X.

Demonstragao. Seja F = {vy,..,v,} uma base de F. Em particular, 7 é um conjunto LI em
X. Aplicando o Teorema [7.4.10, podemos completar o conjunto F de modo a obter uma
base de X. Portanto, existem vetores {z1, ..., )} L B tais que F U B é uma base de X. Em

particular, como dim F' = n, temos que
d=dmX =n+k=dimF + k.

Logo, o teorema estard provado se provarmos que k = dim X/F. Isso, por sua vez, serd

atingido se provarmos que w(B) = {[z1], ..., [zx]} é uma base de X/F.

Vamos comegar provando que 7(B) é LI em X/F. Suponhamos que existem nimeros

reais o, ..., oy tais que

Z (87 [ZL‘l] = 0.
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Pela definigao das operagoes de X/ F' e pelos axiomas de espago vetorial temos que Zle x| =

[>F ). Como o vetor nulo de X/F é 0 = [0] = n(F), concluimos que

k
Z oy € F.
=1

Portanto existe y € F tal que Zle apr; = y. Como F é uma base de F, existem nimeros

reais (31, ..., B, tais que y = > ;" fiv;. Entao,

k n
E o r; — E ﬁﬂ}l =0.
=1 =1

Como FUB é uma base de X, em particular é um conjunto LI, segue que todos os coeficientes

a; (e f;) sado nulos. Pelo Corolario [7.3.5] segue que 7(B) é LI.

Em seguida, vejamos que é uma base de X/F'. Seja [x] € X/F um elemento arbitrério.
Temos que x pode ser escrito como combinacao linear dos elementos da base FUB. Ou seja,

dado x € X existem nimeros reais ay, ..., ay € B, ..., 5, tais que

n k

$:Zﬁzvl+zamzv+ya

=1 =1
onde v £ Yo Buey S Zle ayxy. Observe que v € F. Isso implica que x —y =v € F e

portanto, x ~ y. Logo, [z] = [y] e como [v] = [0] concluimos que

2] =D om] =) afz].

Provamos assim que [z] pode ser escrita como combinagao linear dos vetores [7;], [ = 1, ..., k.

Isso estabelece que 7(B) é gerador de X/F' e completa a prova. O

Vamos terminar esse paragrafo com um lema técnico sobre a operacao de passagem ao

quociente. Ele sera 1util nas aplicacoes.

Lema 16.0.12. Sejam F C E C X subespagos e X/F o quociente com w : X — X/F a
aplica¢do quociente. Entao w(E) C X/E é um subespago e dim7(FE) = dim E — dim F.

Demonstragao. Para ver que 7(F) é um subespaco, observe que 7(0) = [0] € ©(E), pois
0 € E. Sejam 7(z), 7(y) € m(F). Observe que, pela defini¢ao de 7 e das operagdes em X/F,

temos que, qualquer que seja A € R, temos

m(x) + Mr(y) = [z] + Aly] = [z + A\y] = 7(z + \y).



200 CAPITULO 16. QUOCIENTE E DUALIDADE
Por isso, m(z) + 7(y) = m(z +y) € E e An(z) € n(E). Logo, 7(E) é de fato um subespago.

Por outro lado, como F' C E é um subespaco, podemos considerar o quociente E/F.
Nesse caso, a relacao de equivaléncia serda a mesma que antes: x,y € E sao relacionados

<= x —y € F. Isso mostra que n(E) = E/F.

Aplicando o Teorema [16.0.11| concluimos que dim7(E) + dim F' = dim F, o que d& a

formula procurada. O

Soma de Subespacgos

Vamos agora aplicar a nossa ferramenta de contagem de dimensao para demonstrar uma

formula classica da dlgebra linear: a dimensao da soma de dois subespacos.

Definicao 16.0.13. Seja X um espaco vetorial e sejam E, F C X dois subespagos. A soma

deles ¢ o conjunto

def

E+F={veX;qxeE ye F,v=z+y}

formado por todos os vetores que podem ser escritos como soma de um vetor em E com um

vetor em F'.

O conjunto £+ F C X é um subespago de X. Como 0 € EFN F, claramente 0 € ' + F'.
Além disso, se v,0' € E+ F, existem z, 2’ € Fey,y € Ftaisquev=x+yev =2+
Assim,

v+v =(x+2)+ (y+y) e E+F.
Similarmente, vemos que Av € E+ I, para todo A € R. Como calcular a dimensao de £+ I

a partir das dimensoes de F e de F7
Exemplo 16.0.14. 1. Sejam F = S({e1,e2}) C R® ¢ E = S({e1,e3}). Entdo, podemos

ver que E+ F =R3, edimE = dim F = 2.

2. Sejam agora E = S({e1,e2}) C R* ¢ F = S({e3,e4}) C R, Entio, E+ F =R* ¢
dim £ = dim F' = 4. Observe que ENF = {0}: a intersecdo entre eles € trivial.

Lembre que a intersecao entre dois subespagos é sempre um subespaco. O caso em que

essa intersecao ¢ o subespaco trivial que consiste somente no vetor nulo é especial.
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Definigao 16.0.15. Se ENF = {0} denotamos a soma por E®F e dizemos que Y = EGF

¢ a soma direta de E e F.

Proposicao 16.0.16. Se Y = E® F entao todo vetor em Y pode ser escrito de modo unico

como soma de um vetor em E com um vetor em F. Além disso,

dimY =dim F + dim F.

Demonstragao. Pela definicao de soma, todo vetor em Y se escreve como soma de um vetor
em F com um vetor em F. Suponhamos que para um certo y € Y isso possa ser feito de

dois modos: existem v,v" € E e u,u’ € F tais que
y=v+u=1v+u.

Entao

U—’U/:U/—U.

Comov—v' € Feu—u € Fecomo ENF = {0}, concluimos que v = v’ e u = v, portanto

na verdade s6 existe uma forma.

Agora, observe que E C Y, pois se ¢ € Ff entdao x +0 € E & F. Similarmente, F C Y.
Tome {vy,...,v;} uma base de E e {uy,...,u,} uma base de F'. Em particular, dim F' = k
e dim F' = n. Vamos provar que {vy, ..., Vg, U1, ..., u, } é uma base de Y. Se y € Y existem
v € E eu € F, Unicos, tais que y = v + u. Como v € F e u € F existem aq,...,q; €
B, ..., By nmeros reais tais que v = Zle au ew =y, fiu e entdo, u+v se escreve como
combinacao linear dos vetores {vy, ..., v, U1, ..., u, }. Isso prova que o conjunto é gerador.

Suponha agora que

k n
Z o + Z Bru; = 0.
=1 =1

Entdo S5 oqu = — SO0, By pertencem ambos a E N F = {0}. Como {vy,..., v} e
{uy, ..., u,} sdo ambos conjuntos LI, concluimos que todos os a’s e todos os (’s sao nulos.

Isso prova que {vy, ..., vk, U1, ..., u, } é LI Portanto, dimY =k +n = dim £ + dim F. ]

E quando a intersecao E' N F' possui dimensao positiva, como calcular a dimensao da
soma F + F?7 Aqui vamos usar a ideia de passar ao quociente para reduzir esse problema ao

caso que ja sabemos resolver.
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Teorema 16.0.17. Sejam X um espaco vetorial de dimensdo finita e E,F C X dois
subespacos. Entao,

dmFE+F=dmFE+dmF —dimENF.

Demonstracao. Seja Y = E + F. Entao, como antes, F e F sao subespacos de Y, assim
como Yy = E N F é subespago de Y. Considere o quociente Y/Yy, e a aplicagdo quociente
associada 7 : Y — Y/Y;. Nesse caso, temos duas cadeias de subespagos: Yo C E C Y e
Yo C F C Y. Aplicando o Lema vemos que 7(FE) e m(F') sao ambos subespagos de
Y/Yy e dimn(E) = dim £ — dimYj e dim7(F) = dim F' — dim Yj.

Além disso, se [p] € m(E)N7(F) entdo p € ENF. Com efeito, a hipétese [p| € n(E)Nw(F)

implica que existe x ~ptalquex € ENF. Masxz —p € Yy e x € Yy implicam p € Y}, como
p q p q p 0 0 1mp p 05

afirmado. Como p € Yy implica [p] = [0] isso prova que
m(E)N=w(F) = 0].
Aplicando a Proposic¢ao [16.0.16 e o Teorema [16.0.11] temos que

dimY/Yy, = dimn(F)+ dimn(F)
<— dimY —dimYy = dimFE —dimYy+ dim F' — dim Y}

<— dimY = dimFE + dim F' — dim Yy,
que é a férmula anunciada. O

Exercicio 40. Prove que se um espaco vetorial E € a soma direta de subespacos E, ..., E,

entao
k

dim F = Z dim E.

I=1
Exercicio 41. Prove que se F' C E ¢ um subespaco de E tal que dim F' = dim E entao

F=F.



Capitulo 17

Produto de matrizes

Sejam A : R? - RF e B : R" — R? funcdes lineares representadas nas bases candnicas pelas
matrizes

aiyp ... Qiq bll c. bln

Observe que as linhas de A sao os vetores

4 = (a11, ..., a1q) € R 02 = (apy, ..., agg) € RY,
ao passo que as colunas de B sao os vetores

c? = (biy,....,ba1) €RY, ... cB = (b, ..., bayn) € RY.

Definigao 17.0.1. A matriz produto de A por B ¢ a matriz definida por

(¢ cf) .. (G e)
ABE
(0 er) o (G er)
. 2 0 1/2 0 i
Exemplo 17.0.2. Sejam A = eB= . Entao AB =
0 1/3 0 3 0 1

203
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Exemplo 17.0.3. Vamos usar Julia para efetuar o cdlculo do produto de

11 34 6.7 4.9
1 1 1 1
2 4 > 7
_0.1 0.01 0.001 0.0001_

e sua transposta AT. Na sintaze de Julia devemos escrever

A=[11 3/ 6.7 4.9;
1111;

2457

0.1 0.01 0.001 0.0001]

A transposta de A se indica simplesmente com A’. Entao o comando A*A’ fornece o produto

que € a matriz

i 1345.9  56.6  225.8 1.44719 ]
56.6 4.0 18.0 0.1111
225.8 18.0 94.0 0.2457

1.44719 0.1111 0.2457 0.010101

AAT

17.1 Caminhos num grafo

Figura 17.1: Grafo com 3 vértices e 7 arestas.
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Vamos agora aplicar o conceito de produto de matrizes a um problema em Teoria de
Grafos. Para ilustrar, vamos comegar considerando um exemplo bem especifico. Considere

o grafo dado na Figura
Problema 7. De quantas formas diferentes € possivel ir do vértice 2 ao vértice 3 fazendo-se
exatamente 3 travessias?

Nesse caso, o problema pode ser resolvido por inspecao direta: existem 4 formas diferentes

de ir de 2 até 3 fazendo-se exatamente 3 travessias.

Vamos agora olhar para a matriz de adjacéncia do grafo (veja a Definigao [11.1.1]). Ela é

111
A= 11 0 1|. Considere agora as poténcias da matriz de adjacéncia,

110

_3 2 2_

AP AA= 12 2 1

2 1 2

¢ -

7 5 5

AEA2A=1|5 3 4

5 4 3_

Note que a entrada 32 da matriz A3 é exatamente 4, a resposta do problema. Isso é coin-
cidéncia? Se vocé parar para pensar, cada linha da ¢ matriz A te diz a partir de quais
vértices j vocé consegue chegar no vértice i. O que acontece, por exemplo, quando vocé faz
o produto interno ({1, cs) entre a primeira linha e a terceira coluna? Ora, cada entrada na
terceira coluna te diz: partindo-se do vértice 3 para quais vértices posso ir! No caso aqui,
podemos ir para 1 e 2. E como a primeira linha te diz de quais vértices vocé chega em 1, no
produto interno (¢1, c3) sé vamos ter parcelas 1 x 1 quando for possivel sair de 3, passar por
algum vértice e chegar no 1. E isso pode ser feito apenas de duas formas diferentes, que é
igual a entrada 12 da matriz A%. Podemos generalizar esse raciocinio e enunciar o seguinte

teorema.

Teorema 17.1.1. Seja G um grafo com n vértices e seja A = [a;j|nxn @ matriz de adjacéncia

de G. Seja k € N e considere k-ésima poténcia da matriz A, denotada por A*¥ = [afj]nxn.
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Entdo, o numero de maneiras diferentes de se ir do vértice j ao vértice i no grafo fazendo-se

k

ezatamente k travessias € iguala a entrada a;; da matriz AF.

Para ilustrar a forca desse resultado, vamos resolver uma versao bem mais dificil do

problema anterior

Figura 17.2: Caminhos em malta: o vértice 2 representa a ilha de Malta, o vértice 2 a ilha

de Comino e o vértice 3 a ilha de Gozo.

Exercicios resolvidos

Exercicio 42. O arquipélago de Malta, no sul da Furopa, é composto por trés ilhas: Malta,
Comino e Gozo. Ezistem barcos ligando Comino a Gozo e Comino a Malta. Determine de

quantas formas diferentes € possivel ir de Malta a Gozo fazendo-se exatamente 666 travessias.

Solugdo. Considere o grafo descrito no enunciado que esta representado na Figura A
010 1 01 020

matriz de adjacéncia é A = |1 0 1|. Observe que A2 = [0 2 0| e A3 = 1|2 0 2|.
01 0 1 0 1 0 2 0

Por inducao podemos ver que as poténcias de A vao obedecer ao seguinte padrao: A" =
on=t g 2n7t 0 2 0

0 2o (0 |eA¥™=|on ( 9n|. Como 666=2x333, temos entdao que a3e® = 2332,
on=l ¢ 2rnt 0 2 0

Portanto, aplicando o teorema [17.1.1] concluimos que existem 2332 maneiras diferentes de ir

de Malta a Gozo fazendo-se exatamente 666 travessias. O
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O problema dos caminhos em Malta evidencia como a soluc¢ao matricial é capaz de revelar
detalhes mais profundos do assunto. Por exemplo, por causa do padrao que tém as poténcias
da matriz A vemos que nao é possivel ir de Malta a Gozo fazendo-se um nimero impar
de travessias e que o numero de solucoes do problema cresce exponencialmente quando

aumentamos a quantidade de travessias possiveis. Compare com o problema anterior.

Vamos agora usar Julia e o Teorema [17.1.1] para resolver mais um problema.

Exercicio 43. Suponha que Ay, As, A3 e Ay sejam pdginas da Internet. Considere a matriz
quadrada A na qual a entrada a;; €1 se a pagina A; faz um link para a pdgina A;, e 0 caso

contrario. Suponha que

01 01

0010
A—

1 0 01

1 1 00

Para cada i,7 = 1,2,3,4 determine de quantas formas diferentes € possivel ir da pagina A;

para a pdgina A; com, no mdzimo, 4 cliques.

Demonstragdao. Colocando A em Julia e fazendo-se o comando A + A? + A% + A% obtemos a
6 3 5

matriz B =

o S W ot

4 3 3

6 4 6|

6 3 5
Exercicio 44. Seja G um grafo. Um ciclo num grafo consiste é caminho no grafo que comeg¢a

e termina no mesmo vértice. Considere o grafo da Figura [I7.5 Determine a quantidade

total de ciclos de comprimento 3

Solugdo. A matriz de adjacéncia do grafo G é

0111

1 011
A=

1 011

0110
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Figura 17.3

A terceira poténcia da matriz A é

N & O
-~ W W
S oo oo 0o
=~ o O O

A quantidade total de ciclos no grafo ¢ a soma das entradas na diagonal da matriz A3,

portanto existem 19 ciclos de comprimento 3 no grafo G. ]

Exercicio 45. Considere o grafo G da figura a sequir. Prove que nao existe um caminho

4

Figura 17.4: Grafo com 4 vértices e 8 arestas.

que ligue o vértice 4 até o vértice 3 fazendo um niumero par de travessias.
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Solucao. A matriz de adjacéncia do grafo G é

0110

A:1001

1 001

0110

Observe que

-2002- -0440- -8008-
AQZOZQO,A3:4OO4,,A4:0880
0220 4 0 0 4 08 80
_2002_ _0440_ _8008_

Procedendo indutivamente vemos que as poténcias sucessivas de A obedecem ao seguinte

padrao: as poténcias pares tém a forma

o+t g o o]
0 2n+1 2n+1 0
0 2w 2wl
ot 0 0 2nH!

a0 passo que as poténcias impares tém a forma

0 2nt 2mH g
ovtl g 0 2nf!
A

0 2mtt 2mt g

A2n+1 —

Em particular, vemos que a entrada na linha 3 e coluna 4 de qualquer poténcia par de A é
igual a 0. Isso prova que nao existe nenhum caminho que comece no vértice 4 termine no

vértice 3, fazendo-se um numero par de travessias. O

17.2 Composicao de funcoes lineares

Sejam f : R? — R*¥ e g : R* — RY funcoes lineares. A composta de f e g é a funcao

fog:R"* — R* definida por

fog(®) X fg(z)), V z € RY
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Lema 17.2.1. fog ¢ linear

Demonstracao. Sejam x,y € R e A € R. Como ¢ é linear

g(x + Ay) = g(x) + Ag(y).

Como f ¢ linear,

flg(x) +Xg(y) = flg(z) + Af(g(y) = fog(z) + Afog(y)

Portanto
foglz+Xy) = fg(x+\y)) = fog(z)+Afogly).

Isso estabelece a linearidade de f o g. [

Proposigao 17.2.2. Sejam F' = [a;;|kxa a matriz de f na base canonica e G = [bijlaxn na

base canoénica. Entio a matriz de f o g : R* — RF € o produto FG.

Demonstragao. Seja A = [c;j|kxn & matriz de f o g na base canonica. Entéo as colunas de A

sao os vetores
Cf = f Og(el)v ...,Cﬁ = f Og<€n)'

Mas, se denotarmos por ¢ a j-ésima coluna da matriz G teremos

J

{€f,cf)

fogley) = flgley) = f(&) =
(e )
Portanto,
(€1, )
cf =
(k. c5)

Pela definicao do produto de matrizes isso prova que A = F'G. O]
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Exercicios resolvidos

Exercicio 46. Considere a matriz 7 X 7 abaixo

000O0O0O01
1 000000
0100000
A=10 0100 0 0
0001000
0000100
_O 000O01 O_

Calcule A",

Solucao. Como cada coluna da matriz é a imagem do respectivo vetor da base candnica vemos
que A(ey) = ey, A(es) = es,...,A(eg) = e7 e A(er) = e1. Ou seja, a matriz atua fazendo uma
permutacao circular nos vetores da base canonica, como ilustra esquematicamente o diagrama
abaixo

€1 —> €y —> €3 —> €4 — €5 — € — C7 —>E1.

Em particular, ao aplicarmos a matriz sucessivamente a qualquer vetor canonico por sete

vezes seguidas voltamos para o mesmo lugar, ou seja A’(e;) = e;, para todo j = 1,...,7.

Portanto, A" = Id. m
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Capitulo 18

Matriz inversa

Seja f : RY — R? linear. Dizemos que f é invertivel se existe g : R” — R? tal que
foglx)=gof(x)=2, V xcR%
Ou seja, fog = Id onde Id : R? — R é a funcao identidade, ou seja, Id(r) = .

Observagao 18.0.1. Como Id(e;) = e; temos que a matriz de Id é

1 0 0]

01 0
Id—

0 0 ]

Portanto, se F' é a matriz de f e G € a matriz da inversa de f, temos FG = Id.

Observacgao 18.0.2. f : R? — R? ¢ invertivel se, e somente se, f € injetiva e sobrejetiva
ao mesmo tempo. Com efeito, se f € invertivel com g : R? — R? a inversa de f entdo
y = g(x) € a unica solugdo da equacdo f(y) = x. Logo f deve ser sobrejetiva e injetiva.
Reciprocamente, se f € injetiva e sobrejetiva ao mesmo tempo entdo, para cada x € RY, a
equagao f(y) = x possui uma unica solu¢ao. Defina g(x) =y como sendo essa inica solugao.

A funcao assim definida “herda”a linearidade de f:

g(@' + 22?) = g(f(y") + A7) = g(f(y" + M) = y' + Ay” = g(a') + Ag(a?).

A observagao acima motiva o

213
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Lema 18.0.3. f € injetiva se, e somente se, dim N(f) =0

Demonstra¢ao. Suponha f injetiva. Entao, como f(0) = 0 o nicleo de f tem que ser trivial.
Reciprocamente, se f(x) = f(y) entdo, pela linearidade de f, f(z —y) = 0 e portanto
x—y € N(f). Portanto, se dim N(f) = 0 entdao z —y = 0, ou seja, x = y. Isso prova que f

¢é injetiva e estabelece o resultado. O]

Teorema 18.0.4. Seja f : R? — R? linear. Entdo f € invertivel se, e somente se,

dim N(f) = 0.

Demonstragao. Pelo Teorema do Nucleo e da Imagem, dim N(f) =0 <= dim Im(f) = d.
Além disso, f é sobrejetiva se, e somente se dim Im(f) = d. Ou seja, a injetividade de f é

equivalente a sua sobrejetividade. Portanto juntando o lema e a observacao concluimos. [J

18.1 Calculo da inversa

Seja A : R — R? um fungao linear, representada na base canonica para matriz A = [a;;]axa

e seja A7 : R? — R? a funcdo inversa de A.

Problema 8. Como obter a matriz de A~' a partir da matriz de A?

Solucdo. Sejam cy, ...,cq € RY as colunas de A~!. Entao, sabemos que
AN e) =cp, oo, AT eg) = ¢y
Como AA~! = Id, uma vez que A~! é a funcao inversa de A, temos entao que

AA_I(Bl) =C — e = A(Cl)

AAfl(ed) =C4 = €q= A(Cd).

Isso significa que cada ¢; de A~! ¢ a tnica solugao do sistema linear A(z) = e;. Portanto,
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basta resolver d sistemas lineares:
aiy a1q 1 0
aq1 Qdd 0 1
O]

Exemplo 18.1.1 (Exercicio resolvido). Seja A = . Calcule a matriz inversa de A.

11
Solucao.
21 1 0 2 1 1 0 21 1 0
_>€2~>72f2+£1 —
1 1 01 0 -1 1 -2 01 -1 2
20 : 2 =2 10 1 -1
Pl ——lat0y -
01 -1 2 01 -1 2
]
18.2 Matriz mudanca de base
Seja f : RY — R? linear cuja matriz na base candnica é F = [a;j]axq. Considere agora

B = {b',...,b?} uma outra base de R% e seja F' = [d;;]axa a matriz de f relativa a base B.

Ou seja, as colunas de F siio as coordenadas, relativas & base B, dos vetores f(b'), ..., f(b%).

Problema 9. Qual a relagdo entre as matrizes F e F?

Vamos tomar como exemplo a matriz A =

1
. Considere a base B = {(1,—1),(1,2)}.

2 3
Nessa base

2 1 1 1

ABY) = = =b'=(1,0)5
2 3| |—-1 —1
2 1] |1 4

A?) = = = 4b* = (0,4)5.
2 3| |2 8
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0 2 1 10
Logo a matriz de A na base B é . Qual a relacdo entre as matrizes e ¢

0 4 2 3 0 4
Teorema 18.2.1 (Mudanca de Base). Seja f : R? — R? linear cuja matriz na base canénica
€ F = [ai]axa. Considere agora B = {b',...,b%} uma outra base de R?, e seja F = @] dxd
a matriz de f relativa ¢ base B. Considere M : R* — RY a matriz na base candnica cujas

colunas sio os vetores b', ..., b% respectivamente. Entdo

M™YFM = F.

Exercicios Resolvidos

Exemplo 18.2.2 (Exercicio resolvido). Sabendo-se que a matriz da funcao linear f : R3 —

R? relativamente a base {u,v,w} C R?, onde u = (1,1,1), v=(1,2,1) ew = (1,1,3) €

3 1 3
0 2 0],
-1 -1 -1

1

determine a matriz de f relativamente o base candnica {ey,eq,e3} de R3.

Solugao. Vou resolver esse exercicio de duas formas diferentes. A primeira solugao é mais
elementar e baseada exclusivamente na linearidade e no significado das colunas de uma
matriz. Se a matriz da fun¢ao f na base {u,v,w} é como anunciado, podemos deduzir a

partir das colunas da matriz dada que

3u w

flu) = DD

flv) = STV g
3uw

flw) = DD

Por outro lado, como e; = v — u vemos pela linearidade de f que
u w o 3uw
f(€2):f(v>_f(u):§+U—§—7+§=—u+vzeg.

Além disso, como ez = “5* temos que

fles) = %(f(w) — f(u)) =0.
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Finalmente, seguindo essa mesma estratégia, para calcular f(e;) devemos escrever e; como
combinacao linear de u, v e w. Ou seja, devemos encontrar «,( e «y tais que au+fv+~yw = e;.

Esses sistema é equivalente a

atf+y =1
a+28+y = 0

atfB+3y =0

Subtraindo a terceira equacao da primeira vemos que 7 = —1/2 e portanto a e [ satisfazem
o sistema
a+p = 3/2

a+28 = 1/2,

cuja solugdo é f = —1 e a = 5/2. Portanto,
5 5 1
= -v—g = fle) = Sf)—f@) - 5fw)
1

= 2f(u) = f(v)
_ 3 U w
= u—w—i—v+§
U w
= — — 4+ —
2 2
= eq. (18.1)

Em resumo, concluimos que f(e;) = e, f(ea) = eg e f(e3) = 0. Portanto, a matriz de f na

base canonica é
1 00

010

0 00
Vou apresentar agora uma segunda solugao, mais elegante porém que envolve longos
célculos matriciais, que serdo apenas esbogados (usei Julia para fazer as contas). Na ver-
dade, conceitualmente as duas solucoes sao a mesma, apenas a forma de apresentacao é que

muda.
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Vimos em aula que se F' = [a;;] é a matriz de f na base canodnica, se F' é a matriz
de f na base {u,v,w} (dada no enunciado) e se M é a matriz cujas colunas sao u,v e w,

respectivamente, entao
F=M'FM — F=MFM™"

No produto acima que d& F, a matriz F e dada no enunciado e a matriz M também (conhe-
cemos suas colunas). E preciso entao calcular M ~!. Na prova, isso deveria ser feito usando o
método de eliminagao de Gauss-Jordan. Usando Julia basta dar o comando inv(M). Assim,
calculamos diretamente F' com o comando M*F*inv(M), o que nos fornece a mesma matriz

acima. O

Exemplo 18.2.3 (Exercicio resolvido). Seja A : R?* — R? a transformacao linear cuja

matriz na base canonica €

0 1

-1 0
Prove que se

a b

¢ d|’

¢ a matriz de A relativamente a uma base qualquer de R? entdo b # 0, ou ¢ # 0. Em outras

palavras: nenhuma matriz de A € diagonal.

Solugdo. Observe que a matriz A relativamente a uma certa base {u,v} de R? ¢ diagonal se,
e somente se, u e v sdo autovetores LI. No entanto, como A(e;) = (0, —1) e A(e2) = (1,0),
vemos que A é uma rotacao de 90 graus no sentido horario. No entanto, isso implica que A

nao pode ter retas invariantes. Logo nenhuma matriz de A é diagonal. O



Capitulo 19

Determinantes: significado e

propriedades

Este serda um capitulo muito rapido. Sera o tnico capitulo onde nao vamos apresentar a
demonstracao do resultado principal. Num futuro préximo ele sera expandido e as devidas

explicacoes e demonstragoes serao fornecidas. Por ora, vamos ser apenas muito pragmaticos.

Teorema 19.0.1. Para cada d, existe uma unica fungcao multilinear alternada det : R - R

que vale 1 na matriz identidade.

Voce ja ouviu falar do determinante de uma matriz no ensino médio e provavelmente ja

viu a férmula
a

b
A= = det(A) = ad — be.
c d

O resultado mais importante desse capitulo é o seguinte:

Teorema 19.0.2. O determinante de uma matriz A é o volume do paralelepipedo d-

dimensional gerado pelas colunas. Em particular, as colunas de A sao LD se, e somente

se, det(A) = 0.

Ou seja, A é invertivel se, e somente se, seu determinante é nulo. Isso terd consequéncias
importantes no proximo capitulo. A seguir vamos ilustrar esses resultados em alguns exem-

plos.

219
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Verificando a férmula classica

a b

Vamos demonstrar que férmula classica para o determinante da matriz A = fornece

c d
de fato a drea do paralelogramo gerado pelos vetores v = (a,c) e u = (b,d). Vamos supor

v

Figura 19.1: Queremos calcular a area do paralelogramo gerado por u e v.

por simplicidade que a, b, ¢, d > 0 logo temos exatamente a situacao descrita na Figura[19.1]
Aplicando uma rotagao de angulo 6 no sentido horario obtemos dois novos vetores com
mesmo comprimento, e de forma que o paralelogramo gerado por eles possui a mesma area
(veja a Figura [19.2). Vamos denotar por € = [|[v||> > 0 o comprimento do vetor v. A matriz
de rotacao nesse caso é

cosf)  sind

Re p— pr—
—sinf@ cosf

MR Mo

€
T
Observe que Ry(v) = (£,0) e
1 1
Ry(u) = (=(ad + bc), = (ad — bc)).
£ £
Portanto, a drea do paralelogramo gerado por esses vetores é
1
area = £ X E(ad —bc) = ad — be,

como queria demonstrar.
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Figura 19.2: O paralelogramo de contorno laranja possui a mesma area que queremos calcu-

lar.

Determinante de uma matriz triangular

O determinante de uma matriz triangular é o produto dos elementos da sua diagonal.

Calculo do determinante usando eliminacao Gaussiana

Como o determinante é uma funcao multilinear alternada das colunas de uma matriz e como

Proposicao 19.0.3. O determinante de A € igual ao determinante da transposta de A

se substituirmos uma linha por uma combinacao linear de linhas o determinante fica

alterado linearmente ou até mesmo pode ficar inalterado.

1 7 3
Exemplo 19.0.4. Vamos calcular o determinante da matriz A = (4 9 2| Comecamos

75 6
fazendo o primeiro passo da eliminac¢ao

1 7 3 1 7 3
£2 — —451 + EQ

4 9 2 0 —19 -10
£3 — —7€1 + 63

7 5 6 0 —44 -15
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1 7 3
Considere a matriz Ay = [0 —19 —10|. Ora, temos que Ay = [l1, —4l1 + b, —Tl1 + (3].

0 —44 -—-15
Pela multilinearidade do determinante temos que

det(Al) = det[fl, —4@1, —7€1] + det[él, —461, gg] + det[ﬁl, 62, —761] + det[fl, 62, 63]

As trés primeiras parcelas dessa expressio sao determinantes de matrizes cujas linhas sdo
LD portanto sio nulas. Logo, det(A;) = det(A). Continuando a eliminagdo fazemos o

ProTIMo passo

1 7 3 17 3

0 —19 —10| ¢35 — —440,4+19¢5 |0 —19 —10

0 —44 -15 0 0 155
1 7 3

Seja Ay = [0 —19 —10|. Entdo Ay = [0, 05", —4405" + 19041] e portanto, det(Ay) =

0 0 155
19det(A;) = 19det(A). Como det(Ay) = —19 x 155 concluimos facilmente que det(A) =

—155. Para certificar os cdlculos usei Julia: a fun¢ao det(A) retorna o determinante da

matriz A.
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Autovalores e autovetores

Vamos estudar o seguinte problema:

Problema 10. Seja f : R? — R? uma funcao linear cuja matriz na base canonica seja
F =
Seja w = (7,8) € R?. Como calcular de forma eficiente 9% (w)?

E preciso refletir um pouco sobre o significado do problema. Com o que aprendemos de
algebra linear até aqui nossa tnica forma de resolver esse problema seria multiplicar a matriz
F por si mesma 666 vezes e aplicar a matriz assim obtida ao vetor w. Mesmo com Julia,
se trocarmos 666 por uma poténcia mais alta fica computacionalmente cada vez mais caro
fazer esse calculo. E ai entra a importancia da pergunta: como fazer esse calculo de forma

computacionalmente barata?

Vejamos. Observe o que a fungao f faz com os vetores v = (1,—1) e u = (1, 2).

2 1 1 1 2 1] |1 4
flv) = = =v e f(u)= = = 4u.
2 3| |-1 -1 2 3| |2 8

Ou seja, f(v) = v e f(u) = 4u. Portanto, f transforma v em si préprio e u noutro vetor

na reta gerada por u. Em ambos os casos, um vetor é transformado em um multiplo de si

223
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mesmo. Agora, seja b = Av um vetor em cima da reta gerada por v. Entao, pela linearidade
temos que

f(0) = f(Av) = Af(v) = Ao
Isso mostra qualquer vetor vetor em cima da reta gerada por v é fixado: f(b) = b, para todo

vetor b = \v em cima da reta gerada por v.

o

fu) =4u

Figura 20.1: A funcao linear f transforma as retas azul vermelha em si préprias, fixando os

vetores na reta vermelha, e esticando por um fator de 4 os vetores em cima da reta azul.

Similarmente, seja a = ou um vetor arbitrario em cima da reta gerada por u. Entao,

f(a) = f(ou) = of(u) = dou.

Ou seja, a = ou é transformado por f no vetor 4ou, que também estd em cima da reta

gerada por u.

O leitor deve estar se indagando: e o que isso tem haver com o problema inicial? Ora,
considere x € R? um vetor arbitrdrio. J4 sabemos que, como u e v sdo nao-colineares,
podemos escrever  como combinacao linear de u e v. Logo, devem existir niimeros reais A

e o tais que x = \v + ou. Entao, pela linearidade temos que
f(x) =Af(v) +of(u) = v+ 4ou.
Isso implica que

() = f(f(2) = f (v +dou) = Mf(v) + 4o f(u) = v + 160u.
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Prosseguindo indutivamente vamos ver que
fM(x) = v +4"ou.

Essa igualdade é muito significativa para o Problema [10] que queriamos resolver e, de fato,
ela da a solucao de forma completa e elegante: ao invés de multiplicar a matriz por si mesma

4666

666 vezes, basta calcular . Vamos ser mais explicitos. Observe que w = (7,8) pode ser

escrito como w = 2v + 5u. Logo,
f%%(w) = 2v + 4654,

Se vocé olhar a solugao que demos para o Problema[l0]de forma ampla, pode tirar a seguinte
conclusao: como a funcdo linear possui um par de retas transversais invariantes, podemos
escrever cada vetor do plano como uma soma de dois vetores, um em cada reta, e como a
acao de f em cada reta consiste em multiplicar por um fator de “esticamento”(que pode ser
igual a 1), multiplicar a matriz de f por si mesma n vezes se reduz a calcular poténcias

numéricas.

Definicao 20.0.1. Seja X um espago vetorial a f: X — X uma funcao linear. Dizemos

que v € X{0} € um autovetor de f associado ao autovalor A € R se f(v) = lv.

Geometricamente, um autovetor para uma funcao linear equivale a uma reta invariante
pela acao da funcao. Quando a reta é invariante, pela linearidade, todo vetor ali é apenas

“esticado” por um certo fator. O autovalor é o valor numérico desse fator de esticamento.

20.1 O polinémio caracteristico

Uma vez apresentada a nocao de autovalores e autovetores, ficam evidentes certas perguntas:
toda funcao linear possui autovalores e autovetores? Como determinar os autovalores e

autovetores?

Exemplo 20.1.1. A resposta da primeira pergunta € facil: existem funcoes lineares que
ndo possuem autovetores. Considere por exemplo a funcdo linear f : R?> — R? dada por

f(z,y) = (—y,x). Observe que f é uma rotagio de 90° no plano. Assim, toda nenhuma
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——

Figura 20.2: Uma rotacao do plano nunca possui autovetores.

reta pode ser invariante pela acao de f e portanto nao existem autovetores. E como resolver
o Problema para funcoes lineares sem autovetores entdao? FEssa € uma estoria para oS

proximos capitulos...

Vamos agora tratar da segunda pergunta: como determinar os autovetores de uma matriz.
A resposta que vamos propor nao é a melhor computacionalmente mas tem a asticia tipica

encontrada nos melhores trabalhos de matematica.

Seja entao X um espaco vetorial de dimensao finita qualquer e seja f : X — X uma
fungao linear. Se v € X{0} é um autovetor é porque existe A € R de forma que f(v) = Av.
Podemos escrever isso como sendo f(v) — Av = 0. Ou seja, se considerarmos a funcao linear
g : X — X definida como g = f — Ald entao temos que g(v) = 0. Ou seja, como estamos

assumindo que v # 0, isso significa que dim N(g) > 0, e portanto g nao é invertivel.

Podemos olhar isso da seguinte maneira: os autovalores sao exatamente aqueles niimeros
reais A que fazem a funcao f — Ald ser nao invertivel. Como vimos, uma funcao linear
deixa de ser invertivel exatamente quando seu determinante é nulo. Isso nos leva a seguinte

definicao:

Definigao 20.1.2 (Polinomio caracteristico). Seja f : X — X wma funcao linear definida

num espago vetorial de dimensao finita. O polindmio caracteristico de f € a fung¢ao p: R —
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R definida por
p(A\) = det(f — A\Id).

A discussao que fizemos nos paragrafos imediatamente anteriores a definicao do polinomio

caracteristico demonstram o resultado seguinte.

Teorema 20.1.3. Um nimero A € R é um autovalor de f : X — X se, e somente se,

p(A) = 0.

Vamos ver a seguir, através de alguns exercicios resolvidos, como podemos usar o Teo-

rema [20.1.3| para determinar os autovalores e autovetores de uma funcao linear.

Exercicios resolvidos

1 1
Exercicio 47. Considere a matriz A =

-3 5
(a) Encontre todos os autovetores e autovalores de A.

(b) Expresse o vetor w = (2,4) € R? como combinagdo linear dos autovetores de A.

(¢) Usando sua solugdo do item anterior, expresse o vetor A (w) em fungdo dos autove-

tores e dos autovalores de A.

Solugao. O polinomio caracteristico da matriz A é

1—A 1
p(A) = det(A — Ald) = det =(1=NB-=N+3=X—61+38.
—3 5—2A

Como podemos fazer a fatoragao p(A) = (A — 2)(A — 4), vemos que as raizes do polindémio

caracteristico sao \; = 2 ¢ Ay = 4. Portanto os autovalores de A sao 2 e 4.

Autoverores associados a \; =2 — Procuramos um vetor v = (z,y) € R? que satisfaca

A(v) = 2v, ou seja
1 1] |z 2z
-3 5| |y 2y
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A igualdade vetorial acima é equivalente ao sistema de equacoes numéricas
r+y = 2z
—3r+d5y = 2y.

A solugao desse sistema ¢ a reta de equagao z = y. Em particular, o vetor v = (1,1) é um

autovetor de A associado ao autovalor 2.

Autoverores associados a A\ =4 —  Procuramos um vetor u = (x,y) € R? que satisfaga
A(u) = 4u, ou seja
1 1| |z 4x
-3 5| |y 4y
A igualdade vetorial acima é equivalente ao sistema de equacoes numéricas
r+y = 4z
—3r+5y = 4y.

A solugao desse sistema é a reta de equagao y = 3z. Em particular, o vetor v = (1,3) é

um autovetor de A, associado ao autovalor 4.

Vemos que o vetor w = (2,4) pode ser escrito como w = u + v. Entéo, A(w) = A(u) +

A(v) = 4u + 2v, e portanto
A?(w) = 4A(u) + 2A(v) = 4%u + 2%v.

Por inducao, vemos que

A (w) = 4" 4+ 2",

e portanto A% (w) = 4%(1,3) + 29(1, 1). O
2 1

Exercicio 48. Calcule todos os autovalores a autovetores da matriz A =
2 3

Solugdo. O polinémio caracteristico da matriz A é

2—A 1 )
p(A\) = det(A — \Id) = det =2=-M)B-XN)—-2=X-5)1+4.
2 3—A

Como podemos fazer a fatoragao p(A) = (A — 1)(A — 4), vemos que as raizes do polindémio

caracteristico sao \; = 1 e Ay = 4. Portanto os autovalores de A sao 1 e 4.
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Autoverores associados a \; = 1 — Procuramos um vetor v = (z,y) € R? que satisfaga
A(v) = v, ou seja

2 1| |z z

2 3| |y Y

A igualdade vetorial acima é equivalente ao sistema de equagdes numeéricas

20 4+y = «x
2+ 3y = v.
A solugao desse sistema é a reta de equagdo y = —x. Em particular, o vetor v = (1,—1) é

um autovetor de A associado ao autovalor 2.

Autoverores associados a \y =4 —  Procuramos um vetor u = (x,y) € R? que satisfaga
A(u) = 4u, ou seja

2 1| |z 4x

A igualdade vetorial acima é equivalente ao sistema de equagdes numeéricas

2r+y = 4dx

20+ 3y = 4y.

A solugao desse sistema é a reta de equacao y = 2z. Em particular, o vetor u = (1,2) é

um autovetor de A, associado ao autovalor 4. O

O método de calculo dos autovetores e autovalores a partir do Teorema funciona
muito bem em dimensao 2, porém para dimensoes maiores ele nao ¢ muito elegante. De fato,
o primeiro passo consiste em calcular todas as raizes de um polinomio de grau d = dim X, o
que s6 pode ser feito por meio de férmulas para d < 5[] O segundo passo consiste em resolver

d sistemas lineares. Imagine fazer isso para d = 666...

'Esse é um maravilhoso resultado da Teoria de Galois, um ramo da &lgebra abstrata, e que
também ¢é um dos capitulos mais interessantes da histéria da matemadtica. Veja por exemplo o
livro https://books.google.com.br/books/about/The_Equation_that_Couldn_t_Be_Solved.html?id=
_0131GmIAZgC&redir_esc=y


https://books.google.com.br/books/about/The_Equation_that_Couldn_t_Be_Solved.html?id=_Ol31GmIAZgC&redir_esc=y
https://books.google.com.br/books/about/The_Equation_that_Couldn_t_Be_Solved.html?id=_Ol31GmIAZgC&redir_esc=y

230 CAPITULO 20. AUTOVALORES E AUTOVETORES

Em algumas situacoes podemos lancar de argumentos geométricos, como nos exercicios

resolvidos a seguir.

Exercicio 49. Calcule o posto e determine todos os autovetores e autovalores da matriz

N NN N

= s e
S O O D
co oo 0o 0o

Solugdo. Seja I = (1,1,1,1). Pelas colunas da matriz vemos que A(e;) = 2I, A(eq) = 41,
A(es) = 6l e A(eq) = 8. Vemos portanto que a imagem de A é a reta gerada pelo vetor 1.
Isso prova que o posto de A é igual a 1. Além disso, a reta gerada pelo vetor I é a unica reta

que que pode ser invariante. Como

2 4 6 8|1 20
2 4 6 8|1 20
2 4 6 8] 1] [20]
2 4 6 8| |1 20
ou seja A(I) = 20I, vemos que I é um autovetor e o tnico autovalor de A é 20. O

O exercicio anterior é um caso particular do seguinte.

Exercicio 50. Calcule o posto e determine todos os autovalores e autovetores da matriz

n X n abaizo

Cit Cp ... Cp

cCi Cp ... Cp
A=

Cit Cp ... Cp

Solugao. Seja = (1,1,...,1). Observe que, pela forma das colunas de A, podemos deduzir

Alej) =¢l, ¥V j=1,..n.
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Isso implica que a imagem de A é a reta gerada por I, e portanto A tem posto 1. Além disso,

como
n
1 C .. | |1 > =16
1 n
c1 Cy ... Cp ijlcj
= )
n
[CRECIC Y Py

ou seja, A(I) = 3_7 | ¢;I. Portanto o tinico autovalor de A é 37, ¢;, e I 6 um autovetor. [

20.2 Aplicacao: equacoes em diferenca

O objetivo dessa secao é resolver o seguinte problema.

Problema 11 (Férmula para a sequéncia de Fibonacci). A sequéncia de Fibonacci € definida
recursiwamente comec¢ando-se com vy = 0 e x1 = 1 e cada termo a partir do terceiro € a
soma dos dois termos anteriores. Assim, por exemplo, xo = x1 + 29 =1, x3 = 19 + 11 = 2,

Ty = T3+ 29 =3, x5 =D e assim por diante. Encontre uma matriz A = [a;j]ax2 tal que
An(IOa xl) - (xn) xn—l)‘

Calcule os autovalores e autovetores da matriz A e obtenha uma formula para o n-ésimo

termo da sequéncia de Fibonacci.

0 1
Solugdo. Seja A = . Observe que
11

A(xnfla xn) = (xna Tp-1+ xn) = (xna anrl)-

Portanto, A™(zo,z1) = (2, xn—1). Vamos calcular os autovalores e os autovetores de A. O

polinémio caracteristico de A é

A1 )
p(A) = det =AN-A-1

1+v/5 (] )\2 17\/5.

Portanto, as raizes de p sao A\; = =5
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Autovetores associados a A\ = %5 —  Procuramos um vetor v = (z,y) que satisfaga
A(v) = A\jv, ou seja

0 1| |z (%5) x

L)),

A equacao vetorial acima equivale ao sistema numérico de equagoes

:1:+a:\/5
2
y+yvb

2 b

r+y

1+V5
2

cuja solucao ¢é a reta de equagao y = <1+2‘/5> x. Em particular, v = (1, ) é um autovetor

associado ao autovalor ;.

Autovetores associados a \y = 1_2*/5 —  Procuramos um vetor u = (z,y) que satisfaga
A(u) = \u, ou seja

0 1] | (%5) x

L),

A equacao vetorial acima equivale ao sistema numérico de equagoes

r— 15
9
y—yv5h
2 )

r+y

1-/5
2

1—v5
2

cuja solugao ¢ a reta de equacao y = ( ) z. Em particular, u = (1, ) é um autovetor

associado ao autovalor \s.

Vamos escrever o vetor e; = (29, x1) = (0,1) como combinagao linear de u e v. Devemos

encontrar numeros « e § que satisfacam au + fv = es. Ou seja,

1+45
2 (8%

A solucao do sistema acima é o = —%
+

a+pB =0

()

. Portanto, como

e} =
NAY 1+\/3 1 (1-=v5\" _ 1-v5

_|_

A"z, 1) = ATV + aXju = — (

NAWE
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e como A™(xg, 1) = (2, Tp11) vemos que o n-ésimo termo da sequéncia de Fibonacci serd

BRGNS LGN
= AT 2 NAUE

Essa férmula linda deixa explicito que a sequéncia de Fibonacci é praticamente a sequéncia

dado por

de poténcias sucessivas do nimero de ouro (1 + /2)/2. O

20.3 Subespacos invariantes

Beleza, ja vimos que autovalores e autovetores sao super legais, com eles podemos resolver uns
problemas maneiros (como dar uma férmula para o termo geral da sequéncia de Fibonacci).
No entanto, ja vimos também que nem toda funcao linear tem autovalores e autovetores.
Sabemos também que a vida ¢ ardilosa e que quando a gente estiver super empolgado ali
querendo programar um robo de compra e venda de acoes no mercado financeiro, vai aparecer
uma fungao linear sem autovalores ou coisa complicada que o valha. E ai o que a gente faz?

Senta e chora?

Calma. Vamos pensar um pouco. No final do dia, um par autovetor/autovalor corres-
ponde simplesmente a uma reta deixada invariante pela funcao linear. Se a nossa funcao
ardilosa nao tiver reta invariante, podemos procurar planos invariantes, ou, mais geralmente

subespacos invariantes.

Definicao 20.3.1 (Subespacos invariantes). Seja f : X — X wuma funcdo linear, definida

em um espaco vetorial de dimensao finita X . Dizemos que um subespaco F C X € invariante

por f se f(F) C E.

Exemplo 20.3.2. Seja f: R® — R3 cuja matriz na base candnica é

20 0
0 0 -1
01 0

Observe que f(ey) = 2eq, portanto o eixo {(e1) € uma reta invariante, com autovalor 2. Por
outro lado, f roda os vetores ey e es por um angulo de 90°, preservando o plano gerado por

eles. Ou seja, o plano gerado por {es, ez} € um subespago invariante de dimensao 2.
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Vamos a seguir demonstrar que toda funcao linear f : X — X sempre possui um su-
bespaco invariante de dimensao no maximo 2, ainda que a dimensao de X seja gigantesca.
Esse é um resultado extraordinario em cuja demonstragao, linda, intervém um resultado
de algebra abstrata: o teorema fundamental da algebra! FEle diz que todo todo polinomio
mémccﬂ real se decompoes como produto de polinomios monicos irredutiveis de grau no

mdximo 2.

Teorema 20.3.3. Seja f : X — X uma funcao linear definida num espaco vetorial de

dimensao finita. Entao existe E C X subespaco invariante satisfazendo 1 < dim E < 2.

Demonstracao. Essa demonstracao é uma maravilha, olha s6. Seja d = dim X. Como o
espago vetorial £(X) das fungoes lineares de X em X se identifica com o espaco das matrizes
quadradas d x d, temos que dim £ = d2. Logo as d? + 1 funcoes Id, f, f2, ..., f* sao LD e

portanto existem numeros reais «q, ..., a2 tais que

d2
Z Oégfé =0.
=0

Seja m = max{l;a, # 0}. Em particular, se £ > m entdo ay = 0. Observe ainda que a
possibilidade m = d? esté incluida nessa argumentacao. Para cada ¢ considere 3, = o/,
0 o polindomio ménico p(t) = > ;- Bet‘. Pelo Teorema Fundamental da Algebra existe uma
fatoracao p = pl...p;ﬂ em polindmios monicos de grau 1 ou 2. Como p(f) = 0 temos que
det p(f) = 0 e como o determinante de um produto é o produto dos determinantes temos

que

det pi(f). det pa(f)... det p(f) = 0.

Logo, deve existir algum ¢ para o qual det p;(f) = 0. Se p; tem grau 1, digamos p;(t) =t — A
entao deduzimos que f — Ald = 0, o que obviamente implica que A\ é uma raiz do polinomio
caracteristico de f e portanto é um autovalor. Logo, nesse caso, provamos que f admite uma

reta invariante.

2Mbénico significa que p(x) = 2™ + a 2™~ + ...
3Aqui tem uma passagem sutil: de p = p;...p, deduzimos que p(f) = p1(f)...px(f). A sutileza estd no

fato de que o conjunto £(X) é dotado da estrutura algébrica de um anel, assim como os nimeros, porém
esse anel é nao comutativo. Porém, nesse caso especifico os produtos envolvidos sao apenas poténcias de f,

que comutam.
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Se, por outro lado, p; tem grau 2, digamos p;(t) = t> + at + b entao dado qualquer vetor

v # 0 em X temos que
f2(v) +afv) +bv=0 = f*(v)=—af(v)—bv,

portanto pondo u = f(v) temos que f(u) = —au — bv, o que implica que o subespagco gerado

por u e v é invariante, e tem obviamente dimensao no maximo 2. O
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Capitulo 21

O Teorema Espectral

O Teorema Espectral para operadores auto-adjuntos é o coroamento de todo curso de in-
troducao a algebra linear. E o andar de cima desse edificio ja bonitinho que estamos cons-
truindo e do qual ja podemos ter uma vista interessante da paisagem. Acima disso, é quando
a coisa comeca realmente a ficar séria e a matematica aqui desenvolvida comecar se tornar

profunda.

21.1 Funcoes lineares auto-adjuntas

Seja f : R — R? uma funcao linear ¢ f7 : R? — R? a sua transposta. Dizemos que f é
auto-adjunta ou simétrica se f = fT. Ou seja, se a matriz de f na base candnica é imutével

quando se intercambia linhas com colunas. Pelo Teorema [14.1.2]isso equivale a dizer que

(f(w),v) = (u, f(v)), VYu,veR™

Subespacos invariantes e transposicao

A relacao de dualidade entre uma funcao e sua transposta se deixa entrever também quando

olhamos os subespacos invariantes.

Proposicao 21.1.1. Seja f : R — R% ¢ E C RY um subespaco invariante. Entdo E+ ¢é

invariante por fT.

237
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Demonstracio. Seja x € E+. Vamos provar que f7(z) € E+. Para isso, devemos provar que
fT(z) é ortogonal a todo elemento de E. Seja y € E qualquer. Entao (y, f(x)) = (f(y), x).
Como E ¢ invariante temos f(y) € E. Como z € E* temos entdo que (f(y),z) = 0.

Portanto, f7(z) é ortogonal a y, como queria demonstrar. O

A proposicao acima, ainda que facil, ser4 uma peca muito importante na montagem do

quebra-cabecas do Teorema Espectral, sobretudo na forma abaixo.

Corollario 21.1.2. Se f : R = RY ¢ auto-adjunta e E C R? é um subespaco invariante

entdo E+ também é um subespaco invariante.

Isso mostra que para uma funcao linear simétrica os subespagos invariantes sempre vém
em pares ortogonalmente complementares, o que ja mostra como esse tipo de funcao é espe-

cial.

21.2 Enunciado e demonstracao

Na secao anterior ja vislumbramos que a simetria de uma funcgao linear a dota de propriedades

especiais. Mas nada, caro leitor, pode te preparar para o espetacular

Teorema 21.2.1 (Teorema Espectral). Seja f : R? — R? linear e auto-adjunta. Entdo

existe uma base ortonormal {uy, ...,uq} de R formada por autovetores de f.

Ou seja: nao sé uma matriz simétrica possui autovetores, como na verdade possui uma
penca! Além disso, os autovetores dela sdo ortogonais entre si (portanto podem ser tomados

tendo norma 1).

Prova do Teorema Espectral. Faremos a prova por inducao em d. O caso d = 1 é automatico.
Suponha entao o teorema verdadeiro para d—1, e vamos provar que isso implica a veracidade
na dimensao d. Para isso, vamos primeiro provar que f possui uma reta invariante. Pelo
Teorema sabemos que existe um subespaco £ C R? com 1 < dim F < 2, satisfazendo
f(F) C E. Se dim F = 1, temos o resultado. Podemos supor entdo que dim £ = 2. Seja

{z,y} uma base ortonormal arbitrdria de £. Como a matriz de f nessa base ¢ simétrica
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sabemos que f(z) = ax+by e f(y) = bx + cy, ou seja a matriz de f : E — E na base {z,y}
g

a b

b ¢
O polinémio caracteristico dessa matriz é p(t) = * — (a + ¢)t + ac — b*, cujo discriminante
¢ A= (a—c)*+4b* > 0. Se A =0entdao b = 0 e a = ¢ donde concluimos que f = ald
em F, e portanto x e y sao ambos autovetores associados ao autovalor a. Se A > 0 entao
o polinomio caracteristico tem duas raizes reais e distintas, digamos £ e A\. Sejam u e v os

respectivos autovetores. Nesse caso temos duas retas invariantes.

De todo modo, provamos que f possui uma reta r invariante. Seja £ = r*. Entdo, como
dimEF = d — 1 e como F ¢ invariante, porque f ¢é simétrica e r é invariante, a hipotese de
inducao da uma base ortonormal de autovetores de f dentro de F, a qual quando adjuntada
a qualquer vetor unitario tangente a r da a base anunciada pelo teorema. Isso termina a

prova do Teorema Espectral. O
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Capitulo 22

O método dos minimos quadrados

Vamos encerrar o livro nesse capitulo final com a discussao de uma técnica muito importante
na matematica aplicada de forma geral. A ideia de base é a seguinte pergunta: dada uma
lista de dados numéricos, é possivel a partir dela detectar algum padrao e a partir desse

padrao fazer uma previsao confiavel?

A seguir vamos apresentar dois problemas concretos que resolveremos nesse capitulo
usando a técnica dos minimos quadrados. O mais interessante é que os problemas nao tem
quase nada haver um com o outro. A tnica coisa que os conecta € justamente a matematica

usada na solucao!

241
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Evolugao dos processadores— Na tabela a seguiil| estdo colocados a quantidade de tran-

sistores num processador IMB a cada ano:

1975 2,250
1972 2,500
1974 5,000
1978 29,000

1982 120,000
1985 275,000

1989 1,180,000
1993 3,100,000
1997 7,500,000
1999 24,000, 000
2000 42,000, 000
2002 220, 000, 000
2003 410,000,000

Observe que os dados nao fornecem informacoes sobre todos os anos. E possivel a partir dessa
tabela inferir a quantidade de transistores no ano de 19917 A técnica que vamos apresentar

aqui se serve para resolver esse tipo de problema.

Venda de antncios para midias— Imagine uma marca que tem como “alvo”para sua
campanha publicitaria um certo nimero m de grupos demograficos distintof] Uma agéncia
de publicidade vende o seguinte produto: para cada grupo demografico i ela é capaz de dar
um certo nimero v; de “impressoes” (dentro de um determinado periodo de tempo). Para
conseguir esses numeros de impressoes, a agéncia dispoe de intimeros canais distintos (TV,
midias sociais et...) onde ela pode veicular a publicidade. Quanto mais canais o cliente
quiser, mais caro fica. A precificacao da ageéncia é feita da seguinte maneira: para cada canal
J e cada grupo demogréfico ¢ o nimero a;; mede a quantidade de “impressoes’no grupo ¢

para cada real investido no canal j. O cliente deseja atingir um certo vetor de impressoes

!Com dados reais retirados do site http://www.theinfolist.com/php/SummaryGet.php?FindGo=

Transistor’,20Count
2A divisao em grupos sociais é um problema a parte que envolve varidveis sociolégicas e econdmicas.


http://www.theinfolist.com/php/SummaryGet.php?FindGo=Transistor%20Count
http://www.theinfolist.com/php/SummaryGet.php?FindGo=Transistor%20Count
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por cada grupo demogréfico y = (y1, ..., Ym) € R™. Se ele tiver dinheiro para pagar por todos
os canais disponiveis ele pode atingir esse vetor. Mas, se ele sé pode comprar um nimero
n << m de canais o vetor desejado pode nao ser atingivel. Nesse caso, quanto investir em
cada canal para obter um vetor § € R™ que esteja o mais préximo possivel do vetor desejado

u?

Vamos tentar traduzir esse problema num enunciado matemaético preciso, ou seja, vamos

fazer modelagem matemdatica!ll!

Seja x = (x1, ..., z,) € R™ o vetor que representa, para cada j o dinheiro que o cliente vai
colocar no canal j. Pela defini¢do da matriz A = [a;;]mxn vemos que o nimero de impressoes
por cada grupo demografico é dado pelo vetor A(z). Logo, o problema é: como encontrar
r € R? de forma que A(z) = y? Ora, como n << m, ainda que a matriz A tenha nicleo
trivial (e portanto sua atuacdo de R" para R™ nao colapsa dimensoes) podemos ter que

y & Im(A), e af al esse problema nao tem solugao exata.

Por essa razao somos levados a buscar solugoes aproximadas. Podemos entao formular

matematicamente o problema de venda de nincios em maultiplas midias da seguinte forma

Encontre o vetor € R” de forma que o vetor § = A(%) esteja o mais préximo

possivel do vetor de impressoes desejado .

Nas préximas duas segoes vamos desenvolver a teoria matematica que permite dar a

solugao matematica desse problema.

22.1 O Teorema dos Valores Singulares

Como ilustrado acima, em muitas aplicagoes queremos resolver sistemas lineares dados por
uma funcdo linear f : R — R¥, com d # k. Quando d = k, vimos que em muitos casos
é possivel “diagonalizar”a matriz de f usando seus autovalores e autovetores, sendo o mais

notavel deles o das matrizes simétricas.

No entanto, quando d # k nem sequer podemos falar de autovalores e autovetores de f.

Mas gostariamos ainda de buscar uma maneira geométrica de dissecar a acao de f de modo
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a poder resolver equagoes f(z) =y de forma eficiente. O coragao desse desejo é o resultado

a seguir.

f s
[ fluz) = a2v2
A
7 \

u2 pd

u1 « Im(f)

Figura 22.1: Teorema dos Valores Singulares no caso f : R? — R? com posto 2..

Teorema 22.1.1 (Teorema dos Valores Singulares). Seja f : RY — R¥ uma funcao linear e
sejap < d o posto de f. Entao, existem nimeros reais positivos oy, ..., 0, € bases ortonormais

{ug,...;uqy CRY e {vy, ..., v} C R¥ satisfazendo

(a) {uy,...,u,} € uma base de Im(f7) e {vy,...,v,} € uma base de Im(f)

(b) Se p < d entiao {ups1,...,us} C N(f) € uma base. Se p < k entao {vp41,...,05} C
N(fT) é uma base;

(¢) f(ug) = o e fT(ve) = opuy.

Demonstragdo. A prova é engenhosa e bonita. Se liga. Considera a composicao g = fL o f :
R? — R?. Primeiro, nota que ¢ = Lo fT7 = fT o f = g, logo ¢ é auto-adjunto. Além
disso, g tem o mesmo posto que f. Com efeito, note que N(f) C N(g) e que se y € N(g)

entao
f7(fw) =0 = f(y) € N(fT).

Como N(fT) = Im(f)*, concluimos que f(y) € Im(f) N Im(f)* = {0}. Isso prova que
y € N(9) = f(y) =0, ou seja, que N(g) C N(f). Segue que N(g) = N(f). Pelo teorema

do nucleo e da imagem concluimos que f e g tém o mesmo posto.
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Pelo Teorema Espectral existe uma base ortonormal {uy, ..., ug} de R? inteiramente cons-
tituida por autovetores de g. Note que se p < d, entdo dim N(g) > 0 e nesse caso os vetores
{ups1, ..., ug} formam uma base do niicleo de g, e como Im(f7) = N(f)* = N(g)*, temos
que {uy, ..., u,} é uma base de Im(f7). De toda forma, os vetores {us, ..., u,} sao associados

a autovalores nao -nulos Ay, ..., A,. Vamos provar que esses niimeros sao positivos.

De fato, como ||ug||> = 1 temos que
A= Alluell* = Ao = (gue), we) = (f(ue), flue)) = | f(wo)||* > 0,
pois ug ¢ N(f).
Agora considere wy, = f(uy), se £ = 1,...,p. Observe que
(we, wi) = (ug, f1 o f(ug)) = (ug, g(uy)) = (g, \juz) = Ajug, ug).

Como consequéncia disso, vemos que {wy, ..., w, } é um conjunto ortogonal e que |lw|| = v/A;.
Defina o, = y/A;. Entéo, existe um conjunto ortonormal {vy,...,v,} C R¥ tal que f(u,) =
wy = op,. Mais do que isso, o conjunto {vy,...,v,} é uma base de Im(f) e portanto, se
p < k, podemos usar Grham-Schmidt e completar esse conjunto com um conjunto ortonormal

{vps1, -, vk} que serd uma base de Im(f)* = N(f7).

Finalmente, note que se £ = 1, ..., p entdo como g(us) = oiuy

1 1
fHwe) = F(—f(w)) = —g(ue) = opuy.
gy Oy
Isso completa a demonstragao do Teorema dos Valores Singulares O]

22.2 A pseudo-inversa

Vamos manter a notagao da secao anterior. Quando d # k, ja discutimos que a equagao
f(z) = y pode nao ter solugao (basta que o posto de f seja menor do que k). No entanto,
ainda que as noticias sejam ruins, quase sempre em matematica possivel resolver um pro-
blema “aproximadamente”e nesses casos a pergunta que se coloca é: dentre todas as solugoes

“aproximadas”da equacao f(z) =y qual a melhor?
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Quando d = k e f tém posto maximo sabemos que a solugao da equagao f(x) = y é

r = f~!(y). Se d < k por exemplo f pode nao ser invertivel e isso deixa de fazer sentido.

Vamos introduzir nessa secao um objeto novo, a pseudo-inversa de f que fornece justa-

mente a resposta a pergunta colocada acima.

A ideia de base é a seguinte: quando p = posto(f) < k podemos topar com um vetor
y € RE\ Im(f). E af nao existe z € R? tal que f(x) = y. Mas podemos procurar um vetor
2 € R? tal que f(%) é o ponto da imagem de f mais préximo de y. Se a nulidade de f for
positiva, vao existir infinitos & satisfazendo isso. A magica é que a pseudo-inversa é uma
funcao linear que associa a cada y € R* o ponto & € R? de menor norma tal que

f(z) é o ponto da imagem de f mais préximo de y.

oY

LI M.

Figura 22.2: Tlustracao da acao da pseudo-inversa.

Vejamos como a mégica funciona. Considere as bases {u1, ...,us} C R%e {vy,...,v;} C RF
dadas pelo Teorema dos Valores Singulares. Considere também os nimeros positivos oy, ..., 0,
onde p = posto(f). Seja f': R¥ — R? a tnica funcao linear que satisfaz

o f'(u) = aieuz, sel=1,...p

o f'(v) =0,sej>np.

f" assim definida é chamada a pseudo-inversa de f. Vamos denotar, para cada y € R*,

&= f"(y) eyo = f(2).
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Lema 22.2.1. y —yo L Im(f)

Demonstragio. Escreva y = > 27 apvp + D, aqve. Entdo f'(y) = 375, >4ue. Pelo Teo-

rema dos Valores Singulares, isso implica que yo = > 7_; v, € portanto

Y=Y = Zam e Im(f)*,

{>p

o que estabelece o lema. O

Pela Proposigao deduzimos que yo é o ponto de I'm(f) mais préximo de y. Suponha
agora que £ € f(yg). Entdao 2 — & € N(f) = Im(f1)*. Repare que & € Im(fT) pelo

Teorema dos Valores Singulares. Logo,
€1 = 11€ = 2[* + [[2]* = [|2]1%,

com igualdade se, e somente se & = 2. Logo,  é o ponto de menor norma que satisfaz

f(x) = vo.

22.2.1 Calculo da pseudo-inversa

Observe que o Lema [22.2.1] significa que y — ff'(y) pertence ao complemento ortogonal da
Im(f), ousejay— ff'(y) € N(fT). Entad]

fly—rrw))=0 = [Ty =r"rry).

Suponha que f seja injetiva. Como vimos na prova do Teorema dos Valores Singulares, f, ffT
e fT'f tém todos o mesmo posto. Se f for injetiva entdo posto(f) = d, logo fTf : R — R4

¢é invertivel. Da igualdade acima deduzimos entao o

Corollario 22.2.2. Se f : RY — R* ¢ injetiva entio f'(y) = (fL )~ fT(y)

De forma analoga podemos provar que se f for sobrejetiva entao f = fT(ff%)~!, mas

esse caso val ser menos interessante aqui.

3Estou tirando os paréntesis da notacdo de funcdo composta para nao ficar carregado
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22.2.2 Solucao do problema de venda de antncios em multiplas

midias

O Corolario [22.2.2| ¢ magnifico. Ele nos diz, por exemplo, que para resolver o problema de

venda de aniuncios em multiplas midias basta seguir o seguinte algoritmo:

1. Verificar que a matriz A ¢ injetiva[l
2. Calcular a pseudo inversa pela férmula A’ = (AT A)~1AT.

3. A solugao é & = A'(y). Ele é o vetor de menor norma (portanto que vai dar o menor
custo total ao cliente e que dé o objetivo mais proximo possivel do target almejado

pelo cliente.

Para ilustrar como se resolve na pratica esse problema, vamos considerar um exemplo
numérico simples onde o cliente s6 pode investir em n = 3 canais e deseja atingir m = 10
grupos demograficos. Suponhamos que o valor a;; que fornece o nimero de impressoes no

grupo ¢ por cada real investido no grupo j seja dado pela matriz 10 x 3 abaixo

(0.97 1.86 0.41]
123 2.18 0.53
0.80 1.24 0.62
129 0.98 0.51
110 1.23 0.69
0.67 0.34 0.54
0.87 0.26 0.62
110 0.16 0.48
192 022 0.71
129 0.12 0.62

Suponha que o vetor desejado seja y = 10°I, ou seja o objetivo é atingir 1 milhao de potenciais

clientes em cada grupo demografico. Nesse caso, quanto vai custar o pacote publicitario?

4Esse tipo de hipétese é sempre razoavel nesse contexto porque se nio for injetiva é porque tem “dados

irrelevantes que podem ser descartados”.
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Ap6s implementar a matriz A em Julia, uma coisa muito legal é que a mesma notagao
Z = A\ y usada para resolver sistemas lineares com soluc¢ao tnica, em Julia, fornece a a

pseudo-inversa de A aplicada em y. Nesse caso, escrevendo

y=1e6*ones(10)
x1=A\y

Obtemos a solugao

3-element ArrayFloat64,1:
62076.62454385085
99985.004028262
1.4428374625412226€6

O interessante dessa solucao é que ela mostra que os canais 1 e 2 tém um custo da ordem
de 100 mil reais, o terceiro canal tem um custo muito maior, chegando a quase 1 milhao e
meio de reais! Calculando o desvio rms entre o vetor imagem A(z) que melhor aproxima o

vetor desejado y:

function rms(x)
r=norm(x)/sqrt(length(x))
return r

end

rms (generic function with 1 method)

rms(yl-y)

Obtemos o resultado da ordem de 130 mil. Boa parte das entradas de A(x) chega 1
milhao, com algumas que ultrapassam, e a entrada que estda mais longe vale cerca de 770

mil.

Por fim testamos Julia, checando que o comando A \ y de fato fornece a pseudo inversa:

x2 = inv(A™*A)*(A*y)

norm(x1-x2)

Cuja resposta é um resultado da ordem de 107!
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22.3 Data fit com minimos quadrados

Vamos agora formular um problema matematico geral, para o qual iremos propor uma

solugao aproximada particular que serve em muitos casos.

1 ...,2" € R? e n ntimeros reais

O problema de ajuste de dados— Sao dados n vetores x
Y1, -, Yo € R. No jargao de matemadtica aplicada cada par (z¢,y;) é chamado um data pair.
O objetivo do problema é encontrar uma funcio f : RY — R que satisfaca f(x') = y; para

todoi=1,...,n. E claro que nessa generalidade o problema tem solugoes demais.

Por isso, uma ideia é “chutar”que a f pode ser obtida como uma combinacao de fungoes
dadas pertencentes a alguma familia modelo. Tipicamente vamos procurar f : R — R dada

por

fla) =Y Oufu(x),
=1

onde as funcdes f; : R? — R sdo os chutes iniciais, elementos das familias modelo. O

problema que se coloca entao é

Ajustar os parametros 0, de modo que a distancia entre y = (y;,...,y,) € R" e

g = (f(zY),..., f(z")) € R" seja a menor possivel.
Seja a;; = f;(«'). Entao
F) =)0, =) b0; = §=A0),
j=1 j=1
onde 6 = (04,...,0,,) € R™. Logo, para minimizar a distancia ||y — ¢|| usamos a pseudo
inversa A’, e a solucdo ¢ 6 = A'(y).
22.3.1 Solucao do problema da evolucao dos processadores

O problema que se coloca é o seguinte: dadas pontos (z1,y1) € R?,...,(z,, yn) € R?, encontrar
uma fungao f : R — R de forma que f(x,) esteja o mais perto possivel de y,. Na figura

seguir plotamos os dados da tabela do comeco do capitulo. Os valores no eixo vertical estao
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divididos por mil para uma melhor visualizagao. No eixo horizontal plotamos os pontos

Ty — 1970.

410

3x10 [

210

1X10

1
25 5.0 75 10.0 125

Figura 22.3: Tendéncia de comportamento da evolucao dos processadores por ano.

Nosso objetivo é encontrar uma funcao f : R — R cujo grafico “acerte” o maximo possivel
os pontos azuis. A estratégia que vamos adotar vai ser a seguinte: primeiro colocamos os
dados em escala logaritmica para “amortecer”o crescimento que parece exponencial. Ou
seja, vamos considerar como dados os pontos (z1,logy;) € R2.....(z,,logy,) € R% Vejamos
como esses dados em escala logarftmica se parecem na Figura [22.4], que foi gerada usando o

seguinte cédigo em Julia.

using LinearAlgebra

using Plots

x=[1,2,4,8,12,15,19,23,27,29,30,32,33] # wvetor cujas entradas sao x, — 1970.
y=1e3*[2.250,2.5,5,29,120,275,1180,3100,7500,24000,42000,220000,410000]
P=[[x]i],log(y[i])] for i=1:13]

scatter([c[1] for ¢ in P], [c[2] for ¢ in P])

plot!(xlims=(6,34), size = (500,500), legend = false)

Veja que quando logaritmizamos os dados eles parecem mais “alinhados”, e de fato como
nosso objetivo é fazer um chute/uma previsdo, porque nao buscar uma reta que melhor

aproxime os dados loaritmizados?
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15 (<)

10 15 20 25 30

Figura 22.4: Tendéncia de comportamento da evolucao dos processadores por ano logaritmi-

zada.
Line fit: a reta de melhor ajuste para pontos no plano

Formulamos nosso problema agora da seguinte forma: sd@o dados n pontos (1, 41),.-,(n, Yn)
no plano, e buscamos uma fun¢ao afim (aquela cujo grafico é uma reta) que melhor se ajuste

a esses dados. Ou seja, queremos ajustar os parametros ¢; e 3 de modo que

seja a reta que melhor se aproxima dos dados. Como vimos hé pouco esse é um problema
de ajuste de dados com as fung¢oes modelo dadas por fi(t) =1 e fo(t) = t. Consideramos

a matriz A = [a;;|,x2 onde a;; = f;(z;), ou seja

Pela teoria desenvolvida na se¢do anterior sabemos que a solugao do problema é § = A'(y),
ou seja, basta aplicar a pseudo-inversa da matriz A ao vetor y = (y1,...,y,) € R". Para
enfatizar a importancia desse caso especial vamos deduzir uma férmula direta envolvendo
informagoes acerca dos dados vetoriais x e y, como desvio padrao, média e coeficiente de
correlacao. Para essa deducao tudo o que vamos fazer é escrever explicitamente por meio de

formulas a pseudo inversa de A e usar alguma astucia algébrica.
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Vamos usar o funcional linear soma s : R” — R, dado por s(z) = (x,I) = >_,_, x4 nessa

asticia algébrica. Observe que u(x) = s(x)/n é o funcional média. Temos que

1 ... 1 o s(x)

T ... x| | s(z) ||lx|?
",'Un

Desse modo, por inspecao direta verificamos que

1 z||? —s(x
W R N N E
ozl = s(@)? | _sz)  n
Por outro lado, note que
) ) Y1
s
AT(y) = _ |0 ere
1 Tp (x,y)
Yn

Portanto, como A é injetiva’] podemos calcular 6 = (AT A)~* AT (y) obtendo

01 1 2l =s(z)] | s(y)

0| PP =5EF |—s@) w | @)

Agora perceba que a expressao acima pode ser fraseada como tendo a forma v = AB(u),

2
L . z][* =s(@)| .
ATeE sz ¢ um numero real, B = @ ¢ uma matriz quadrada 2x 2 e
—s(x n

onde A\ =

v = (s(y), (x,y)) ¢ um vetor de R2. Pela lincaridade essa mesma expressdo pode ser rescrita

como

v = nQAlB (E> :

n n

Agora veja que
(z,9))-

Além disso, como rms(z)? = ||z||*/n e como u(z) = s(x)/n temos que

S|

o= (1(y),

|z||? s n? 1

2 2 _ _ _
rms(x)” = p(x) n n n||lz||? — s(x)?  n2A

5Se A ndo é injetiva é porque suas colunas sao LD, logo porque os dados z, sdo todos iguais o que torna

o problema sem sentido.
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Em particular,
o, _ “H@nly) + (2. y)
2T Tims(@)? — (@)

Agora, recorde que a versao centrada de x é o vetor cujas entradas sdo =y = x, — p(z) e

assim

(%99 = (z—p@)Ly— py)l)
= (&) — ply)s(@) — p(@)sy) + np(@)uy)
= @ww—ﬂ%?@:n{%@ww—mmmw}
Logo, 05 = %% Lembrando que o coeficiente de correlacao é dada pela férmula p(z,y) =
nféz)i’;&l) chegamos a expressao maravilhosa

%zg%%@w)

Podemos deduzir uma férmula similar para 6; com um argumento elegante. Com efeito, seja
z = A(0). Aplicando o Lema [22.2.1| vemos que y — z L Im(A). Por outro lado, temos que
I € Im(A), pois é a primeira coluna da matriz. Logo (y — z,I) = 0 e portanto s(y) = s(z).

Como z = (01 + Osxq, ..., 61 + O2x,,), temos que
s(z) = nb; + O2s(x),

e portanto
01 = p(y) — b2p(x).

Assim, a equacao da reta que melhor aproxima a nuvem de pontos x,y é

£0) = 1) + 2 o) (¢ - ().

o()

Essa é uma férmula muitissimo usada em estatistica.
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Aplicando line fit aos dados logaritmizados

Sabemos que para achar a reta que melhor se ajusta aos dados basta aplicar a férmula

deduzida acima. Entao, usamos o seguinte algoritmo em J uliaﬂ

Figura 22.5: Reta de melhor ajuste aos dados.

6Para escrever uma letra grega em Julia basta escrever o cédigo latex dela e depois apertar tab.
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function o(x) # calcula o desvio padrao
o=norm(x-avg(x)*ones(length(x)))/sqrt(length(x))
return o

end

function avg(x) # calcula a média
a=sum(x)/length(x)

return a

end

function p(a,b) # calcula o coeficiente de correlagao
atilde = a .- avg(a)

btilde = b .- avg(b)

return (atilde’*btilde)/(norm(atilde)*norm(btilde))
end

z=[log(yli]) for i=1:13] # define os dados logaritimizados
£(t) =avi(2)+((7(2))/ (0 () * (o) (t-ave ()
scatter([c[1] for ¢ in P], [c[2] for ¢ in P], leg=false)

plot!(f, 0,40, color=:blue, leg=false)

o qual retorna o grafico com os dados e a reta de melhor ajuste a eles. E interessante
observar que esse modelo comete erros as vezes de 70% quando confrontado com os dados
reais que foram omitidos na tabela. Isso se da porque o erro cometido no ajuste logaritmico
¢ amplificado ao tomar a exponencial. Ou seja, ¢ preciso de um chute inicial para as familias

modelo mais certeiro. Vocé consegue propor um modelo que erra menos?
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