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Coordenadas na reta: o conjunto R

O conjunto dos nimeros Reais

Operacdes com nameros Reais
» Soma: x,y e R—=x+yeR;
» Exemplos: 2+3=5,4+4(—6)= -1, 3+ 7 ~ 6.141, etc...
» Multiplicacdo: x,y e R— x.y € R
» Exemplos: 2.3 =6, 4.(—6) = —24, 3.7 ~ 9.423, etc...
>

Propriedades: comutatividade, associatividade,
distributividade, elemento neutro.



Coordenadas no plano. O conjunto R?:
Definicdo
O conjunto R? & o conjunto de todas os pares ordenados de
nameros reais, i.e.

R? = {(x,y); x,y € R}.



Coordenadas no plano. O conjunto R?:
Definicdo
O conjunto R? & o conjunto de todas os pares ordenados de
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R? = {(x,y); x,y € R}.

Representacdo Cartesiana
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Definicdo: soma de vetores em R?
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soma de u com v & o vetor u+ v < (x + a,y + b).
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Soma de vetores no plano

Definicdo: soma de vetores em R?
Sejam u = (x,y) e v = (a, b) dois vetores no plano R2. O vetor
soma de u com v & o vetor u+ v < (x + a,y + b).

Exemplos
1. Sev=(1,-2) e u=(9,79) entdo v + u = (10,77)
2. Se v =(m,—2)eu=(e,7V/3) entdo
v+u=(e+m7V/3-2).
3. Se e =(1,0) e & =(0,1) entdo e; + &2 = (1,1)

Vetores candnicos
Os vetores ¢ = (1,0) e ex = (0,1) sdo chamados os vetores
canénicos do plano R?.



Soma de vetores no plano

Aplicacdo: deslocamentos

Se a, b € R? representam deslocamentos, ent3o o vetor soma a+ b
representa o deslocamento liquido obtido-se primeiro deslocando-se
segundo o vetor a e em seguida deslocando-se de acordo com o
vetor b
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Multiplicacdo de vetor por escalar

Definicdo: multiplicacdo por escalar em R?
Sejam v = (x,y) e A € R. O resultado da multiplicagdo do vetor v

pelo escalar A € R & o vetor Av =" (Ax, Ay).

Exemplos
1. Sev=(1,1) e A = 4 entdo A\v = (4,4)
2. Sev=_(1,v2) e A\ =2 entio \v = (/2,2).



Multiplicacdo de vetor por escalar

Definicdo: multiplicacdo por escalar em R?
Sejam v = (x,y) e A € R. O resultado da multiplicagdo do vetor v

pelo escalar A € R & o vetor Av =" (Ax, Ay).

Exemplos
1. Sev=(1,1) e A = 4 entdo A\v = (4,4)
2. Sev=_(1,v2) e A\ =2 entio \v = (/2,2).

3. Sev=(737,7) e A =0.1 entdo \v = (0.737, ).
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Coordenadas no espaco. O conjunto R3
Definicdo
O conjunto R3 & o conjunto de todas as triplas ordenados de
nameros reais, i.e.
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Coordenadas no espaco. O conjunto R3
Definicdo
O conjunto R3 & o conjunto de todas as triplas ordenados de
nameros reais, i.e.

R®* = {(x,y,2)ix,y,z € R}.
Representacdo cartesiana

2.5
ov=(15,25,2)

1.5




Coordenadas no espaco. O conjunto R3
Definicdo
O conjunto R3 & o conjunto de todas as triplas ordenados de
nameros reais, i.e.

R®* = {(x,y,2)ix,y,z € R}.
Representacdo cartesiana

2.5
v=(15,25,2)

1.5




Vetores no espaco

» Os elementos de R3 sjo chamados de vetores.

» Aplicacdo: O conjunto R3 pode ser usado para modelar
posicdes e deslocamentos no espaco.



Vetores no espaco

» Os elementos de R3 sjo chamados de vetores.

» Aplicacdo: O conjunto R3 pode ser usado para modelar
posicdes e deslocamentos no espaco.Ele também estd presente
em softweres de modelagem 3D



Vetores no espaco

» Os elementos de R3 sjo chamados de vetores.

» Aplicacdo: O conjunto R3 pode ser usado para modelar
posicdes e deslocamentos no espaco.Ele também estd presente
em softweres de modelagem 3D




Operacdes com vetores no espaco

Soma de vetores
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vetor soma de u com v é o vetor u+ v S (x +a,y + b,z + ¢).
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Operacdes com vetores no espaco
Soma de vetores
Sejam u = (x,y,z) e v = (a, b, c) dois vetores no plano R?. O
vetor soma de u com v é o vetor u+ v S (x +a,y + b,z + ¢).

Exemplos
1. Seu=(1,1,1) e v=(2,2,2) entdo u+ v = (3,3,3)

2. Seu=(—7,-8.78,9.98) e v = (7,0.78, ~0.98) entdo
u+v=1(0,-8,9)

Multiplicacdo por escalar
Sejam v = (x,y,z) e A € R. O resultado da multiplicacdo do vetor
v pelo escalar A € R é o vetor A\v ‘= (Ax, Ay, Az).

Exemplos
1. Sev=(1,1,1) e A = mw entdo Av = (m, 7, 7);
2. Se v =(7,4.1,0.9) e A\ = 10 entdo \v = (70,41,9).



Aplicacdes e conexdes

» Cada vetor no espaco pode representar uma uma direcio,
sentido e comprimento de deslocamento no espaco. A soma de
dois vetores representa entdo o deslocamento liquido obtido
pela combinacio de dois deslocamentos, cada um representado
por um vetor.
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» Cada vetor no espaco pode representar uma uma direcio,
sentido e comprimento de deslocamento no espaco. A soma de
dois vetores representa entdo o deslocamento liquido obtido
pela combinacio de dois deslocamentos, cada um representado
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» Cada vetor no espaco pode representar uma uma direcio,
sentido e comprimento de deslocamento no espaco. A soma de
dois vetores representa entdo o deslocamento liquido obtido
pela combinacio de dois deslocamentos, cada um representado
por um vetor.

» Uma reta no espaco pode ser modelada precisamente pelo
conjunto de todos os miltiplos escalares de um dado vetor:

r={Av; X e R}.
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a geometria como a gente conhece n3o é intrinseca a nenhum
desses conjuntos.

» Do ponto de vista algébrico a gente pode, portanto, falar em
listas ordenadas com tantos nimeros quanto a gente quiser.
As operacdes de soma e multiplicacdo por escalar tem um
sentido Sbvio;
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Generalizacbes e abstracio

» Observe como foi natural a passagem de R? para R3 do ponto
de vista algébrico: listas ordenadas com dois nimeros ->
listas ordenadas com trés nameros;

> A geometria plana e a geometria do espaco jogam um papel
secundario em R? e em R3: elas podem ser usadas, se for
conveniente, para provar teoremas, para fazer calculos, para
fazer aplicagdes (como em softweres de modelagem 3D). Mas
a geometria como a gente conhece n3o é intrinseca a nenhum
desses conjuntos.

» Do ponto de vista algébrico a gente pode, portanto, falar em
listas ordenadas com tantos nimeros quanto a gente quiser.
As operacdes de soma e multiplicacdo por escalar tem um
sentido Sbvio;

uma s6, mas teremos um semestre inteiro para isso!



Espacos euclideanos

Definicdo
O espaco euclideano RY & conjuntos das d-uplas ordenadas de
nimeros reais:

Rd = {(X17X27 ...,Xd); X1,X2,...,Xd € R} .

Cada elemento x = (x1,X2, ..., xg) € R é chamado um vetor, e os
nimeros xi, ..., Xg 30 chamados coordenadas do vetor x. O ponto
0=(0,0,...,0) é chamado a origem, ou o vetor nulo.



Espacos euclideanos

Definicdo
O espaco euclideano RY & conjuntos das d-uplas ordenadas de
nimeros reais:

Rd = {(X17X27 ...,Xd); X1,X2,...,Xd € R} .

Cada elemento x = (x1,X2, ..., xg) € R é chamado um vetor, e os
nimeros xi, ..., Xg 30 chamados coordenadas do vetor x. O ponto
0=(0,0,...,0) é chamado a origem, ou o vetor nulo.

Soma de vetores

Sejam x = (x1, X2, ..., X4) ERY e y = (y1,¥2, ..., ¥g) € RY. O vetor
soma de x e y, denotado por x + y, é o vetor cujas coordenadas
sdo (x1 + y1,%2 + y2, ..., X4 + ¥d4). Em simbolos,

x+y=x1+y,x+ Y2, ... Xd + Yd)-



Espacos euclideanos

Multiplicacdo por escalar

Sejam x € RY um vetor e A € R um nimero real. O produto de X
por x & o vetor Ax = (Axi, Ax2, ..., Ax3).
Exemplos

1. Sejam x = (0,0,1/7,89,14) e y = (7,1 ++/2,0,0,0) vetores
em R5. Entdo, x +y = (7,1 4+ v/2,1/7,89,14) € RS.
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Espacos euclideanos

Multiplicacdo por escalar

Sejam x € RY um vetor e A € R um nimero real. O produto de X
por x & o vetor Ax = (Axi, Ax2, ..., Ax3).

Exemplos

1. Sejam x = (0,0,1/7,89,14) e y = (7,1 ++/2,0,0,0) vetores
em R5. Entdo, x +y = (7,1 4+ v/2,1/7,89,14) € RS.

2. Sejam x = (1,2,3,4) ¢ R* e y = (4,3,2,1) € R*. Entio,
x+y=(5,5,505) € R%

3. Sejam x = (1.13,3,6) c R3 e y = (3,3,3) € R3. Entdo
x+y=(4.13,6,9) € R3.

4. Se x =(1,2,1,-7) € R* e A = 9 € R entdo
Ax = (9,18,9, —63) € R*
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Multiplicacdo por escalar

Sejam x € RY um vetor e A € R um nimero real. O produto de X
por x & o vetor Ax = (Axi, Ax2, ..., Ax3).

Exemplos

1.

Sejam x = (0,0,1/7,89,14) e y = (7,1 + v/2,0,0,0) vetores
em R5. Entdo, x +y = (7,1 4+ v/2,1/7,89,14) € RS.

. Sejam x = (1,2,3,4) € R* e y = (4,3,2,1) € R*. Entio,

x+y=(5,5,505) € R%

Sejam x = (1.13,3,6) € R3 e y = (3,3,3) € R3. Entio
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Se x =(1,2,1,-7) € R* e A = 9 € R entdo

Ax = (9,18,9, —63) € R*

Se x = (1,/m,7) € R3 e A = /7 entdo

Ax = (7,7, m/7) € R,
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por x & o vetor Ax = (Axi, Ax2, ..., Ax3).
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1.

Sejam x = (0,0,1/7,89,14) e y = (7,1 + v/2,0,0,0) vetores
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Se x =(1,2,1,-7) € R* e A = 9 € R entdo

Ax = (9,18,9, —63) € R*

Se x = (1,/m,7) € R3 e A = /7 entdo

Ax = (7,7, m/7) € R,
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Abstraindo ainda mais

» Abstracdo = ganho de flexibilidade para fazer modelagem;

> Muita abstracdo pode resultar num objeto matematico dificil
de encontrar representatividade na realidade;

» Pouca abstracdo pode resultar num objeto matematico
simplério demais para fornecer conclusbes nio-triviais;

» Existe um equilibrio ténue!

> No entanto, as vezes os objetos mais ex6ticos encontram

aplicacBes inesperadas (Ex.: geometria algébrica sendo usada
em criptografia e seguranca da internet)

» A melhor postura é manter aberta e aprender o maximo
possivel.
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Espacos Vetoriais

» Espacos vetoriais generalizam os espacos euclideanos;

> Eles sintetizam a estrutura algébrica fundamental a ideia de
linearidade;

Definic3o
Um espaco vetorial € um conjunto E, cujos elementos sdo
chamados vetores, no qual estdo definidas duas operacées
1. soma de vetores que a cada par u,v € E associa um novo
elemento de E, o qual denotamos por u + v.
2. multiplicacdo de vetores por um escalar que a cada elemento
v € E e a cada namero real A € R associa um novo elemento
de E, o qual denotamos por Av.

Estas operacdes devem ainda satisfazer um conjunto de varios
axiomas



Axiomas de espaco vetorial

» comutatividade: v+ v = v + u;
associatividade: (v+v)+w =u+ (v+ w);

» vetor nulo: existe um vetor 0 € E tal que 0+ u=u+0=u,
para todo u € E;

v

» simétrico aditivo: para cada u € E existe um vetor —u € E
que satisfaz u + (—u) = —u+u=0;

» distributividade: se o, 5 € R e u € E entdo
(o +pB)u=au+pu
e se, além disso, v € E entdo
alu+v)=au+av;

» neutro multiplicativo: 1.u = u, para todo v € E.
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Exemplos de espacos vetoriais

» Espacos euclideanos RY, com as operacbes de soma de vetores
e multiplicacdo por escalar;

» O espaco C°(R;R) de todas as funcdes continuas f : R — R,
com as operacdes (f + g)(x) = f(x) + g(x) e
(M) (x) = M (x).

» O subconjunto Py(R) C C°(R; R) do polinémios p: R — R
degrau < d, ou seja o conjunto de todas as fun¢des p: R — R
do tipo

d
p(x) =co+ ax+ x4 ..+ cgx? = Z cox’
(=0



