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Medindo vetores

v

Vamos falar sobre maneiras de medir o tamanho de um vetor;
Geometria dos vetores: comprimento e angulos!

Em matematica as no¢Bes de comprimento e dngulo sdo
flexiveis; Existem maneiras estranhas de medir comprimento e
angulo;

Isso traz flexibilidade, o que implica aplicabilidade muito maior!

Além disso, conexdes: algebra linear + estatistica=geometria
do comportamento humano!

A base desse lindo edificio é o conceito de produto interno.



Produto interno

Definicdo
Seja E um espaco vetorial. Um produto interno em E é uma funcio

():EXE — R
(u,v) = (x,y)eR

que a cada par de vetores u, v € E associa o namero real (x,y), de
modo a satisfazer as seguintes propriedades:

> simetria (x,y)=(y, x);
» linearidade (ax + By, z) = a(x,z) + (y, z), para todos
o, B eR.

» positividade definida (x,x) > 0 e (x,x) = 0 se e somente se
x =0, o vetor nulo de E.
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Conexdes

» Lembre das conexdes: produto interno é quase como medir o
angulo entre os vetores;

» Mas n3o é a mesma coisa!

» Spoiler Alert!!!: veremos na aula de hoje como medir
comprimento e angulos a partir de um produto interno;

> Mas antes, exemplos!
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Exemplos
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Produto interno euclideano

» Esse &€ O produto interno desse curso!!!

Definicdo
Sejam x,y € R?. O produto interno euclideano de x e y é o
ndmero
d
def.
(6y) S xeye = xay1 + - + Xayd-

(=1

Exemplos

1. x=(1,2),y=(-2,1)em R? —=
<,>—1><( 2)+2x1=0;
2. x=1(1,2,3,4,5,6,7) e R el =(1,..,1) e R =
(X,y)=14+24+3+..+7=28.



Aplicacdes do produto interno euclideano

Economia

Se p € R" é o vetor de precos das commodities de uma
determinada economia (ou seja p; é o preco da commoditie j), e
g € R" é a cesta de consumo (ou seja g € quanto se compra da
commoditie j) de um determinado consumidor entdo o produto
interno (p, q) é o consumo de renda dessa cesta.
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Economia

Se p € R" é o vetor de precos das commodities de uma
determinada economia (ou seja p; é o preco da commoditie j), e
g € R" é a cesta de consumo (ou seja g € quanto se compra da
commoditie j) de um determinado consumidor entdo o produto

interno (p, q) é o consumo de renda dessa cesta.

Probabilidade

Se p € R & um vetor de probabilidades, ou seja 0 < p; <1 para
todoj=1,....,de Zj-i:l pj=1esex¢c RY & um vetor qualquer
(uma variavel aleatéria na linguagem dos probabilistas) entdo o

produto interno {p, x) & o valor esperado de x.
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Analise automatica de sentimentos num texto

n= qtd de palavras de um dicionério;x € R" tal que x; =
quantidade de aparicdes da j-ésima palavra no
documento.Considere o vetor w € R” cujas entradas sdo dadas por

+1, se a j-ésima palavra é positiva,
w; = ¢ 0, se a j-ésima palavra é neutra,

—1, se a j-ésima palavra é negativa

Entdo, o produto interno (x, w) fornece uma medida do sentimento
do documento: quanto mais positivo o produto interno vemos que
o documento possui muito mais palavras positivas do que
negativas; quanto mais negativo for, vemos que o documento
possui muito mais palavras negativas do que positivas.
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Outros exemplos

Produto euclideano com pesos

Dados nameros reais ndo-negativos pi, ..., pg, considere a funcéo
P :R? x R? — R definida por

d

P(x,y) = ijxjyj, Y x,y € R
j=1

Observe que o produto interno euclideano é um caso particular
dessa funcdo quando py = pp = ... = pg =1

Integral

1
I(f,g) < /0 f(t)g(t)dt.

Esse produto interno € muito importante em engenharia, por
exemplo, na anélise de frequéncia de sinais de telecomunicacdes.



Medindo comprimentos

Definicdo
Seja E um espaco vetorial. Uma norma em E é uma fungido
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satisfazendo as trés condicBes a seguir
» Positividade definida ||[v|| =0 <= v=0
» Homogeneidade ||[A\v| = |\|||lv|, VA €R
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Medindo comprimentos

Definicdo
Seja E um espaco vetorial. Uma norma em E é uma fungido

I.I: E — [0,+00)
veE — || €]0,+0),

satisfazendo as trés condicBes a seguir
» Positividade definida ||[v|| =0 <= v=0
» Homogeneidade ||[A\v| = |\|||lv|, VA €R
» Desigualdade triangular ||u + v|| < ||u|| + ||v||, Yu,v € E.

Comentarios
Essa definicdo sintetiza os requisitos minimos que uma maneira
abstrata de medir comprimentos deve satisfazer.
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Exemplos de norma

Norma do maximo em R?

”XHOO = maX{‘Xj’;j = 15 ey d}7
Norma da soma em R¢

d
Ixlle =Y Il
j=1

Distancia do taxistal
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Norma euclideana
Definic3o
Seja x € R?. A norma euclideana de x é o niimero:

d

2

x| =D %7
j=1

A norma euclideana é um exemplo de uma norma proveniente de
um produto interno:

Observacio

Observe que ||x|| = y/(x, x), onde (,) é o produto interno
euclideano;Nesse curso, a maior parte da teoria (mas ndo toda!)
serd desenvolvida em cima do produto interno euclideano;

Dica

Evite tentar decorar!!!l A memorizacdo ocorre de forma muito mais
eficaz por associacdes e conexdes; procure pontes entre os
conceitos!



Normas provenientes de um produto interno

Considere E um espaco vetorial qualquer, munido de um produto
interno (,). Para fixar ideias, pense num espaco euclideano RY com
o produto interno euclideano. A funcdo

Xl =V {x,x), V x€ E

é uma norma, que dizemos ser proveniente do produto interno dado



A desigualdade de Cauchy-Schwartz

Proposicdo
Seja E um espaco vetorial munido de um produto interno (.,.) e
seja ||.|| a norma oriunda desse produto interno, isto &,

Ix]| = \/(x,x) para todo vetor x € E. Entdo, quaisqer que sejam
x,y € E vale que
[l < iyl

Além disso, a igualdade acontece se, e somente se, x e y sdo
colineares, ou seja, se existe um namero real A € R tal que x = \y.



Exemplo

Se x=(1,3,7) e y = (2,0.6, —1) em R3, munido do produto
interno euclideano, entdo (x,y) =2+3x 0.6 —7 = —3.2,

Ix|l = v/59 e [ly|| = v/5.36. Entao [Ix[[ly]| > [{x, y)I.
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Definicdo
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Angulo entre vetores

Definicdo
Seja E um espaco vetorial munido de um produto interno (.,.) e
sejam x,y € E. O angulo entre x e y & o nimero real

aeces (i)

Ou seja, se 0 = Z(x, y) entdo

cosf) = 7<X’ %

Iy I



Exemplo

Se x=(1,3,7) e y = (2,0.6, —1) em R3, munido do produto
interno euclideano, entdo (x,y) =2+3x 0.6 —7 = —3.2,

Ix]| = v/59 e |ly|| = v/5.36. Entdo

Z(x,y) = arccos =100, 36°

-3.2
v/5.36 x b9



Aplicacdo: calculando a distancia entre dois paises

Modelo Matematico
A superficie da terra é interpretada como uma esfera perfeita, e os

paises s30 pontos nessa esfera. A distincia entre os pontos é o
comprimento do arco de grande circulo ligando esses pontos

» Colocando coordenadas com o centro da esfera na origem, A
B passam a ser vetores em R3;
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Modelo Matematico
A superficie da terra é interpretada como uma esfera perfeita, e os

paises s30 pontos nessa esfera. A distincia entre os pontos é o
comprimento do arco de grande circulo ligando esses pontos

» Colocando coordenadas com o centro da esfera na origem, A
B passam a ser vetores em R3;
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«O> «F>r «=>»

« =

DA
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> d(A, B) = r&45)

> Exemplo: A=(0,1,2) e B =(1,1,v3) entdo
r = ||All = ||B|| = V5. Entdo:
> (AB)=1+2V3
> [|AllIBl =5
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Aplicacdo: calculando a distancia entre dois paises

> d(A, B) = r&45)

» Exemplo: A= (0,1,2) e B =(1,1,1/3) entio
r=||A| = ||B|| = V5. Ento:
> (A, B)=1+2V3
> [[All.lIBIl =5
> /(A, B) = arccos(1+23)=26.77

26.77 __
> d(A,B) = /5 x Z1=0.16



