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» Nesta aula: aplicacBes dos conceitos vistos até aqui em
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» Por tras de tudo isso estdo os conceito da semana passada

» Produto interno, norma e dngulo.
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Produto interno euclideano em R?

(,) : RY x RY — R definida por

(x,) = 26, xaye

Exemplo

x=(1,3.5,-7.8,9.57) e y = (1,2,3,45) em R* entdo
(x,y) =1+ (3.5 x 2) — (7.8 x 3) + (9.57 x 45) = 415.25

> Serve para fazer geometria; calculamos comprimento com ele:
X[l = v/ {x,y);

» calculamos dngulo Z(x,y) = arccos (”ixn’ﬁ/;”);

» No exemplo: Z(x,y) ~ 44.4.

» Em particular, sempre que (x,y) = 0 o angulo entre eles é de
90°:




Produto interno euclideano em R?

()

RY x RY — R definida por

(X,)/) = ZZ:]_ Xeye
Exemplo
x=(1,3.5,-7.8,9.57) e y = (1,2,3,45) em R* entdo

(x,y

>

v

) =14 (3.5%x2)— (7.8 x 3)+(9.57 x 45) = 415.25

Serve para fazer geometria; calculamos comprimento com ele:
X[l = v/ {x, )i

calculamos angulo Z(x, y) = arccos (

(x.y) );
Iyl
No exemplo: Z(x,y) ~ 44.4.

Em particular, sempre que (x,y) = 0 o angulo entre eles é de
90°:

Os vetores candnicos e; = (1,0,...,0),...,eq = (0,...,0,1)
tém todos norma igual a 1 e s3o ortogonais entre si.
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Limitacdes do produto interno euclideano

> Aplicacdes em ciéncia de dados e em financas “pedem” uma
forma “estatistica” de medir comprimento e angulo;

» o produto interno euclideano é ruim para isso

Exemplo

Considere o vetor I = (1,1,1) € R3. Entdo

1|l = V12 4 12 + 12 = /3.Mais geralmente, se I = (1,...,1) € R
é o vetor de uns do RY entdo ||T|| = V12 + .. + 12 = Vd.No
entanto, do ponto de vista estatistico (1,1,1) e
(1,1,1,1,1,1,1) tem o mesmo comportamento!
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O produto interno rms

Definicdo
O produto interno rms em RY é a funcdo

R:RIxRY — R

ef. 1
(x,y) eRIxRY — R(x,y) = Zngg,

» Exercicio: verifique que R & um produto interno

» Na verdade, R é um caso particular dos produtos internos
euclideanos com pesos



O produto interno rms

Exemplos

1. Se x = (2,

2,1) ey =(1,1,2) em R® entdo
R(xy) =}

(x, ) = 16 enquanto que (x,y) = 6.
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Exemplos
1. Sex=(2,2,1) ey =(1,1,2) em R3 entdo
R(x,y) = %(x,y) = %6 enquanto que (x,y) = 6.

2. Se x=(2,2,2,1) e y =(1,1,1,2) entdo (x,y) =8 e
R(x,y) =2.



O produto interno rms

Exemplos
1. Sex=(2,2,1) ey =(1,1,2) em R3 entdo
R(x,y) = %(x,y) = %6 enquanto que (x,y) = 6.
2. Se x=(2,2,2,1) e y =(1,1,1,2) entdo (x,y) =8
R(x,y) =2.
3. Se x =(2,2,2,2,1) e y = (1,1,1,1,2) em R® entdo
(x,y)=10e R(x,y) = 2.

o



O valor rms de um vetor em R¢

Definicdo
Seja x € R? o valor rms de x é a norma de x advinda do produto

interno rms. Em outras palavras,

rms(x) < \/R(x, x).

Exemplos
1. Seja x = (1,—1,-1,1) em R*. Entso,
) L 1P T 1) -1




O valor rms de um vetor em R¢

Definicdo
Seja x € R? o valor rms de x é a norma de x advinda do produto
interno rms. Em outras palavras,

def

rms(x) = v/ R(x, x).

Exemplos
1. Seja x = (1,—1,—1,1) em R*. Entio,
ms(x) = /(12 + (1) + 12+ (-1)2) = 1.
2. Seja ejgo = (0,0,...,0,1) € R?. Entso,
rms(eg0) = \/ﬁ (02 +..4+024+ 12) = 0.1. Note que
[ex00/| = 1.




A desigualdade de Chebyshev

Proposicado

Seja x € RY e seja ¢ > 0. Suponha que n das d entradas de x
tenham valor absoluto maior do que . Ou seja, existe um
subconjunto K C {1,...,d}, com n elementos, tal que que se j € K
entdo |xj| > . Entdo vale a seguinte desigualdade
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Se ¢ = 10rms(x) entdo 5 < (10rms(x)> =5



A desigualdade de Chebyshev

Proposicado

Seja x € RY e seja ¢ > 0. Suponha que n das d entradas de x
tenham valor absoluto maior do que . Ou seja, existe um
subconjunto K C {1,...,d}, com n elementos, tal que que se j € K
entdo |xj| > . Entdo vale a seguinte desigualdade

Exemplo

2
Se £ = 10rms(x) entdo 5 < (1(;1];(5)&)) = &5 = menos de 1%
das entradas de x podem exceder o valor rms de x em 10 vezes
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Medindo distancias em RY:

» Distancia euclideana: d(x,y) = ||x — y||, Vx,y € R?

» Distancia rms: d;ns(x,y) = rms(x — y)
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A média

Definicdo
Dado x € R? a média de x & o namero pu(x) = i g %
Exemplos
1. Sel = (1,...,1) € RY entdo u(l) = 1 para todo d > 1.
2. Sex=(1,-3,7) entdo pu(x) = (1 —3+7) = 3.

Proposicdo
A fungdo p: RY — R é linear, i.e. u(ax + By) = au(x) + Buly).
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Seja x € R?. A versio centrada de x & o vetor x¢ = x — p(x)L.
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Versdo centrada
Seja x € R?. A versio centrada de x & o vetor x¢ = x — p(x)L.

Exemplos
1. Seja x = (1,3). Entdo u(x) =2 e x° =(-1,1)

2. Seja x =(0,—9,9,8,6) Entdo u(x) =2.8 ¢
x¢ = (-2.8,-11.8,6.2,5.2,3.2)



Vers3o centrada

Versdo centrada
Seja x € R?. A versio centrada de x & o vetor x¢ = x — p(x)L.

Exemplos
1. Seja x = (1,3). Entdo u(x) =2 e x° =(-1,1)

2. Seja x =(0,—9,9,8,6) Entdo u(x) =2.8 ¢
x¢ = (-2.8,-11.8,6.2,5.2,3.2)

Proposicao
w(x€) =0, V x € R,



O desvio padrio

Definicdo
Seja x € RY. O desvio padrdo de x é

d —p(x
O‘(X) déf I’mS(XC) o 2 o=1 (xe—p( ))2

N Vd
Exemplos
1. Se x = (1,1,4) em R3 entdo u(x) =2 e x° = (—1,—1,2).
Portanto o(x) = rms(x¢) = \/% ((-1)2 4 (-1)2 +22) = V2.




O desvio padrio

Definicdo
Seja x € RY. O desvio padrdo de x é

d —p(x
O‘(X) déf I’mS(XC) o 2 o=1 (xe—p( ))2

- Vd
Exemplos
1. Se x = (1,1,4) em R3 entdo u(x) =2 e x° = (—1,—1,2).
Portanto o(x) = rms(x€) = \/% (124 (-1)2+22) = V2.
2. Se x = (0,-9,9,8,6) em R entdo o(x) ~ 6.67

)
(



Coeficiente de correlacdo

Definicdo
Sejam x,y € R?. O coeficiente de correlacdo entre x e y € 0

nimero

def. <X°,yc>
plx,y) &
<[yl



Coeficiente de correlacdo

Definicdo
Sejam x,y € R?. O coeficiente de correlacdo entre x e y € 0
nimero (x€.y)
def. Y
p(xy) = T cmoen
[Ix< Iyl
Exemplos

1. Sex=(1,—-1,1) e y = (0,1,0) entdo u(x) =1/3,
ply) = 1/3, x° = (066, ~1.33,0.66),
y© =(—0.33,0.66, —0. 33) Logo p(x,y) ~ —1. Observe que
—2y° = x€.



Férmula do desvio padrdo da soma

Lema
Sejam x,y € RY. Entdo

o(x+y) = /o (x)? +2p(x,y)o (x)o(y) + o(y)>.



Aplicacdo em financas

Suponhamos que x,y € RY representem as séries temporais de
retornos de dois portfélios de investimento de tal forma que

p(x) = u(y) = m € R (os investimentos tém o mesmo retorno) e
o(x) = o(y) = r € R (os investimentos tém o mesmo

risco).
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Aplicacdo em financas

Suponhamos que x,y € RY representem as séries temporais de
retornos de dois portfélios de investimento de tal forma que

p(x) = u(y) = m € R (os investimentos tém o mesmo retorno) e
o(x) = o(y) = r € R (os investimentos tém o mesmo
risco).Considere

Seja ¢ = p(x, y).Entéo

o(z)=r-——v1+c. (1)

= Se ¢ =0 entdo o(z) ~ 0.707r.
= O risco fica 30% menor!



