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Capitulo 1: Nogdes Iniciais

Neste capitulo faremos uma breve revisdo das ideias basicas de equacbes de retas e de
funcdes, necessérias a boa compreensédo do texto.

1.1 — Coeficiente angular e equacdes de retas

As linhas retas num plano tém equacgbes muito simples, relativamente a um sistema de
coordenadas cartesianas. Estas equacOes podem ser deduzidas utilizando-se o conceito de
coeficiente angular.

Definicdo: Sejam (X1, y1) e (X2, Y2) pontos distintos de uma reta r. Se X; # X2 entdo 0
coeficiente angular (ou inclinagdo) m de r é dado por

m = Y. Y:

Xy =X
Exemplo 1: Ache o coeficiente angular da reta que passa pelos pontos (-2, 5) e (3, —1).

~1-5 -6

3-(-2) 5

Solugdo: m=

Exemplo 2: Determine o coeficiente angular da reta que passa pelos pontos (7, 1) e (3, 1).

Solugdo: m = ﬁzizo
3-7 -4

Observacdo: O valor de m calculado pela definicdo anterior é independente da escolha dos
dois pontos emr.

Seja (X1, Y1) um ponto dado de uma reta de coeficiente angular m.

Entdo, para qualquer outro ponto (X, y) da reta com x # x; temos que Y=% . m
X —X,
Dai, multiplicando ambos os membros por (X — x;) obtemos a equacdo da reta na forma
ponto-coeficiente angular.
y—Yy1=mX—X) 1)

Se 0 ponto conhecido é aquele em que a reta corta o eixo y, e € denotado por (0, b), entdo a
equacdo (1) torna-se
y=mx+b (2)

Neste caso, b é chamado de intersecdo y da reta ou coeficiente linear e (2) é a equacao da
reta na forma coeficiente angular-intersecéo (ou equacéo reduzida da reta).



Exemplo 3: Escreva, em cada caso, a equacédo da reta que:
a) passa pelos pontos (4, — 2) e (5, 8).
b) passa por (2, — 3) e tem coeficiente angular — 4.
c) tem coeficiente angular 2 e coeficiente linear — 5.

Solucéo:

Ent&o por (1) a equacdo daretaéy—8=10(x—5) ouy = 10x — 42
b) Por (1), y—(-3)=—-4(x—-2) ..y+3=-4x+8 ..y=—4x+5
c) Por (2),y=2x-5

Observacoes:

1 — O coeficiente angular de uma reta vertical ndo é definido, por isso as férmulas (1) e (2) ndo séo
apropriadas para se obter sua equacdo. Mas como as primeiras coordenadas de todos os pontos de
uma reta vertical sdo iguais, uma reta vertical que passa pelo ponto (X1, y1) tem equacéo X = X;.

2 — Duas retas ndo verticais sdo paralelas se e somente se seus coeficientes angulares sao iguais,
isto é,
rils < me=m;

3 — Duas retas ndo verticais sdo perpendiculares se e somente se o coeficiente angular de uma é
igual ao simétrico do inverso do coeficiente angular da outra, ou seja,

-1
rse m=—
m

S

4 — O coeficiente angular de uma reta € uma constante. O nimero y,— Y, € a variacao na coordenada
y € Xp — X3 € a variacdo na coordenada x. Dessa forma, o coeficiente angular de uma reta fornece a
razdo entre a variacdo de y e a variacdo de X, ou ainda, a taxa de variacdo de y em relacdo a x.



1.2 — Funcéo

Intuitivamente, a palavra funcao estd associada a ideia de dependéncia. Quando dizemos
que a demanda de carne € funcéo do preco do produto, que o pre¢o cobrado para enviar um pacote
pelo correio € funcdo do peso do pacote ou que a area de um quadrado é funcéo de seu lado, o que
pretendemos dizer é, que a demanda de carne depende do preco do produto, que o preco cobrado
para enviar um pacote pelo correio depende do peso do pacote e que a area de um quadrado
depende de seu lado.

Em termos gerais, uma fungéo consiste em dois conjuntos ¢ uma “regra” que associa a cada
elemento de um conjunto um Unico elemento de outro. VVamos supor, por exemplo, que um
fabricante esteja interessado em determinar o efeito do preco sobre o niUmero de unidades vendidas
de certo produto. Para estudar essa relacdo, é preciso conhecer 0 conjunto de precos admissiveis, 0
conjunto de vendas possiveis e uma regra para associar cada preco a um determinado nimero de
unidades vendidas. A definicdo que vamos adotar é a seguinte:

Defini¢do: Uma funcéo de um conjunto A em um conjunto B é uma relacdo que associa a
cada elemento x de A um unico elemento y de B.

Sejam os conjuntos A ={1, 2,3} e B={1, 2, 3, 4,5, 6} e sejaa relacdo de A em B que a
cada elemento x de A associa y = 2x em B. Assim,

x =1estaassociadoay =2
X =2estaassociadoay=14
x = 3 esta associado ay = 6

Esta relacdo € uma funcdo de A em B, pois cada elemento de A esté associado a um dnico
elemento de B.

As letras f, g e h serdo usadas para representar funcdes, embora seja comum, em situacdes
praticas, usar letras que lembrem as grandezas envolvidas.

O conjunto A é chamado de dominio da funcéo e o conjunto B de contradominio. Quando
0 dominio e o contradominio de uma funcéo f sdo subconjuntos de nimeros reais dizemos que f €
uma funcéo real. As fungdes estudadas neste texto serdo sempre reais de uma variavel real.

A letra x que representa um numero arbitrario do dominio de uma funcdo f é chamada de
variavel independente; a letra y cujo valor depende do valor atribuido a x é chamada de variavel
dependente.

O valor y que uma funcédo f associa a um nimero x pertencente ao dominio é chamado de
imagem de x por f e denotado por f(x). Assim, por exemplo, quando escrevemos que f(2) = 4
estamos indicando que 4 é o niUmero que a fungdo f associa a0 nimero 2 ou que 4 é a imagem de 2
por f. O conjunto imagem de f € o conjunto de todos os valores possiveis de f(x) obtidos quando x
varia por todo o dominio.

Funcgdes também podem ser representadas por tabelas e descri¢bes por palavras. Outras se
representam naturalmente com graficos, como o eletrocardiograma (EKG). Embora seja possivel
construir uma formula para representar aproximadamente uma fun¢do EKG, isto raramente é feito.
O que o médico precisa é o esquema de repeticoes, e € muito mais facil vé-lo num grafico do que
em uma férmula. Mas cada EKG representa uma fungdo que da a amplitude de impulsos elétricos
gerados no musculo cardiaco em funcéo do tempo.
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Para representar geometricamente uma funcdo real em um grafico, costumamos usar um
sistema de coordenadas no qual as unidades da varidvel independente x sdo marcadas no eixo
horizontal e as unidades da variavel dependente y sdo marcadas no eixo vertical. O gréafico de uma
funcdo f é o conjunto de todos os pontos (X, y) tais que x pertence ao dominio de fe y = f(x).

Embora uma funcgdo real f possa ser descrita de varias formas, é comum que seja definida
enunciando apenas a “regra” para achar f(x), como por exemplo, f(x) = Jx . Nesse caso, fica

subentendido que o dominio de f € o conjunto de todos os nimeros reais que tornam possiveis as
operaces indicadas na regra. Nesse exemplo o dominio de f € o conjunto de todos 0s nimeros reais
maiores ou iguais a zero.

Observagdes: 1) fé uma funcao polinomial de grau n, se:

f(x) =anx"+a,_1X" '+ ... +ax+ag

onde os coeficientes a,, an_1, ... , a1, ag SA0 NUMEros reais com a, # 0 € n € um ndmero inteiro ndo
negativo.

Exemplos:
a) f(x) = 7 € uma funcédo polinomial de grau 0.
b) f(x) = 3x* — 8x + 1 é uma funcéo polinomial de grau 2.

c) f(x) = x° — 5x* — 6x + 2 é uma funcdo polinomial de grau 5.
2) Uma funcéo racional é um quociente entre duas funcdes polinomiais.

3) Funcao algébrica € aquela que pode ser expressa como soma, diferenca, produto, quociente ou
poténcia racional de polindmios. As funcdes que ndo sdo algébricas sdo chamadas de
transcendentes. As funcbes exponenciais, logaritmicas e trigopnométricas sao exemplos de fungdes
transcendentes.

Exercicios de fixacéo
Nas questdes de 1 a 5, determine os dominios e os valores indicados das fungbes dadas.

1) f(x) =x*+4

a) f(~1) b) f(0) c) f(%) d) f(~/2)

2) f(x) = %

a) f(7) b) f(-1) 0) f(lj d) ij e) f(+/2)



3) () = — -
a) f(0)

4) f(x) = Vx-2
) 12)

5) f(x) = ¥x -2
a) f(1)

b) f(~2)

b) 1(3)

b) f(2)

¢) f(2)

¢) f(4)

¢) f(0)

d) f(5)

d) f(6)

d) £(10)

As funces das questdes 6 e 7 a seguir sdo definidas por regras distintas em diferentes partes
de seus dominios. Tais fungdes sdo “definidas por mais de uma sentenga” ou “definidas por partes”.
Determine o dominio e os valores especificados de cada uma delas:

b se x<1
6) f(x) = ¢ x -1

4x*+1 se x>1
a) f(0) b) f(1)

-1 se x<0
Nfx)=95 se 0<x<2

1 se x>2
a) f(-5) b) f(0)

Respostas:

1) Dom(f) = IR a)5
2) Dom(f) = IR” a) %

3) Dom(f) = IR — { -1, 1}

4) Dom(f) = [2, )
5) Dom(f) = IR
6) Dom (f) = IR

7) Dom (f) = IR

c) f(/3)

¢) f(2)

b) 4

b)- 1

a)0

c)i’/—_2

o)

d) 6

c)\/i

d) 65

d)5

d) 2

e)

-

d) >

d) 2

el



Capitulo 2: Limite de uma funcé&o real

O Célculo Diferencial e Integral € um importante ramo da Mateméatica com um grande
namero de aplicacdes: plotagem de curvas, otimizagdo de funcdes, analise de taxas de variacao e
determinacdo de &reas, entre outras.

O que distingue o Calculo da Algebra é o conceito de limite que é o ponto de partida para
definir todos os outros conceitos do Célculo, como os de “derivada” e “integral”.

Na linguagem comum, as pessoas se referem ao limite de velocidade, ao limite de peso de
um lutador, ao limite de resisténcia de um maratonista, ou ao fato de esticar uma mola até o limite.
Todas essas frases sugerem que o limite é uma fronteira que em certas circunstancias nao pode ser
atingida, mas em outras pode ser atingida ou mesmo ultrapassada. Um limite matematico se parece
com esses limites. Nesse capitulo vamos apresentar uma ideia intuitiva do conceito matematico de
limite e mostrar como pode ser calculado.

2.1 — Nogéo intuitiva do conceito de limite

Falando de maneira geral, o processo de determinar o limite de uma funcéo real f consiste
em investigar o comportamento do valor de f(x) a medida que a variavel independente x se
aproxima de um numero ¢, que pode ou ndo pertencer ao dominio de f,

XZ+x-2 .
Vamos supor que queremos saber 0 que acontece com f(x) = 1 a medida que x se

aproxima de 1.

Embora f(x) ndo seja definida em x = 1, podemos avaliar f(x) para valores de x proximos de
1. Para fazer isto, preparamos uma tabela como a que aparece a seguir:

X 109]095]099]0,999|1]1001 |101 [105]|11
f(x) [2,9]2,95]2,99[2999 |- (3,001 |301 [305]31

Os valores da fungédo nesta tabela sugerem que:
o f(X) se aproxima do niumero 3 a medida que x se aproxima de 1 de ambos os lados.

e Podemos obter valores para f(x) tdo préximos de 3 quanto quisermos, bastando para isso
tomar valores de x suficientemente proximos de 1.

Esse comportamento pode ser descrito, intuitivamente, dizendo que “o limite de f(x) quando
x tende a 1 ¢ igual a 3” e abreviado por

2 —
lim f(x) =3 ou lim XTHX=2 _q

x—1 X -1

Geometricamente, a expressdo “o limite de f(x) quando x tende a 1 ¢ igual a 3” significa
que a altura do gréafico de y = f(x) se aproxima de 3 a medida que x se aproxima de 1.



X24+X=2

Y £ .

A O grafico de f(x) = 1 ¢ uma reta com um
f(f) “buraco” em (1,3), e os pontos (x, y) no grafico se aproximam
3 ——= desse buraco a medida que x se aproxima de 1 de ambos os lados.

L I
f® ;
} Temos a seguinte defini¢do (informal) de limite:
0 x—=>1ex T

Definigédo: Seja f uma funcéo definida em um intervalo aberto em torno de c, exceto talvez
em c. Se o valor de f(x) fica arbitrariamente proximo de L para todos os valores suficientemente
préximos de ¢, dizemos que f tem limite L e escrevemos:

lim (x) = L

Ao definirmos limite, admitimos que f é definida para todos os valores de x nas
proximidades de ¢, mas ndo necessariamente em x = ¢. A fungdo nao precisa existir em x = ¢, e
mesmo que exista, seu valor f(c) neste ponto pode ser diferente do limite quando x tende a c.

Isso esta ilustrado na figura 1 abaixo. Para as trés fungdes representadas, o limite de f(x)
quando X tende a c, € igual a L, embora as funcdes se comportem de forma bastante diferente em
x =c. Em (a), f(c) € igual ao limite L; em (b), f(c) é diferente de L, e em (c), f(c) ndo esta definido.

A figura 2 abaixo mostra os graficos de duas func6es que nao tém limite quando x tende a c.
O limite ndo existe na figura 2(a) porque os “limites laterais” sdo diferentes, isto €, f(X) se aproxima
de 5 quando x tende a ¢ pela direita e se aproxima de 3 (um valor diferente) quando x tende a ¢ pela
esquerda. A funcdo da figura 2(b) ndo tem limite (finito) quando x tende a ¢ porque os valores de
f(x) aumentam indefinidamente a medida que x se aproxima de c. Dizemos que fun¢Ges como a da
figura 2(b) tém um “limite infinito” quando x tende a c. Limites laterais e limites infinitos serdo

estudados mais adiante.
¥ y
A

(@ ®)

figura 2



2.2 — Propriedades dos limites

Utilizamos uma tabela na secdo anterior para nos ajudar a determinar o valor do limite da
funcdo dada. O nosso objetivo agora é introduzir propriedades (teoremas) que permitam simplificar
0 célculo dos limites de fungdes algébricas.

O teorema 1 se refere aos limites de duas funcdes lineares elementares.

Teorema 1: Sejam ¢ e k nimeros reais.

a) x"ank =k b) X"anx =C
Exemplos:

1) lim 7=7

2) limx=4

x—4

O teorema 2 mostra como calcular limites de funcbes que sdo combinacgdes aritméticas de
fungdes cujos limites ja conhecemos.

Teorema 2: Se L, M, c e k sdo numeros reais e XIiincf(x) =Le x"an g(X) = M entéo:
a) lim (f0) +9g(¥) = i f() + lim g6 =L + M
b) lim (f(x) —g(x)) = lim f(x) — lim g(x) =L - M
¢) lim (f(x.909) = lim (x) . lim g(x) = L.M
d) lim (kf(x))=k.lim f(x) = K.L
e) lim (f(4)" = ( liincf(x))” = L"ondenecz’

lim (x)
f) Se M # 0 entdo lim Y = Xoc _ L
x>cg(x)  limgx) M

4)] XIianq/f(x) = r{/IXianf(X = %/L, desde que L > 0 se n for par.

Exemplos:

1) lim (¢ +2x+5)= lim >’ + lim 2x+ lim 5= ( lim x)*+2lim x+ im 5=2°+22+5=17

X—2 X—2 X—2 X—2



2) lim X-2 - LILno(X 2) |I2’10X—)|(IE’102 - 0_2:__2:__1
x>0 X +8 Ilmo(x+8) I|m0x+ Iim08 0+8 8 4

Podemos determinar mais facilmente o limite de funcdes polinomiais e de algumas funcoes
racionais através do seguinte resultado:

Teorema 3: a) Seja p(x) uma funcéo polinomial. Entdo lim p(x) = p(c)

b) Seja r(x) = SE ; uma funcdo racional. Se q(c) # 0 entdao I|m r(x) =r(c)

Exemplos:

1) |im2(x5—3x2+5x+7)=32—12+1o+7=37

2)lim X =15
x>5 X+4 9 3

Teorema 4: Se lim h(x) = Le f € uma fungéo tal que f(x) = h(x) para todos os valores de x

pertencentes a algum intervalo ao redor de c, excluindo o valor x = c, entdo lim f(x) = L.

X—>C

2 J—
Exemplo 1: Calcular lim x_- 4

X=2 X —

Solucéo: f(x) = x_- 4 ndo esta definida para x = 2, mas para todos 0s valores de x tais que x # 2

temos:
2
X"—4_ (x+2)(x-2) I
X—2 X—2
x?— 4
Entdo, pelo teorema 4, lim = lim (X + 2)
x=2 X —2 X—>2

Além disso, pelo teorema 3 Iim2 x+2)=4

2
Portanto lim x4 =4
x>2 X —2

1-xX
x—1 1 \/_

Solucéo: f(x) =

1-x . .
L Ix nao estd definida em x = 1, mas para todos os valores de x tais que x # 1
—VX

temos:

1-x _ (1=x@+v%) _ @1=X(1+x)
1-JX  @=-M)+Vx)  1-x S



. 1- .
Logo, pelo teorema 4, I|ml X = im 1+ %)

— \/; X—1

Mas sabemos, pelos teoremas anteriores, que Iiml (1+Jx)=2
X'

. 1-x
Entdo lim

Xx—1 1_\/;

Exercicios de fixacao

Calcule os seguintes limites:

. i 2X+1
1) lim (3x*—2x-10 2) lim
) x—>4( ) )x—>—l X2 +3X
2 — J—
3) fim X =2X=3 4) lim /5x—6
x—3 X +1 x—1
2 2 —
5) lim X_—1° 6) lim X *X=2
x>4 X —4 -1 x-1
2 _y?2
7) lim X X6 8) lim 2—X
x>3 X° —4X +3 x>-2 2X + 4
3 2 2
9) lim X7 +2x7 10) fim ()(L)l
x->-2 3X+6 x—0 X
11) lim Vx -2 12) lim YX+6-3
x—>4 X —4 x—3 X—3
Respostas:
1) 30 2) = 4) -1 5) 8 6) 3
5 4 1 1
7 = 8) 2 = 10) 2 11) = 12) =
) 5 ) 3 ) ) 1 ) 5



Exercicios — lista 1
Determine os limites:

1) lim (5-3x- x?)

3) lim Vx-1

x>l X =1

2 J—
5) fim X =4
x>-7 X+ 7

7) lim 8*+X°-9

x—=0 X

2 —
9) lim x2+2x 15
x>3 X°—5X +6

3 2
11) fim 33X —2X°—-4x +1
x— -1 X-=1

X—2

13) lm ———
—X

X—>2 3X

X-3
15) Im ——
)HS VX +1-2

2 f—
17) lim X %=1
x>1 X°+2X -3

X2+ 9-3

2

19) lim

Xx—0 X

Respostas:
17 2)21

6) -1 7)6

11) 0 12) 1/2+2

16) 0 17) 2

2) lim (5x% — 7x — 3)

4 tim /2
x>1 | X+3

2
6) lim w
x——1 X =1

2_
x>3 X — 4X +3

3

10) lim =X
x—=0 X

x+2 -2
X

12) lim

Xx—0

_ 2
14) lim =X
x>-3 X+3

_ 3
16) lim =1
x>1 3X -3

2_
18) fim X =X+2
x>2 X°—=bX+7

20) lim Vax+1-3

X—>2 X—2

3)1/2 4)3/2
8) 3 9) 8
13) 0 14) 6

18) 0 19)1/6

5) - 14
10) -1
15) 4

20)2/3

11
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2.3 — Limites laterais

Algumas vezes uma funcgdo f se comporta de forma diferente de cada lado de um numero c,
isto ¢, tende para valores diferentes quando x tende para ¢ “pela esquerda” e “pela direita”. Essa
situacdo é ilustrada no seguinte exemplo:

3X—-2 se X<3

) 5-x se x=>3

r Sﬂaﬂx):{

A figura mostra que o valor de f(x) tende a 7 quando x tende
a 3 para valores menores que 3, isto é, f(x) tende a 7 quando X tende

2t | 83.2) K .
7663 ff -] \\ a 3 pela esquerda. Denotamos esse fato simbolicamente como
0 x=3-—x *
i y=5) lim f(x) =7
y=3x— X—>3~

A figura mostra, também, que o valor de f(x) tende a 2 quando x tende a 3 para valores
maiores que 3, isto &, f(x) tende a 2 quando x tende a 3 pela direita. Simbolicamente temos

lim f(x) =2

x— 3"

Esses limites sdo chamados de limites laterais.

Observacdo: Os teoremas da secdo anterior podem ser estabelecidos para limites laterais.

No exemplo dado, ndo existe lim f(x), ja que os valores de f(x) ndo tendem para um Unico
X—3

namero L quando x tende a 3 pela esquerda e pela direita. O critério para a existéncia de um limite €
dado pelo teorema a seguir.

Teorema: O lim f(x) existe e € igual a L se e somente se lim f(x) = lim f(x) = L
3x*-5 se x<2
Exemplo: Seja f(x) = 3 se x=2
X+5 se x>2
Determine, se existirem: a) Iim0 f(x) b) Iim4 f(x) C) Iim2 f(x)
Soluggo: a) lim f(x) = lim (3x*—-5)=-5
b) Iim4 f(x) = Iim4 (x+5)=9
c) Nesse caso precisamos calcular os limites laterais:

im f(x) = lim (x+5)=7 e lm f() = lim (3x*~5) =7
x— 2" X—2" X—>2"

x—2"



Entdo lim f(x) = lim f(x)=7
x—2* X—2~

Logo Iim2 f(x)=7

Exercicios de fixacao:

Nas questdes de 1 a 4, calcule os limites:

1) lim (G -2x+5)

x— 2"

2) lim /X 3) lim 2=

x—0* x—>-3" 3—-X x—1" X -1

. 3X+7 . e
5) Seja f(x) = { )Z+ ¢ Determine, se existir, lim f(x)
X“+2 se > — x—>-1
x*+1 se x<2
6) Seja f(x) = 2 se x=2 Determine, se existir, Iim2 f(x)
9-x* se x>2
x? -4 5
NfX)=15x_2 ¢ X7< Determine, se existir lim (x)
1 se x=2 -
. 1 <3 . . . -
8) Seja f(x) = XHL s X Determine, caso existam, 0s seguintes limites:
X-7 se x>3
a) Iim0 f(x) b) Iim3 f(x) c) Iirn5 f(x)
Respostas:
1)9 2)0 3)0 4) 4
5) ndo existe
6) 5
74
8)a)l b) ndo existe c)8

13
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2.4 — Continuidade

Na linguagem comum, um processo “continuo” é aquele que ocorre sem interrupgdes ou
mudancas repentinas. Informalmente, dizemos que uma funcéo é continua se podemos desenhar o
seu grafico “sem tirar o lapis do papel”. Para que uma funcdo f ndo tenha interrupcdo em um
namero ¢ é preciso que a funcao seja definida em c e que os valores de f(x) para x préximo de ¢
estejam proximos de f(c). Formalmente, a definicdo de continuidade é expressa utilizando a nocao
de limite da seguinte maneira:

Defini¢do: Uma funcdo f é continua em um numero c se:

a) f(c) é definida
b) lim f(x) existe

C) Ixir%nC f(x) =f(c)

Exemplo: Verifique se as fungdes abaixo sdo continuas em x = 2

a)f(X)=x372X+1 b) (x) = X+1
X—2
X+1 se Xx<?2 <4
o)f()=17 3 se x=2 ) =13y S X*2
3-X se x>2 1 se X=2

Solucéo:

a) Temos que f(2) =5e Iim2 f(x) = 5. Entéo Iim2 f(x) = f(2). Logo, f é continuaem x =2

b) f(2) ndo é definida (0 denominador € igual a zero quando x = 2). Entdo f ndo é continua em x = 2.
c) Temos que f(2) =3

Calculando os limites laterais: lim f(x) = lim (3—x)=1 e Ilim f(x) = lim (x+1) =3
x—2" x—2" X—2" X—2"

Como lim f(x) # lim f(x) entdo Iim2 f(x) ndo existe. Logo f ndo é continua em x = 2.
x—2" X—>2~ X—>

2
d) Nesse caso f(2) = L e lim f() = lim X =4 _ iy X+2)(X-2) _

lim (X +2) = 4
-2 X=-2 X—2 X—2 X—2

Como Iim2 f(X) # f(2) concluimos que fndo é continua em x = 2.
Considerando o teorema 3 da sec¢do 2 e a defini¢do de continuidade, podemos afirmar que:

Teorema 1: Uma fungdo polinomial é continua em todos 0s numeros reais.

Teorema 2: Uma funcg&o racional é continua em todos 0s nimeros nos quais ¢é definida.
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Exemplos: 1) f(x) = 3x* — x + 5 é continua em IR

2

3) fx) = X2

X2

é continuaem IR — {-— 1}

1 é continua em IR

Observacgdo: Se uma funcdo f ndo é continua em um numero c, dizemos também que f é

descontinua em c.

Apresentamos abaixo os graficos de trés funcdes descontinuas em c.

f(c) néo é definida

A}
(a, fla) A fic) = L para algum
- N ponto centrea e b

! S ——— l (b, f(b))

X
a C b

Exercicios de fixacéo

v T

- - X

0l 0 | ¢

I‘im f(x) ndo existe lim f(x) # f(¢)

X—>C

Uma propriedade importante das fungdes continuas
que utilizaremos mais adiante é o teorema do valor
intermediario, segundo o qual se f € uma funcao continua no
intervalo [a, b] e L € um nimero entre f(a) e f(b) entdo existe
algum namero c entre a e b tal que f(c) = L. Isso significa que
uma fungdo continua assume todos os valores entre dois de
seus valores.

Nas questdes de 1 a 5, verifique se as fungdes sdo continuas nos numeros dados:

1) f(x) =5x" + 3x* —x*emx =1

x?—1

3) f(x) = emx=-1

x?-1 se x<4

2

5fx)=¢ 15 se x=4 emx=4

3X+3 se x>4

Respostas: 1) sim 2) sim

2) f(x) = = “Lemx=2
X—-3
_x'-1 _
4) f(x) = emx=3
3) sim 4) ndo 5) sim



Exercicios — lista 2

Nas questbes de 1 a 4, diga se as fun¢bes dadas sdo continuas em qualquer nimero real.

X3 —2x2 —4x +1

1) f(x) = x° + 6x" — 7x*+ 9 2) f(x) = n
X_
x2 _9x —3 3+x* se x<-2
3) f(x) = ol X7 -1 Hfx)=4 0 se x=-2
-4 se x=-1 11-x? se x>-2

Nas questbes de 5 a 10 determine todos os valores de x onde a funcéo dada € continua.

a2 _ -1 _ X

5) f(x) = 3x? — 6x + 9 O f(=_ N = ——

8) f(x) = Xi-i- 8 9) f(x) = x? -1 10) f(x) = 2X
X -1 X X“+5

2
11) Seja f(x) = {cx3 +2X se x<2
X’ —CX se x=2

Para que valor da constante ¢ a funcdo f é continua em IR?

2

X=X
12) Explique por que a fungdo f(x) = < w2 _1 e X#1 & descontinua em x = 1.

1 se x=1

Respostas:

1) sim 2) ndo, f ndo é continuaem x =1
3) sim 4) ndo, f ndo é continuaem x = — 2
5) IR 6) IR — {- 3}

7) IR - {0, 1} 8) IR-{-1,1}

9) IR 10) IR

11) % 12) Porque Iiml f(x) # f(1)

16
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2.5 — Limites que envolvem infinito
2.5.1 — Limites infinitos

Nessa se¢do veremos que algumas vezes o limite de uma funcdo f quando x tende para um
ndmero ¢ ndo existe porque a medida que x se aproxima de c os valores de f aumentam ou
diminuem ilimitadamente.

. « 1 :
Vamos analisar, por exemplo, o comportamento da fungdo f(x) = —- quando X se aproxima
X

de zero. E evidente a partir da tabela e do grafico de f abaixo, que a medida que x fica mais
préximo de zero, os valores de f (de ambos os lados) aumentam ilimitadamente.

¥

-01) -001| -0001 |0 0,001 001 |01

X
Jk f(x) | 100 | 10.000 | 1.000.000 | — | 1.000.000 | 10.000 | 100

’ Assim, os valores de f ndo tendem para um niimero e ndo existe Iim0 f(x).
X—

Embora o limite ndo exista, costuma-se descrever esse comportamento de f dizendo que

1 g .1
f(x) = — tende a infinito quando x tende a zero e escrever lim —- = .
X x—=>0 ¥

Escrevemos lim f(x) = — o« para indicar que os valores de f decrescem ilimitadamente
X—>C

(tomando valores negativos muito grandes) quando x tende a c. Notagdes similares serdo usadas no
caso de limites laterais.

Exemplo: Seja f(x) = ——
X

x 119 | 199 {1999 [19999 |2]|2,0001|2001|201]|21
f(x) |[—29|—299 | —2.999 | —29.999 | — | 30.001 | 3.001 | 301 | 31

Vemos que a medida que x se aproxima de 2 pela esquerda, 0s :
valores de f(x) diminuem ilimitadamente e, que quando x se aproxima de 2 ;L
pela direita, os valores de f(x) aumentam ilimitadamente. Entdo 1N

X—2

(2
lim f(x) = e lim f(x) = - \
* x—2" I
|
Segue-se que f ndo tem limite (finito ou infinito) quando x tende a 2.

Observacdo: Os simbolos o« e — oo ndo representam ndmeros reais. Sao apenas notagdes
para indicar que f(x) aumenta ou diminui ilimitadamente quando x se aproxima de um namero real.

Podemos estudar muitos desses limites raciocinando intuitivamente: se lim f(x)=L,L=0e

lim g(x) =0 entdo lim % = o0, com 0 sinal dependendo dos sinais de L e de g(x) a direita de c.

Um raciocinio analogo pode ser feito para o limite a esquerda de ¢ com as mesmas conclusdes.
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X—>3"

Exemplos: 1) Determine lim 2—X3
X_

Solugdo: Temos que lim 2x=6¢e que lim (x—3) =0. Além disso, para x préximo e menor do que
X—>3"

X—>3"

3, 0 denominador é proximo de zero e negativo. Entdo, como o numerador é positivo e o
denominador é negativo, o sinal da fracéo é negativo.

Logo lim S =—o0

x>3~ X—3
. - X

2) Calcule lim ———
X—>5" (x_5)

Solugdo: Temos que lim (7—x)=2e lim (x—5)%= 0. Quando x esta proximo e é menor do que
X—>5"

X—>5"

5, 0 denominador é préximo de zero e positivo. Entdo, como o numerador e o denominador sao
positivos, o sinal da fracao é positivo.

. —X
Logo Im ——— =
g x>5" (X —5)°

2_
3) Calcule lim X=°
x> 1—X

Solugdo: Temos que lim (x*~5)=—4 e lim (1 -x) = 0. Quando x esta préximo e é maior do que
x—1" x—1"

1, o denominador & proximo de zero e negativo. Como o numerador e o denominador sao
negativos, o sinal da fracéo € positivo.

Entdo Iim
x»1" 1—X

4) Determine lim X
x=>1 x—1

Solucdo: Temos que Iim1 x=1e Iiml x-1)=0

Quando x se aproxima de 1 pela direita (x > 1), o numerador é positivo e 0 denominador é
positivo; quando X se aproxima de 1 pela esquerda (X < 1), o numerador é positivo e 0 denominador
é negativo.

. X . X
Portanto im —=w e lim —=-w
x—»1" X =1 x»1 X—1

- X . .
Entdo lim —— nao existe.
X—1 X—l
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Exercicios de fixacao:

Nas questdes de 1 a 6, determine, se existirem, os limites:

1)lim 2=X 2)lim —X
x->5" X —5 x=2" X —2
2
3 lim Xt 4) m X
x->0" X 4+ X x—>-2" X 42
. 5 . X=2
5) Iim 6) lim ——
) x—0 X3 _X2 ) x->-1 x+1
Respostas:
1) oo 2) 3) —© 4) o 5) — 6) ndo existe

2.5.2 — Limites no infinito

Estamos interessados em estudar agora, 0 comportamento dos valores f(x) de uma funcéo
quando X cresce ou decresce ilimitadamente.

. o 1 , .
Vamos analisar, inicialmente, o comportamento de f(x) = — atraves da tabela abaixo.
X

—10.000 |- 1.000 |-100 |-10 X 110 | 100 |1.000 | 10.000
—0,0001|-0,001 |-0,01 [-0,1 | f(x) |0,1] 0,01 |0,001| 0,0001

< y
A medida que x aumenta ou diminui, os valores de f(x) se aproximam de
zero. Isso também pode ser observado no grafico de f, esbogado ao lado. k
0

Entdo lim f(x)=0 e lim f(x)=0 \|

De modo geral, temos:

Teorema: Se n € um namero inteiro positivo e ¢ € um nimero real entdo

im - =0 e Im = =0

X—> o0 X X—>— X
Exemplos: 1) lim g =0 2) lim l4 =0
X—> o0 X X— —0o0 X

Observagdo: Sabemos que o simbolo oo ndo representa um niimero, mas a expressao
lim f(xX) = L ¢é lida como “o limite de f(x) quando x tende para infinito é igual a L”.

X—> 0

Os valores de f(x) também podem crescer ou decrescer ilimitadamente, quando X — o ou
3 ere .
x — — oo, Por exemplo, os valores de f(x) = x” crescem ilimitadamente quando x — o e decrescem
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e . 3 ere .
ilimitadamente quando x — — o; os valores de f(x) = — X” decrescem ilimitadamente quando x — o
e crescem ilimitadamente quando x — — o0. Denotamos isso, escrevendo:

lim x%= oo lim x3=— o lim (—x%) = — oo im (—x%)=w
X—> o0 X—> —0

X— 0 X—> — o0

O limite no infinito de uma funcdo polinomial é igual ao limite de seu termo de maior
expoente (pois se colocarmos esse termo em evidéncia, todos os demais tendem a zero). Por
exemplo:

: 5 4.2 : 5 2 3 7 : 5
lim (2x°=4x"+3x+7) = lim 2X°|1-—+—F+— | = lm 2X’=o
x> X" 2

X—> X—> X—> o0

Como consequéncia, quando tivermos o limite no infinito de um quociente de dois
polindmios, ele serd igual ao limite do quociente dos termos de maior expoente do numerador e do
denominador. Assim, por exemplo:

. 6X"+5x*=3+7 . 6x’ ) 4
lim 3 = lim 5 = Iim 3x" =
X—>—0 2X _6X+9 X—>—0 2)( X—>—0
Exercicios de fixacéo
Calcule os limites:
. 5 . 2
1) lim — = 2) lm — =
) I, x* ). m, 3x°
3) lim (C-3¢+x-7)= 4) lim (1-x°+x°+3x*-2x) =
B) lim (2 +x*—4)= 6) lim (—x*+5x—x+09)=
3_
7) lim 2X -5 _ 8) lim 2X 53x+5 _
x>0 IX + 8 X—>— 0 4x° -2
4 _ 2 3
9) lim X 3x+§: 10) lim 3 23x+x2 4x _
xow 244X — X x>-o  X*+5x° +4
3 2 5 _
1) fim X0 12) lm X FX=S
x>-o §—5BX — X x>0 6X° 44X
Respostas:
Ho 2)0 3) 4) o 5) — 6) — oo

7) 217 8) 0 9) —w 10) - 4 11) oo 12) 1/6



Exercicios - lista 3

Determine os limites:

15) Iim
) x>4" X* —3x —4

Respostas:
1) ©

2) —©

3) —

4) — o0

2X% +3x -2

2) lim
x—>2" X —2

2
4 im Xt
x—>-20 X+2

6) lim
x=2" 2 —X

8 lim X
x—1 ()( — ]_)

10) tim 2=
x>-T" X+ 7

12) lim —2

x—0 X

14) fim —>—

x=>4 X —4

16) Im ———
) X?—3x +2

9) ndo existe
10) — o
11) ndo existe

12) — o

13) — o
14) ndo existe
15) — 0

16) — 0

21



Exercicios — lista 4

Nas questdes de 1 a 16, determine os limites:

1) lim (2x* —7x + 1)

3) lim (6x — 10x°%)
5) lim 4

X— X5

7) lim —
)X—)oo 2)(2

4 2
9) lim w
xom —XT—2X+7

6x* —1

3

11) fim

X—>—0 5X

_ 2
13) i S
xo-e X7 42X -1

15) fim 2X*3
x>-o 6X + 7

Respostas:
1) ©

5) 0

9) -~

13) 0

2) —
6) 0
10) 0

14) -4

2) lim (2 +5x — X% + 4x°)

X—>—0o0

4) im (=X +x3+9)

6) lim

X— ©

8) lim

10) fim

12) lim

3
—10x 2

X+2

X+4

X2 —=3x +1

»  3x3+1

1+ X2

x—n 1 —

14) fim

4x +1

X—> 0 4_X

16) lim

2+3x—x°

o0

3) -
70
11)

15)1/3

4)
8) 1
12) — o

16) o



Exercicios de revisdo de limites — lista 5

Determine os limites abaixo:

o x2-3x+2
1) lm ———
X—>2 X—2

3) leTl (\/;+ %)6

T —
x>-1" X +1

7) lim 2+t

x> 4x? +5X +9

3 Ey?2
9) lim X7 —9X°
X—>—0 3X

11) IXITl X2 -1

13) lm =5 100

X—>-0 ¥ —
3

15) lim
x>-o X 41

17) lim VX+9 -3

x—=>0 X

: 3
19) lim ———
) x=0 J3X +1-2

Respostas:
1)1

2) 6

3) 64

4) — oo

17)11/6

5) o
6) 3
70
8)8/3

18) ndo existe

] X-9
2) lim
)x—>9 \/__3

4) lim
x>-3" X +3

3
6) lim %
x> 2X7 43X

x?-16
im
x—>4 3x —12

2

10) lim 2%
x>0 4

12) lim
)Jm, X*—x -2

14) im X*1

X—>—0o0 X

16) lim 3

x—0 X4

. 2X
18) Iim ——
x>5 X —5

4_
20) fim X =1

x>1 x—=1

9) w
10)1/4
11) 3/2
12) 0

19) -3

x> —4

13) 0
14) 1
15) 0
16) 0

20) 4

23
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Capitulo 3 — Derivada de uma Fungéo Real

O conceito de derivada foi introduzido no século XVII em estudos de problemas de Fisica
ligados a pesquisa dos movimentos. Entre outros, destacam-se o fisico e matematico inglés Isaac
Newton (1642-1727) e o filésofo e matemético alem&o Gottfried Leibnitz (1646-1716).

3.1 — Taxa de Variacéo

Nesta secdo usaremos a nogdo de limite para definir o conceito de taxa de variacdo para
quaisquer quantidades variaveis de qualquer espécie, mas vamos resolver, inicialmente, o problema
de achar a velocidade de um corpo em movimento em determinado instante.

Vamos considerar a seguinte situacdo: um carro esta se movendo ao longo de uma estrada
reta e d(t) representa a sua distancia do ponto de partida apds t horas e queremos determinar a
velocidade do carro num instante t;.

Para definir essa velocidade, primeiro calculamos a velocidade média em um intervalo de
tempo proximo de t;. Consideramos, por exemplo, os instantes t; e t; + At onde At é um namero
real. As distancias percorridas correspondentes sdo d(t;) e d(t; + At). A velocidade media (v) do
carro entre os instantes t; e t; + At é:

_ variacdo da distancia _ d(t, + At)—d(t,) _ d(t, + Aty —d(t,)
variagdo do tempo t, +At—t, At

Para obtermos a velocidade do carro no instante t; (ou a velocidade instantanea em t;),
calculamos a velocidade média em intervalos de tempo cada vez menores. Se o intervalo de tempo
At € pequeno, a velocidade média se aproxima da velocidade instantanea. Podemos entao definir a
velocidade no instante t; ou a taxa de variacédo (instanténea) da distancia em relacdo ao tempo
como o limite quando At tender a zero na expressédo para a velocidade média, isto é:

)= i S A0=50)
At—

Exemplo 1: A distancia (em metros) de um objeto a um ponto é dada por d(t) = t* + 5 onde
o tempo t € medido em segundos. Determine a velocidade do objeto emt; = 3.

d@+AtH)-d3) _ im (3+At)* +5—(9+5)

Solucédo: v(3) = lim

At—0 At At—>0 At
. 94B6At+(AD*+5-9-5 BAt+(Ab)®
= lim = lim ————~— =
At—>0 At At—>0 At
_ im AG+AY _ (6+At) = 6
At—0 At At—0

Entdo a velocidade do objeto no instante t; = 3 € 6 metros por segundo.

As consideracOes a respeito da taxa de variacao da distancia em relagdo ao tempo podem ser
generalizadas e assim serem aplicadas para quaisquer quantidades variaveis de qualquer espécie.
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Definicéo: Seja y = f(x). A taxa de variacdo (instantéanea) de y em relacdo a x quando x
tem o valor x; é dada por
i f(x, + Ax) —f(x,)

Ax—0 AX

Exemplo 2: Estima-se que daqui a x anos a populacdo de certa cidade sera de
P(x) = 100x? + 400x + 5.000 pessoas.
Determine a taxa de variacdo da populagdo com o tempo daqui a 5 anos.

Solugdo: Seja P'(x) a taxa de variagdo de P em relagdo a x. Queremos calcular P'(5).

2
Entdo P(5) = A"mo PG+ AAX))(— P(5) _ im 100(5 + Ax)“ +400(5 + Ax) +5.000 — 9.500 _

AXx—>0 AX -

100(25 +10AX + (AX)?) +2.000 + 400AX —4.500 _

= lim
Ax—0 AX
_ i 2500 +1000AX +100(AX)° + 400AX ~2500 _ . 1400AX +100(AX)’
AX50 AX T Axo0 AX
= i AX(1A00 +100A%) _ h (1,400 +100A%) = 1.400
AXx—0 AX AX—0

Logo, a taxa de variacao sera de 1.400 pessoas por ano.

3.2 — Derivada de uma funcéo

Vimos na sec¢do anterior que o problema de encontrar a taxa de variacdo de uma variavel em
relacdo a outra é resolvido pelo célculo de um tipo de limite, que por ocorrer em muitas outras
aplicacdes, recebe nome e notagdo especiais.

Definicdo: Seja f uma funcdo. A derivada de f em xo, denotada por f (o) é dada por:

f(x0) = lim f(x, +Ax) —1(x,)

se o limite existir (€ finito).
Ax—0 AX

Exemplo 1: Seja f(x) = x°. Determine f (2).

fR+MA)—f(2) _ . (2+49°-8 _
AX

Solucéo: f (2) = AlerE0 lim_ o =

" 8+12AX +6(AX)* + (AX)° -8 _ fim 12AX +6(AX)? + (AX)®
Ax—0 AX T Ax0 AX -

AX (12 + 6AX + (AX)?)
AXx—>0 AX

= lim_ (12 + 6AX + (AX)?) =12
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No exemplo anterior determinamos f (2) mas é possivel calcular a derivada de f(x) = x* em
qualquer outro nimero. Assim, para cada valor de x podemos encontrar f (x), ou seja, definir uma
nova fungéo: a derivada.

Definicao: Seja y = f(x). A funcéo derivada (ou simplesmente derivada) de f é a funcéo tal
que
£(x) = lim (X + Ax) —f(X)

Ax—0 AX

O dominio de f' é o conjunto de todos 0s nimeros reais para 0s quais o limite existe.

Exemplo 2: Determine a derivada de f(x) = x*

(X +Ax)° - x° X2 4+ 3X°AX + 3X(AX)® + (AX)° —x®

Solucéo: f'(x) = lim = lim
AX—>0 AX Ax—0 AX
= Im 3XAX +3X(AX) % + (AX)° im A% (3% +3XAX + (AX)®)
_Ax—>0 AX - AXx—>0 AX a

= lim_ (3x2 +3XAX + (AX)?) = 3%

Entdo f'(x) = 3%
Dessa maneira, se x = 2 temos f (2) = 12; se x = — 1 temos f (- 1) = 3, etc..
Observacdes:

1 - O limite indicado na definicdo de derivada pode existir para alguns valores de x e deixar de
existir para outros. Se o limite existe (é finito) para x = a, dizemos que a funcdo é derivavel
(diferenciavel) em a. Uma funcéo derivavel (diferenciavel) é aquela que é derivavel em cada ponto
de seu dominio.

2 - A notacdo f 'usada na definicdo anterior tem a vantagem de enfatizar que a derivada de f é uma
funcdo de x que esta associada de certa maneira com a funcdo f dada. Se a funcgéo é apresentada na
forma y = f(x), com a variavel dependente explicita, entdo o simbolo y' é usado em lugar de f (x). A

derivada de y = f(x) é também indicada por g—ye algumas vezes por DyYy.
X

3.3 — Regras bésicas de derivacéo

A operacdo de encontrar a derivada de uma funcdo é chamada derivacao ou diferenciacdo e
pode ser efetuada aplicando-se a definicdo de derivada. No entanto, se conseguirmos achar a funcao
derivada das principais funcdes elementares e se, além disso, soubermos achar as funcGes derivadas
de somas, diferencas, produtos e quocientes dessas funcbes elementares, poderemos encontrar as
derivadas de muitas funcBes sem termos de recorrer a definicdo (0 que muitas vezes pode ser
trabalhoso).
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Sendo ¢ € IR, n € Q e u e v fungdes reais de variavel x.
1) Regra da constante: Se f(x) = ¢ entéo f (x) =0
2) Regra da identidade: Se f(x) = x entdo f (x) = 1
3) Regra da poténcia: Se f(x) = x" entéo f (x) = n.x" !
4) Regra da soma: Se f(x) =u+ventdo f (x) =u + v

5) Regra do produto: Se f(x) = uv entdo f (x) =u'v + uv

6) Regra do produto por uma constante: Se f(x) = c.u entdo f (x) = c.u

7) Regras do quociente: a) Se f(x) = u ev=0entdof (x) = w
\ \%}
b) Sef(x) = = ev=0entio f (x) = —-
v v

Exemplos:
1) Determine as derivadas:
a) f(x) = 43 — X% + 9x — 2

f(X) =43¢ -7.2x+9.1-0=12x"—14x + 9

b) f(x) = (5x% + 2X)(3x — 4)
f'(x) = (10x + 2)(8x — 4) + (5x° + 2x).3 = 30x* + 6x — 40x — 8 + 15x* + 6X

f'(x) = 45x° — 28x — 8

c) f(x) = 7x* +3Vx

Temos que f(x) = 7x* +3v/x =7x* +3x*2

' 1 _ 3
Entdo f'(x) = 28x° + 3= x 2 =28x% +
) 2 24/x
5
d) f(x) = —
X
£(x) = 54x7  -20x"  -20

(X4)2 - Xa X5



3x*-5
4x% +1

e) f(x) =

Fe)= (4x° +1)?
Exercicios de fixacao

Calcule as derivadas:

1) f(x) = +4x + 7

2) f(x) =5x* =23+ x* —3x + 8

3)f(X) =2 +6x ' —9x 2-x

4) f(x) = 7(° - 2x% + 4)

5) f(x) = (2x + 1)(3%* + 5x)

6) f(X) = (4x* — 2)(7x% + X)

7) f(x) = ¥x?

7
8)f(x)= —
X3
9) f(x) =
) 169 X2 +7
X +7
10) f(x) =
) f(X) 1
Respostas:
1) 3x* + 4

3)10x* —42x ¥ +18x -1
5) 18x* + 26x + 5

2
0 33

x* + 21x2

D

(4x° +1)?

2) 20x° — 6x° + 2x — 3
4) 7(5x* — 6x%)
6) 140x* — 30x* — 2

-21

X4

8)

10)

(2x —1)?

OX*(4x*+1) —(3x° —5)8x  36x* +9x* —24x* + 40x _ 12x* +9x* + 40x

(4x* +1)?

28
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3.4 — Interpretacdo geométrica de derivada

Vamos supor que P = (X, f(Xo)) € um ponto no gréfico de uma funcéo f derivavel em X, e
queremos determinar o coeficiente angular da reta tangente t que passa por P (figura abaixo).

)

fx)

Para isso, vamos escolher outro ponto Q no gréafico de f e tracar uma reta s passando por P e
Q. Tomando Q bem préximo de P podemos fazer com que o coeficiente angular da reta s se
aproxime do coeficiente angular da reta t com qualquer preciséo desejada.

Vamos supor que a abscissa de Q esteja a Ax
unidades de Xxp,. Desse modo, a abscissa de Q é
Xo + AX.
f(x,+A %) .

Como Q pertence ao grafico de f, a ordenada
de Q é f(Xo + AX). Assim, Q = (Xo + AX, f(Xo + AX)).

Entdo o coeficiente angular da reta s é:

e e— o= T06o +A%) —f(xo) _ f(x, +Ax) —f(x,)

S

X, +AX =X, Ax

Se fizermos Ax tender a zero, o ponto Q se movera sobre a curva y = f(x) e tendera ao ponto
P. Além disso, a reta s ird girar em torno de P e tendera para a reta t. Logo, quando Ax tende a zero,
o coeficiente angular de s tende para o coeficiente angular de t, ou seja,

me= lim f(x, +Ax) —1(x,)
Ax—0 AX

Como f é derivavel em Xy, esse limite existe (é finito). Portanto m;= f (o).

Assim, a derivada f '(Xo) expressa o coeficiente angular da reta tangente ao grafico de f no
ponto (Xo, f(Xo)).
3.5 — AplicacGes de derivada

Pelo que vimos acima, se f é uma funcdo derivavel em X, € se Yo = f(Xo) entdo a equacdo da
reta tangente ao grafico de f no ponto (Xo, Yo) €

Y — Yo =T (Xo)(X - Xo)
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Exemplo 1: Escreva a equacéo da reta tangente ao grafico de f(x) = x* + 4x no ponto (1, 5).
Solucdo: Vamos determinar o coeficiente angular da reta tangente, isto é, f (1).
Temos que f '(x) = 2x + 4
Daif'(1) =6
Logo, a equacdo da reta tangente é: y —5=6(x—1)ouy =6x -1
Pelo que foi estudado nas secdes 3.1 e 3.2, sabemos que a derivada f  expressa a taxa de
variacao (instantanea) de y = f(x) em relagéo a x.
Exemplo 2: Estima-se que daqui a x anos a populacdo de certa cidade sera de

P(x) = 100x? + 400x + 5.000 pessoas.
Determine a taxa de variagdo da populacdo daqui a 5 anos.

Solugdo: Precisamos calcular P'(5)

Ja resolvemos esse problema em 3.1, mas agora vamos usar as regras de derivacdo para
determinar P (x).

Entdo P'(x) = 200x + 400

Dai P'(5) = 1.400

Logo, a taxa de variacdo da populacdo daqui a 5 anos sera de 1.400 pessoas por ano.

Em Economia, o termo “marginal” ¢ frequentemente usado como um sinénimo de “derivada
de”. Por exemplo, se C ¢ a fungdo custo tal que C(x) ¢ o custo da produgdo de x unidades de uma

mercadoria, C'(X) é chamado de custo marginal da producédo de x unidades e C' de funcéo custo
marginal.

Exemplo 3: O custo (total) de fabricacdo, em reais, de x unidades de certo produto é dado
pela funcdo C(x) = — 0,2x* + 200x + 8.000. Determine o custo marginal quando s&o produzidas 250
unidades.

Solucdo: O custo marginal é dado por C'(x) = - 0,4x + 200
Entdo C'(250) = 100 (reais / unidade).

Em situacBes praticas, o niumero x de unidades produzidas é usualmente muito grande.
Portanto, em comparacgdo a X, 0 numero 1 pode ser considerado muito pequeno, de modo que

C'(x) = lim C(x+AAx) - C(x) ~ C(x +1i—C(x) - C(x +1) - C(¥)
AX—0 X

Assim, o custo marginal quando sdo produzidas x unidades é aproximadamente igual a
variacao do custo decorrente da produgdo de uma unidade adicional a partir de x unidades.
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No exemplo 3, a variagdo do custo quando o nivel de producéo aumenta de 250 para 251 é:
C(251) — C(250) = 45.599,80 — 45.500 = 99,80 (reais)

Observe que o custo marginal de R$ 100,00 por unidade (quando x = 250) constitui uma boa
aproximacao para a variacdo real do custo (quando x aumenta de 250 para 251). Isso significa que,
para o nivel de producdo de 250 unidades, o custo para produzir uma unidade a mais &,
aproximadamente, igual ao custo marginal C’'(250), ou ainda, que C'(250) é o custo aproximado da
producéo da 2512 unidade.

Exemplo 4: O lucro obtido com a producédo e venda de x unidades de certa calculadora é,
em reais, dado por L(x) = 0,0002x> + 10x.
a) Determine o lucro real com a producéo e venda da 512 calculadora.
b) Determine o lucro marginal para um nivel de producéo e venda de 50 calculadoras.

Solucéo: a) O lucro real com a producdo e venda da 512 calculadora é dado por:
L(51) — L(50) = 536,53 — 525 = 11,53

b) O lucro marginal é dado por L'(x) = 0,0006x* + 10
Para x = 50 temos L'(50) =1,5+ 10 =11,50

A demanda (procura) de um produto depende de muitas variaveis: preco do produto, preco
de produtos substitutos, renda do consumidor, impacto que a propaganda provoca no consumidor,
etc.. Se todas as variaveis se mantém constantes, exceto o preco unitario do produto, chamamos de
funcédo demanda a relacao entre o preco unitéario e a quantidade demandada.

Exemplo 5: A funcdo demanda para um novo modelo de telefone celular é dada por
p =—0,02x + 400 onde p € o preco unitario em reais e x a quantidade, com 0 < x < 20.000.
a) Escreva a receita R como uma funcgéo de x
b) Determine a receita marginal para x = 2.000
c) Se o custo de producédo de x telefones, em reais, € dado por C(x) = 100x + 20.000, determine o
lucro marginal para x = 2.000.

Solucédo: a) Sabemos que a receita € obtida multiplicando o nimero de unidades pelo preco
unitario. Entdo R(x) = xp = x(— 0,02x + 400) = — 0,02x* + 400x

b) A receita marginal é dada por R'(x) = — 0,04x + 400. Logo R'(2.000) = 320 (reais por telefone)
c) Seja L(x) o lucro obtido com a producédo e venda de x unidades. Entdo L(x) = R(x) — C(x).
Nesse caso, L(x) = —0,02x% + 400x — (100x + 20.000) = — 0,02x* + 400x — 100x — 20.000
Dai L(X) = — 0,02x? + 300x — 20.000
O lucro marginal para x telefones ¢ dado por L'(x) = — 0,04x + 300

Logo L'(2.000) = 220 reais / telefone.
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Exercicios de fixacao:
1) Escreva a equacéo da reta tangente ao grafico de f(x) = x* — 3x* + 2x* — 6 no ponto (2, — 6)

2) Uma projecdo revela que daqui a t anos a populacdo de certa cidade sera (em milhares de
habitantes) dada por P(t) = — t* + 18t + 48t + 200. A que taxa a populago estar4 aumentando
daqui a 3 anos?

3) A populacéo de uma regido rural esta aumentando de acordo com a funcéo
P(t) = 22t* + 52t + 10.000

onde t € o tempo em anos, com t = 0 representando o0 ano de 1.995.

a) Determine a populacdo em 2.015

b) Determine a taxa de crescimento da populacédo em 2.015

4) A funcdo demanda para um produto é p = 50 — 37)( onde p é 0 prego unitario em reais e X 0

ndmero de unidades demandadas.
a) Expresse a receita R como uma fungéo de x.
b) Determine a receita marginal para x = 10.

c) Determine o preco unitario quando a receita marginal € R$ 14,00 por unidade.
5) O custo de fabricacdo de um produto é C(q) = 0,1g° — 0,597 + 500q + 200 onde q é o n(imero de
unidades produzidas. Compare o custo marginal de fabricacdo de 3 unidades com o custo de
fabricacdo da quarta unidade.

Respostas:
1)y=4x-14

2) 129.000 habitantes por ano

3) a) 19.840 habitantes b) 932 habitantes por ano
3x 2
4) a) R(x) = 50x — TS b) R'(10) =20 c)p=32

5) C'(3) = 499,70 e C(4) — C(3) = 500,20
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Exercicios - lista 6

Nos itens 1 a 18, ache as derivadas aplicando as regras béasicas:

1) f(x) =x°—3x* +1 2) f(x) = 5x° — 9x’
3) f(x) = x® — 2x + 3x 4)f(x) = 5x °-25x '
5) (x) = ¥x* 6) ) = 2+ 4
4 5X
7) f(x) =x* (3% - 1) 8) f(x) = (x* + 1)(2x° + 5)
9) f(x) = (¢ - 1)(3x% — X) 10) f(x) = 2 (¢ — 23 + 4)
1) fog = X1 12)f(x) = —+—
2 —X
X +7 3P +7
13) f(x) = 1 14) f(x) = N
15) f(x) = sz 16) fx) = X
X° +X X +1
17) 9= X7 18) f(x) = Xj -2
X X“+4
Nos itens de 19 e 20, calcule f'(2).
19) f(x) = %3— 1 20) f(x) = (x* + 1)(1 — x)

21) Escreva a equacéo da reta tangente ao grafico da funcéo f(x) = 2 4x no ponto (2, — 2).
X

4
22) Escreva a equacdo da reta tangente ao grafico da funcéo f(x) = 5% —3x% + 5 no ponto (0, 5).

23) Estima-se que daqui a x meses a populacdo de certa cidade serd P(x) = 2x + 4~x% + 5.000
habitantes. Determine a taxa de variacdo da populacdo com o tempo daqui a 16 meses.

24) Um fabricante observa que quando produz e vende X caixas de chocolate por semana, o lucro
(em reais) é dado por L(x) = 0,02x*> + 15x — 1.000. Qual é o lucro marginal para um nivel de
producdo de 100 caixas por semana?

25) A receita obtida com a venda de x unidades de um produto é dada por R(x) = 220x — 4x° e 0
custo de producdo € dado por C(x) = 900 + 44x. Para que nivel de producdo x a receita marginal é
igual ao custo marginal.

2
26) O custo de fabricagdo (em reais) de x de unidades de um produto é C(x) = 3%+ 50x + 62.

Determine o custo marginal para um nivel de producdo de 6 unidades.
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27) A demanda por um sistema de caixas de som é de p = — 0,04x + 800 onde denota 0 preco
unitario em reais e x a quantidade demandada com 0 < x < 300.000. Determine a receita marginal

para X = 5.000.

28) Na questdo anterior, estima-se que o custo, em reais envolvido na fabricacdo de x unidades sera

de C(x) = 200x + 300.000. Determine o lucro marginal para x = 5.000.

100

29) O custo de producdo, em reais, de x ventiladores é C(x) = 100 + 50x + ——. Calcule o custo

marginal quando sdo produzidos 5 ventiladores.

X

30) Sabe-se que 60 — x unidades de um produto séo vendidas quando o0 preco é X reais por unidade.
Determine a receita marginal quando x = 10.

31) O custo de fabricag&o de x unidades de um produto é dado por C(x) = 0,01x* + 5x + 10.000.
Compare o custo marginal da fabricacdo de 500 unidades com o custo de producao da 5012 unidade.

32) O custo de fabricacéo em reais de x brinquedos é dado por C(x) = 0,02x? + 4x + 110. Compare
0 custo marginal da producéao de 50 brinquedos com o custo de producgéo do 51° brinquedo.

Respostas:

1) 5x*— 9x°
4) — 25x ~® + 25x 2

7) 15x* — 2x

10) /2 (5x* - 6x?)

-23

13) (3x —1)?

16) X(Zx; i)i)zl
19) 4

22)y=5

25) X = 22

28) R$200,00 por unidade

2) 30x° — 36%°

43/x
3

5)
8) 10x* + 6x° + 10x
11) 2x°

— 20X

) oy

2x°% -7
X2

17)

20) -9
23) 26 habitantes por més
26) R$ 59,00 por unidade

29) R$46,00 por ventilador

31) C'(500) = 15 e C(501) — C(500) = 15,01

32) C'(50) = 6 e C(51) — C(50) = 6,02

3) 8x'— 14x°+ 3

6) 3y_ 2y
2 5

9) 15x* — 4x® — 6x + 1

1
(2-x)*
2

(x> +x)°

12)

15)

18) (leix4)2
21)y=—-7x+12

24) R$ 19,00 por caixa
27) R$400,00 por unidade

30) R$ 40,00 por unidade
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3.6 — Diferenciais

Na secdo 3.2, vimos que a derivada de y em relacdo a x pode ser representada por ?jix

embora esse simbolo ndo fosse interpretado como a razdo de duas grandezas. Veremos agora, que
dy e dx podem ser definidos de maneira que seu quociente seja igual a derivada de y em relacdo a x.

Definicdo: Seja y = f(x) uma fungdo derivavel. A diferencial de x, representada por dx, é
qualquer namero real diferente de zero. A diferencial de y, representada por dy, é dada por

dy = f'(x)dx.
Exemplo 1: Seja y = f(x) = 5x* + 3x* — 7x — 8. Determine dy
Solugdo: Temos que f'(x) = 20x> + 6x — 7. Entdo dy = (20x* + 6x — 7)dx
Exemplo 2: Considere a funcéo y = x* — 5x + 4.
a) Determine dy
b) Calcule o valor de dy parax =2 e dx=0,01
Solugdo: a) dy = (3x* — 5)dx
b) Pelo item (a), para x = 2 e dx = 0,01 temos dy = 0,07

Exemplo 3: Sejay = f(x) = x* + x* — 2x + 1. Considere Ay = f(x + dx) — f(x).
Determine Ay, dy e Ay —dy para:a) x=2edx=0,1 b)x=2e dx=0,01.

Solucdo: a) Temos que f(2 + 0,1) = f(2,1) = (2,1)* + (2,1)* - 2(2,1) + 1 = 10,471 e f(2) =9
Entdo Ay = f(2 + 0,1) — f(2) = 10,471 -9 = 1,471

Sabemos que dy = f/(x)dx = (3x* + 2x — 2)dx. Parax = 2 e dx = 0,1 temos dy = 1,4

Entdo Ay —dy = 1,471 — 1,4 = 0,071

b) Temos que f(2 + 0,01) = f(2,01) = 9,140701 e f(2) = 9.

Dai Ay = f(2,01) — f(2) = 0,140701. Para x = 2 e dx = 0,01 temos dy = 0,14

Entdo Ay — dy = 0,140701 - 0,14 = 0,000701

Observe no exemplo anterior, que Ay =dy. Nesse exemplo, o erro Ay— dy cometido na

aproximacao é de 0,071 no item (a) e de 0,000701 no item (b) e essa aproximacao se torna melhor a
medida que o valor de dx fica menor. Por isso as diferenciais sdo utilizadas para aproximar
variacOes da variavel dependente associadas a pequenas variacdes da variavel independente.

Pela definicdo anterior podemos escrever que j—y =f’(X) e assim, a notacao g—y usada como
X X

simbolo para derivada pode ser considerada um quociente entre diferenciais. Também podemos
escrever todas as regras de derivacdo na forma diferencial.

As diferenciais serdo utilizadas mais adiante no Calculo integral.
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3.7 — Regra da Cadeia e Regra geral da poténcia

Vamos estudar agora uma regra de derivacdo chamada regra da cadeia que quando usada
com as regras basicas amplia consideravelmente a classe de fungdes que podemos derivar.

Queremos determinar, por exemplo, a derivada de y = (x* + 5)?
Podemos fazer isso desenvolvendo (x® + 5)% e derivando o polindmio resultante.

Assim, y = (x* + 5)°=x° + 10x* + 25

Dai ¥ = 6x° + 30%° (1)
dx

Também podemos fazer u = x* + 5 de modo que y = u?

d_y:2ued_u:
du dx

Calculamos, entio, 3x2

Entio & M =24 3¢ = 6x° + 30¢2 (2)
du dx

dy _ dy du
Por (1) e (2) vemos que — = =, —
Ve q o d ox

Esta relacdo entre as derivadas ocorre de modo geral e é conhecida como regra da cadeia.

Regra da cadeia (versdo informal): Se y € uma funcdo derivavel em u e u é uma funcéo

derivavel em x, entdo y € uma funcéo derivavel em x e y_y : du
dx du dx

Exemplo: Determine a derivada de y = (4x> — 7x%) *°

Solucdo: Seja u = 4x° — 7x* de modo que y = u*®

Entao Y =300 e Y = 20x* — 14x
du dx
Pela regra da cadeia, j—y = j—y . g_u = 30u%(20x" — 14x) = 30(4x° — 7x%)?°(20x"* — 14x)
X du dx

Nos exemplos apresentados, as func@es dadas sdo poténcias de fungdes. Vamos apresentar, a
seguir, uma regra (que é um caso especial da regra da cadeia) para derivar esse tipo de funcéo,
chamada regra geral da poténcia.

Teorema: Se r é um nimero racional e u € uma funcdo derivavel de variavel x entdo

uy=rutu



Exemplos:
1) y=(*+3x-2)°
Solugdo: y ' = 9(x* + 3x — 2)’(2x + 3)
2)y= Jex -7
Solugéo: Temos que y = (6x — 7)

1/2

3
\BX =7

Entdo y'= %(6x—7)1’2. 6=

3)y = 4x3(2x — 1)*
Solugdo: y ' = 8x(2x — 1)* + 4x*.4(2x — 1)%.2 = 8x(2x — 1)* + 32x*(2x — 1)° =

= 8x(2x — 1)*(2x — 1 + 4x) = 8x(2x — 1)*(6x — 1)

X—Z 10
Hy=|——
)Y (x+1j

_ 9 _ ! _ 9 _ 9
Solugéo:y':lo(x 2).()( Zleo(x 2) 3 :30(X 2)

X +1 X +1 x+1) (x+1)>  (x+D*

Exercicios de fixacao:

Dy=BC+4x>—4)°

2)y=35x* -x+6

3) y = 5x°(2x + 7)°

_2 )
4)y =
)y (x3+5x)

Respostas:
1)y’ =(=5)(3x+4x* —4) °(9x* +8x) 3)y ' =30x°(2x + 7)°’(5x + 7)
10x -1 24(3x* +5
33/(5x2 — x + 6) (x® +5x)

37



Exercicios - lista 7

Nas questdes 1 a 16, calcule as derivadas:

1)y =(5-2%)2 2)y=(x+1)°
)y=(2x'—x+1)4 4)y=(x*-3x+2)
5)y=x?+2x -1 6)y=3x2+5

ny= \/4)(127+1 8)y= ﬁ

9) y = 5x3(2x + 3)* 10) y = 6x (2x — 1)°

11) y = 2(x* + 7)° 12) y = 10x(5x + 1)*
13) y = (2x + 1)3(x% - 5) 14) y = (5x + 2)(x* + 1)°
=[] =[]

17) Escreva a equagdo da reta tangente ao grafico de f(x) = (3x — x?)* — 13 no ponto (1, 3).

18) Escreva a equacéo da reta tangente ao grafico de f(x) = (2x — 3)° quando x = 2.

Respostas:
1)~ 20 (5 - 2x)° 2)-20(4x+1)"°
3) (32 +A)2x* —x+ 1) ° 4) 7(x* — 3x + 2)%(2x — 3)
5) X+1 6) 2X
Ix2+2x —1 3/(x? +5)?
D ) Gy
9) 10x(2x + 3)%(6x + 3) 10) 6(2x —1)*(8x — 1)
11) 10x*(x* + 7)*(5x* + 7) 12) 20x(5x + 1)*(15x + 1)
13) 3(2x + 1)%(4x® + X* — 10) 14) 5(¢% + 1)*(11x% + 4x + 1)
o 2ot

17) y = 32x - 29 18) y = 10x — 19



3.8 — Derivadas de funcGes exponenciais e de func¢des logaritmicas
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As funcbes exponenciais e logaritmicas estdo entre as mais importantes do Calculo, com
muitas aplicacbes em campos tao diversos como a Fisica, a Biologia e a Economia. Nesta se¢do

vamos apresentar as regras basicas de derivacdo para essas funcgdes.

Sejaa € IR" — {1} e seja u uma funcio derivavel de variavel x
Se f(x) =a" entdo f'(x) = u'.a".Ina

Caso particular: Se f(x) = " entdo f'(x) = u’.e"

Exemplos:
1) f(X) - 52x2+7x

Solucdo: f'(x) = (4x + 7).52°* . In5

2) f(x) = e*
VX

IR
2% 2

3) f(x) = Ve™ +5

Solucéo: f'(x) =

<

Solugdo: Temos que f(x) = Ve™ +5= (% + 5)2

3e6x

Ve +5

Entdo f'(x) = % (e +5) 126 e=

Sejaa e IR, — {1} e seja u uma funcao derivavel de variavel x

u
Se f(x) = log ,u entdo f'(x) = ——
() = g, =

Caso particular: Se f(x) = In u entdo f'(x) = L
u
Exemplos:
1) f(x) = log,(7x° —2x* +3)

3x* —8x*
(7x° —2x* +3)In2

Solucéo: f'(x) =



2) f(x) = In(5%% — 4x)°
Solucdo: Sabemos que In(5x% — 4x)* = 3In(5x? — 4x)

10x — 4 _ 30x —-12
5x2 —4x  5x?—4x

Entdo f'(x) = 3.

3) f(x) = ((In(2x + 7))’

2

_ 6(n(@x +7)’

Solugdo: Pela regra geral da poténcia temos: f'(x) = 3(In(2x + 7)) o

X+1

4) f(x) = In (—j
X

Solugdo: Temos que (XHJ - X+ x-x-1_ -1
X

2 2 2

X X X
-1
¥z -1 «x -1
Entao f/(x) = X_ = —= X -
®) X+1  x? x+1 x%+Xx
X
Exercicios de fixacao:
Calcule as derivadas:
1) f(x) = 3"+ 2) f(x) =X +e !/
4 5
3) )= —— 4) f(x) = log (4x> - 7)
eX +
2 7 In x
5) f(x) = (In(3x° + X)) 6) f(x) = ~
Respostas:
. s e1/x
1) f'(x) = (4x3 + 21x%).3° ™. In3 2)f'(x)= e ——;
X
—8x 20x *
HfF'X)= —— Hf'X)=————
0= )00 = s
2 6 _
5) f/(x) = 7(6x +1)(In(3x “ + x)) 6) f'(x) = 1-Inx

3%+ X X2

+7

2X+7

40
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Nas questdes de 1 a 18 calcule as derivadas, simplificando o resultado:

1) f(x) = e

4) f(x) = 3%

4x

7)f(x) = ex—

10) f(x) = In (5x + 4)

13) f(x) = In (\/ 4x* +1)

16) f(x) = |n[2 ]

X —1
Respostas:
1) f'(x) = (15x% — 1)e >

4 f(x)=(6x)3*In3

2e™(2x -1)

XS

7=

5
S5X +4

10) f'(x) =

4x

13) 09 = 42 +1

X—-3

16) () = X(2x —1)

2) f(x) = 25
5) f(x) = Ve™ +5

1

8) f(x) =
)T e+ +1

11) f(x) = In(5x + 4)°

14) f(x) = In(3)

X

17) f(x) = In(Vx +1)

2) f'(x) = (15x* — 1)2%*In 2

5)f(x) = 22

Je™ +5

Gon 2™ +¢*
D= ey
11) f'(x) = %
14) f(x) = — =
X

17 f(9) = —*

2(x +v/X)

3) f(x) =10 **?

6) f(x) = x e >
9) f(x) = ¢*Inx
12) f(x) = (In (5x + 4))°

_ X
15) f(x) = In(mj

18) f(x) = In(x\/xz——l)

3) f'(x) = (- 7In 10) 10 ~ **?

6) f'(x) = e 2*(1-2x)

9) £ (x) = ex(lnx +ij
X

15(In(5x + 4))?

12109 =="0
2

15) 10 =

18)f'(x):%
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3.9 — Regra de L’Hopital

De modo geral, se temos lim % em que f(x) — 0 e g(x) — 0 quando x— a, dizemos que

o limite esta associado a uma forma indeterminada do tipo g .

Calculamos alguns limites desse tipo no capitulo 2 utilizando recursos algébricos.

X* +5x+6 _ i (X+2)(x+3) _ im X*3=

Por exemplo, lim —
x>-2 X* 43X +2 -2 (X+2)(X+1) x-2 x+1

Mas esses recursos ndo funcionam para determinar, por exemplo, o valor do seguinte limite:

2
i In(x* — 8)
x—3 3—Xx

f(x)

Se lim @ onde f(x) — o (ou — ) ¢ g(x) — o (ou — ) quando x— a, dizemos que 0

- . , - . . . o0
limite esta associado a uma forma indeterminada do tipo —.
o0

4x

Os teoremas introduzidos no capitulo 2 também ndo permitem calcular o lim

ue
xoo 22X +5 a

, . . . . o0
esté associado a uma forma indeterminada do tipo —.
o0

O teorema a seguir estabelece um método simples que usa a derivada para calcular esses
limites chamado regra de L’Hdpital.

Teorema: (regra de L’Hopital)
Sejam f e g funcdes derivaveis em um intervalo aberto I.
Suponha que g'(x) # 0, para todo x # a.

a) Suponha que lim f(x) = lim g(x) =0

Se lim M existe, entdo, lim m- lim m

2 g'(x) xa g(x) 2 g (X)

b) Suponha que lim f(X) =+ we lim g(X) =+

Se lim M existe, entdo, lim m- lim M

=a g (X) oa g(x) e g(X)
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Observacgdes: 1 — A regra de L’Hopital pode ser aplicada a determinagdo de limites laterais
e de limites no infinito.

2 — Informalmente, a regra de L’Hopital diz que, se sua tentativa de calcular o limite de um

. X . . 0 © x .
quociente levar as formas indeterminadas — ou —, entéo calcule as derivadas do numerador e do
o0

denominador e tente novamente.

3 — A regra de L’Hopital envolve a derivada do numerador e do denominador separadamente. Um
erro comum € derivar o quociente inteiro usando a regra de derivacdo de quocientes.

Exemplos:
.o X>=3x*+5x-3 _ . 5x*-12x*+5 _ 1
1) lim c 5 5 = lim Z 5 = —=
x>1 4X° +2X° —=5x“ -1  x»1 20" +6X° —10x 8
1
. oAXx=1-2 . 2 x-1 _ % _ 1
2) im —— =1lm =~—= =-2* = —
x>5 x2_25 x>5 2% 10 40
2X
2 _ 2
3)Iimm=limx—_8= 6
x—3 3—-X x-»3 =1
4x 4x
B im 4 =im £ =y
x—wo X + x>w D

x—>o ¥ —1 x>0 ]

Algumas vezes, a aplicacao da regra de L’Hopital a uma forma indeterminada conduz a uma
nova forma indeterminada. Quando isso acontece, uma segunda aplicacdo da regra pode ser
necessaria. Em alguns casos, é preciso aplicar a regra varias vezes para eliminar a indeterminacéo.

Exemplos:
) X% —3x+2 ) 3x?-3 ) 6X 6 3
1) lim #:hm 2—:||m = — = —
x=>1 X —X"=x4+1 x»1 X —=2X-1 x»1 6x—-2 4 2
2Xx 2X 2Xx 2x
2 0im &= tm 2= im X = m ¥ =
I ¢ x—>o 3X x—>»  BX x—wo 6

Ha& casos em que a indeterminacdo persiste ndo importando quantas vezes a regra seja aplicada
e outros recursos, além da regra de L’Hopital, precisam ser utilizados para determinar o limite.
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ek
Por exemplo, o célculo do lim

. . . 0
leva a forma indeterminada —
x—0" X O

Aplicando a regra de L’Hopital (duas vezes) obtemos:

ek ek e
lim = lim —— = lim
x=0" X x=0" X x—=0" 2X

5 (que continua indeterminado)

Para determinar o limite, devemos fazer uma mudanca de variavel:

. -1
Sejal =y. Dai — =x
X

_% -y y

~ . e . e . ] 1
Entdo : lim =lim — =1Ilm —=1Ilm — =0
x—0" X y—>ow }/ y o ey y o ey
y

<

A regra de L’Hopital se aplica somente a limites associados a formas indeterminadas. Assim,

L ip . . . 0 00 .

é importante verificar se um dado quociente tem a forma indeterminada — ou — antes de aplicar a
o0

e ” 0 . o

= 1 = 0. Observe que o calculo desse limite ndo

regra de L Hopital. Sabemos que lim o
x>» 14

conduz a uma forma indeterminada e, portanto, a regra de L’Hopital ndo se aplica na determinacéo
do limite. Se aplicarmos (erradamente) a regra vamos obter:

lim e‘i = lim — : =1 (o que esta errado)
x>o 14+ e x—wo _@ X
Exercicios de fixacao:
3 _Ey2 5 2
1) lim 2% =X 15X 2) lim % 3) im "X
x>l X" +3x° -4 x>o 4 —TX x>® @
2 IntX 2
4y lim X =X+2 Qﬁm—ié) 6) lim — >
x—2 IX2_3_1 x>7 7 —X x=>0 @ —2x =1

Respostas:

1)712 2) — 3)0 4)1/2 5) —1/7 6) 3
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Use a regra de L’Hopital para determinar os limites abaixo:

2
1) lim 2x2+3x 2
x>-2 3X° —x-14

4_
2) im X =16
X—>2 X —2

3_
3) lim x2 3X+2
x>l X°—2X+1

o x*=x3-3x?*+5x-2
4) lim n 3 5
x=>1 X" —5X° +9X° —7TX+2

5) lim 13—x+|nx
x>1 X* —3X+2

Xx—e*+1
3

6) lim
x— 0" X
- In(2x —3)
x>2 |n(3x —5)

2
. X
8) lim
x—o [NX

9) fim ™

X—> 0 X2

Vx?+9-3

2

19) lim

Xx—0 X

Respostas:

1)5/13 6) — oo
2) 32 7213
3) 3 8) oo
4)-3 9) 0

5)-1/6 10) 0

11) 2
12) 0
13) 0
14) 1

15) 0

10) fim N7 +X)

X—> 0 X

Inx
11) lim
x—1 X — \/;

4x

12) lim £

X—> 0 X

2

e* +2x-1
3

13) lim

x—0 X

14) im NX*€7)

X—> 0

15) fim ™
x>0 X 42

2 -X
16) m X~ 2 +4
x>0 X% +X

2 —
17) fim VX171

X—0 X

3 f—
18) lim 2 =+l
x—>1 Inx

20) lim Vax+1-3

X—2 X —

16) 4
17) 0
18) 7
19)1/6

20)2/3

45
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3.10 — Derivadas de ordem superior

Muitas vezes precisamos calcular a taxa de variacdo da taxa de variagdo de uma grandeza. A
aceleracdo, por exemplo, € a taxa de variagdo da velocidade com o tempo, mas a velocidade é a taxa
de variacdo da distancia com o tempo. Se a distancia é medida em quilémetros e o tempo em horas,
a velocidade é medida em quilémetro por hora e a aceleracdo € medida em quildmetro por hora ao
quadrado.

A taxa de variacdo da funcdo f(x) em relacdo a x é a derivada f '(x); da mesma forma, a taxa
de variacdo da funcdo f (x) em relacdo a x é a derivada (f '(x)). Para simplificar a notacéo,
denotamos a derivada da derivada de f por f " e a chamamos de derivada de segunda ordem (ou
derivada segunda) de f.

De modo geral, o resultado de duas ou mais derivaces sucessivas de uma funcdo é uma
derivada de ordem superior.

A derivada de enésima ordem de uma fungdo y = f(x) é obtida derivando-se a funcéo n
vezes e é denotada por:
w=dY_ o

y dx"

Exemplo: Se a posi¢éo de um carro que estad se movendo em linha reta é dada, no instante t
por s(t) = t2 — 3t? + 4t, calcule a velocidade e a aceleracéo do carro.

Solucgdo: A velocidade é v(t) = % =3t?—6t+4
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Capitulo 4 — Construcédo de graficos

Neste capitulo vamos usar a derivada para analisar as propriedades geométricas de uma
funcdo e tracar um grafico que reflita suas caracteristicas principais.

4.1 — Fung0es crescentes e decrescentes — Extremos relativos
Observamos na figura abaixo, que nos intervalos onde os coeficientes angulares das retas

tangentes sdo positivos, a funcdo é crescente, e que nos intervalos onde os coeficientes angulares
das retas tangentes sdo negativos, a funcéo é decrescente.

T i@ 0 F@<0 i@ 0 fm<0

fcrescente  f decrescente fcrescente  f decrescente

Podemos entdo descobrir onde uma fungdo derivavel f é crescente ou decrescente,
verificando o sinal de sua derivada, ja que f ' fornece a inclinagdo da reta tangente ao grafico de f.
Onde f’ > 0, a inclinacdo da reta tangente € positiva e f é crescente; onde f’ <0, a inclinacéo da reta
tangente é negativa e f é decrescente.

Essas observacdes sdo estabelecidas no seguinte teorema, chamado de:

Teste da derivada primeira para fungdes crescentes e decrescentes: Seja f uma funcao
continua em um intervalo aberto I.

a) Se f'(x) > 0 paratodo x em | entdo f é crescente em |
b) Se f'(x) < 0 para todo x em | entéo f € decrescente em |

Para aplicar o teorema anterior, devemos determinar intervalos onde f' € sempre positiva ou
sempre negativa. Sabemos que uma funcdo continua ndo muda de sinal a menos que ela seja igual a
zero para algum valor de x (consequéncia do teorema do valor intermediario visto anteriormente).
Isso sugere o seguinte procedimento para determinar os intervalos onde uma dada funcéo é
crescente ou decrescente:

1 — Calcule todos os valores de x onde f'(x) = 0 ou f’ é descontinua, e divida a reta real em
intervalos abertos cujas extremidades sdo esses valores.

2 — Escolha um valor de teste k em cada intervalo | encontrado no passo 1 e determine f'(k)
(o sinal da derivada nesse ponto serd 0 mesmo em todos 0s outros pontos do intervalo). Se
verificarmos que f '(k) > 0, ficamos sabendo que f '(x) > 0 para todo x em | e que, portanto, f é
crescente em I; se, por outro lado, f'(k) <0, ficamos sabendo que f'(x) < 0 paratodo xem I e que f
é decrescente em I.
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Exemplo 1: Seja f(x) = x* —3x + 1
Temos que f'(x) = 3x* — 3
Entdo f'(X) =0« 3x*-3=0—x=—-1oux=1
Esses valores determinam trés intervalos ] — oo, — 1[, ] — 1, 1[ e ]1, oo[.
Escolhendo, por exemplo, x = — 2 no intervalo ] — o, — 1[ e substituindo na derivada,

obtemos f'(— 2) = 9. Tomando x =0 em ] — 1, 1] obtemos f '(0) = — 3; tomando x =2 em ]1, oof
achamos f'(2) = 9. Consequentemente,

f '(X) > O em ]_ oo, . 1[ positiva nc;:i[im l positiva o
f'(x)<0em]-1,1[ !
f'(x) >0em]1, of e

L3 |
Portanto, /A\

f é crescente em ]- oo, — 1] { | i ok

fe)=x3—-3x+1

X

f é decrescenteem] — 1, 1] é \% _n
f é crescente em ]1, oof V

Essas propriedades podem ser vistas no grafico de f esbog¢ado acima. Vemos também, que o
ponto (— 1, 3) esta “mais alto” do que qualquer outro ponto vizinho do gréafico de f. Um ponto como
esse € chamado de ponto de maximo relativo (ou de maximo local) do gréafico de f.

Analogamente, o ponto (1, — 1) que esta “mais baixo” do que qualquer outro ponto vizinho
do grafico de f é denominado ponto de minimo relativo (ou de minimo local) do grafico de f.

Se uma fungdo possui um maximo ou um minimo relativo em um ponto P, dizemos que
possui um extremo relativo (ou extremo local) em P.

Os pontos (— 1, 3) e (1, — 1) sdo exemplos de extremos relativos no sentido de que cada um
deles representa um extremo apenas na vizinhanca do ponto. Devemos considerar, portanto, que
uma funcdo pode admitir varios extremos relativos, isto €, varios minimos e maximos relativos.

Quando conhecemos os intervalos nos quais uma funcéo é crescente ou decrescente podemos
identificar os seus maximos e minimos relativos. Um maximo relativo ocorre quando a funcéo para
de crescer e comeca a decrescer. Um minimo relativo ocorre quando a funcdo para de decrescer e
comega a crescer.

Sabemos que uma fungéo f é crescente em um intervalo aberto | quando f ’'(x) > 0 para todo x
em I, e é decrescente em | quando f ’'(x) < 0 para todo x em I. Entdo os Unicos pontos onde f pode
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ter extremos relativos sdo aqueles onde a derivada é nula ou ndo existe. Esses pontos sdo chamados
de pontos criticos.

Definigdo: Um ponto critico de uma fungéo f é qualquer ponto ¢ do dominio tal que f'(c) =0
ou f'(c) ndo existe.

Assim, para encontrar todos os extremos relativos de uma fungdo f, comegcamos achando

todos os pontos criticos (que sdo os “candidatos” a extremos relativos). Cada ponto critico precisa
ser testado para verificar se é realmente um extremo relativo. Esse teste pode ser feito usando a

derivada primeira de f.
Teste da derivada primeira para extremos relativos: Seja c um ponto critico de f.

a) Se o sinal de f' muda de positivo para negativo em ¢ entdo f possui um maximo relativo em c.

b) Se o sinal de f’ muda de negativo para positivo em ¢ entdo f possui um minimo relativo em c.

Para a funcéo f(x) = x> — 3x + 1 dada no exemplo 1 vimos que:
f'X)=0-3x"-3=0-x=-1oux=1
Entdo x = — 1 e x = 1 s&o 0s pontos criticos de f.
Vimos também que f’(x) >0 em ]- o, — 1]
f'(xX)<0em]-1,1]
f'(X)>0em]1, oo
Dai, o sinal de f ' muda de positivo para negativo em x = — 1 e muda de negativo para
positivo em X = 1. Logo, pelo teste da derivada primeira para extremos relativos, f possui um

maximo relativo em — 1 e um minimo relativo em 1.

Nos exemplos a seguir, vamos determinar se existirem, os intervalos de crescimento e de
decrescimento e os extremos relativos das fungdes dadas.

2) f(x) =3x* —4x* + 3

Temos que f'(x) = 12x° — 12x% = 12x%(x — 1)

Dai f'(xX) =0 & 12x*(x—1)=0«x=00ux=1 (1)

Esses valores determinam trés intervalos: ] oo, O, ]0, 1[ e ]1, ool.

i

g obtemos f ’(— 1) = — 24. Fazendo x = 1/2 em ]0, 1[, obtemos f '(1/2) = — 3/2;

NS ;'; Escolhendo x = — 1 no intervalo ]- oo, O[ e substituindo na derivada
2
1

fazendo x =2 em]1, o[, achamos f'(2) = 48. Entéo,

X
1

f'(x)<0em]—oo, 0
f'(x)<0em]O, 1] (2)
f'(x) >0em]1, oof
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Portanto, f é decrescente em ]— o, 1 [ e crescente em ]1, oo[.

Por (1) x = 0 e x = 1 sdo os pontos criticos de f e por (2) vemos que o sinal da derivada
muda de negativo para positivoem x =1

Entdo f possui um minimo relativo em x = 1.
Observacao: Sabemos que se uma funcdo f tem um extremo relativo, este deve ocorrer em

um ponto critico; entretanto, nem todo ponto critico conduz a um extremo relativo. Vimos no
exemplo anterior que X = 0 é um ponto critico, mas nao existe extremo relativo em x = 0.

2

3) f(x) =
)9 = —
. X — 4x . < ]
Usando a regra do quociente obtemos f'(x) = 7 que é uma funcéo continua em todos
0S nUmeros reais exceto em x = 2.
f'X)=0x*—4x=0cx=00ux=4 (1)

Entdof’ é nulaemx=0eem x =4 e é descontinua em x = 2.

Esses nUmeros determinam quatro intervalos: ]— oo, O, ]0, 2[, ]2, 4[ e ]4, oo[. Escolhendo
nameros de teste nesses intervalos (por exemplo — 1, 1, 3 e 5) obtemos f'(—1) =5/9, f'(1) =-3,
f'(3)=-3ef’(5) =5/9. Entdo,

f'(x)>0em]—oo, O ¥
f'(x)<0em]0, 2[
f'(x)<0em]2, 4]
f'(X) >0em]4, oof

=

Logo f é crescente em ] — oo, O[ e ]4, o[ e é decrescente ]0, 2[ e ]2, 4[. 0

Por (1) x = 0 e x = 4 sdo pontos criticos de f. Note que f '(2) nao
existe, mas como 2 ndo pertence ao dominio de f, x = 2 ndo é ponto critico
de f.

Vemos acima que o sinal da derivada muda de positivo para negativo em x = 0 e de negativo
para positivo em x = 4.

Entdo f possui um maximo relativo em x = 0 e um minimo relativo em x = 4.

4) f(x) = ¥x*

2
33/x

Temos que f'(x) =

Entdo f'(x) # 0 para todo nimero real X e f’ é descontinua em x = 0. 1)
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Precisamos analisar, entdo, o sinal da derivada nos intervalos ]- o, O[ e ]0, o[.

Tomando x =—1 em ]— oo, O[ obtemos f'(— 1) =—2/ 3; tomando x = 1 em ]0, o[ obtemos
f'(1) = 2/ 3. Portanto,
f'(X)<0em]—oo,0[ e f'(x)>0em]O0, oo (2)

Entdo f é decrescente em ] — oo, O[ € € crescente em ]0, oof.
Por (1) x = 0 é o unico ponto critico de f (observe que f '(0) ndo existe e O pertence ao

dominio de f) e por (2) vemos que o sinal da derivada muda de negativo para positivo em x = 0.
Logo f possui um minimo relativo em x = 0.

A derivada segunda também pode ser usada para classificar os pontos criticos de uma
funcdo como méaximos ou minimos relativos.

Teste da derivada segunda para extremos relativos: Suponhamos que f’(c) =0
a) Se f''(c) > 0 entdo f possui um minimo relativo em x =c¢

b) Se f"'(c) < 0 entdo f possui um maximo relativo em x =c¢

Exemplo: f(x) = 2x3 + 3x* — 12x — 7

A derivada primeira f'(x) = 6x* + 6x — 12 = 6(x + 2)(x — 1) se anulaemx=—-2 eemx =1
entdo esses sdo 0s pontos criticos de f. Para testar esses pontos, basta determinar a derivada segunda
f'"(x) = 12x + 6 e calcular seu valoremx=-2 eem x=1. Como f"(-2)=-18e f"(1) = 18
concluimos que f possui um maximo relativo em x = — 2 e um minimo relativo em x = 1.

Embora tenha sido facil usar o teste da derivada segunda para classificar os pontos criticos
no exemplo anterior, ele apresenta algumas limitacdes. O teste se aplica aos pontos criticos nos

quais a derivada primeira € nula, mas ndo aos pontos em que a derivada primeira ndo existe. Alem
disso, se f'(c) e f"’(c) s@o nulas, o teste da derivada segunda é inconclusivo.

4.2 — Problemas de otimizacéo

Nas aplicacdes, os valores extremos de uma funcdo sdo chamados, as vezes, de valores
Otimos, porque sao, em certo sentido, os melhores ou os mais favoraveis valores da fun¢do em um
determinado contexto. A tarefa de determinar esses valores constitui um problema de otimizacao.

Exemplos: 1) A receita, em reais, obtida com a producdo e venda de x unidades de um
produto é dada por R(x) = — x® + 450x? + 52.500x. Determine o niimero de unidades que maximiza
a receita.

Solucdo: Vamos determinar a derivada de R e calcular os pontos criticos.

R/(x) =— 3x? + 900x + 52.500

—3x% +900x +52.500 =0 .. x*—300x —17.500 =0 .. x = 350 ou X = — 50
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A funcdo R é definida para qualquer nimero real, mas faz sentido como funcéo receita
apenas para X > 0 e R(x) > 0. Entdo o Unico ponto critico, nesse contexto, € x = 350.

Aplicando o teste da derivada primeira ou da derivada segunda para extremos relativos
concluimos que o nimero de unidades que maximiza a receita é 350.

2) O lucro obtido com a producdo e venda de certo produto é dado pela funcéo
L(x) = — x3 + 75x*— 1.800x — 1.000

Determine o valor de x que maximiza o lucro.

Solucdo: L'(x) = — 3x* + 150x — 1.800

—3x% +150x—1.800=0 .. xX*~50x +600=0 .. x =20 ou x = 30

Calculando a derivada segunda de L encontramos L"(x) = — 6x + 150.

Dai L"(20) = 30 e L"(30) = — 30

Entdo, pelo teste da derivada segunda para extremos relativos, concluimos que o valor de x
que maximiza o lucro é 30.

3) O custo de fabricacio de x unidades de um produto é C(x) = 0,1x? + 3x + 4000. Para que
valor de x 0 custo médio € minimo?

Solucéo: O custo médio de fabricacdo de x unidades é dado por Cy(X) =0,1x + 3 + 4.000
EntdoC_(x) =0,1 - 4'090
X
, 4,000 _ 2 _ 2 _ 2 _ —
Dai, 0,1 - —— =0.. 0,1x"-4.000=0 .. 0,1x" =4.000 .. x"=40.000 .. x =+ 200
X

Aplicando o teste da derivada primeira ou da derivada segunda para extremos relativos
concluimos que o nimero de unidades que minimiza o custo médio é 200.

4) A funcdo demanda para um produto é dada por p = 100 — 0,01x onde x é a quantidade
demandada e p é o preco unitario em reais. Sabendo que C(x) = 60x + 10.000 ¢ a funcdo custo do
mesmo produto, encontre o numero de unidades que devem ser produzidas e vendidas para
maximizar o lucro, o preco correspondente e o lucro para esse nivel de producéo.

Solucdo: A fungdo receita € R(x) = xp = x(100 — 0,01x) .. R(x) = 100x — 0,01x?

A funcdo lucro é L(x) = R(x) — C(x) = 100x — 0,01x* — (60x + 10.000) =

= 100x — 0,01x? — 60x — 10.000 .. L(X) = — 0,01x* + 40x — 10.000

Dai L'(x) =—0,02x + 40

Entdo - 0,02x +40=0 .. 0,02 =40 .. x =2.000

Assim, para maximizar o lucro devem ser produzidas e vendidas 2.000 unidades e o lucro
para esse nivel de produgdo é L(2.000) = 30.000
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Da equacdo de demanda p = 100 — 0,01x encontramos o prego correspondente a x = 2.000,
isto &, p =100 —0,01(2.000) = 80

Portanto, devem ser produzidas 2.000 unidades que serdo vendidas pelo preco unitério de
R$ 80,00. O lucro para esse nivel de producéo serd de R$ 30.000,00.

Em muitos problemas de otimizacdo, o objetivo ¢ encontrar o “minimo absoluto” ou o
“maximo absoluto” de uma funcao dentro de certo intervalo fechado de interesse.

Definigdo: Se f é uma funcdo definida em um intervalo [a, b] e ce [a, b] dizemos que:

a) f possui um maximo absoluto em c se, para todo xe[a, b], f(x) < f(c). Nesse caso, f(c) é o valor
maximo absoluto de fem [a, b].

b) f possui um minimo absoluto em c se, para todo xe[a, b], f(x) > f(c). Nesse caso, f(c) é o valor
minimo absoluto de fem [a, b].

c) f possui um extremo absoluto em c, se f tem um méaximo absoluto ou um minimo absoluto em c.

1t S Podemos provar que se uma fungéo f é continua em um intervalo

[a, b] entdo f tem um méaximo absoluto e um minimo absoluto em algum

ponto do intervalo. Além disso, se f & uma funcdo continua em [a, b],

! um extremo absoluto de f ocorrera num extremo relativo em Ja, b[

1Ry (como o minimo absoluto da figura) ou nas extremidades do intervalo
(como o maximo absoluto da figura).

Miéximo relativo

e R S T (P
a &

Entdo, para encontrar os extremos absolutos de uma funcéo continua f em [a, b] devemos:
1 — Achar todos os pontos criticos ¢ de fem ]a, b[
2 — Calcular todos os valores f(c) para os pontos criticos do passo 1 e determinar f(a) e f(b).

3 — Selecionar o maior e 0 menor dos valores do passo 2. Esses s@o, respectivamente, os valores de
maximo e minimo absolutos de fem [a, b].

Exemplo: Durante varias semanas, 0 departamento de transito vem registrando a velocidade
dos veiculos que passam em certo quarteirdo. Os resultados mostram que entre 13h e 19h de um dia
de semana, a velocidade nesse quarteirdo é dada aproximadamente por v(t) = t* — 10,5t + 30t + 20
quilémetros por hora, onde t € o nimero de horas apds o meio dia. Em que instante entre 13h e 19h
o trénsito € mais rapido? Em que instante é mais lento?

Solucédo: O objetivo é achar o maximo absoluto e o minimo absoluto da fungédo v no intervalo [1, 7].
Calculando a derivada v'(t) = 3t — 21t + 30, achamos os pontos criticos: t =2 et = 5.
Determinando v(t) para esses valores e parat = 1 e t = 7 (que sdo os extremos do intervalo)

obtemos:
v(1) =40,5 v(2) =46 v(5) =32,5 v(7) = 58,5
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Como o maior desses valores é 58,5 e 0 menor € 32,5 concluimos que o transito é mais
rapido as 19h, quando os veiculos passam no quarteirdo com uma velocidade de 58,5 km/h e mais
lento as 17h quando a velocidade é 32,5 km/h.

Exercicios de fixacao:

1) O lucro obtido com a producéo e venda de x milhares de unidades de certo produto é dado pela

« & . . : I
fungdo L(x) = % — % + 12x + 3. Determine o nimero de unidades que maximiza o lucro.

2) O custo para produzir x unidades de um produto é C(x) = x* — 10x® + 40x. Determine o valor de
X que resulta no custo médio minimo.

3) O custo de producdo em reais de x unidades de um produto é C(x) = x> — 6x* + 13x + 15 e a
receita obtida com a venda de x unidades é R(x) = 28x. Determine o lucro méaximo.

4) O custo, em reais, para fabricar x unidades de um produto é C(x) = — x* + 80x + 75 e cada
unidade é vendida por 200 — 3x reais. Determine a) o0 nimero de unidades que maximiza o lucro; b)
0 preco correspondente; ¢) o lucro para esse nivel de producéo.

Respostas:
1) 3.000 2)x=5 3) R$ 85,00
4) a) 30 unidades b) R$ 110,00 c) R$ 1.725,00

4.3 — Concavidade do grafico de uma funcéo

Vamos ver agora, que a derivada segunda de uma funcdo f também pode ser usada para
determinar a “concavidade” do grafico de f. Para termos uma ideia do que isso significa, vamos
analisar os graficos esbocados nas figuras abaixo.

figura 1 figura 2

Na figura 1, observamos que a inclinacdo da reta tangente ao grafico da funcdo f no
intervalo Ja, b[ aumenta quando x aumenta e que o grafico de f é céncavo para cima em ]a, bl.

Na figura 2, vemos que a inclinacdo da reta tangente ao grafico da funcéo f em ]a, b[ diminui
quando x aumenta e que o gréafico de f é cbncavo para baixo em ]a, b.

Essas consideraces geométricas conduzem a seguinte definig&o:
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Definicao: Seja f uma funcédo derivavel em um intervalo aberto I.
a) O gréfico de f é concavo (ou tem concavidade) para cima em I, se f' é crescente em I.
b) O grafico de f é cdncavo (ou tem concavidade) para baixo em I, se f’ é decrescente em I.

Para saber se o gréafico de uma funcgéo f é concavo para cima ou para baixo em um intervalo
aberto I, precisamos entdo descobrir se f’ é crescente ou decrescente em |. Aplicando em f’ o teste
da derivada primeira para fungdes crescentes e decrescentes concluimos que:

f"">0em| — f’¢écrescente em I — o grafico de fé concavo para cima em I
f""<0emI — f'¢édecrescente em I — o grafico de fé concavo para baixo em |

Temos o seguinte teorema:

Teste da derivada segunda para concavidade de um grafico: Seja f uma funcdo duas
vezes derivavel em um intervalo aberto I.

a) Se f"'(x) > 0 para todo x em | entdo o grafico de f é concavo para cimaem I.
b) Se f""(x) < 0 para todo x em | entdo o gréafico de f é concavo para baixo em I.

Cada ponto do grafico de uma funcdo onde a concavidade muda é
chamado de ponto de inflexdo. Por exemplo, o ponto (3,-2) na figura ao
lado é um ponto de inflexdo do grafico de f(x) = (x — 2)*(x — 5).

[38}
B

4

w

fx)=(x—-2?%(x-75)

N
iconcavi-
| dade

| voltada
para

Defini¢cdo: Uma funcéo f possui um ponto de inflexdo em x =ase °
f é continua em a e se a concavidade do grafico de f muda em x = a.

1
concavi- |}
dade

Um procedimento andlogo ao usado para determinar os intervalos de
crescimento e decrescimento de uma funcdo pode ser usado para encontrar el
os intervalos de concavidade de uma funcgéo. e

Exemplos:
1) f(x) = x® - 6x* + 9x + 1
Temos que f'(x) =3x* —12x + 9 e f"'(x) = 6x — 12

f'"(x) =0 < 6x— 12 =0 < x = 2. Esse valor determina os intervalos ] — o, 2[ e ]2, oo[.
Calculando o valor de f "’(x) para nameros de teste em cada um desses intervalos concluimos que o
grafico de f tem concavidade para baixo em ] — oo, 2[ e concavidade para cima em ]2, oo[.

Como a concavidade do grafico muda em x = 2 e f é continua em 2 entdo f possui um ponto
de inflexdo em x = 2.

2) f(x) = XZ—_Xl

4 , x . ., .
Calculamos f "'(x) = —1)3 , que é uma funcdo continua em todos 0s niUmeros reais exceto
X -

(

em x = 1. Esse valor determina os intervalos ]— oo, 1] e ]1, oo[. Determinando o valor de f "’ para
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nameros de teste em cada um desses intervalos concluimos que o gréfico de f tem concavidade para
baixo ]- oo, 1[ e concavidade para cima em ]1, oo[.

Como o grafico de f s6 muda de concavidade em x = 1 e f ndo é continua em x = 1, ndo
existem pontos de inflexao.

3) f(x) = ¥x?

Calculamos f "'(x) = , Que € negativa e continua em todos 0s

_2
93/x*

nameros reais diferentes de zero. Entdo concluimos que o gréfico de f tem

concavidade para baixo em ]— oo, O[ e em ]0, oof.

Como a concavidade do grafico de f ndo muda, ndo existem pontos de inflexao.

4.4 — Assintotas horizontais e assintotas verticais

Os limites que envolvem infinito podem ser usados para descrever retas conhecidas como
assintotas, que estdo frequentemente associadas a graficos de fung6es racionais.

1 Vamos considerar, por exemplo, o grafico da funcdo f
esbocado ao lado.

O gréfico se aproxima da reta horizontal y = 2 quando x
aumenta ou diminui ilimitadamente. Essa reta é chamada de
assintota horizontal. As assintotas horizontais do gréafico de

*uma funcéo f podem ser determinadas calculando:

Iirrj f(x) e lim f(x)

T

Se algum desses limites existe (6 um numero real), entdo o valor do limite determina a
assintota horizontal.

O grafico de uma funcdo também pode se aproximar de uma reta vertical quando X se
aproxima de um determinado namero, como no grafico acima. A reta x =5 é chamada de assintota
vertical do gréfico de f.

Definicédo: Seja f uma funcéo real.

Se f tende para infinito (ou menos infinito) quando x tende para um nimero a pela direita ou
pela esquerda, a reta X = a € uma assintota vertical do gréafico de f.

Se Iim f(xX)=b;, e Iinj f(x) = b, onde b; e b, sdo nimeros reais, as retasy = b; e y = b, séo

X— o

assintotas horizontais do grafico de f.

=y
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Observagdes: 1 — Para localizar as possiveis assintotas verticais do grafico de uma funcéo

racional f tal que f(x) = % devemos procurar valores de x tais que q(x) = 0 e p(x) = 0. Para achar
q(x

as assintotas horizontais devemos calcular os limites de f quando x tende para « e quando x tende
para — «. Se algum desses limites existe (¢ finito), entdo o valor do limite determina a equacao da
assintota horizontal.

2 — As funcbes polinomiais ndo possuem assintotas horizontais nem assintotas verticais.

2

X
Exemplos: 1) f(x) = —; y
X° -4 1 |
Jl lL
| |
.o 2 . NG = 1_1l ] >
Solugdo: lim — = e lim — =— o L 1o i -
x>2" X° -4 x>-2" X% —4 2] B
o\
2 NG ﬁ 1
lim — =lelm ——=1
X—=>—0 ¥ _4 X—>o X _4

Entdo x = 2 e X = — 2 sdo assintotas verticais e y = 1 é assintota horizontal

X
2) f(x) = y
X—2 i
1
2 |
Solucdo: lim =— o |
x—>2" X —2 0 2: .
/ ﬁl 4 :
i
) x? G
lim =—owe lim =00
X— —o0 X_ X—> o0 X_

Entdo x = 2 é assintota vertical e ndo existem assintotas horizontais

) F()= —— :

Vx?Z +1
fxy=— 2=
Solugdo: Vx?+1 0 para todo nimero real / vl

im —= =_1e fim —=1

> x? +1 e Ix? +1

N&o existem assintotas verticais e y = 1 e y = — 1 sdo assintotas horizontais

4.5 — Construcéo de graficos

Para construir o grafico de uma funcéo f devemos determinar seu dominio, os intervalos nos
quais f é crescente ou decrescente, a concavidade e verificar a existéncia de extremos relativos,
pontos de inflexdo e de assintotas. Como o estudo dessas caracteristicas foi realizado em vérias
etapas anteriores, vamos estabelecer um roteiro para o tragado do gréafico de uma funcéo.
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1 — Determine o dominio de f.
2 — Calcule f' e determine os pontos criticos (isto é, os valores de x onde f’(x) = 0 ou f’(x)
ndo existe). Utilize o teste da derivada primeira para achar os intervalos em que f é crescente ou

decrescente.

3 — Calcule T " e use o teste da derivada segunda para determinar os intervalos onde o
gréafico de f é concavo para cima e onde é concavo para baixo.

4 — Encontre, se existirem, 0s pontos de maximos e minimos relativos e os pontos de
inflex&o.

5 — Calcule os limites envolvendo infinito para determinar, se existirem, as assintotas
horizontais e verticais.

6 — Represente, se necessario, alguns pontos adicionais para ajudar a identificar a forma do
grafico.

Exemplo 1: f(x) = x* - 6x% + 9x + 1

1) O dominio de fé IR

2) Temos que f'(x) = 3x* - 12x + 9

Dai f'(X) =0 3x*— 12x+9=0x=1oux=3

Esses valores determinam trés intervalos ] — oo, 1[, ]1, 3[ e ]3, o[

Escolhendo, por exemplo, x = 0 no intervalo ] — oo, 1| obtemos f’(0) = 9; tomando x =2 em
11, 3[, obtemos f'(2) = — 3; tomando x =4 em ]3, «o[ achamos f'(4) =9.

Entdo f'(X) >0em]—oo, 1]
f'(x)<0em]1, 3[
f'(X) >0em]3, oof

Dai f é decrescente em ]1, 3[ e crescente em ] — oo, 1[ e em ]3, oo[.
3) Temos que f"'(x) = 6x — 12

Dai f""(x) = 0 «> x = 2. Esse valor determina 0s intervalos ] — o, 2[ e ]2, oo[. Calculando o
valor de f ”’(x) para nimeros de teste em cada um desses intervalos concluimos que o grafico de f
tem concavidade para baixo em ] — oo, 2[ e concavidade para cima em ]2, oo[.

4) Vimos em (2) que o sinal de f’ muda de positivo para negativo em x = 1 e muda de
negativo para positivo em x = 3 entdo f possui um maximo relativo em x = 1 e um minimo relativo
emx = 3.

Como a concavidade do grafico muda em x = 2 e f é continua em 2 entdo possui um ponto
de inflexdo em x = 2.
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Temos que f(1) =5,f(3)=1ef(2) =3
Marcamos os pontos (1, 5) (méximo relativo), (3, 1) (minimo relativo) e (2, 3) (de inflexao).
5) O gréfico de f ndo possui assintotas.

O gréfico de f(x) = x* — 6x* + 9x + 1 esta eshocado na figura 1 abaixo.

Exemplo 2: f(x) = 4
X—-2

1) O dominio de fé IR — {2}

2) Calculando a derivada de f, obtemos f '(x) = W , que é continua e negativa em todos
X —

0s numeros reais diferentes de 2. Entdo f é decrescente em ] — oo, 2[ e em ]2, ool.

8 ) « . . :
3) Temos que f ""(x) = W que é uma fungdo continua em todos 0s ndmeros reais,
X —
exceto em x = 2. Esse valor determina os intervalos ] — oo, 2[ e ]2, oo[. Calculando o valor de f "(x)
para numeros de teste em cada um desses intervalos concluimos que o grafico de f tem concavidade

para baixo ] — oo, 2[ e concavidade para cima em ]2, oof.

4) Sabemos que f '(x) # 0 para todos os nimeros reais diferentes de 1 e que f’(2) ndo existe
mas, como 2 ndo pertence ao dominio de f, ndo existem pontos criticos. Logo, ndo existem
extremos relativos.

Como o grafico de f s6 muda de concavidade em x = 2 e f ndo é continua em x = 2, ndo
existem pontos de inflexao.

5) Temos que lim 4 0 e lim 4 0. Entdo y = 0 é a equacdo da assintota

X—>o X —2 X—>-wo ¥ —2

horizontal.

Como lim 4 o, X =2 € aequacdo da assintota vertical do grafico de f.
x—>2" X —

6) Para ajudar a identificar a forma do grafico vamos marcar os pontos (-2, — 1), (0, — 2),
(1,-4),(3,4), 4 2)e(6,1).

O grafico f(x) = iz estd esbocado na figura 2.
X

Figura 2
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Exercicios — lista 10

1) O custo total da fabricacéo de x unidades de um produto é dado por C(x) = 4x* — 240x + 9.000.
Determine o valor de x que resulta no custo minimo.

2) C(x) = 0,001x* + 0,02x + 500 é o custo de fabricagdo de x unidades de um produto e cada
unidade é vendida por R$ 8,00. Determine o nimero de unidades que maximiza o lucro.

3) Ache a quantidade x que maximiza o lucro, sabendo que a receita e 0 custo sdo, respectivamente,
R(x) = 5x — 0,003%? e C(x) = 1,1x + 300

4) Sabendo que C(x) 2x* — 15x + 3.200 é o custo de fabricagcdo de x unidades de um produto,
determine o valor de x que resulta no custo médio minimo.

5) As funcdes custo e receita de x unidades de um produto s&o C(x) = 10 + 2x e R(x) = 50x — 0,1x°.
Determine o lucro maximo.

6) Uma fabrica produz estantes a um custo de R$ 80,00 a unidade. Estima-se que se as estantes
forem vendidas por x reais a unidade, aproximadamente 100 — x unidades serdo vendidas por més.
Ache o preco 6timo de venda.

7) A funcdo demanda de certo produto € dada por g = — 6p + 780 onde q é a quantidade demandada
e p 0 preco unitario. Escreva a receita como funcdo de p e determine o preco que resulta na receita
maxima.

8) A funcdo demanda para um produto é dada por p = 4 — 0,0002x onde p é 0 preco unitario em
reais e X é a quantidade demandada. O custo da producéo de x unidades € dado pela funcdo C(x) =
600 + 3x. Determine o numero de unidades que maximiza 0 lucro e 0 preco unitario
correspondente.

9) O numero de sécios de uma clube, x anos apds sua fundacdo no ano de 2.000 é dada pela funcao
f(x) = 100(2x% — 45x° + 264x).

a) Em que ano, entre 2001 e 2015, o clube teve 0 maior nimero de socios? Qual foi esse nimero?
b) Em que ano, entre 2001 e 2015, o clube teve o menor numero de socios? Qual foi esse nimero?

10) Estima-se que entre 12h e 19h, a velocidade média dos carros em certa rua é dada pela funcao
s(t) = t — 9t% + 15t + 45 quildmetros por hora, onde t é o nimero de horas ap6s as 12h.

a) Em que instante entre 12h e 19h o trafego é mais rapido? Qual é a velocidade nesse instante?

b) Em que instante entre 12h e 19h o trafego € mais lento? Qual é a velocidade nesse instante?

Respostas:
1) x=30 2) 3.990 unidades 3) x =650 4) x =40
5) R$ 5.750,00 6) R$ 90,00 7) R$ 65,00 8) 2500 unidades; R$ 3,50
9) a) 2011; 12.100 socios b) 2015; 58.500 s6cios

10) a) 13h e 19h; 52 km/h b) 17h; 20 km/h
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Exercicios — lista 11

Nas questbes de 1 a 6, faca um esboco do gréfico de f, determinando:

a) os intervalos onde f é crescente e onde é decrescente.

b) os intervalos onde o grafico de f tem concavidade voltada para baixo e onde tem concavidade
voltada para cima.

C) 0s pontos de maximos e minimos relativos e os pontos de inflexdo do gréfico de f.

1) f(x) =3 + 6x% + 9x 2) F(x)=x*—3x+2

3)F(X)=1+3x%-x° Hf(X)=x+3x¢ -2

5) f(x) = x*—3x 6) f(x) =x°

Nas questbes 7 a 12, determine, se existirem: a) os intervalos onde f é crescente e onde é
decrescente; b) os intervalos onde o grafico de f tem concavidade voltada para baixo e onde tem
concavidade voltada para cima; c) os pontos de maximos e minimos relativos e os pontos de
inflexao do grafico de f; d) as equacbes das assintotas verticais e das assintotas horizontais. Faga um
esboco do grafico de f.

7) Sabe-se que f (X) = x_——42 f'(x) = x _42)2 fr(x) = x :2)3
8) Sabe-se que f(x) = :—j f'(x) = (X:Z)Z fr(x) = x _62)3
9) Sabe-se que f (x) = ﬁ f'(x) = ﬁ fr(x) = ﬁ
10) Sabe-se que f (x) = xz_i(l f'(x) = ﬁ fr(x) = ﬁ
11) Sabe-se que f (x) = x22)-(+1 f'(x) = EXZZX—J:;ZZ f(x) = %
12) Sabe-se que f(x) = —> fi(x)= —x*1 R a—

(x+1)? (x+1)*

(x+1)*



Respostas:

y
—1
3,0) GL4)
0,2) (2%5)
o
; 1, 3)

sl 0, 1) 4

fx) =7 + 6x° + 9 f(x) =x"—3x +2 fx)=1+3-x°

y
(2,2)
inf.
i o lNenD ;
—3/ e ]

©,-2)

f(x)=x3+3x°-2 f(x)= x*-3x

e
o
RS y
" A | i
| 1
0,2) : : ' 1
_/ i I R
i x 0o | !
! |~ 0 i
|
i | ‘:
| | |
E !,\':2 i
- _ x+1
0= 5= )= 25
5
j ’
i el
B | { ' ! i !
R i 2% ;“ 0 i
Y : O :
' !
i
2X 2X
fx)= — f(x)= f(x) =
) x—1 ®=— (
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Capitulo 5 — Integral

Neste capitulo vamos estudar a “antiderivagdo”, que inverte o processo de derivacdo e
permite encontrar todas as funcdes que tém uma dada funcdo como derivada. Também vamos
mostrar que com a antiderivacdo podemos solucionar “equagdes diferenciais” e que a integral
definida surge de modo natural quando consideramos o problema de calcular a area de regifes do
plano xy.

O resultado principal estabelecido nesse capitulo é o “teorema fundamental do célculo” que
possibilita achar valores exatos de integrais definidas utilizando uma antiderivada. Assim, além de
constituir um importante processo de calculo, o teorema fundamental mostra que existe uma relacéo
entre derivadas e integrais.

5.1 — Antiderivada — Integral indefinida

Nos exemplos e problemas estudados anteriormente, comegamos com uma fungdo dada e
calculamos a derivada para obter informacdes a respeito da funcdo. Em muitas situacGes, no
entanto, o problema é o inverso: conhecemos a derivada de uma fungéo e estamos interessados em
determinar a funcdo. Isso acontece, por exemplo, quando sabemos a taxa com a qual uma populacéo
estd aumentando e queremos calcular qual serd a populagdo em um determinado instante futuro. A
fungdo encontrada nesse problema é uma antiderivada.

Definicdo 1: Uma funcdo g € uma antiderivada (ou primitiva) de uma funcdo f em um
intervalo I, se g'(x) = f(x) para todo x em I.

Se considerarmos, por exemplo, a funcdo f(x) = 3x?, é facil verificar que g(x) = x> é uma
antiderivada de f, pois g'(x) =3x>

Dizer que g é uma antiderivada de f equivale a dizer que f é a derivada de g, mas agora
pensamos em f como a funcdo dada e em g como a funcdo a ser encontrada. O processo de
encontrar uma antiderivada é conhecido como antiderivacao.

A antiderivada de uma funcdo néo € unica. De fato, as funcdes
0:1(x) =x* +5 92(9) =X~ /2 gs() = X" + ;

também sdo antiderivadas de f(x) = 3x%, pois suas derivadas sio iguais a f.

Note que qualquer funcdo do tipo h(x) = x> + C onde C é uma constante qualquer, é uma
antiderivada de f. Podemos entdo estabelecer o seguinte resultado:

Teorema: Seja g uma antiderivada de f em um intervalo I.

Se h é outra antiderivada de f em | ent&o existe uma constante C tal que h(x) = g(x) + C para
todo x em 1.

Assim, quando achamos uma antiderivada g de uma funcéo f, encontramos uma infinidade
de antiderivadas de f e todas da forma g + C onde C é uma constante.
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Ao considerarmos todas as antiderivadas de uma dada funcéo f é conveniente introduzirmos
uma nova terminologia e uma nova notagdo, como se segue:

Definigdo 2: A integral indefinida de f, indicada porjf(x) dx, é a familia de todas as
antiderivadas de f. Assim, se g é uma antiderivada de f e C € uma constante arbitraria, entdo

[fogdx =g(x) +C

Nessa defini¢do f(x)dx é chamado de integrando e C de constante de integrag&o.

Daremos razdes, mais adiante, para o uso da diferencial dx que aparece no integrando. No
momento vamos considerar que o simbolo dx indica que a antiderivada deve ser calculada em
relacdo a variavel x.

Para o exemplo dado escrevemos .[ 3x2dx =X+ C

Usando os resultados do capitulo 3, podemos obter as integrais indefinidas das principais
funcbes que decorrem imediatamente das respectivas regras de derivacao.

Regras basicas de antiderivagéo
1) [ (f69 + g09) dx = [ f)dx + [ g(x) dx
2) Se a é um numero real entdo J. af(x) dx = aJ. f(x) dx

3) [dx = x+C

n+1

+C

4) SeneQen;t—lentéoJ.x”dx = X
n+1

S)J'dYX: In [x|+C

Observacdo: A regra 1 pode ser estendida a qualquer nimero finito de parcelas.

Exemplos:

3 3

1) [ (x?+5) dx= [x* dx +5[dx :%+C1+5(x+C2):%+5X+C0ndeczcl+5C2

Na pratica, quando as regras basicas sdo usadas para calcular integrais indefinidas, as
constantes individuais de integracdo podem ser combinadas em uma Unica constante. Assim, a

solucdo acima pode ser apresentada da seguinte maneira:
3

.[(x2+5) dx:_fxzdx +5_[dx :%+5X+C
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2)~[(6X3_7&+x_56j dx:I(6x3—7x“2+5x‘6)dx:6j x3dx—7j x'2 dx +5I x°dx =

1

5 _
[ x*dx+ 5[ dx+2jd—x—3j x2dx= X+ 2x+2mlx] —3X +c=
2 X 5 2 -1

x®>  Bx

2+ 22 4 2Inlx| +3+c
5 2 X

1 3 1 dx
4 _ 53 2 d - = +3 —1/2d 75 2/3d —
)I(_2x+_\/§ \/x]x 2-[_x jx X _[x X

1/2 5/3
X

1 X 1
== Inlx] +32— 52— +C= = In|x] +6/x =3¥x*+C
2 1/2 5/3 2

Exercicios de fixacao:

1) j (5x* +2x% —4x +1) dx 2) j (x® +5)(8x —3) dx
x? -4
3) | Bx+2)%dx 4 dx
) [ 3x+2) )5
4 2
5)[3X+_52X+2dx G)I(Z+6\/——3{/;de
X X
Respostas:
4
1)x5+x?—2x2+x+C 2) 2x* —x¢ + 2052 — 15x + C
X2
3) 3 +6x°+4x +C 4)?—2x+C
3/,4
5)x3+5x—3+c 6)7|n|x|+4\/F—3‘QX_ +C
X



Exercicios - lista 12

Use as regras bésicas para calcular as integrais abaixo:

1)j (3x% — 4x — 5) dx 2) j (x® — 3x% +2x —4) dx
3) j (2x® — 4x? — BX +6) dx 4)] (2x% - 1)(x* + 5) dx
5) [ (3x* = 5Vx + 2) dx 6) [ (4x* +3) dx
7) [ (7 +3x+x7?) dx 8) [ (3" +5x*) dx
9) [ (25x° - Dx~'?dx 10) j (\/7+5 ‘V}) dx
3 J—
11)I XE2XT gy 12)I (3x2—6x+f+gj dx
X X 5
3x° — x*+7x3 +4x Ox* —4x3 +5x? —2x -1
13) | - dx 14) | > dx
X X
Respostas:
X4
1) X*—2x*—5x +C 2)7—x3+x2—4x +C
4 3 2 6 4 3
g) XXX Lex+cC H X XX sic
2 3 2 3 2 3
5
5)x3—%x3’2+2x+c 6) X L g +ox+C
3 2
X E yiec 8)-3x 1-2x *+C
3 2 3
9) §X7/2_2X1/2+C 1O)§X9/2+4X5/4+C
1 3 3 2 2
11)§x +2x—7In|x| +C 12) 3 - 3x +4|n\x\+gx+c

2

13)x3—x7 FTx—4x 1 +C 14) 3¢ - 22 +5x—21In| x| +x 1+ C

66
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5.2 — Aplicag0es da integral indefinida

Os problemas de integrais indefinidas também podem ser expressos na forma de equactes
diferenciais. Equacdo diferencial € uma equacdo que envolve uma fungdo desconhecida e suas
derivadas (ou diferenciais). A solugdo de uma equacdo diferencial é uma funcdo ou familia de
funcbes que satisfazem a equacao.

O tipo mais simples de equagéo diferencial tem a forma y' = f(x) na qual a derivada de uma
funcdo é dada explicitamente como uma funcdo da variavel independente.

O exemplo a seguir é equivalente ao exemplo 1 da secdo anterior, mas escrito na forma de
uma equacéo diferencial.

Exemplo 1: Resolva a equagdo diferencial y' = x* + 5

A solucdo desta equacao € a integral do exemplo 1 anterior, isto é, y = j(xz +5) dx

3

Entdoy = X?+5x+C

Uma solucéo desta forma, que envolve uma constante arbitraria e inclui todas as solugdes
possiveis, é chamada de solucéo geral da equacéo diferencial.

Embora haja infinitas solucdes para a equacdo diferencial y' = x* + 5, podemos obter uma
solucdo particular especificando o valor que a funcdo deve assumir em certo ponto.

Sabendo, por exemplo, que y = 4 quando x = 3 obtemos da solugéo geral do exemplo 1,
3

y = X? + 5x — 20 que é uma solucdo particular da equacao diferencial dada.

Exemplo 2: Ache a solucdo geral da equacio diferencial y' = 3x* + 5x — 7 e determine a
solucéo particular sabendo que y = — 2 quando x = 1.

3 2

Solugdo: Temos que y = J. (3x*+ 5x— 7) dx = 3% + 5% —7x+C

2
Entdo a solucéo geral da equacio dada é: y = x° + 5% -7x+C 1)

N w

Substituindo y = -2 e x=1em (1) obtemos: 1 + g -7+C=-2..C

~ . L .3 5X2 3
Logo, a solucdo particular é y = x° + — X + >
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Exemplo 3: O custo marginal da producdo de x unidades de um produto € dado por

C'(x) = 3x% — 60x + 400. O custo total de produzir duas unidades é R$ 900,00. Qual o custo total de
producéo 5 unidades?

Solugo: C(x) = j (3x% — 60x +400) dx .. C(x) =x®—30x* +400x + K

Sabemos que C(2) =900 entdo 8 — 120 + 800 + K = 900. Dai K = 212
Logo C(x) = x® — 30x® + 400x + 212 e dai C(5) = 1.587, isto &, 0 custo total de producdo de
5 unidades € R$ 1.587,00.

Exemplo 4: O lucro marginal de uma empresa ¢ 100 — 2x (reais por unidade) para X
unidades fabricadas. Se o lucro é R$ 700,00 para 10 unidades fabricadas, qual o maior lucro
possivel?

Solucdo: Seja L'(x) o lucro marginal para x unidades fabricadas. Assim L’(x) = 100 — 2x.

Dai L(x) = | (100 - 2 dx .. L(x) = 100x—x*+C

Sabemos que L(10) = 700. Ent&o 1.000 - 100 + C=700 .. C=-200
Assim, a funcéo lucro é L(x) = 100x — x* — 200

Calculamos, entdo, L'(x) =0 .. 100 — 2x =0 .. x =50 (quantidade que maximiza o lucro) e
determinamos L(50) = 2.300.

Logo, o lucro maximo é R$ 2.300,00.

Exercicios de fixacao:

1) O lucro marginal de uma empresa para certo produto é L’(x) = — 3x* + 16x +1 (reais por unidade)
onde x € 0 nimero de unidades fabricadas e vendidas. Se o lucro com a producéo e venda de 3
unidades deste produto é R$ 40,00, determine a funcdo lucro para x unidades.

2) O custo marginal da fabricacdo de x unidades de um produto é dado por C'(x) = 0,08x + 3 e 0
custo fixo é R$ 1.000,00. Determine o custo total de fabricacdo de 100 unidades.

3) O lucro marginal de uma empresa que produz e vende certo produto é L'(x) =— 0,2x + 50 onde x
é 0 nimero de unidades vendidas por dia. Quando 100 unidades sdo produzidas e vendidas, o lucro
da empresa é R$ 1.500,00. Determine o lucro da empresa para o nivel de producéo e vendas de 200
unidades.

Respostas:

LX) =—x3+8x°+x—8 2) R$ 1.700,00 3) R$ 3.500,00
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Exercicios — lista 13

1) Determine a solugo da equacdo diferencial y' = x* + 2x* — x 2

x : - oty 4 _ -
2) Ache a solucdo particular da equacgéo diferencial y' = x° + el sabendo que y = 7 quando x = 2.

3) A receita marginal (em reais por unidade) associada a fabricacdo de x unidades de determinado
produto é R'(X) = 240 — 4x. Supondo que R(0) = 0 determine o pre¢o unitario quando estdo sendo
produzidas 5 unidades.

4) A funcdo custo marginal para fabricar certo produto é C '(x) = 3x*— 60x + 900 para 0 <x <30 e
o custo fixo € R$ 1.000,00. Calcule o custo para fabricar 30 unidades do produto.

5) O lucro marginal de uma empresa que produz e vende x unidades de um produto por semana €
L'(xX) = 15 — 0,01x . Nas semanas em que ndo é vendida nenhuma unidade, a empresa tem um
prejuizo de R$ 1.000,00. Qual sera o lucro da empresa se vender 1.000 unidades em uma semana?

6) O custo marginal da producdo de x unidades de um produto é dado por 6x + 1. O custo total de
produzir uma unidade é R$ 130,00. Qual o custo total de produzir 10 unidades?

7) O valor de revenda de certa maquina industrial decresce a uma taxa que varia com o tempo,
durante um periodo de 10 anos. Quando a maquina tem t anos de uso, a taxa na qual seu valor esta
variando € de 220(t — 10) reais por ano. Se a maquina valia R$ 12.000,00 quando nova qual sera seu
valor com 10 anos de uso?

8) Um fabricante sabe que, se X unidades de certo artigo sdo fabricadas por semana, 0 custo
marginal é dado por C'(x) = 0,3x — 11. O preco de venda esta fixado em R$19,00 por unidade e o
custo fixo semanal é de R$ 200,00. Ache o lucro total maximo que pode ser obtido por semana.

9) O custo marginal de uma empresa é dado por C '(x) = 80 — 4x reais por unidade, quando séo
fabricadas x unidades. Sabe-se que o custo da empresa é R$ 500,00 quando sdo fabricadas 5
unidades. Determine o custo de fabricacéo de 20 unidades.

10) O lucro marginal de uma fabrica que produz e vende certo produto é L’(x) = 3x*— 2x — 17 onde
X € 0 numero de unidades. Sabe-se que a fabrica perderd R$ 100,00 se vender apenas duas unidades.
Determine o lucro da fabrica com a producéo e venda de 10 unidades.

Respostas:
x> 2 1 x* 4
l)y=—+—+—+C 2)y=—-—+5
)y 5 3 X )y 4 X
3) R$ 230,00 4) R$ 28.000,00
5) R$ 9.000,00 6) R$ 436,00
7) R$ 1.000,00 8) R$ 1300,00

9) R$ 950,00 10) R$ 660,00
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5.3 — Integracéo por Substituicdo

Existem vérias técnicas para escrever uma integral em uma forma a qual se aplique uma ou
mais das regras basicas.

Queremos calcular, por exemplo, j 3(3x +4)° dx (1)

Podemos expandir a expressdo (3x + 4)° e, em seguida integrar termo a termo (mas isso Seria
muito trabalhoso). Entdo vamos tentar simplificar a integral fazendo uma mudanca de variavel.

Sejau=3x+4. Dai du = 3dx
Substituindo estas expressdes em (1) obtemos:

10

9 _ 9 _ 9y, _ U
j3(3x+4) dx = j (3x +4)°3dx = j u’du = o +C )

Substituindo u por 3x + 4 em (2) temos nosso resultado:

10
(3x +4) N

3(3x +4)° dx =
[ 3G3x+4) m

C

Como a variavel x foi substituida por uma nova variavel, esta maneira de calcular integrais
indefinidas € conhecida como integragdo por substituicdo ou mudanca de variavel.

A justificativa do procedimento usado no exemplo anterior é dada pelo teorema a seguir, que
¢ analogo a regra da cadeia para derivacéo.

Teorema: Seja h uma funcdo derivavel de variavel x e seja g uma antiderivada de f. Entdo,
se u = h(x),

[ (G 0gax =[f(u)du = g(u) +C = g(h(x)) + C

Exemplos:

1) j\/SX +8 dx
Solucdo: Sejau=5x+8

Dai du = 5dx. Entdo dx = %du

3/2
Logo j\/5x+8dx: J‘\/U.ldu: 1_|.u1’2du: lu” Ex/F: 2 (5x +8)° +C
5 5 532 15 15

2) J.x(3x2 +1)® dx

Solugdo: Sejau=3x*+1
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Dai du = 6xdx. Entdo xdx = %du

1 1 1 u® _ (Bx*+1)°
Logo [x(3x2+1%dx = [(Bx*+1)%xdx = |ut=du = = |[u¥ldu == .— ==~ +C
90 [X(3*+1)° dx = [+ = utfdu = o [utdu = G =
)J- 18x 2dx
2x°+7)*

Solucdo: Sejau=2x3+7

Dai du = 6x°dx. Entdo 3du = 18x%dx

Logo | % = [ +7)*18x%dx = [u*3du= 3fu* du=3Li—33 =—ud=
N N S
u’ (2x°+7)°
4) _[ x2\/x —1dx
Solugéo: Seja u = x — 1. Dai du = dx (1)

Da primeira igualdade em (1) temos: x=u+1 .. x* = (u+ 1)>=u*+2u + 1
Entéo J. X?/x —1dx :J.(u2 +2u+1)"/u du :J.(us’2 +2u¥+u'?) du=

712 5/2 3/2
utt L U :Eu7/2+ﬂu5’2+2u3’2=E(X—1)7/2+ ﬂ(x—1)5’2+ g(x-1)3’2+C
w2 s a2 7 5 7 5 3

Exercicios de fixacao:

Xdx
1) | x*(2x*+1)" dx 2) | —
J | aoes
2
) [ X% 4) [ x/x+5 dx
x°+2)
Respostas:
2
1) L @aér1fec g) YHHS L ¢
48 4
-5

3) 4) %(x +5)% - %(x +5)% +C

— 2 __4cC
4(x*+2)*



Exercicios - lista 14

Calcule as integrais:

1) j(4x +3)* dx

3) J'4x\/x2 +5dx

X
5) [—2— dx
I3\/5x2 +16
6x >
L J-(x3+1)3 dx

9) j(2x2 —1)(6x°% —9x +1)"*? dx

11) j X(x +1)"2dx

Respostas:
5
0 (4x+3)
20
3) %1/(x2+5)3 e
5) 3 (5x° + 16)*'* + C
20
N-(+1) %+ C

9) —§(6x3—9x+1)1’2+c

11) % (x+1)3%2_2x+1) %+ C

72

2) jx(4x2 +7)%dx

4) [3x(4-3x*)"° dx

8X +2
6
) J‘(4x2+2x+6)17

xX-3
8) | ———dx
) j(x2 —6x +1)°

10) j (x? +3x +5)®(18x + 27) dx

12) j X(5 — X) *2dx

2) (4x2 +7)10 +C
80

1

4) ——————+C
)14(4—3x2)7

6)_—1(4x2+2x+6)’16+C
16
-1, - -1
8)?(x—6x+1) +C
10) (xX* + 3x +5)°+ C

12) —%(5—x)3’2+ %(5—x)5’2+C
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5.4 — Integracao por Partes
Nesta secdo vamos estudar uma técnica que pode ser usada para integrar produtos nos quais
um dos fatores pode ser facilmente integrado e o outro se tornar mais simples ao ser derivado. Essa
técnica, conhecida como integracdo por partes, é uma consequéncia direta da regra do produto
para diferenciais. A férmula de integracdo por partes é apresentada a seguir.
Sejam u e v funcBes de variavel x

Sabemos que d(uv) = udv + vdu

Ou, equivalentemente, udv = d(uv) — vdu

Integrando os membros dessa equagéo temos: I udv = j d(uv) — I vdu

Ou ainda, | [udv =uv— [vdu | (1)

A equacdo (1) é chamada de formula para integracédo por partes.

Esta formula transforma o problema do calculo de j udv no calculo de I vdu . Através de

uma escolha conveniente de u e dv pode ser mais facil calcular a segunda integral do que a
primeira.

Na férmula acima, deixamos de escrever a constante de integracéo, ja que no decorrer do
desenvolvimento aparecerdo outras. Todas as constantes podem ser representadas por uma unica
constante que serd introduzida no final do processo.

Exemplos:

1) lenx dx

Solucdo: Como In x ndo pode ser integrado usando as regras dadas até agora vamos fazer:

u=Inx e dv=xadx
1 B _x?
de modo que du= —dx e V—.[xdx = —
X 2

Entéo J. xInx dx = j (Inx) xdx = j udv

Pela formula de integracdo por partes temos:

2

+C

2 2 2 2
jxlnxdx = uv—jvdu :(|”X)X7—_fx?-£dx=xInx—%jxdx _ Xnx X
X

2 2 4
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2) j x e*dx

Solugdo: Nesse caso, os dois fatores x e e* séo faceis de integrar. Ambos também sdo faceis de
derivar, mas a derivacio simplifica x e ndo simplifica e**. Assim, vamos fazer:

u=x e dv=e"dx

Daidu=dx e v= .[e“xdx = le“x
4

Entéo _[ xe¥dx = j udv

Pela formula de integracdo por partes temos:

4x 4x 4x
xXe e
- — +C

4 16

Ixe4xdx = uv— Ivdu = X. %e“x— j%e“xdx = xe4 —%J.e“xdx =

As vezes, a integracdo por partes leva a uma nova integral que também pode ser integrada
por partes.

Exemplo: Ixzex dx
Solugdo: Vamos fazer u = x> e dv = e*dx
Daidu=2xdx e v= jexdx =¢*
Entdo _|.x2eX dx = Iudv
Pela formula de integracéo por partes temos:
szexdx =uv— Ivdu =x’e* - _[erxdx (1)

Para achar a _[ 2xe™ dx também precisamos utilizar a integracdo por partes. Nesse caso, seja
u=2xedv=edx Entdodu=2dxev=¢

Logo Ierxdx =2x e~ IeXde = 2x e*— Zfexdx =2xe*-2¢

Dai e de (1) szexdx =X’ —(2xe*—2e)=x*e‘ —2xe* +2e°+C

Algumas integrais podem ser calculadas por integracdo por partes ou por substituicdo. As
solucdes podem parecer diferentes, mas se estiverem corretas, poderdo diferir, no maximo, por uma
constante.
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Exemplo: I XA/ X +5 dx

Fazendo u=xedv=+/x+5,temosquedu=dxev= %(x+5)3’2
Entdo, usando o método de integracao por partes, achamos:

[ xJx+5ax = %X(x+5)3’2—%(x+5)5’2+c

Fazendo u =x + 5, dx =du e x = u -5 e utilizando o método de integracdo por substituicdo,

encontramos:

[ x/x+5dx = %(x+5)5/2—%(x+5)3'2+c

2X 312 4 5/2 32 (2X 4 j
Observe que =— (X +5 - —(x+5 = (x+5 — ——(x+5 | =
e e )1 L (x5 = (xv9) [ 2L xeg

:(X+5)3/2 (2_X_4_X_§j :(X+5)3/2 (10_X_4_X+E_Ej:
15 15 5 3

2x 10 10 2 10
=(x+5)%2 |24+ | =(x+5 3/2(—x+5 ——j
N e G R E SR

alN

(x+5)°'? —%(x +5)%¥2

Exercicios de fixacao:

1) I In 2x*dx 2) J. 6x e~ *dx

Respostas:

1) xIn 2x*~2x + C

2) - 3xe > —

E e72X+C
2



Exercicios — lista 15

Use 0 método de integracdo por partes para calcular as integrais abaixo:

1) j Inx dx 2) I x e dx
3) _[xln3x dx 4) jxe‘zxdx
5) v/x Inx dx 6) [x* Inx dx
7) jxex’zdx 8) J.lenxzdx
9) [5x e¥dx 10) {3x*1In 5) dx
)] JESLE
Respostas:
xInx—x+C 2)xe*—e“+C
2 2 _ —2X —2X
3) X max- X +c HnX __£ ¢
2 4 2 4
5)2)(3/2 Inx - 2x324¢ G)ﬂ—l+c
X X
/2 /2 X2, 2 4
7y2xeX'“—4e*“+C 8)?Inx—§x +C

9)§xe3x—§e3x+c 10)x3ln(§j—x— +C
3 9 2 3
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5.5 — Nogdo intuitiva de integral definida — Areas de regides planas
No capitulo 3 usamos um problema de velocidade para introduzir a derivada, que é a ideia

central do Calculo Diferencial. Nesta secdo, comegaremos com um problema de area para formular
a ideia de integral definida, que é o conceito basico do Célculo Integral.

e

Vamos considerar uma funcdo f continua em um intervalo [a, b] e
y=f® supor que f(x) > 0 nesse intervalo. Queremos calcular a area A sob o grafico
de fentre x =ae x =D, isto é, a regido delimitada pela curva y = f(x), as retas

/ - AI X=aex=h e pelo eixo x.

Para determinar essa area, vamos dividir a regido dada em uma série de regides retangulares
e calcular o valor aproximado da area A somando as areas dessas regides retangulares. Quanto
maior o nimero de retdngulos, mais a soma de suas areas se aproxima do que consideramos,
intuitivamente, a area sob a curva dada.

y=fx)

T

A area A pode ser interpretada, portanto, como a soma de uma infinidade de retangulos que
podemos descrever assim: em cada ponto x ha um retangulo de altura f(x) e base infinitamente
pequena, indicada por dx, de modo que a area de cada retangulo é dada pelo produto f(x)dx.

Para indicar que estamos obtendo a area A como a soma infinita das areas f(x)dx de todos

b
esses retangulos no intervalo [a, b] escrevemos: A = I f(x)dx
a

b
O simbolo If(x)dx é chamado de integral definida de a até b de f(x).

Os numeros a e b sdo chamados de limites de integracdo; a € o limite de integracéo
inferior e b € o limite de integracéo superior.

Quando a integral definida de a até b de f existe, dizemos que f é integravel em [a, b].

Propriedades das integrais definidas:

Sejam f e g fun¢des integraveis em [a, b] e ¢ um namero real qualquer.

a) if(x)dx =0 b) jlf(x)dx =— jf(x)dx C) Tc.f(x)dx = cjlf(x)dx
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d) [(F6) +909) dx = [f(dx + [g(x)ax

e) if(x)dx = jf(x)dx + Tf(x)dx

O teorema a seguir mostra como calcular o valor exato da integral definida de uma fungéo
continua, desde que possamos encontrar uma antiderivada dessa fungdo. Devido a sua importancia
em estabelecer a relacdo entre a derivacdo e a integracdo, esse teorema, descoberto

independentemente por Newton na Inglaterra e Leibniz na Alemanha é conhecido como Teorema
Fundamental do Célculo:

Seja f uma funcdo continua em [a, b]. Se g € uma antiderivada de f em [a, b] entdo

[0 = g(b) - g(a)

4
Exemplo 1: I (3x? —4x +5) dx
1

Solugdo: Sabemos que g(x) = x* — 2x* + 5x + C onde C é uma constante arbitraria é uma
antiderivada de f(x) = 3x* — 4x + 5. Portanto, pelo teorema fundamental do calculo temos:

4

[ (3x* —4x +5)dx =g(4) ~g(1) =52 -4 =48

1

Observacdes: 1 — No célculo da integral definida do exemplo 1, a constante de integragéo
“desapareceu”. Isto acontece sempre, pois se g(x) + C denota uma antiderivada de f, entéo:

[f69dx = (g(b) + C) - (g(a) + C) = g(b) + C — g(a) - C = g(b) - g(a)

Assim, em todos os calculos envolvendo uma integral definida, a constante de integracao
sera omitida.

2 — A diferenca g(b) — g(a) também costuma ser indicada por g(x)|®

Usando essa notagdo no exemplo 1 escrevemos:

4
j (3x* —4x +5)dx = (x*—2X* + 5x)|; =52 -4 = 48
1

1
Exemplo 2: _[ (x*+ 2x +1) dx
-1
5

Solugéo: Sabemos que g(x) = X? + x% + x é uma antiderivada de f(x) = x* + 2x + 1. Entdo,

pelo teorema fundamental do célculo temos:
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1 1 1 1 1 12
X+ 2x+Ddx=9gQ)-0(-1D=|=+1+1|-|-=+1-1|==+2+ = ==
jl<++) g()g()(5 J(E) js - =

Usando a notacdo de integral definida, a definicdo da area da regido sob o grafico de uma
funcdo pode ser expressa da seguinte maneira:

Definicéo 1: Seja f uma fungdo continua em [a, b] e tal que f(x) > 0 em [a, b]. A area da

b
regido sob o grafico de fentre x=ae x =b é dada por A = If(x)dx

Exemplo: Calcule a 4rea da regido sob o grafico de f(x) = x*+ Lentrex=—1ex = 2

Yy

) Solucéo: Observamos que f é continua em [-1, 2] e f(x) > 0 em [-1, 2].
Nt Entdo a rea é dada por:
b zt i p

|

e’

2
= ‘l‘_;‘r e A:I(X2+1)dx
-1
3
Como g(x) = X? + X é uma antiderivada de f, usando o teorema

fundamental do calculo temos:

A= j;(x2+ 1)dX=g(2)—g(—1):(24_2)_(__ _ j _8 +2+%+1:6

A regido sob o grafico de uma funcgéo f entre X = a e x = b pode estar inteiramente abaixo do
eixo como mostra a figura (1) abaixo.

“X)T a : i ( %Mﬂm

figura 1 figura 2

Nesse caso, para calcular a area da regido destacada, vamos considerar a funcdo h(x) = — f(x)
definida no intervalo [a, b]. Os graficos de f e h sdo simétricos em relacdo ao eixo x (figura 2), e a
area A; da regido sob o gréafico de fentre x =ae x = b é igual a area A, da regido sob o grafico de h

entrex=aex=h.
b

b b
Logo, utilizando a definicdo 1, temos A; = Ay = fh(x)dx = I—f(x)dx =— If(x)dx

a

Definigdo 2: Seja f uma funcao continua em [a, b] e tal que f(x) <0 em [a, b]. A area da
b

regido sob o grafico de fentre x =ae x =b € dada por A = —If(x)dx

Exemplo: Determine a 4rea da regido sob o gréfico de f(x) = x*— 2xentrex=1e x = 2
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Solugao: Observamos que f'é continua em [1, 2] e tal que f(x) <0 em 1, 2].

2
/ Ent&o a 4rea 4 dada por A = — j(x2 —2%) dx
1
3

W Como g(x) = X? — x*é uma antiderivada de f temos:

A== o -20 8- @@ -9 = |(§-4 ) 3-1)|=-[ -5+5] - 2

Se a curva esta parcialmente acima do eixo x e parcialmente
abaixo como é mostrado na figura ao lado, entdo a &rea pode ser
calculada pela soma das éareas correspondentes a partes da regido que
estdo acima e abaixo do eixo x.

c d e b
A=A+ A+ A+ Ay= j f(x)dx — j f(x)dx + j f(x)dx — j f(x)dx
a c d e

Exemplo: Calcule a 4rea da regido sob o grafico de f(x) = x* — 4x + 3entrex=0e x =3

) Solucdo: Vemos no grafico ao lado que no intervalo [0, 3] a curva esta
@ parcialmente acima do eixo X e parcialmente abaixo. Mais precisamente, f(x) > 0

em [0, 1] e f(x) <0 em[1, 3]. Entdo a area A da regido sob o grafico de fentre x =0
, ex=3édada por:

1 3
A=A +A;onde A; = j(x2—4x +3)dx e Ay = — j(x2—4x +3)dx
0 1

3
Como g(x) = X? — 2x% + 3x é uma antiderivada de f, temos que:

0=

w| >
w| s

A= j(x2 —4x +3)dx = g(1) — g(0) =

W

=

Ao =— j(x2—4x +3)dx =—(9(3) —9(1)) = —(O—

LogoA:A1+AZ:g +

w| s
w | oo

Para determinar a area da regido R entre os gréaficos de f e g de x = a até x = b (figura
abaixo), basta subtrair a area da regido sob o grafico de g da area da regido sob o grafico de f.

y Yy

y

G
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Assim, area de R = area de R; — area de R;
b b b
Ou seja, areade R = j f(x)dx — j g(x)dx = j (F(x) — g(X)) dx
Podemos provar que essa expressdao é valida mesmo que as fungdes ndo sejam nao

negativas.

Definicédo 3: Se fe g sdo fungdes continuas em [a, b] tais que f(x) > g(x) em [a,b]ese R é a
regido limitada pelos gréaficos de fe g e pelas retas x = a e x = b, entdo

b
AreadeR = j (F(X) — g(X)) dx
Exemplo: Calcule a area da regi&o limitada pelos gréficos das fungdes f(x) = 2x* — 4x + 6 e
gx)=—x*+2x+lentrex=1ex=2
Solucdo: fe g sdo fungdes continuas em [1, 2] e tais que f(x) > g(x) em [1, 2].

Entdo a area A da regido limitada pelos graficos de f e g e pelas
retas x =1 e x = 2 é dada por:

2

A= i((2x2—4x+6)—(—x2+2x+1)) dx = _[(3x2—6x+5) dx =

1

=(x3—3x2+5x)\f=(8—12+10)—(1—3+5)=6—3=3

Algumas vezes temos de considerar o problema de encontrar a area entre duas curvas sem
que os valores de a e b sejam determinados. Nestes casos, existe uma regido que esta
completamente envolta pelas duas curvas. Como o préximo exemplo ilustra, temos que encontrar 0s
pontos de intersecdo entre as duas curvas para obter os valores de a e b.

Exemplo: Determine a 4rea da regido limitada pelos graficos de f(x) = x e g(x) = 2 — X*

< 28 Solucdo: Supondo x = 2 — x* temos X + X —2 =0
Resolvendo a equacdo, encontramos X = -2 oux =1

~——+  Entdo a area A da regido limitada pelos gréaficos de f e g é dada por:

1 3 2
A:J. (2_X2_ X)dX: (ZX_X__X_J‘l_Z =
J 3 2



Exercicios — lista 16

Nas questdes de 1 a 8 calcule as integrais definidas:

2
4
1)[ (<® — 4x — 3) dx 2)I x(1 +x3) dx
-1
1
. 3 x? -1
3) I«/S—x dx 4)f dx
1 2 x-1
: 2x3—4x2+3d 1
5] T X 6) [ (3x+1) % dx
0

7)_{ X(x* ~ 1)° dx g) ] XX+l g

0

Nas questdes de 9 a 13 calcule a area das regides destacadas:

9) f(x) = x* — 3x 10) f(x) = 4x — X

(x)
/ f(x) = 2 3x
) MS X

11) f(x) = x>+ 1 12) f(x) = x> —5x + 4 13) f(x) =x* -1

A 2 : e e S
2 S : o =x2_1
S y=x2+1 - y

RN«

e

[

14) Ache a area da regido sob o grafico de f(x) = x* + x— 2 entrex=—2 e x = 2
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15) Calcule a area da regi&o limitada pelos gréaficos das fungdes f(x) =2x +4e g(x) = x>+ 2x + 3

¥

y=x2+2x+3
\

1,6)

Respostas:
81 14 7
1) -18 2) — 3) — 4) — 5) 2
) )10 )3 )2 )
2 52 9
6) — 70 8) — 9) — 10) 9
)3 ) ) 9 )2 )

8 9 8 19 4
11) = 12) — 13) = 14) — 15) —
)3 )2 )3 )3 )3
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