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Subespacos

Seja E um espaco vetorial. Seja F C E um subconjunto de E.
Dizemos que F & um subespaco de E se satisfaz as seguintes
propriedades

1. 0e F;
2. seu,v € Fentdiou+veF,;
3.seuc FeXleRentio \ue F.



Exemplos

1. Em R3, o conjunto P dos vetores da forma v = (0, x,y) & um
subespaco vetorial. Com efeito, evidentemente 0 € P.
Vejamos que P é estavel com respeito a soma de vetores. Se
a=(0,x1,y1),b=(0,x2,y2) € P entdo

a+b=(0,x1+x2,y1 +y2) €P.

Analogamente, se a = (0,x,y) € P e A € R entdo
Aa = (0,Ax,\y) € P.

2. Em R*, dado um elemento x € R* o conjunto
r ={Ax; A € R} é um subespaco: se A\1x, A\ax € r entdo
A1x + Aox = (A + A2)x € r. Analogamente, se Ax € r e se «
é um namero real qualquer entdo a(Ax) = (aA)x € r.
Tomando A =0 vemos 0 € r.



Combinacdes lineares

Dados n vetores vi, ..., v, € n nimeros reais A1, ..., A, 0 vetor
v=XMvi+..+ v,

é chamado uma combinacdo linear dos vetores vy, ..., V.
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Dados n vetores vi, ..., v, € n nimeros reais A1, ..., A, 0 vetor

v=XMvi+..+ v,

é chamado uma combinacdo linear dos vetores vy, ..., V.
Exemplos
1. See; = (1,0) e & = (0,1) em R?, entdo (3,4) = 3e; + 4ey;

2.

Sev=1(1,2), w=(0,2), u=(1,1) e x = (4,7) em R? entdo
xX=v+w-+3u;

Sev=1(1,2,3,4,5), u=(54,3,2,1), e w = (4,2,0,—2,—4)
em R® entdo w = v — u;

Se v =(7.89,0,0), u=(0,1,1.3) e w = (0,2.2,3.41/17)
entdo v n3o é combinac3o linear de u e w:



Combinacdes lineares

Dados n vetores vi, ..., v, € n nimeros reais A1, ..., A, 0 vetor
v=XMvi+..+ v,

é chamado uma combinacdo linear dos vetores vy, ..., V.
Exemplos
1. See; = (1,0) e & = (0,1) em R?, entdo (3,4) = 3e; + 4ey;
2. Sev=(1,2), w=(0,2), u=(1,1) e x = (4,7) em R? entdo
X =v+w+3u;
3. Sev=1(1,2,3,4,5), u=(5,4,3,2,1), e w = (4,2,0,—2,—4)
em R® entio w = v — u;
4. Se v =(7.89,0,0), u=(0,1,1.3) e w = (0,2.2,3.4V/17)
ent3o v ndo é combinacio linear de u e w:qualquer

combinac3o linear entre u e w resulta num vetor com a
primeira entrada nula.



O subespaco gerado

Sejam E um espaco vetorial e X = {1, ..., vin}. O subespaco
gerado por X & o conjunto de todas as combinaces lineares
possiveis entre os elementos de X. Em simbolos,

m
S(X) = {Zajvj;al, wnam € R}
j=1
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Dependéncia/independéncia linear

Seja E um espaco vetorial. Seja X = {wv1,..., v} C E. Dizemos
que X é linearmente dependente (LD) se pelo menos um de seus
elementos pode ser escrito como combinacdo linear dos demais.
Caso X ndo seja linearmente dependente, dizemos que X é
linearmente independente (LI).



Dependéncia/independéncia linear

Seja E um espaco vetorial. Seja X = {wv1,..., v} C E. Dizemos
que X é linearmente dependente (LD) se pelo menos um de seus
elementos pode ser escrito como combinacdo linear dos demais.
Caso X ndo seja linearmente dependente, dizemos que X é
linearmente independente (LI).

X ={vi,...,vm} C E & LD se existe um subconjunto Y C X, com
menos do que m elementos tal que S(Y) = S(X).
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Exemplos de conjuntos LI/LD

1. Um conjunto com um tnico vetor X = {v} é LI,
2. O conjunto X = {(1,2.1,3.1),(0,0.1,0.1), (1,2, 3)} & LD,pois

(1,2.1,3.1) — (0,0.1,0.1) = (1,2, 3).
3. O conjunto {(1,1,2),(1,43,7),(—42,0,—79)} é LD,pois
43(1,1,2) + (—42,0, —79) = (1,43, 7).

4. O conjunto {(0,0,0,7),(0,0,1,v2),(0,-9,76,7.32)} é um
subconjunto LI de R*pois qualquer combinacdo linear entre
dois nunca vai dar o terceiro devido a configuracdo de zeros
nos vetores da lista.



Critério para LI/LD

Teorema
Seja E um espaco vetorial e X = {vq, ..., v} C E. Entdo X é LD
se, e somente se, existe uma combinac3o linear nula

m
Z Aivi=0
i=1

tal que algum \; # 0.
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Critério para LI/LD

Teorema
Seja E um espaco vetorial e X = {vq, ..., v} C E. Entdo X é LD
se, e somente se, existe uma combinac3o linear nula

m
Z)\;v,- =0
i=1

tal que algum \; # 0.

Teorema
Seja E um espaco vetorial e X = {vq, ..., v;y} C E. Entdo X é LI
se, e somente se, para toda combinacdo linear nula

i Avi=0
i=1

entdo nenhum coeficiente \; é diferente de zero.



Exemplo de aplicacado

Em RY, os vetores e; = (1,0, ...,0),
e =(0,1,...,0),....eq = (0, ...,0,1) formam um subconjunto LI. De
fato, suponha que >, \je; = 0. Entdo,

(0, ,0) = (/\1,0, ...,0)+(0,)\2, ...,0)+...+(0, .., 0, /\d) = (/\1, ...,)\d),

e portanto A; = 0 para todo i =1, ..., m. Pelo critério anterior
concluimos que {ey,...,eq} € LL
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Conjuntos geradores

Dizemos que um subconjunto X = {vi, ..., v} de um espaco
vetorial E é gerador se S(X) = E.

Exemplo
e1 = (1,0) e &y = (0,1) sdo geradores de R? pois se
v = (x,y) € R? entdo

v=(x,0)+(0,y) = x(1,0) + y(0,1) = xe1 + yes.

Em geral, os vetores e; = (1,0, ...,0),...,.eq = (0, ..., 1) formam um
conjunto gerador do espaco euclideano RY.
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gerador e LI.
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de F é a quantidade de elementos que tem numa base de F.
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R3.
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Exemplos

1. Sejam v = (1,2,3),v = (4,5,6),w = (7,8,9) € R®. Vamos
determinar a dimens3o do subespaco gerado por u, v, w em
R3.Observe que u e v sdo ndo-colineares, pois % #* g Além
disso, w & combinacio linear de u e v pois podemos escrever
w = 2v — u. Isso mostra que {u, v, w} é um conjunto LD e
S(u,v) =S(u,v,w). Como {u, v} éLl, pois u e v sdo ndo
colineares, temos que dim S(u, v, w) = 2.



Dimens3o

Dimensao
Seja E um espaco vetorial seja F C E um subespaco. A dimens3o
de F é a quantidade de elementos que tem numa base de F.

Exemplos

1. Sejam v = (1,2,3),v = (4,5,6),w = (7,8,9) € R®. Vamos
determinar a dimens3o do subespaco gerado por u, v, w em
R3.Observe que u e v sdo ndo-colineares, pois % #* g Além
disso, w & combinacio linear de u e v pois podemos escrever
w = 2v — u. Isso mostra que {u, v, w} é um conjunto LD e
S(u,v) =S(u,v,w). Como {u, v} éLl, pois u e v sdo ndo
colineares, temos que dim S(u, v, w) = 2.

2. Os vetores (1,2,3) e (4,5, 6) sdo ndo-colineares, pois suas
coordenadas n3o sdo proporcionais (por exemplo, % =+ %) e
2(1,2,3) = (2,4,6). Isso prova que {(1,2,3),(4,5,6)} é Ll e
S({(1,2,3),(4,5,6),(2,4,6)}) = S({(1,2,3),(4,5,6)}).
Portanto, dimS({(1,2,3),(4,5,6),(2,4,6)}) = 2.



Dimensdo dos espacos euclideanos

dim(R%) = d



Bases ortonormais

Seja E um espaco vetorial de dimens&o finita d, munido de um
produto interno (.,.). Uma base B = {bi,...,bq} de E & dita
ortonormal se satisfaz

(b,-,bj) _ {1, se f=j

0, caso contrério



Bases ortonormais

Seja E um espaco vetorial de dimens&o finita d, munido de um
produto interno (.,.). Uma base B = {bi,...,bq} de E & dita
ortonormal se satisfaz

(bi, bj) = {1’ =)

0, caso contrério

Por exemplo, a base canénica £ = {ey, ..., &4} de RY munido do
produto interno euclideano é um exemplo de uma base ortonormal.



O algoritimo de Gram-Schmidt

Seja E um espaco vetorial de dimensdo finita d, munido de um
produto interno (.,.). O leitor menos interessado em generalidades
matematicas pode sem problemas ler tudo o que se segue
assumindo que E = RY e que o produto interno em tela & o
produto interno euclideano usual.

Seja F C E um subespaco de dimens3o n e seja {v!,...,v"} C F
uma base qualquer de F.

Teorema de Gram-Schmidt
Existe {w?,...,w"} C F tal que (w', w/) = 0 para todo i # j e,
além disso, para cada / =1,....n,

S ({vl, e vé}> =S ({Wl, e WK}) .



O complemento ortogonal

Seja F um subespaco vetorial de um espaco vetorial E, munido de
um produto interno. O complemento ortogonal de F é o conjunto

F-<{yeE; (y,x)=0,VxeF}.

Ou seja, o complemento ortogonal de F é conjunto formado pelos
elementos de E que sdo ortogonais a todos os vetores em F.



Figura: Nas duas figuras, o subespaco vermelho é o complemento
ortogonal do subespaco azul.

N




Propriedades do complemento ortogonal

1. FL & um subespaco
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Propriedades do complemento ortogonal

1. FL & um subespaco
2. FtnF = {0}
3. dimF +dimF+ =d



A projecao ortogonal

Vamos aplicar o conceito de ortogonalidade para resolver o seguinte
problema: seja F C R um subespaco com dimF =n<d e

y € RY\ F. Como encontrar o ponto de F mais préximo de y? De
fato, usando Grham-Schimidt podemos escrever y = Z?:l vy
onde {vi,..., vy} C R? & uma base ortonormal com

{vi,...,va} C F. Assim, podemos escrever
n
y = ZO&@Vg%‘Z(X@Vg —a+ b,
(=1 {>n
comac Febc Ft. Como F® FL =RY, esse modo de escrever
y € (nico.
Proposicao

a é o ponto de F mais préximo de y.



