UNIVERSIDADE FEDERAL FLUMINENSE
INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA
DEPARTAMENTO DE ANALISE
Disciplina: Algebra Linear
Professor: Bruno Santiago
Lista de exercicios 5

Exercicio 1. A matriz de adjacéncia de um grafo com n vértices é a matriz n X n cuja entrada
17 da 1 se o vértice v aponta para o vértice 7 no grafo. Por exemplo, a matriz de adjacéncia do
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grafo azul abaizo é A = 000 0l Dado um grafo G, suponhamos que a gente reverta os
0100

sentidos de todas as setas. Assim, por exemplo, se (1)—(2) passamos a ter (2)—(1). Setas bi
orientadas nao mudam, obviamente. Qual a relagao entre a matriz de adjacéncia do grafo G e
a matriz de adjacéncia do grafo revertido?

Solucao. A matriz de adjacéncia condensa em formato “0-1” a informacao de para onde cada
vértice aponta. Assim a entrada a;; d& 1 se o vértice ¢ aponta para o vértice j e da zero caso
contrario. Se a gente reverte o sentido das arestas entao a gente troca de lugar as entradas
a;j e aj;. Por exemplo, se a gente troca o sentido das setas no grafo azul ele fica A matriz de

adjacéncia desse grafo é

Ou seja, se a gente troca os sentidos das arestas de um grafo a gente troca as linhas pelas
colunas da matriz de adjacéncia. O

Exercicio 2. Seja G um grafo com n vértices. O grau de um vértice € a quantidade de arestas
que chegam nele. Assim, por exemplo, para o grafo do exercicio anterior o grau do vértice (4)
¢ 2. Explique como se pode calcular o grau de qualquer vértice de um grafo usando-se apenas a
matriz de adjacéncia e vetores de R™.

Solugdo. A gente considera a matriz de adjacéncia com as linhas e colunas trocadas de lugar.

Isso é o que a gente chama a transposta da matriz A, e escreve AT = [b;;]. Nesse caso, b;; = 1
1



2

toda vez que j aponta para i. Ou seja, na linha i da matriz A7 temos uns nas entradas
correspondentes aos vértices que “chegam” no vértice 7. Por isso, se a gente faz

¢ =A"(I), onde I=(1,...1) € R,

entao a j ésima entrada do vetor ¢ fornece a quantidade de arestas chegam nele, portanto o
grau desse vértice. Por exemplo, no caso grafico azul temos

0 00 0 |1 0

1100 1| 1] 2

§= 1 00 0 (1] |1

1 1 0 0f (1 2
Assim, se a gente quiser saber o grau do vértice 4 basta olhar a 4* entrada do vetor &, que é
igual a 2 nesse caso. 0

Exercicio 3. Considere um 4 tipos diferentes de moedas, real, euro, pesos uruguaios e coras
Checas. Para facilitar a referéncia a elas, vamos numerar as moedas de 1 até j (real,...,coroa
checa). Seja c;j a quantidade da moeda i que vocé pode comprar com uma unidade da moeda j.
Assim, por exemplo, c3o € a quantidade de pesos uruguaios que se pode comprar com 1 euro.

(a) Para levar em conta as tazas cobradas pelas casas de cambio, devemos supor que c;jcj; <
1. Ezplique por que.

(b) Se a gente monta uma matriz 4 x 4 C = [¢;;], quais as entradas da diagonal de C' (para
que o modelo matemdtico faga sentido)?

(¢) Suponha que Joana possua x; unidades da moeda i, para cadai = 1,...,4. Temos assim
um vetor x € R*. Considere o vetor y = C(z) € R*. Qual o significado da entrada y4?

Solugdo. A diferenga entre o valor de compra e venda de uma mesma moeda com outra moeda
é o que d& o lucro da casa de cambio. Como vocé nao vai comprar reais com reais, a entrada
na diagonal tem que ser igual 1 para representar a auséncia de taxa de conversao entre uma
moeda e ela propria. A entrada 4 do vetor y fornece o total de coroas checas que Joana vai
obter se trocar todo o dinheiro que tem (em todas as moedas diferentes) por coroas checas. [J

Exercicio 4. Sejap(t) = Z?:o cot® um polinémio de grau menor ou igual a d. A derivada de p
¢ o polinémio p'(t) = 2221 legt™", de grau menor ou igual a d—1. Note que cada polinémio de
grau n qualquer € inteiramente determinado por um vetor (cg, cy, ..., ¢,) € R™ cujas entradas
sao os coeficientes de p. Assim, a derivada de polinomios pode ser expressa como uma fun¢ao
D : R 5 R Verifique que essa funcao é linear é encontre sua matriz na base canoénica.

Solugdo. A férmula da derivada de um polindmio, descrita no enunciado, nos diz que D(cg, ¢1, ¢a, ...

(c1,2c9,3c3, ..., dcg). Como a matriz de uma funcgao linear tem como colunas os vetores imagem
dos vetores da base canonica, vemos que a matriz de D é

10 ... 0
02 ... 0
00 ... d



