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Exercicio 1. Suponha que x,y € R? sejam os vetores de retorno de dois investimentos com

~ def . . d . . .
correlagio p = p(x,y). Considere um blending z € R* dos investimentos x,y, ou seja z =
Az + (1 — Ny, com X € (0,1). Deduza uma formula para o risco (o desvio padrdo de z) e o
retorno do investimento z em fun¢do de x, y e \. Em qual situagdo (de acordo com a correlagao
dos vetores x e y) € vantajoso fazer o blending? Suponha que tenhamos um valor  que seja o
risco desejado para o nosso investimento. E sempre possivel escolher X de forma que o blending
2 possua risco exatamente 37 Se ndo, em quais situacoes € possivel?

Solugdo. Como z = Az + (1 — Ay e a fungdo p : R? — R é linear, i.e.

oz + By) = ap(z) + Buly), Yo,y e R Vo, B R,

temos que o retorno do investimento z serd dado por

p(z) = pAr + (1 = Ny) = Ap(z) + (1= Nu(y),

onde usamos a linearidade de pcoma=Xe f=1—- A\
Para o desvio padrao, note que, como o(Ax) = Ao(z), sempre que A for positivoﬂ podemos
escrever

o(Ax)? = Mao(x)* e o((1 - Ny) = (1—-N)>2c(y)
Usando a férmula do desvio padrao da soma (Lema 5.4.6 do livro-texto) temos que
o(z) = oAz + (1= Ny) = Vo) +2p0(z)o(y) +o((1 — A)2y)
= VA0 (2)? + (1= A2 (y)? + 2p0(2)o(y).
que € a formula procurada. Agora, para responder as ultimas perguntas feitas no enunciado,

vamos precisar estudar um pouco a funcao f(A) = A2+ (1 —\)? = 202 — 2\ + 1, que “aparece”
na férmula que deduzimos acima. Em cima do intervalo (0, 1) o gréfico de f é uma parédbola,
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concava para cima, cujo vértice é ponto (0.5,0.5). Além disso f(A) < 1 para todo A € (0,1).
Suponha que a correlacdo seja p < 0. Entdo, o termo que 2po(z)o(y) aparece na férmula é
nao-positivo (quer dizer, é zero ou negativo), logo, nesse caso podemos estimar que

0(2) < VN (@) + (1= N2o(y)?.

Um dos investimentos tem o maior risco, portanto podemos supor sem perda de generalidade
que o(y) < o(z). Entao

VA0 (2)? + (1= A2o(y)? < VA0(2)2 + (1= A)?0(2)? = Vo (@) (0 + (1= V)2).

Weja o Lema 5.4.5 do livro texto do curso.
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Concluimos assim que o(z) < o(x)y/f(A). Como f(\) < 1, vemos que 1/ f(A) < 1 e portanto
0(z) < o(x). Isso mostra que se os investimentos forem nada ou negativamente correlaciona-
dos, entao o risco de z é menor do que o maximo dos riscos entre x e y. Logo é vantajoso
fazer o blending nesse caso. Note que como /f(\) > /0.5, ndo dé para fazer o risco ficar
arbitrariamente pequeno por exemplo. Portanto, nao sao todos os valores 5 que sao possiveis
de ser obtidos. U

Exercicio 2. Seja z € R, Suponha que rms(z) = 2. Use a desigualdade de Chebyshev para
explicar porque necessariamente x tem menos do que 6 entradas com valor absoluto maior do
que 11.

Solugao. Tome ¢ = 10 = 5rms(z). Aplicando a desigualdade de Chebychev vemos que o
nimero maximo n de entradas de x que podem ser maiores ou iguais a 10 satisfaz

n 2.2 1 149
— < (=) == < — =5.96.
o = (50) =35 "=
Logo, certamente x possui menos do que 6 entradas com valor absoluto < 11. O

Exercicio 3. Sejam a,b € R? vetores num espaco euclideano. Se a gente pensa neles como
pontos nesse espaco, entao a reta que liga esses pontos pode ser representada como o sendo o
conjunto

r={0a+ (1—0)b;0 € R}.

Seja x € RY um outro vetor qualquer. E intuitivo imaginar que existe um ponto em cima da
reta v que estd mais proximo de x do que qualquer outro ponto de r. Encontre uma formula
que expressa esse ponto em funcgao de x, a e bE|

Solugao. Seja p(f) = fa + (1 — 0)b um ponto genérico na reta. Observe que
p(0) =b+60(a—0).

Estamos procurando o valor de 6 de tal modo que p(f) esteja o mais préximo possivel de x,
dentre todas as possibilidades para 6. Pelo teorema de Pitdgoras, isso ocorre exatamente quanto
x — p(f) é ortogonal a a — b. Logo, estamos procurando 6 tal que

(x —p(0),a — by =0.
Note que  — p(f) = x — b — t(a — b), portanto (usando a linearidade do produto interno)
(x —p(@),a—by = (xr—b,a—b)y —6(a—b,a—Db).
Concluimos assim que
(x —b,a — b)

g =272
(a —b,a — b)

Exercicio 4. E possivel encontrar um vetor x € R? para o qual rms(z) < p(x)? Se rms(z) =
p(x), o que vocé pode falar sobre x?

2Esse ¢ um exemplo simples de um problema de otimizacdo. Uma érea da matemética dedicada a resolver
problemas de “maximos e minimos” como esse, e que tem inimeras aplicagoes, da medicina a inteligéncia
artificial. Se vocé ja fez cédlculo, esse exercicio pode ser resolvido com a técnica do “deriva e iguala a zero”, mas
tem que colocar a situagao aqui em tela adequadamente no framework do célculo.
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Solugdo. Lembre da férmula linda que vimos no livro-texto do curso (veja a igualdade (5.1)):
rms(7)? = p(r)* + o(z)?.

Deduzimos a partir dela que rms(z)? > p(z)?, e portanto rms(z) > u(z). Logo, nao pode
existir vetor z € R? tal que rms(x) < p(x). Por outro lado, se ocorre a igualdade entre rms(z)
e p(z) deduzimos da férmula linda também que o(z) = 0. Como o(x) = rms(z), e como
rms : RY — R é uma norma, é uma medida de comprimento, isso nos leva a concluir que
z¢ = 0. Pela definicao de z¢, por sua vez, segue que z; — p(x) = 0, para todo j = 1,...,d, ou
seja x; = pu(x).

Concluimos assim que todas as entradas do vetor x sdo iguais, se ocorrer a igualdade rms(z) =
p(x). O



