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Equacdes lineares

Sejam vy = (311, . adl), vy V= (alk, . adk) vetores em Rd, e
considere a matriz

A= |vl ... vk

Seja f : R — RY a funcdo linear cuja matriz na base canénica é A.
Entdo, dado x € R¥, a igualdade vetorial f(x) = b admite soluc3o,
se e somente se Zéf:l xpvt = b, ou seja, se b se escreve como
combinacdo linear de {v1, ..., vk} com coeficientes dados pelas
coordenadas de x.



Equacdes lineares - reformulando

A equacdo

aixi+ ... +aimXm = b

amxi+ ... +anmXm = bp.
admite solucdo se, e somente se
b € Im(f),

onde f : R™ — R" é a funcdo linear cuja matriz na base canénica é
a matriz A = [ajj]nxm dos coeficientes da equacdo linear. Em
particular, se dimIm(f) = n a equagdo sempre admite solugdo.



Equacdes lineares - existéncia de solucdes

Seja x € R™ uma solu¢do da equacio linear. Se v € N(f) é um
elemento do nicleo de f entdo x + v também é solucio da
equacdo. Em particular, somente trés possibilidades existem:
ou a equacdo nio tem solucdo, ou tem uma dnica solucio,
ou possui infinitas solucdes.



A matriz transposta

Seja f : RY — R¥ uma funcdo linear, representada na base
candnica pela matriz k x d

A transposta de f é a funcdo linear f7 : Rk — RY representada na

base candnica pela matriz F™ = [a;i]laxk. Ou seja, as linhas de FT
p j ]|

sdo as colunas de F.



Propriedade fundamental da matriz transposta

Theorem
Para todo x € R? e para todo y € R¥, vale que

(x, FT(y)) = (F(x).).



Posto linha x posto coluna

Seja f : RY — RX linear. O posto de f (chamado em muitos livros
de posto coluna) é a dimensdo do subespaco gerado por suas
colunas. O posto da transposta (posto linha) de f é a dimensdo
do subespaco gerado pelas linhas de f.

Teorema
posto linha=posto coluna



O método de eliminacdo de Gauss

Aplicacdo | - Solucdo de equacdes lineares

X1 + 2xp 4+ 3x3
4x1 + bx3 + 6xs
7x1 + 8x> + 9x3

<

1 2 3] [x 10
A= |4 5 6| |x]| = |11].
7 8 9| |xs 12

10
11
12



O método de eliminacdo de Gauss

Aplicacdo | - Solucdo de equacdes lineares

x1+2x+3x3 = 10
4x1 +5x3 +6x4 = 11
X1+ 8x0+9x3 = 12
<
1 2 3| [x1 10
A= 1|4 5 6| [x| = |11|. Escalonamento da matriz:
7 8 9| |x3 12
1 2 3 10 1 2 3 10 1 2 3 10
4 5 6 11| —-(0 3 6 29| — (0 3 6 29
7 8 9 12 0 6 12 58 0 00 O



O método de eliminacdo de Gauss

Aplicacdo | - Solucdo de equacdes lineares

Concluimos assim, que a equacio procurada é equivalente ao
sistema

x1+2x%+3x3 = 10
3% +6x3 = 29

Vemos que qualquer vetor (x1, X2, x3) € R® cujas coordenadas
cumprem as relacdes

29 X2

X3 = — = —=
3 6 2
-9 x
o= oty

é solucdo do sistema.

(1)



O método de eliminacdo de Gauss

Aplicacdo Il - Dimens&o do subespa¢o gerado
Considera agora o seguinte problema: os vetores x = (1,2, 3),
y = (4,5,6) e z=(7,8,9) do R3 sdo Ll ou LD? E qual a dimensao
do subespaco gerado por {x,y,z}7



O método de eliminacdo de Gauss

Aplicacdo Il - Dimens&o do subespa¢o gerado
Considera agora o seguinte problema: os vetores x = (1,2, 3),
y = (4,5,6) e z=(7,8,9) do R3 sdo Ll ou LD? E qual a dimensao
do subespaco gerado por {x,y,z}7

A=

cujas linhassdo /1 = x, b =y

B =

~N R
o U1 N
© o w

e (3 = z. A segunda matriz em (1),

3
6

O O =
S W N
—

2

foi obtida a partir de A colocando na segunda e na terceira linhas,

respectivamente, os vetores

4€1—€2:4x—ye 761—52:7X—Z.



O método de eliminacdo de Gauss

Aplicacdo Il - Dimens&o do subespa¢o gerado

Dessa forma, vemos que

Em cada etapa do método de eliminacdo da Gauss, as linhas
da préoxima matriz vio ser combinacdes lineares das linhas da
matriz atual.

Além disso, as combinacdes lineares sdo escolhidas de forma
a tornar a matriz triangular superior.

E qual a dimensdo do subespaco gerado?



O método de eliminacdo de Gauss

Aplicacdo Il - Dimens&o do subespa¢o gerado

Dessa forma, vemos que

Em cada etapa do método de eliminacdo da Gauss, as linhas
da préoxima matriz vio ser combinacdes lineares das linhas da
matriz atual.

Além disso, as combinacdes lineares sdo escolhidas de forma
a tornar a matriz triangular superior.

E qual a dimensdo do subespaco gerado?Ora, observe que
4X—y = (07376) € 5({X,y,2})

e que os vetores x = (1,2,3) e (0,3,6) sdo LI, pois ndo sdo
colineares. Assim exibimos dois vetores no subespaco gerado
S({x,y,z}) que sdo L, x e 4x — y. Logo a dimensdo do subespaco
gerado é 2.



O método de eliminacdo de Gauss

Aplicacdo Il - Célculo do posto e da nulidade de uma matriz

Definition

Sejam X e Y espacos vetoriais de dimensdo finitaeseja f : X = Y
uma funcdo linear. A nulidade de f é a dimensdo de seu nicleo. O
posto de f é a dimens&do da sua imagem.

Com essa definicdo o teorema do Nicleo e da Imagem diz que

posto + nulidade = dim X



O método de eliminacdo de Gauss

Aplicacdo Il - Célculo do posto e da nulidade de uma matriz

Definition

Sejam X e Y espacos vetoriais de dimensdo finitaeseja f : X = Y
uma funcdo linear. A nulidade de f é a dimensdo de seu nicleo. O
posto de f é a dimens&do da sua imagem.

Com essa definicdo o teorema do Nicleo e da Imagem diz que

posto + nulidade = dim X

Teorema
A imagem de f é o subespaco gerado velos vetores coluna de sua
matriz, ou seja

Im(f) = S({f(b'), ...., F(bX)}),

onde B = {b!,..., bk} & uma base do espaco X.



O método de eliminacdo de Gauss

Aplicacdo Il - Célculo do posto e da nulidade de uma matriz

Legal professor, muito bonito, mas e quando cair na prova, o
que eu faco???



O método de eliminacdo de Gauss

Aplicacdo Il - Célculo do posto e da nulidade de uma matriz

Legal professor, muito bonito, mas e quando cair na prova, o
que eu faco???

Exemplo

Qual o posto da matriz A =

w N =

S O B

©O© 00 ~
-~J



O método de eliminacdo de Gauss

Aplicacdo Il - Célculo do posto e da nulidade de uma matriz

Legal professor, muito bonito, mas e quando cair na prova, o
que eu faco???

Exemplo

(o) NG, I

1 7

Qual o posto da matriz A= |2 8 | ?Devemos calcular a
3 9

\Y

s vetores A(e1) = (1,2, 3),

dimensdo do subespaco gerado pel
A(e2) = (4¢576) € A(e3) = (77819

~ O



O método de eliminacdo de Gauss

Aplicacdo Il - Célculo do posto e da nulidade de uma matriz

Legal professor, muito bonito, mas e quando cair na prova, o
que eu faco???

Exemplo

(o) NG, I

1 7
Qual o posto da matriz A= |2 8 | ?Devemos calcular a
3 9

s vetores A(e;) = (1,2,3),
Isso implica aplicar o método

dimensdo do subespaco gerado pel
A(e2) = (4¢576) € A(e3) = (77819
de eliminacdo a matriz

~ O

1 23
AT =14 5 6],
7 89

que é a transposta de A. Ja vimos acima que a dimensdo do
subespaco gerado pelas linhas dessa matriz é 2,



O método de eliminacdo de Gauss

Aplicacdo Il - Célculo do posto e da nulidade de uma matriz

Legal professor, muito bonito, mas e quando cair na prova, o
que eu faco???

Exemplo

(o) NG, I

1 7
Qual o posto da matriz A= |2 8 | ?Devemos calcular a
3 9

s vetores A(e;) = (1,2,3),
Isso implica aplicar o método

dimensdo do subespaco gerado pel
A(e2) = (4¢576) € A(e3) = (77819
de eliminacdo a matriz

~ O

1 23
AT =14 5 6],
78 9
que é a transposta de A. Ja vimos acima que a dimensdo do

subespaco gerado pelas linhas dessa matriz é 2,aplicando a
igualde posto-linha=posto-coluna o posto de A é dois.



Aplicacdo em “criptografia”

O problema dos herdeiros do bardo do café
O bar3o do café, Jodo Arabica, tem 5 herdeiros que nunca se
entenderam ao longo da vida do Seu Jodo. Homem sabio que era,
quando fez seu testamento Seu Jodo ja deixou bem discriminada a
parte de cada um na heranca. No entanto, havia um item que o
velho, quase de pirraca, quis que os irm3os se entendessem entre si
para a divisdo: o cofre contendo os diamantes e o diario da finada
Dona Maria. Nenhum dos cinco herdeiros conhecia a senha do
cofre. Seu Jodo, que gostava muito de matematica e ja havia
usado sua fortuna para bancar estudos de inimeros jovens de
talento promissor para a rainha das ciéncias, deixou no testamento
apenas a seguinte informac3o a respeito da senha: a cada irm3o,
seguindo a ordem alfabética, deixou um namero real, que lhe foi
transmitido pelo advogado da familia, de modo que cada irm3o s
tomou conhecimento do seu nimero. Assim sendo, somente os 5
irm3os juntos podem recuperar a senha do cofre (que contém 6
digitos), de modo ninguém pode passar a perna em ninguém.
Como e porque é possivel fazer isso?



Interltdio: interpolacdo polinomial
Considere uma lista de d + 1 pontos (to, yo).....(t4, ¥4) no plano R?.
Como encontrar (se & que existe) um polinémio p(t) = Zg:o cott
de grau d cujo grafico passe exatamente pelos pontos dados? Ou
seja, de modo que p(t;) = y;, para todo i =0, ..., d.




Procuramos um polinémio de grau d

d
p(t) =t
(=0

que satisfaca p(t;) = y; para i =0,...d.



Procuramos um polinémio de grau d

d
p(t) =t
(=0

que satisfaca p(t;) = y; para i =0, ...d.Essas d + 1 igualdades
podem ser reescritas usando a Matriz de Vandermonde:

1ty ... &1t

1t ...t
V= : :

1ty td1 td



Procuramos um polinémio de grau d

d
p(t) =t
£=0

que satisfaca p(t;) = y; para i =0, ...d.Essas d + 1 igualdades
podem ser reescritas usando a Matriz de Vandermonde:

1ty ... &1t

1t ...t
V= : S

1ty ... t9' td

Os coeficientes ¢, ..., ¢g de um candidato a polinémio interpolador
satisfazem as equacdes de interpolacio se, e somente se:

V(c) =y,

onde ¢ = (¢, ..., cq) € R e y = (yp, ..., yq) € RITL.



Onde a magica acontece

Proposicao
Seja V' a matriz de Vandermonde. Entdo, dim N(V) = 0. Além
disso, retirando-se qualquer quantidade de linhas a dimensdo do

nicleo fica positiva.
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nacleo fica positiva.Em particular, dim Im(V) = d + 1 e portanto a
equacdo V(c) = y admite uma Gnica solucdo qualquer que seja

y e Rd+1



Onde a magica acontece

Proposicao

Seja V' a matriz de Vandermonde. Entdo, dim N(V) = 0. Além
disso, retirando-se qualquer quantidade de linhas a dimensdo do
nacleo fica positiva.Em particular, dim Im(V) = d + 1 e portanto a
equacdo V(c) = y admite uma Gnica solucdo qualquer que seja

y e RA+1

— podemos encontrar o polinémio interpolador resolvendo a
equagdo V/(c) = y usando o método de eliminagdo de Gauss!!!



Solucdo do problema dos herdeiros do Bardo do Café

O malandro do Seu Jo3o primeiro bolou um polinémio de grau 4:
p(t) = 4.6789999 + 35.76t + /7t? + t° — 7t*,

de modo que a senha do cofre é 467899. A cada irm3o foi dada
uma informacdo p(n), para cada n de 1 até 5. Assim, somente os
cinco irm3os juntos podem recuperar a senha, pois somente com as
cinco linhas completas a matriz de Vandermonde possui nicleo
trivial.



Solucdo do problema dos herdeiros do Bardo do Café

O malandro do Seu Jo3o primeiro bolou um polinémio de grau 4:
p(t) = 4.6789999 + 35.76t + /7t? + t° — 7t*,

de modo que a senha do cofre é 467899. A cada irm3o foi dada
uma informacdo p(n), para cada n de 1 até 5. Assim, somente os
cinco irm3os juntos podem recuperar a senha, pois somente com as
cinco linhas completas a matriz de Vandermonde possui nicleo
trivial.

A senha do cofre sdo os 4 primeiros digitos de um nimero real

co € R, que é o coeficiente livre de um polinémio

p(t) = co + cit + cat? + c3t® + c4t*. Ao herdeiro j foi passada a
informacdo y; = p(j), para cada j =1,...,5.



