UNIVERSIDADE FEDERAL FLUMINENSE
INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA
DEPARTAMENTO DE ANALISE
Disciplina: Complementos de Matematica Aplicada - Biomedicina e Ciéncias Ambientais
Lista de exercicios 1
Professor: Bruno Santiago

Exercicio 1 (Grafico de fungbes racionais). Suponha que um determinado modelo descreva
uma variavel v através de parametros positivos n,a,b > 0, com n um numero natural, e uma
varidvel x (que assume também somente valores positivos), de maneira que

bx"
v(z) = .
(z) a+xm”
(a) Verifique que existe um valor de saturag¢ao Sy para o valor v(x) de modo que nao importa
0 qudo grande se tome x, sempre se terd v(zx) < Sp.
(b) Adaptando as ideias que vimos na aula 01, esboce qualitativamente o grdfico de v(x),
comentando como se dd o crescimento da funcdo.

Solucao. (a) O objetivo do exercicio é treinar a intui¢do de vocés para andlise de compor-
tamentos assintéticos. Aqui, temos uma expressao algébrica formada pelo quociente
de dois polindmios que queremos analisar. O primeiro fato a se ter em conta é que,
conforme x aumenta, " aumenta mais ainda ficando arbitrariamente grande. Como
consequéncia disso, se x for suficientemente grande entao x™ sera muito maior do que
a, de forma na expressao a + z" o termo dominante sera z". Em outras palavras, para
valores suficientemente grandes de x podemos fazer a aproximagao

a+ " ~ax".
Logo, para valores suficientemente grandes de =,
ba" ba"
~

a+zxn 0

=b.

Portanto v(x) < b, para todo z suficientemente grande.

(b) Para esbocar o gréfico, analisamos o comportamento das expressoes polinomiais perto
de 0 e longe de zero. Primeiro, veja que se x é muito pequeno entao a é muito maior do
que 2" e portanto (quando z é muito pequeno)

ba" ba"

a+z" o«

Assim, no comego o grafico se parece com o grafico de um polinémio z™. A medida que
r aumenta, " aumenta mais ainda e como

bx™ b

a+azr L4171

vemos que lim,_,., v(xz) = b. Assim o gréfico terd o formato esbogado abaixo, no qual

foi usado o parametro b = 4.
O



Exercicio 2 (Cinética de Michaelis-Menten). Rea¢des bioquimicas sao muitas vezes baseadas
na a¢do de proteinas enzimdticas (ou somente enzimas) que agem como catalizadores da rea¢ao
(ou seja, fazem a rea¢do “andar mais rapido”). Em geral, temos um substrato que ao se juntar
com a enzima forma um complexo, o qual, ao final da reagao, se separa em um produto e
a enzima original que pode atuar mais uma vez. Nesse caso, a velocidade v da reagao pode
ser relacionada com a concentracao x de substrato por uma equacao conhecida com equagao

cinética de Michalis-Menten: ;
x

a+z’
onde a e b sao constantes positivas especificas a cada enzima a as condigcoes erperimentais.
Usando o exercicio anterior, descreva o comportamento da reac¢do a partir do grdfico da fungao

v(x).

Solucao. Pelo exercicio anterior, o grafico terda um formato proximo do grafico abaixo Vemos

v(x) =

através do grafico que no inicio, quando ha pouco substrato a acao enzimética é eficaz e consegue
aumentar muito rapido a velocidade da reacao. A medida que a concentragao de substrato vai
aumentado a agao enzimatica vai entrando num regime de saturacao: incrementos grandes de
substrato causam pouco aumento na velocidade da reacao. 0]

1. APENDICE: JUSTIFICATIVAS ANALITICAS

Se voce ficou com uma sensagao de de que faltou um pouco de explicagao nos argumentos
heuristicos apresentados nas solugoes acima, eu preparei essa se¢ao pensando em voceé. De fato,
é possivel ser muito mais formal e rigoroso para deduzir as mesmas conclusoes.

Solugao formal do Ezxercicio 1 (a). Para evitar confusoes causadas por excesso de letras, vamos
supor inicialmente que b = 3.9 e a = 4.7. Veja que os valores sao aleatérios mesmo, porque a
solugao realmente nao muda se mudamos os parametros a e b.

Primeiro, observe que 4.7 4+ 2™ > 2" para todo z > 0. Como uma fracao diminui se o seu
denominador aumenta, concluimos dai que

3.9z2™ - 3.92"
4.7 + xm n

=3.9.
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Logo, de fato v(z) < b paratodo x > 0. Agora que o raciocinio ndo mudaria nada se trocdssemos
os valores de 3.9 e 4.7 por outros nimeros. Por isso, podemos expressar a conclusao deixando

os parametros a e b livres:
v(z) < b para todo x > 0.
O

Solugao formal do Ezxercicio 1(b). Vamos agora demonstrar que
lim v(z) =b.
T—r00
Para isso devemos mostrar que, dado £ > 0 (que funciona como a nossa margem de erro) existe
¢ > 0 tal que se z > c entao |v(z) — b| < e. Como z™ fica arbitrariamente grande a medida que

x aumenta, podemos escolher o > 0 tal que z{ > (b/e)a. Logo, tomando ¢ = xy vem que
a €

x>c:>x”>x3>(g)a:>ﬁ<g.
Logo, se x > ¢ entao,
b b b
e e B
e portanto .
b 1 b €
b—v(x)<b—1+%— (1—1+%>—b(1+%)<b5—5,
0

como queria demonstrar.
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