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Escreva suas respostas apontando claramente todos os raciocinios que conduziram a
solugao, bem como todos os resultados e referéncias utilizadas. Cada questao vale 3 pontos.

Questao 1. Reagoes bioquimicas sao muitas vezes baseadas na a¢do de proteinas enzimdticas (ou somente
enzimas) que agem como catalizadores da rea¢ao (ou seja, fazem a reagdo “andar mais rapido”). Em
geral, temos um substrato que ao se juntar com a enzima forma um complexo, o qual, ao final da reacao,
se separa em um produto e a enzima original que pode atuar mais uma vez. Na primeira lista de exercicios
do curso vimos o modelo de Michalis-Menten que propunha descrever a velocidade de uma reacao
como func¢ao da concentracdo de substrato por uma fungao do tipo
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a+x’

v(x) =

onde a,b > 0 sao parametros a serem ajustados caso a caso. Ha também o modelo sigmotidal que propoe
utilizar ao 1vés a funcao
ba?
fle) = a—+ x?
(a) Faga um esbogo dos grdficos das fungoes v e f, analisando as assintotas horizontais, o sinal da
derivada e os pontos de inflexdao (quando houverem).
(b) Ezplique a diferenca entre uma rea¢do modelada pela fung¢do v com uma reagao modelada pela
funcao f.
(¢) O que acontece com os grdficos das fungoes v e f se o parametro a € mantido fizo e o parametro b
aumenta? E se o parametro b é mantido fixzo e o parametro a aumenta?

Solugcao. Comegamos esbogando o grafico da fun¢éo v(z). Primeiro, observe que o dominio de interesse
aqui é [0, 00), pois concentragoes negativas nao tem significado nessa modelagem. Vamos avaliar a derivada
primeira e a derivada segunda de v nesse intervalo bem como as assintotas horizontais. Observe que v nao
possui assintota vertical no intervalo de interesse, pois o denominador nao se anula nesse intervalo. Para
determinar se ha assintota horizontal, calculamos o limite no infinito:
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Agora calculamos a derivada primeira, aplicando a regra do quociente.
o () = bla+z)—br  ab

(a+2)2 (a+2z)?

Observe que v'(x) > 0 para todo = € [0,00). Em particular, v é uma fungao crescente e nao possui pontos
criticos. Observe ainda que

lim o'(z) = 0.

T—>00
Ou seja, a funcao v possui taxa de crescimento positiva mas ela vai diminuindo a medida que z aumenta.
Para quantificar melhor a queda da derivada, calculamos a derivada segunda.. Para isso, aplicamos mais
uma vez a regra do quociente obtendo

V'(z) = _—2ab_ <0,
(x 4+ a)?
o que demonstra que a derivada de v é sempre decrescente.

Resumindo o que os calculos nos mostram até aqui temos que v é uma funcao com derivada sempre
positiva mas que vai diminuindo a medida que x aumenta. Veja a Figura (1| abaixo, na qual esbo¢amos o
grafico de v em vermelho.

Vamos agora esbocar o grafico da funcao f. Procedemos de forma andloga. Veja que nao héa assintota

vertical no dominio de interesse da funcao, pois o denominador da fracao nunca se anula ali. Para a
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assintota horizontal calculamos o limite no infinito.

Temos portanto uma assintota horizontal no infinito. Agora calculamos a derivada, aplicando a regra do
quociente.

. 20z(a + %) — 2023 2abx

Jl) = (a + 22)? a2 4 2ax? + 2t

Vemos que f/(0) =0e f'(x) > 0sex > 0. Ou seja, o gréifico de f comeca tangente a horizontal na origem
e depois passa a ter a reta tangente com inclinagao positiva a medida que x aumenta. Para quantificar

melhor a variagao da derivada calculamos a derivada segunda.
() = 2ab(a? + 2ax? + x*) — 2abx(dax + 423) _ 2ab(a — 3az® — 3x%)
(a? + 2az? + z4)? (a® + 2ax? + z4)?
Para encontrar os pontos de inflexao e estudar o sinal da derivada segunda de f devemos resolver a equacgao
biquadratica

a—3ax? -3z =0

Para isso fazemos a mudanca de varidvel y = 2%, o que nos leva a resolver a equacao quadrética
a—3ay —3y* =0,

cuja solucao pode ser determinada diretamente pela férmula de Bhaskara

_ 3a* v9a2 + 12a
B —6

Observe que v9a? + 12a > v/9a? = 3a, logo, como y = z? deve ser positivo, vemos que a solucao da
equacao biquadratica é

Y

. 3a —V9a? + 12a

x* = & .
Agora, observe que f”(0) > 0. Concluimos entao que a derivada segunda de f comega positiva e diminui
até atingir zero no ponto z* acima e depois continua a diminuir. Assim, a derivada primeira de f é
nula e crescente na origem e continua assim até o ponto de inflexdo z*. A partir dai, a derivada comeca
diminuir, visto que a derivada segunda é negativa, e tende a zero quando z tende a infinito. Na Figura

f(x) v(z)

F1cura 1. Gréficos das fungoes f(x) e v(x) no intervalo [0, 00).

esbogamos o grafico de f(z) em azul. A reagdo modelada pelo grafico azul comega mais devagar do que
a reagao modelada pelo grafico vermelho. Porém como a derivada segunda de f(z) é positiva no comeco
(antes do ponto de inflexdo x*), a inclinacao da reta tangente aumenta, enquanto a inclinacao da reta
tangente ao gréafico vermelho de v(z) s6 diminui. Assim, eventualmente a reagdo em azul fica mais réapida
do que a reagao em vermelho. Por fim, observe que os parametros a e b mudam os valores das derivadas das
funcoes. Mais, precisamente o parametro b determina a assintota horizontal dos graficos que é a velocidade
de saturacao da reacao em ambos os modelos. Ao passo que aumentar o parametro a muda as derivadas
e faz o ponto de encontro dos graficos ocorrer mais cedo. U

Questao 2. Uma industria quimica trabalha com uwm grande reservatorio de dagua com capacidade de
80.000 litros. Todos os dias o reservatorio precisa estar cheio antes de comecar a producdo e em varios
momentos ao longo do dia € necessario interromper a producao para encher o reservatorio, processo que
usualmente leva em torno de 20 minutos. Para encher o reservatorio uma bomba é usada para levar a
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dgua até uma torneira. A bomba sempre trabalha prérima de sua vazio mdxima (que é de 80 litros por
sequndo), mas nao conseque manter a vazio constante. Suponha que o volume de dgua no reservatdério em
cada sequndo seja descrito pela func¢ao

40 + 2t
V(t) = ———.

14 t01

Essa funcao ultrapassa a vazdao mdzima permitida antes do tempo necessdrio para encher o tanque. Utili-
zando o método de Newton, determine com uma precisao de duas casas decimais em quantos sequndos
a vazao maxima serd atingida.

Solugao. A derivada da funcao V'(t) pode ser calculada com a regra do quociente.

AL+ — (40 +2¢%)0.1¢700 A 4 4t — 44700 —0.2t0 4t 4 3.8¢1 — 44709
B (14 ¢0-1)2 o (1 +t0.1)2 B (1 +t0-1)2
Para descobrir em quanto tempo a vazao méaxima serd atingida temos que resolver a equacao V'(t) = 80.

Vamos escrever essa equacao no formato o(t) = 0, para uma funcao ¢(t) adequadamente construida. De
fato,

V(1)

V'(t) =80 <= 4t +38t"" —4t7%? =80(1 + ")
= 4t438tM -4t —80(1+ ") =0.
= o) =0,

onde o(t) = 4t + 3.8t"1 — 4¢7°9 — 80(1 + t*1). A derivada da fungao ¢ é
¢'(t) =4+ 418" + 3.6t — 80(0.2¢7" 4 0.2¢7°%).

Para encontrar uma aproximacao para a raiz de ¢, aplicamos o algoritmo do método de Newton. Observe
que

©(70) = 170.9093.

Com isso, definimos x; = 70 e recursivamente definimos:

p(n)
@' (zn)
Assim, vemos que 2 = 51.60720 e ¢(x4) = 3.8286 (observe a reducdo com rela¢ao ao valor de ¢(x1)). Em
seguida, substituindo o valor de xs obtemos z3 = 51.18463 e p(z3) = 0.00273. Finalmente, vemos que

V7(51.18463) = 80.00044, e que portanto z3 = 51.18463 fornece uma aproximagao com (mais do que) duas
casas decimais para o ponto onde a vazao atinge o valor maximo permitido de 80 ¢/s. U

Tpy1 = Tn —

Questao 3. A equacao forca-velocidade de Hill ¢ um modelo que descreve a velocidade de contragao
de um mausculo em fun¢ao da carga a ele aplicada. Se v € a velocidade de contragao e x € a carga, o modelo
propoe que
b(p — x)
'U(.Z') =
r+a

onde b,p,a > 0 sdo parametros positivos. A teoria prevé que ao se aplicar uma carga muito grande a um
musculo ele se alonga ao tnvés de se contrair e, em particular, deve apresentar velocidade de contracao
negativa nesse caso. Esboce o grdfico da funcao v e verifique se ele € coerente com a teoria.

Solug¢ao. Vamos aplicar o roteiro de esbogo de graficos que vimos no curso. Comecamos analisando as

assintotas. Como o denominador da fracao que define v se anula em x = —a temos uma assintota vertical
nesse ponto. Como lim,, ,b(p—x) = bp+ba > 0, vemos que lim,_, .+ v(x) = +00. Analogamente vemos
que lim, , ,- v(z) = —oc.
Agora determinamos as assintotas horizontais.
bp — bx bp/x —b
lim Py Wby

=00 T+ a T—00 ]_—|—a/1’_

Passamos ao estudo das derivadas

;o —br+a)—bp—x) —ab—Dbp
v'(z) = @+ a) = wtay? < 0.
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Vemos assim que v é uma funcao estritamente decrescente em todo seu dominio. Para analisar a variagao
da derivada, calculamos a derivada segunda.
(—ab —bp)2(z + a)

vie) = (x 4+ a)?

Vemos assim que v”(z) > 0 se z > —a e v"(x) < 0 se x < —a. Em particular, v ndo possui pontos de
inflexao. Como o limite no infinito é igual a —b, vemos que a velocidade fica negativa a partir de um certo

valor de . 0

Questao 4. Fisicos gostam de interpretar o grdafico da funcdo

f(z) = 2* — 227
como uma paisagem com morros e vales. Imagine uma bola deslizando com atrito nela. Devido ao atrito
a a forca da gravidade, eventualmente a bola se encontrard em repouso em algum dos vales. Determine as

coordenadas (x,y) no plano cartesiano dos unicos dois lugares possiveis onde a bola poderd ser encontrada
em repouso.

Solugdo. Vamos esbogar o gréfico de f(z). Note que lim,_,, f(x) = oo, porque f é um polinomio de grau
par. A derivada de f é

f(z) = 42® — 4a.
Os pontos criticos de f satisfazem
4o° —4r =0 <= 4da(2®* —1) =0 <= 1 =0,%£1.
Para entender o cardter desses pontos criticos, recorremos a derivada segunda.
f"(z) = 122% — 4.

Os pontos de inflexao satisfazem

1
1222 -4 =0 < 32’ =1 — x=+—.

V3

Analisando o sinal da derivada segunda, podemos fazer o diagrama Em particular, concluimos que os

+ - +

]
T

j
=1 1
V3 V3

pontos criticos 1 sao pontos de minimo local e o ponto x = 0 é um ponto de maximo local. Vemos assim
que os pontos onde a bola vai parar sao os pontos de minimo global do grafico. O]






