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RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo estudar sistemas dinamicos que sao cadticos do
ponto de vista da dinamica topol6gica, porém munidos de uma medida fisica de Dirac, isto
€, medidas invariantes cuja bacia estatistica de atracdo tem medida de Lebesgue positiva,
suportadas em um ponto fixo. Neste sentido, provamos o teorema de Saghin-Sun-Vargas,
que exibe uma deformacao do fluxo linear no toro, cuja Unica medida ergddica é uma delta
de Dirac com massa concentrada num ponto fixo; em particular, essa medida é fisica, e sua
bacia estatistica de atragao coincide com o toro. Em seguida, estudamos 0os mapas com pontos
fixos neutrais do intervalo e provamos o teorema sobre aplicacbes Maneville-Pomeau, que
afirma o seguinte: existe uma medida infinita que é invariante e absolutamente continua com
respeito a medida de Lebesgue, e sua Unica medida fisica € uma delta de Dirac concentrada no
ponto fixo com derivada igual a 1. Para finalizar, estudamos o teorema de Lai-Sang e Hu sobre
difeomorfismos quase-Anosov; difeomorfismos que podem ser vistos como deformacdes de um
anosov linear no toro no qual a diregao instavel no ponto fixo na origem fica indiferente.



ABSTRACT

The work presented here has the objective to study dynamical systems that are chaotic
from the point of view of topological dynamics, provided with a Dirac physical measure, that is,
invariant measures whose statistical basin has positive Lebesgue measure and are supported
in a fixed point. After, we prove the Saghin-Sun-Vargas theorem, exhibiting a perturbation of
a linear flow in the torus, whose unique ergodic measure is a Dirac delta supported in a fixed
point; in particular, we conclude that this measure is physical, and its statistical basin is the
whole torus. From that point on, we study maps of the interval with neutral fixed points, and we
prove a theorem about Maneville-Pomeau maps that states the following claim: that exists an
infinite invariant measure that is absolutely continuous with respect to the Lebesgue measure,
and its only physical measure is a Dirac delta supported in the fixed point whose derivative is
equal to 1. We finish this work studying the Lai-Sang and Hu theorem about almost Anosov
diffeomorphisms; these can be seen as a perturbation of an Anosov linear diffeomorphism in
which the unstable direction in the fixed point at the origin is indifferent.
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CAPITULO 1

Introducao

Um dos objetivos da teoria de sistemas dindmicos € estudar o comportamento assintético de sistemas que
evoluem através do tempo de forma discreta ou continua, como as solucdes de uma equacao diferencial.
Grande parte da motivacdo que originou esta drea da matemdtica surgiu da fisica; um dos exemplos
de sistemas dindmicos mais importantes sdo os chamados sistemas Hamiltonianos, que descrevem a
evolucdo de sistemas conservativos na mecanica Newtoniana. Por outro lado, a teoria ganha ainda mais
importancia quando se leva em conta que a maioria dos fendmenos sociais, naturais e econdmicos, como o
crescimento populacional, a previsdo do tempo e dindmica de precos por exemplo, podem ser modelados
por sistemas de equacdes diferenciais. Por este motivo, a existéncia de uma teoria que estude a evolugdo e
0 comportamento assintético de sistemas de uma forma bem geral é fundamental.

Existem varias maneiras de abordar a teoria de sistemas dindmicos. Uma delas € através da dindmica
topoldgica, que preocupa-se com o estudo da estrutura do espacgo de fase de sistemas que agem em um
espaco munido de uma topologia. Fundada por Poincaré, tinha como objetivo estudar o comportamento
qualitativo das solugdes de equagdes diferenciais que nio poderiam ser resolvidas analiticamente. Um dos
primeiros triunfos da teoria foi a classificacdo de Poincaré dos homeomorfismos do circulo e o estudo
global de campos de vetores em superficies.

Outra maneira de abordar a teoria € através da teoria ergddica, que se dedica ao estudo do comporta-
mento a longo prazo de sistemas dindmicos a partir do ponto de vista estatistico e a evolug@o de sistemas
que preservam alguma medida invariante. Suas origens estdo intimamente relacionadas a famosa hipétese
ergddica de Boltzmann o qual postulou que para quase todo ponto do espago de fase de um sistema,
a média temporal coincide com a média espacial. Esta celébre hipdtese, por mais que tenha surgido
motivada por problemas da mecanica estatistica, ganhou significado matemético quando Birkhoff provou
que esta hipétese é verdadeira para sistemas que preservam alguma medida invariante e ergédica, para
quase todos os pontos que a medida enxerga, em seu famoso teorema ergédico.

Como podemos ver, grande parte do sucesso da teoria se originou a partir da mudanca de abordagem
dada aos problemas de recorréncia, que em vez de procurar solugdes explicitas para sistemas que evoluem
com o tempo (e que podem apresentar um comportamento extremamente complexo, imprevisivel e
invidvel de calcular mesmo para os melhores supercomputadores), estuda-se 0 comportamento qualitativo
de suas solugdes o qual pode ser feito tanto do ponto de vista topoldgico quanto estatistico ou ambos.
Pensando nestes dois tipos de comportamento, uma pergunta natural que surge € se a estrutura do espaco
de fase de um sistema e de suas solucgdes se relacionam com o comportamento estatistico de suas 6rbitas.

De fato, é verdade que o estudo das medidas invariantes de um sistema e de seu comportamento estatistico
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conduza a informacdes importantes sobre seu comportamento do ponto de vista topoldgico. Um dos
primeiros resultados nesta direcdo por exemplo, é o teorema de recorréncia de Poincaré, que concluiu
que a existéncia de uma medida invariante para um sistema determina em grande parte a recorréncia das
solugdes.

A questdo que levantamos neste trabalho motivada por esta pergunta & sobre o seguinte problema:
é possivel que existam sistemas que apresentem comportamento totalmente deterministico do ponto de
vista estatistico, mas cujo comportamento dindmico-topoldgico € extremamente cadtico? A resposta para
essa pergunta € positiva e com o objetivo de explora-la mais a fundo, vamos introduzir ao longo do texto
0s conceitos necessdrios para estudar as técnicas desenvolvidas ao longo dos dltimos anos e obter uma

resposta completa a este problema.

1.1 Definicoes basicas

Neste trabalho, vamos sempre supor que um sistema dindmico é um mapa f : M — M ou um fluxo
¢ : R x M — M (que podem ser mensuraveis, continuos, de classe C" etc.) onde M € uma variedade
Riemanniana compacta e conexa, com ou sem bordo. Sempre vamos denotar por C°(M) como o espaco
das fungdes continuas reais de M e denotamos por M(M) o espago das medidas de probabilidade
borelianas (isto é, o espago das medidas de probabilidade regulares) munido com a topologia fraca-*. Em
alguns casos particulares, também vamos denotar por M (M) o espago das medidas borelianas com
sinal de M. E conhecido (veja lema 2.1.1 em [OV10]) que uma sequéncia de medidas j,, € M(M)
converge para uma medida p € M(M) se e somente se para toda fungdo continua ¢ € C°(M) vale a

seguinte propriedade:

/gpd,un — /gpd,u quando n — +00

Dada uma aplicacdo continua f : M — M definida em M, podemos definir um mapa f, :
M(M) — M(M) chamado de pushfoward de f definido por (f.u)(A) = u(f~*(A)) para todo
boreliano A C M. Dizemos que uma medida yp € M(M) é f-invariante se f.u = p, ou seja,
se u(f~1(A)) = u(A) para todo boreliano A C M. De forma andloga, dado um fluxo continuo
X :R x M — M e denotando por X! : M — M o homeomorfismo definido por X*(p) = X (¢, p)
paracadap € M et € R, dizemos que uma medida € M (M) é X -invariante se X’y = y para cada
teR

De modo geral, podemos pensar em um sistema dinadmico discreto f : M — M ou continuo
X :Rx M — M como um modelo que descreve algum fenémeno fisico que evolui com o tempo e
as quantidades que podemos medir fisicamente (chamados de observaveis) se correspondem a funcdes
continuas reais ¢ definidas no espaco de fase M. Portanto, obter informacdes experimentais sobre o
modelo fisico é equivalente a obter informacdes intrinsecas sobre o sistema a partir da sequéncia de
medigdes ¢(f7(x)) ou o(X*(x)) para alguma condigdo inicial z € M em tempo j > 0 ou t > 0. Mais
especificamente, gostariamos de estudar a sequéncia de médias temporais para cada z € M:

n—1

on(z) = %Z@(fj(m)) comn > 1

J=0

16



1

or(x) = 75/0 o(X?®(x))ds comt > 0

Exemplo 1.1.1. Considere a funcéo f : [0,1] — [0, 1] definida por f(x) = x3. Entdo, f"(z) — 0
quando n — +oc para todo x # 1 e f(1) = 1. Por este motivo, é possivel checar que para toda fungdo
continua ¢ : [0,1] — R e toda condigdo inicial x # 1 a média temporal satisfaz:

n—1

% Z o(f(z)) — (0) quando n — +oo

=0
Ou seja, exceto um conjunto de medida nula, a média temporal existe e independe da condicdo inicial

tomada.

Dada uma aplicagdo mensuravel f : M — M e x € M qualquer fixado, definimos para cadan > 1

a medida de probabilidade:

n—1
1
pin () = nz;(sfj(x) (1.1)
]:

A sequéncia de medidas definida acima é chamada de sequéncia de medidas orbitais de = com
respeito a f. Supondo que € M (M) seja uma medida f-invariante, definimos a bacia estatistica de

atracao de f como o conjunto:

By(p) = {a: € M; pin(z) — p quando n — —i—oo} (1.2)

Onde o limite acima é com respeito a topologia fraca-* em M (M ). Observe que por defini¢do da
topologia fraca-*, um ponto x € M pertence a bacia estatistica de atracdo de . se e somente se para toda
fungio continua ¢ € C°(M) temos:

n—1

% Z o(fi(x)) — /(pd,u, quando n — 400 (1.3)

§=0
Definicdo 1.1.2. Seja f : M — M uma aplicacdo mensurdvel e n € M(M) uma medida f-invariante.
Dizemos que i é uma medida fisica se a bacia estatistica de atracdo de . tem medida de Lebesgue

positiva, isto é, m(B¢(p)) > 0

As medidas fisicas que s@o absolutamente continuas sdo objetos de estudo recentes na teoria ergédica
e tétm chamado a aten¢@o de grandes matemadticos. Estas medidas sdo as medidas invariantes mais
compativeis com volume quando a medida de volume ambiente da variedade (Lebesgue) ndo é preservada
e oferecem um mecanismo para explicar como a instabilidade local de atratores pode produzir estatisticas
coerentes para Orbitas que comecam em grandes conjuntos da bacia de atragdo (leia [ YouO2] para mais
detalhes).

Podemos fazer defini¢cdes andlogas para fluxos continuos X : R x M — M da seguinte forma:
paracadat > 0 ez € M fixados, observe que a aplicacdo definida por C°(M) 3 ¢ > ¢(z) € R é

um funcional linear e continuo no espago C°(M). Como M é um espaco métrico compacto, entdo pelo
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teorema de Representagdo de Riesz !, existe uma tnica medida my ;(z) € M(M) que satisfaz para toda

fungdo continua ¢ € CO(M):

t

/apdmx,t(ﬂs) = 1/0 o(X*%(x))ds (1.4)

Dizemos que mx +(x) é uma medida orbital de x no tempo ¢. Dada uma medida X -invariante,
definimos a bacia estatistica de atracio de ; com respeito ao fluxo X como o conjunto:

Bx(un) = {x € M;mx () — pquando t — +oo} (1.5)

Onde novamente, o limite acima é com respeito a topologia fraca-*. Desta forma, dizemos que uma
medida X -invariante ; € M (M) é uma medida fisica se m(Bx(p)) > 0.

No exemplo 1.1.1, a delta de Dirac §y uma medida invariante e ergddica suportada na origem e sua
bacia estatistica é o conjunto B¢(x) = [0, 1). Em particular, §p é¢ uma medida fisica. Entretanto, observe
que o comportamento dindmico deste exemplo € trivial no sentido de que, com excessdo do ponto fixo em
x = 1, os iterados de todos os outros pontos do intervalo [0, 1] convergem para o ponto fixo na origem.
Assim, tanto o comportamento estatistico quanto o dindmico sdo triviais. Da mesma forma, também é

possivel obter fluxos continuos que ndo possuem medidas fisicas:

Exemplo 1.1.3. O fluxo ? descrito na figura 1.1 é dado por um campo de vetores X do plano com dois
pontos-sela A e B que limitam uma regido L contendo uma singularidade atratora em C. Sob hipdteses
apropriadas nos angulos dos pontos-sela em A e B, a trajetdria de todo ponto z € L \ {C'} se acumula
no bordo de L quando t + oo. Por outro lado, dada qualquer fun¢do continua ¢ com o(A) # p(B), a

média temporal:

N O -
lim /0 e(X'(z))dt

T—+oo T

Nao existe para nenhum z € L\ {C'}.

Figura 1.1: Exemplo do olho de Bowen

'Este teorema é bastante conhecido e pode ser encontrado em qualquer livro de Teoria da medida. Uma boa referéncia se
encontra na sessao 21.5 em [RF88]

%A construcdo deste exemplo € atribuida a Bowen e é conhecido na literatura em sistemas dinimicos como Olho de Bowen.
Veja [Tak94] para mais detalhes.
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Reformulando a pergunta feita no final da sessdo anterior, € possivel que existam exemplos de sistemas
dindmicos f : M — M ou X : R x M — M que apresentem comportamento cadtico (como a
transitividade ou infinitos pontos periddicos, por exemplo), mas que apresente uma medida fisica suportada
em um ponto fixo ou em uma unido finita de pontos periédicos?

O exemplo que vamos exibir no primeiro capitulo deste trabalho, que responde afirmativamente a esta
pergunta é de um fluxo de classe C'° no toro T? com exatamente um ponto fixo, obtido a partir de uma
pequena modificacdo do fluxo irracional, satisfazendo as seguintes propriedades: todas as suas 6rbitas,
com excessao do ponto fixo sdo densas no toro e a delta de Dirac com suporte no ponto fixo € a Gnica
medida fisica deste fluxo. Mais especificamente, vamos estudar com detalhes a demonstracdo do seguinte

teorema, provado na sessio 2 em [SSV10].

Teorema 1.1.4 (Saghin,Sun,Vargas). Seja X o campo que gera o fluxo irracional em T? e sejap € M
fixado. Entdo, existe uma fungdo ¢ : T2 — [0, +00) de classe C™ de modo que o fluxo Y gerado pelo

campo Y = X satisfaz as seguintes propriedades:

(i) Y é um fluxo transitivo.
(ii) By (d,) = T2

A construcio do exemplo anterior envolve técnicas mais gerais que serdo exploradas no capitulo 2
e que surgem do estudo do seguinte problema: se X é um campo de vetores de T? que gera um fluxo
X' cujo comportamento estatistico é bem conhecido e ¢ : T? — [0, +-00) é uma fungio de classe C™
qualquer, o que podemos dizer sobre a estatistica do novo fluxo Y obtido a partir do campo Y = ¢ X ?
Mais especificamente, quais medidas invariantes pelo fluxo X sobrevivem ap6s mudar o fluxo para Y e
como isso depende da fungdo ¢? O exemplo que vamos obter no teorema 1.1.4 funciona porque o fluxo é
construido de modo que ele seja unicamente ergddico e sua unica medida invariante € a delta de Dirac no
ponto p. Em outra palavras, este fluxo construido tem uma delta de Dirac como medida fisica por escassez

de medidas invariantes.

Aplicacoes expansoras

A questdo sobre a existéncia ou nao de medidas fisicas em sistemas dindmicos € um problema relativamente
recente e até o momento, existem poucos resultados que exploram esta questdo em grande generalidade.
Acredita-se que medidas fisicas existam para a grande maioria dos sistemas (ver [Via97]), mas construgdes
explicitas sdo conhecidas apenas para alguns casos. Além da existéncia, € pertinente se perguntar quais
destas medidas sdo medidas de volume ou que em algum sentido, capturam a hiperbolicidade do sistema,
pelo menos em um conjunto com medida de Lebesgue positiva do espaco de fase.

Pensando neste problema, no segundo capitulo iremos explorar esta questdo para uma classe bastante
ampla de aplicacdes chamadas de aplicacdes expansoras, que sio funcdes de classe C' T cuja derivada
expande os vetores do espaco tangente em cada ponto. No terceiro capitulo, também vamos explorar esta
mesma questio para uma classe de aplicagdes no intervalo [0, 1] chamadas de aplicacdes expansoras
por partes com infinitos ramos, que sio aplica¢des semelhantes a transformagdo de Gauss e que sdo
expansoras em cada intervalo de monotonicidade. Vamos provar os seguintes teoremas, que também estio

presentes em [Via97].
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Teorema 1.1.5. Seja f : M — M uma aplicacdo expansora de classe C" tal que |det df| seja vy-
Hoélder para algum vy € (0, 1]. Entdo, existe uma tinica medida o que é f-invariante e absolutamente
continua com respeito a medida de Lebesgue. Além disso, g é ergddica (exata) e sua derivada de

Radon-Nykodim dpy/dm é estritamente positiva. Em particular, pg é a tinica medida fisica de f.

Teorema 1.1.6 (Existéncia de medidas invariantes absolutamente continuas). Se f : I — I é uma
aplicagdo expansora por partes com taxa de expansdo uniforme A\ > 3 entdo existe uma medida de
probabilidade 1 invariante por f que é absolutamente continua com respeito a medida de Lebesgue e com

densidade de variacdo limitada.

A técnica principal usada para provar os dois teoremas acima é estudar um operador especial, o
Operador de Perron-Frobénius de f (ou Operador de Transferéncia) que age nas densidades das
medidas de probabilidade absolutamente continuas do sistema. No contexto do teorema 1.1.5 por exemplo,

é definido no espago das funcdes integraveis L' (M, m) por:

p(x)

L = —_

(Lo)y) = ) ot df (@)
y=f(z)

O que distingue esse operador e o torna util para as aplicacdes, é a propriedade de dualidade,

consequéncia da férmula de mudanga de varidveis:

[(eewan = [ owe pam

A relagdo anterior implica em particular, o fato surpreendente de que pontos fixos do operador de
Perron-Frobénius estdo associados a medidas invariantes absolutamente continuas do sistema. Nos
teoremas 1.1.5 e 1.1.6 exploramos as propriedades intrinsecas destes sistemas dindmicos para garantir que
seus respectivos operadores de transferéncia possuem um ponto fixo.

Gostariamos de comentar que, neste trabalho, a importancia do papel das aplica¢des expansoras
e expansoras com infinitos ramos é duplo: primeiro, elas servem como um contraponto ao exemplo
estudado no capitulo 2 pois sdo sistemas cadticos em ambas as direcdes (topoldgica e ergddica/estatistica).
Além disso, elas va@o servir nos capitulos seguintes de base para a constru¢gdo de exemplos triviais

estatisticamente, mas complexos do ponto de vista topolégico.

Mapas com pontos fixos neutrais

No capitulo 5, voltamos a questdo proposta no inicio deste capitulo, refinando o problema com base nos
exemplos anteriores. Com base nos teoremas 1.1.5, 1.1.6, que garantem a existéncia de medidas fisicas
absolutamente continuas para aplicacdes que apresentam um comportamento de expansao em todo o
espago de fase, propomos a seguinte pergunta: até que ponto podemos relaxar a condicdo de expansao
e garantir a existéncia de medidas fisicas absolutamente continuas? O seguinte teorema, provado no

capitulo 4 mostra que esta € uma questao extremamente delicada (ver [Via97]):

Teorema 1.1.7. Seja f : [0,1] — [0, 1] uma aplicacdo do intervalo [0, 1] que satisfaz as seguintes
propriedades:

(i) Existe ¢ € (0,1) tal que f é crescente e de classe C*? nos intervalos [0, c] e (c, 1], onde f(0) = 0,

lim, .+ f(x) = 0, f2(c) > ce existe o limite lateral lim,_, .+ f"(z).
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Figura 1.2: Mapa com um ponto fixo neutral na origem

(ii) f/(0) =1, f"(0) > 0e|f'(x)| > 1 para todo x # 0

Entdo, existe uma medida p invariante, absolutamente continua, que é o-finita, mas ndo é finita. Mais
ainda, | é tinica a menos de uma multiplicacdo por uma constante positiva e tem densidade de variacdo

limitada. Além disso, dada qualquer fun¢do continua ¢ : [0,1] — R vale:

1 n—1

SS TR @) > p(0)
§=0
para x € [0,1] lebesgue q.t.p. Em particular, a delta de Dirac oy no ponto fixo x = 0 € a tinica
medida fisica de f.

O exemplo que vamos apresentar neste capitulo e que satisfaz as hipéteses deste teorema (figura 1.2),
¢ de uma aplicac@o diferencidvel por partes no intervalo [0, 1] que é expansora em quase todos os pontos
do dominio, com excessdo do ponto fixo na origem, semiconjugada ao mapa 2x mod 1 do intervalo.
Em particular, ¢ transitivo e seus pontos periddicos sdo densos no intervalo. Por outro lado, este sistema
dindmico ndo possui medidas absolutamente continuas finitas e sua tnica medida fisica € uma delta de
Dirac com suporte na origem. Ou seja, por mais que ela apresente um comportamento expansor em
todos os pontos exceto na origem, isso ndo é suficiente para garantir a existéncia de medidas fisicas

absolutamente continuas.

1.2 Medidas SBR e difeomorfismos quase-Anosov

No dltimo capitulo deste trabalho, vamos levar o problema discutido acima para o contexto parcialmente
hiperbdlico, onde serd investigada uma classe bastante interessante de aplicagdes do toro que também
apresentam um comportamento hiperbdlico em todo seu espaco de fase com excessdo de um tnico ponto
fixo. Esta classe de aplicagdes no toro pode ser pensada como uma versao em dimensao dois da classe de
aplicagdes apresentadas no capitulo 5. Antes, vamos introduzir algumas terminologias que serdo utilizadas
neste capitulo. Suponha que f : M — M seja um difeomorfismo de classe C' em M. O seguinte
teorema, originalmente publicado em [Ose68] é um resultado bastante conhecido de teoria ergddica

diferenciavel:

Teorema 1.2.1. Se p é uma medida ergodica para f, entdo existem niimeros reais x1 < ... < Xk € um
subconjunto R,,(f) que é f-invariante com pi-medida total de modo que para todo x € R, (f) existe

uma decomposicio T,M = E'(x) @ ... ® E¥(z) onde cada E' é um fibrado df-invariante, isto ¢,
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df (x)(E'(z)) = E'(f(x)) paratodo i = 1, ..., k. Além disso, x — E*(z) sGo mensurdveis e para cada

v € B (x) \ {0} existem os seguintes limites:

) 1 n o
JAim —loglldf™ (z)vl] = xs (1.6)

Os nimeros x; sdo chamados de expoentes de Lyapunov e todo ponto = € R, (f) é chamado de
ponto regular de f. Uma pergunta bastante frequente na teoria diferencidvel de sistemas dindmicos é
como podemos recuperar informagdes dindmicas sobre um difeomorfismo, conhecendo o comportamento
de suas derivadas. Dado = € M, definimos a variedade instavel no ponto = com respeito a f como o

conjunto:

Wh(z) ={y € X;d(f"(z), f"(y)) = 0 quando n — +o0} (1.7)

Definimos de forma anéloga a variedade estavel no ponto = com respeito a f:

We(z) ={y € X;d(f"(z), f*(y)) — 0 quando n — +o0} (1.8)

As variedades instdvel e estavel refletem o comportamento a nivel das derivadas de f. De fato, é
provado em [Pes76] que se i € ergdédica e f tem expoentes de Lyapunov positivos quase todo ponto
(respectivamente negativos) entdo a variedade instdvel (respectivamente, estdvel) estd bem definida quase
todo ponto e é uma subvariedade imersa tangente ao fibrado com expoentes positivos.

Se v é uma medida de probabilidade em M, dizemos que £ = {A;;i € I} é uma particiio de M se
A;NA; = @ paratodo i # j e satisfaz a seguinte propriedade:

V<UAi):1

Quando 7 é finito ou enumeravel, dizemos que a particdo £ é finita ou enumeravel, respectivamente.
Dadas parti¢des &, de M, dizemos que & é menos fina do que 7 e denotamos por £ < 71 se n(z) C &(z)
para v-q.t.p. onde &(x), n(x) denotam os elementos de & e 7 respectivamente que contém x. Dada uma

sequéncia de parti¢des {&, }nen de M, definimos:

+oo
=\ & (1.9)
n=1

Como a particdo menos fina tal que &, < £ para todo n > 1. Dizemos que uma particdo & é
mensuravel se restrita a um conjunto de v-medida total My C M, existe uma sequéncia de particdes
mensurdveis {&, }nen que satisfaz 1.9. O préximo teorema cuja prova pode ser encontrado no teorema
5.1.11 em [OV10] diz que associada a uma particdo mensuravel, toda medida de probabilidade » em M
pode ser desintegrada e escrita como uma combinagdo convexa de medidas de probabilidade indexadas

pelos dtomos da particao.

Teorema 1.2.2 (Desintegracdo de Rohklin). Nas condicdes acima, se £ é uma particdo mensurdvel entdo
existe uma familia de medidas de probabilidade {v5; x € M} C M(M) tais que:

(i) V&(&(x)) = 1 paratodo z € X

(ii) Para todo B € M mensurdvel, a fungdo x uﬁ(B) € mensurdvel.
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(iii) v(B) = fug(B)dv(x) para todo B C M mensurdvel.

As variedades instdvel e estdvel induzem uma particio em M. Por outro lado, sdo conhecidos
exemplos de difeomorfismos cuja parti¢do por variedades instaveis nao € mensuravel (veja o apéndice
B em [Bro+18]). Para contornar situagcdes como esta, introduzimos o que chamamos de particoes

subordinadas a variedades instaveis.

Definicao 1.2.3. Dizemos que uma particdo mensurdvel ¢ é subordinada a variedades instdveis se
&(x) C WY(x) parax € M p-q.t.p. e existe r > 0 tal que B(x,r) "W (x) C &(x) para x € M p-q.t.p.
Mais ainda, dizemos que p tem medidas condicionais absolutamente continuas em variedades instdveis
se para toda particdo mensurdvel & subordinada a variedades instdveis, temos ,ug <<mlparax € M

p-q.t.p. onde mY é a medida de Lebesgue de W" ().

Voltando a questao de como o comportamento estatistico influencia a dindmica no espaco de fase,
na tentativa de desenvolver uma nocao de hiperbolicidade ndo-uniforme que pudesse ser expressa em
termos de expoentes de Lyapunov, Sinai, Bowen e Ruelle introduziram, na década de 70, uma classe muito

especial de medidas invariantes, as chamadas medidas SBR(que leva o nome destes trés tltimos citados):

Definicao 1.2.4. Seja f : M — M um difeomorfismo numa variedade compacta M. Dizemos que uma

medida de probabilidade |1 que é f-invariante é uma medida SBR(Sinai-Bowen-Ruelle) se:

(i) (f, ) tem expoentes de Lyapunov positivos pi-q.t.p.

(ii) p tem medidas condicionais absolutamente continuas em variedades instdveis.

Desde a década de 70, muitos resultados importantes foram provados sobre medidas SBR ergédicas
que mostram que elas sdo de fato, uma classe de medidas fisicas muito especiais: além de descrever o
comportamento cadtico do sistema e revelar ricas propriedades dindmicas e estatisticas, as medidas SBR
também caracterizam suas propriedades geométricas (veja os teoremas 3,4 € 5 em [You02]). Como a
existéncia de uma medida SBR para um sistema dindmico diz muito sobre o préprio sistema, muitos
matemdticos famosos tém procurado condi¢des necessdrias para a existéncia destas medidas desde entdo.
Sinai, por exemplo, provou em [Sin72] que todo difeomorfismo de Anosov de classe C? em uma variedade
compacta admite uma medida SBR. Resultados parecidos também foram estendidos por Bowen e Ruelle
em [Bow75]) para difeomorfismos axioma A. Isso gerou expectativas de que a dindmica de muitos
atratores pudesse ser descrita por medidas SBR.

Por mais que resultados de existéncia sejam conhecidos no contexto uniformemente hiperbdlico,
como no caso dos difeomorfismos de Anosov, a questdo de existéncia destas medidas no contexto mais
amplo da teoria parcialmente hiperbdlica ainda € pouco conhecida, ainda que nos dltimos anos tenham
sido desenvolvidas algumas técnicas para estudar este problema (veja [ABV0O0] e [HuO0]). Voltando a
questao principal trazida neste trabalho, dentro deste contexto, dado um difeomorfismo que aparenta ser
hiperbélico em quase todo o seu espaco de fase, é possivel determinar a existéncia de medidas fisicas SBR?
Procurando responder a esta pergunta, vamos introduzir neste capitulo uma classe de difeomorfismos

muito especial, chamados de difeomorfismos quase-Anosov.

Definicao 1.2.5. Seja M uma variedade Riemanniana e compacta de dimensdo 2. Dizemos que um

difeomorfismo f € Diff? (M) é quase-Anosov se f satisfaz as seguintes propriedades:
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(i) f possui um ponto fixop € M.

(ii) Existe uma constante 0 < k° < 1 e uma fungdo continua K" : M — R que satisfaz k*(p) = 1 e
k%(x) > 1 para todo = € M tal que x # p, e existe uma decomposi¢ido TM = E* @& E" de modo
que para todox € M ev =v° +v* € T, M comv® € E°, v* € B

1df (z)v®|| < &2 [[0°]]
ldf (z)v*|| = k" [[o*]
[ldf (p)o"|| = [lv"]]
onde df (z)(E*(z)) = E*(f(2)) e df (z)(E"(z)) = E*(f(x)) para todo = € M.
(iii) f € topologicamente transitivo.

Os difeomorfismos guase-Anosov t€m este nome pois sdo hiperbdlicos em quase todos os pontos de
seu espaco de fase, com excessdo de um unico ponto fixo p, onde tem uma direcdo contrativa e outra
indiferente, como na defini¢do acima. Um exemplo simples de um difeo quase-Anosov numa superficie e
que mostraremos com mais detalhes no capitulo 6, é de uma pequena deformagdo do Arnold Cat map na
origem do toro T? até que tenha um auto-valor igual a um e outro estritamente menor do que um. Mais
ainda, este difeomorfismo pode ser feito topologicamente conjugado a um difeomorfismo de Anosov no
toro. O préximo teorema originalmente provado por Huyi Hu e Lai-Sang Young em [HY95] serd tema do
capitulo 6 e mostra que a existéncia de medidas SBR para difeomorfismos quase-Anosov nio pode ser

garantida, mesmo com a presenga de comportamento cadtico como no exemplo anterior.

Teorema 1.2.6 (Hu,Young). Se f : M — M ¢é um difeomorfismo quase-Anosov numa superficie

compacta entdo existe uma medida [i que é f-invariante, infinita satisfazendo as seguintes propriedades:

(i) Para todo vizinhanga aberta U > p de p temos i(M \ U) < +o0.

(ii) T tem medidas condicionais absolutamente continuas em variedades fracamente instdveis.

Por outro lado, f ndo admite medidas SBR. Além disso, para x € M lebesgue quase todo ponto,

temos que para toda funcdo continua p € C°(M) vale:

n——+o00 4

n—1
lim > o(f/(x)) = ¢(p) (1.10)
7j=1
Em particular, a medida delta de Dirac no ponto p é a vinica medida fisica de f.

Por mais que seja possivel obter exemplos de difeomorfismos quase-Anosov que siao topologicamente
muito cadticos, com existéncia de infinitos pontos peridédicos por exemplo, do ponto de vista estatistico
estes difeomorfismos s@o totalmente deterministicos no seguinte sentido: a trajetéria de quase toda
condigdo inicial passa assintoticamente, cem por cento do seu tempo arbitrariamente perto da origem.
Além disso, ainda que esta classe de aplicacdes ndo admita medidas SBR, a medida iz garantida no
teorema 1.2.6 pode ser pensada como uma medida SBR infinita que, assim como o exemplo visto no

ultimo capitulo, da peso infinito ao ponto fixo p € M.
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Pré-requisitos

Com excessdo dos capitulos 4 e 5, que dependem um do outro, os capitulos restantes sdo independentes e
é possivel que eles sejam lidos em qualquer ordem, ficando a critério do leitor a ordem de leitura. Para
acompanhar o texto, exigimos que o leitor esteja familiarizado com a teoria das variedades diferencidveis,
ao nivel de [Leel3], e que tenha nocdes basicas de geometria Riemanniana, para o qual apenas o capitulo
um presente em [Car92] serd suficiente. Além disso, recomendamos ao leitor que ele esteja habituado
as técnicas da teoria da medida e anélise funcional, ao nivel do texto presente em [RF88], bem como as

ideias bésicas de teoria ergddica presentes nos primeiros capitulos de [OV10].
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CAPITULO 2

Medidas fisicas de Dirac em fluxos
transitivos

Como vimos na introdug¢ao deste trabalho, existe uma grande quantidade de técnicas desenvolvidas para
estudar medidas fisicas, especialmente se elas sd@o absolutamente continuas com respeito a medida de
Lebesgue da variedade ou com respeito a sua desintegracdo em variedades instdveis. Contudo, gostarifamos
de explorar situa¢des onde as medidas fisicas do sistema sdo triviais, ou seja, medidas fisicas cujo suporte
estd contido em um ponto fixo. Para evitar exemplos onde dindmica também se comporta de forma trivial
como o exemplo visto na introdugdo, é de grande interesse que o exemplo obtido tenha boas propriedades
dindmicas e que apresente alguma recorréncia, como exigir que o sistema seja transitivo por exemplo, isto
é, ter uma Orbita futura que seja densa no espago de fase.

Com este objetivo, neste capitulo, apresentamos um exemplo ! de um fluxo transitivo no toro T?
obtido por meio de uma pequena modificagdo do fluxo irracional, cuja tinica medida fisica ¢ uma delta de
Dirac com suporte em um ponto fixo. A ideia para fazer isso € criar uma singularidade do fluxo irracional
a partir de uma reparametrizacio que, dentro de certas condicdes que serdo exploradas mais a frente,
cria uma medida fisica. Antes de esbogar algumas ideias sobre isso, vamos introduzir alguns conceitos e

notagdes que serdo necessdrios para compreender o problema mais profundamente.

2.1 O fluxo irracional

Nesta sessdo, vamos sempre identificar o toro por T? = R? /Z? e denotar a projegio candnica por:

7:R2 — T2

Quando ndio houver confusdo, no decorrer do texto serd frequente o uso da notagio (z,y) € T?
para denotar um ponto qualquer do toro. Usando a projecdo definida acima e sabendo que 7 € um
homeomorfismo local, podemos munir o toro com uma estrutura diferencidvel de classe C™ cujas cartas
sdo dadas por ((7|y) !, 7(U)), onde U C R? é uma vizinhanga na qual a restrigdo 7|y : U — m(U)
¢ um homeomorfismo. Uma propriedade importante que o toro T2 apresenta é o fato de existir uma

trivializac@o global de seu fibrado tangente. De fato, existe um par de campos de vetores definidos por:

"Este fluxo foi bastante usado para dar contraexemplos em outros contextos em sistemas dindmicos e sua constru¢io pode
ser atribuida a Katok (ver [Kwa07] e [Han89]). Agradeco o professor Pierre pelas referéncias.
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—

0
p) = dr(z,y)er e afy(p) = dn(z,y)e;

Onde (z,7) € R? é um ponto qualquer tal que 7(z, %) = p, de tal modo que para todo p € T? os
campos acima geram o espaco tangente 7, /. Em particular, existe um difeomorfismo @ : TT? —
T? x R? (que trivializa o fibrado tangente de T?) definido por:

0 0
@ <p7 ’U% + way> = (IL', Y, 0, ’LU)

Agora, dados 61, 05 € R ndo-nulos tais que:

01
0=—
5, 20
Defina o seguinte campo de vetores em T?:
0 0
X(p)=0— Oy — 2.1
(p) =15, () + 025 2.1)

Definicdo 2.1.1. Dizemos que o fluxo X* associado ao campo de vetores X é um fluxo irracional com

inclinagdo 0.

Observe que as orbitas deste fluxo s@o as solugdes maximais da equacdo diferencial:

2.2)

Que neste caso, podem ser calculadas explicitamente e sdo dadas por X!(x,y) = (x + 01,y + Oat)

paratodo p = (z,y) et € R.

Figura 2.1: A figura acima mostra um exemplo de um fluxo irracional. Cada linha inclinada representa
uma Orbita tipica do fluxo

Uma das caracteristicas mais importantes deste fluxo, tanto do ponto de vista dindmico quanto
estatistico/ergédico € sua indivisibilidade: de fato, ele é minimal, ou seja, os Unicos subconjuntos
compactos invariantes de T? s3o os triviais e a tinica medida invariante e ergédica pelo fluxo é a medida

de Lebesgue do toro.
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Teorema 2.1.2 (minimalidade do fluxo irracional ). Suponha que K C T? seja um compacto X'-
invariante, isto é, X 1t(K ) = K paratodo t € R. Entdo K = T2 ou K = @. Em particular, para todo
ponto p € T?, sua érbita Ox (p) = {X*(p);t € R} é densa em T>.

Teorema 2.1.3 (Unicidade ergédica 3). A medida de Lebesgue m do toro T? é a vinica medida invariante

e ergddica do fluxo irracional X*.

Levando em conta estas propriedades, propomos o seguinte experimento: suponha que ¢ : T? —
[0, +00) seja uma fungdo de classe C'°° definida no toro, positiva em todos os pontos exceto em um ponto
p € T? fixado, ou seja, ¢(x) > 0 para todo = # p e ©(p) = 0. Com isto, defina 0 campo Y = ¢ X, onde
X é o campo definido em 2.1 e seja Y 0 novo fluxo gerado pelo campo Y. Como as 6rbitas deste novo
fluxo se comportam depois desta pequena modificacdo no campo? A resposta para esta pergunta reside no

seguinte lema de equagdes diferenciais:

Lema 2.1.4 (Lema de Equagdes diferenciais). Sejam ¢ e Y como acima e suponha que para alguma x # p,
v : (—¢,e) — T2 seja uma solugdo da equagdo diferencial 2.2. Entdo, existe uma reparametrizagdo

s:(—=0,0) — (—¢,¢) tal que 7y o s é solugdo da equagdo diferencial:

' =Y (x)
z(0) ==z

(2.3)

Em particular, Ox (x) = Oy (x) para todo x ¢ Ox(p) e Oy (p) = {p}.

Demonstra¢do. Suponha que s : (—0,0) — (—¢,¢) seja uma reparametriza¢do de v tal que 7y o s

satisfaz a equacgdo diferencial 2.3. Entdo:

Assim, s deve ser uma reparametriza¢do que satisfaz p(y(s(t))) = s'(t) paratodo ¢t € (—4,0). Em

particular, observando que:

(sos (1) =/ (s7' (1)) - (s7)(1) = 1

Obtemos a partir das observacdes acima a seguinte igualdade:

(s71)(t) =

Logo, basta definir a reparametrizac¢io:

~1 o t 1 s
o= [ o

2Uma prova deste teorema pode ser encontrada na proposicio 1.5.1 em [KH97]
3 A prova deste teorema pode ser adaptada a partir da demonstracio da proposicdo 4.2.1 em [KH97]

paratodot € R

1
e(v(t))
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O lema anterior diz basicamente que, multiplicando o campo original por uma funcio ¢ positiva
que se anula em um ponto p, o fluxo do novo campo, com excessao da 6rbita de p onde é criada uma
singularidade, tem as mesmas Orbitas do fluxo original. Por outro lado, a velocidade das trajetérias das
orbitas do novo fluxo deixa de ser constante (como era no fluxo original) e passa a depender da funcgéo ¢,

como mostram as figuras abaixo:

y=X'(z) y=Y*O(z)

X x

Figura 2.2: A primeira e a segunda imagem representam as 6rbitas de um ponto x # p pelos fluxos X*
e Y respectivamente. Observe que as trajetdrias s3o as mesmas, mas o tempo que as 6rbitas de = com
respeito aos fluxos X* e Y levam para chegar ao ponto y sdo possivelmente distintos

Como consequéncia do lema 2.3 e da discussdo acima, temos o seguinte corolario:

Corolario 2.1.5. Ainda dentro das hipdteses do lema 2.1.4, o fluxo Y obtido a partir do campoY = X

é transitivo. Isto é, existe um ponto x & Ox (p) C T? tal que Oy (x) é um conjunto denso em T2

Demonstragdo. Dado x # p, pelo lema 2.3 temos que Ox () = Oy (x). Logo, como todas as rbitas do
fluxo irracional X! sdo densas, segue em particular que Oy (z) também € densa, concluindo que Y é

transitivo. OJ

Gostarfamos de comentar um fato surpreendente sobre este exemplo: além deste fluxo construido ser
transitivo, com uma unica singularidade e sem 6rbitas periddicas, também € possivel provar que este fluxo
é topologicamente misturador. Uma demonstragdo completa deste fato se encontra no exemplo 3.1.2

em [Sanl5] e na figura 5.1, se encontra uma ideia da prova.

By, 9)
a

Figura 2.3: Ideia da prova de que o fluxo obtido € topologicamente misturador
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Para complementar o que foi discutido, vamos mostrar no lema abaixo como € possivel obter uma

fungdo ¢ : T? — [0, +00) que satisfaz as propriedades acima.

Lema 2.1.6 (Existéncia de uma funcio no toro que possui exatamente um ponto fixo). Para todo p € T? e
§ > 0 de tal modo que B(p, ) C T2, existe uma funcédo ¢ : T? — [0, +00) de classe C*°, satisfazendo
() =0z =pep(x)=1VYr &B(p,9)

Demonstragdo. Considere inicialmente, a fungdo g : R — R, definida por:

g(t) :e_%;t>0
0;t <0

Temos que g é uma fungdo de classe C*°. Defina h : R — [0, 1] por h(t) =

Entao,

Além disso, 0 < h(t) < 1,Vt € (1,2). Novamente, defina outra fungéo ho : R — [0, 1] por ho(t) =
h(2—t) e finalmente, tome a seguinte fungdo no toro, definida por ¢(x,y) = ho((s—2 ((x—a)®+(y—b)?)),
onde p = (a, b). Entéo, ¢ é a fun¢do desejada pois ¢ € de classe C*° e fora da bola centrada em p de raio

0, ¢ € igual a fung¢do constante igual a 1. O

2.2 Medidas absolutamente continuas de um fluxo modficado

Passando agora para um contexto mais geral, suponha que X € X(M) seja um campo de vetores sem
singularidades numa variedade Riemanniana M compacta e conexa, e suponha que ¢ : M — [0, +00)
seja uma fungdo C*° ndo-negativa. Com isto, considere um novo campo Y € X(M) definido por
Y = ¢ X e denote por X! e Y os fluxos associados aos campos X e Y respectivamente. Partindo de
uma andlise parecida com que foi feita para o caso do fluxo irracional, conclui-se de forma andloga que a
6rbita por Y de um ponto € M que ndo se anula em ¢, € uma reparametrizagdo da 6rbita de X deste
mesmo ponto.

Entretanto, o que pode ser dito sobre as medidas invariantes de Y'* conhecendo as medidas invariantes
de X*? De que forma isso depende de (? Para responder a estas perguntas, vamos explorar a a¢io de ¢
no espaco das medidas borelianas com sinal de M e entender como as medidas invariantes de X' e Y se
relacionam. Logo depois, vamos explorar o conjunto das medidas assintéticas de um ponto x € M

com respeito ao fluxo Y*:

My (z) = {p € MT(M); existe t,, — +oo tal que my, (r) — p quando n — 400} (2.4)

E entender a relagdo existente entre a bacia estatistica de atra¢do de X e o conjunto definido abaixo:

By (Z) = {x € M;supp(p) C Z paratoda p € My (x)} (2.5)
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Onde Z = {z € M;(z) = 0}. Primeiramente, vamos explorar a a¢do de ¢ no espago das medidas

borelianas com sinal M ™ (M ). Com este objetivo, defina o seguinte operador:

d: MT(M) — M (M)

[ pp
Onde pu € M™ (M) é a medida definida por:

(pp)(A) = /A pdp (2.6)
Para cada boreliano A C M.
Observacio 2.2.1. Dada yn € M (M), sejam p*, p= € M(M) medidas borelianas ndo-negativas tais

que |1 = u — p~. Entdo, segue do teorema de decomposicdo de Jordan que:

pp=pu —pu”
De fato, pelo teorema de decomposicdo de Jordan, existe uma tinica decomposicdo ppu = (ou)* —

(pu)~, onde (op)™, (pp)~ € M(M) sdo medidas borelianas ndo-negativas. Por outro lado, para todo

boreliano A C M qualquer, temos:

(pn)(A) = / pdp = / pdp — / pdp~ = ppt(A) — ou” (4)
A A A
Logo, segue por unicidade que (pp)™ = ou™ e (pp)~ = @ou~, como queriamos provar.

Observacio 2.2.2. Sejam p,v € M(M) tais que v = pp e g : M — R uma fungdo mensurdvel com

respeito a o-dlgebra de Borel. Entdo, temos a seguinte igualdade:

/ gdv = / gedp

Isto segue como consequéncia do teorema de Radon-Nikodym.

Observacio 2.2.3. Suponha que n € M(M) e A C M seja um boreliano com ji-medida nula, isto
é, w(A) = 0. Entdo, para toda fungdo g : M — R mensurdvel com respeito a o-dlgebra de Borel

/gduzO
A

Esta é uma propriedade bastante elementar, pois sua demonstracdo segue diretamente da definicdo

ndo-negativa, temos:

de integracgdo, mas seu uso serd muito iitil no decorrer do texto.

Na préxima proposi¢do, vamos estabelecer algumas propriedades gerais sobre este operador que serdo

teis. Lembre-se de que se 1 € M™ (M) entdo definimos a medida boreliana ndo-negativa || = ™ +pu~.
Proposicao 2.2.4. O operador ® definido acima satisfaz as seguintes propriedades:

(1) ® é um operador linear e continuo com respeito & norma da variagdo total || - || em M™(M).

(2) ou é uma medida absolutamente continua com respeito a medida .
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(3)
(4)

u € ker @ se e somente se supp(u) C Z.

Dado v € M (M) entdo existe up € M (M) tal que oy = v se e somente se:

1
/ L] < 4o
¥

Demonstra¢do. (1) Observe que dados i1, 2 € MT(M) e a, 3 € R quaisquer, entdo para todo

(@)

3)

boreliano A C M temos:

P (ap + Bus2)(A) Z/Asod(am+ﬁuz) ZG/Asodul +B/A¢duz

Isso prova a linearidade de ®. Para provar a continuidade, lembre-se de que a norma da variagdo
total || - || de uma medida 1 € M™ (M) é definida como:

[l = p™ (M) + = (M)

Onde p*, u~ € M(M) sdo medidas borelianas ndo-negativas tais que 4 = p* — p~. Assim,

usando a observagdo 2.2.1, obtemos:

1D()]l = llpull = (o)™ (M) + ()~ (M)
= ot (M) + op~ (M)

= / pdp™ + / edp~

legllplloo (1™ + 17)
= llellcolll
Isso mostra que ¢ € um operador linear e continuo.

Se p = pt — pu= € MH(M) entdo as medidas u e = sdo absolutamente continuas com
respeito as medidas pu™ e pu~ respectivamente, por defini¢io. Agora vamos checar que pu
também € absolutamente continua com respeito a medida u. Dado A C M um boreliano tal que

|(pp)(A)| = 0, usando novamente a observagao 2.2.1, obtemos:

() (A)] = (™) (A) + (pp7)(A) =0

Em particular, (ou™)(A) = (pu~)(A) = 0 e portanto, u*(A) = u~(A) = 0, concluindo assim
que |p(A)| = 0. Isso mostra que pu << L.

Supondo primeiramente que p € M™ (M) seja uma medida com sinal que satisfaz supp(u) C Z,
vamos mostrar que nessas condi¢oes temos p € ker ®. Seja A C M um boreliano arbitrério fixado
e considere os seguintes subconjuntos:

Ay = AN supp(p) e Ay = AN (M \ supp(p))
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Entdo, A = AjUAse A1NAs = @. Alémdisso, p|4, = 0e |u|(A2) = 0, pois |v|(M\supp(p)) =

0. Logo,
/«deMIZ/ s&dlu|+/ ed|p| =0
A Ay Ao

Concluindo entdo que |(pu)|(A) = 0. Em particular, ¢u(A) = 0 e assim, como A foi um boreliano
arbitrario, segue que ®(u) = ppu = 0. Logo, p € ker ®.

Para mostrar a reciproca, suponha que 1 € M™ (M) seja uma medida tal que supp(u) ¢ Z. Entdo,
existe a € supp(u) tal que a € Z, ou seja, p(a) > 0e p(U) > 0 para toda vizinhanca U C M
de a. Pela continuidade de ¢, existe uma vizinhanga aberta V' de a de modo que ¢(x) > ¢ > 0,
para todo x € V, onde ¢ > 0 € alguma constante positiva. Como a € supp(u), por hipétese, entdo
|| (V) > 0 e portanto:

IquV)==/n¢ﬂu!=b/ ¢'Xvﬂﬂlzt/‘C‘XVﬂM|=<>!HKV)>()
1% M M

Logo, |¢u|(V) > 0 para algum aberto V' C M e isso mostra que u ¢ ker ®, o que conclui a
demonstracdo deste item.

Supondo que v = ¢y para alguma p € M™ (M), vamos mostrar que:

1
/ La| < 400
2
1

Primeiro, pela observagdo 2.2.3, temos que |v[(Z) = 0 pois v = @pu. Assim, como - € uma fungdo

mensurdvel ndo-negativa, temos pela observagao 2.2.3 que:

1
/ —dlv| =0
z P

Além disso, observando que ¢ é positiva em M \ Z entdo pela observagdo 2.2.2:
1 1
—dlv| = —dlp| = [pl(M\ Z) < 400
M\zZ ¥ M\zZ ¥

Logo, escrevendo M = Z U (M \ Z) concluimos entdo que:

1 1 1
[oavi= [ apl [ Capl =0 2) < 4o
¥ M\Z ¥ z ¥

Reciprocamente, supondo que é seja uma fungdo integravel com respeito a medida |v|, defina a
medida p = éu. Entao, esta € uma medida com sinal boreliana que satisfaz pu = v. Para ver
que isso é verdade, observe que v(Z) = 0 pois é é v-integravel. Além disso, novamente pela

observacdo 2.2.2 se A C M é um boreliano qualquer, entdo:

| wtn=var2)
A\Z



Portanto, obtemos:

/soduz/ wdu+/ pdp =v(A\ Z)
A ANz A\Z

Como A C M foi um boreliano arbitrdrio, segue que v = @u onde 1 € M™ (M) como querfamos
mostrar.
O

Observe que os itens (3) e (4) da proposi¢do anterior fornecem uma caracteriza¢do da imagem e do
ntcleo do operador linear ®. Em outras palavras, a imagem e o ntcleo deste operador podem ser descritos

como:

ker ® = {y € MT(M);suppp C Z}
Im® = {vreM"(M);p e L' (M|}

Outra propriedade importante deste operador é que ele possui uma inversa a direita definida na imagem
de ® por:

U : Im (@) — M(M)

Vi cpfll/

Este operador leva medidas de Im(W¥) em medidas borelianas de M que ndo "enxergam'"o conjunto
Z. Em outras palavras, se = ¥(v) para algum v € Im(®) entdo u|z = 0. Sendo X' e Y os fluxos

induzidos pelos campos de vetores X e Y como no inicio desta sessdo, vamos denotar por M x e My, os

conjuntos de todas as medidas borelianas finitas de M que sdo invariantes por X’ e Y, respectivamente.

Observacio 2.2.5. Se Xt é um fluxo em M e p € M(M) uma medida boreliana, entdo y é uma medida

X-invariante se e somente se para toda funcéo continua g € C°(M) e t € R temos:

/goXtduz/gdu

A prova deste resultado é andloga a prova do do lema 2.2.1 em [OV10] e sua prova pode ser adaptada

sem maiores dificuldades.

A préxima proposi¢do garante que o operador ® leva medidas invariantes de Y* em medidas invariantes
de X*t.

Proposicio 2.2.6. Se y € M(M) é uma medida Y -invariante tal que i ¢ ker ® entdo ®(p) é uma
medida X -invariante. Analogamente, se v € Im(®) é X-invariante tal que v ¢ ker ¥ entdo ¥ (v) é

Y -invariante.

Demonstracdo. Suponha que 1 € M (M) seja uma medida invariante pelo fluxo Y. Entdo, pela
observagdo 2.2.5 para mostrar que ® (1) € invariante pelo fluxo X é necessdrio e suficiente que para toda
fungdo continua g € C°(M) et € R:

[ 9o xtaten) = [ gaten

35



Vamos mostrar primeiramente que a igualdade acima é vélida para fungdes de classe C'. Seja

g € CY(M). Por hipétese, como j é Y -invariante entio novamente a observacio 2.2.5 garante que:

/goYtdﬂz /gdﬂ
Logo, para todo ¢ € R, obtemos:

/goYtdu—/gdu—/(goYt—g)du—O
Em particular, para todo ¢ # 0:

1
t/(goYt—g)dMZO

Assim, tomando uma sequéncia t; — 0 quando £ — +oo e usando o fato de que a derivada de g é

limitada em M entdo o teorema da convergéncia dominada garante que:

du=20
t=0

lim} (goY'—g)du= lim [ (goY"™ —g)du= /i(g oY?)

Denote por X (g)(z) := %(g o X! |=o = dg(x) X (z) para cada z € M (ou seja, X (g) é a derivada

de g na direcdo do fluxo). Das observagdes anteriores concluimos que:

/X(g)d(@u) = /SO‘X(Q)dMZ /Y(g)duz/i(gol’t)lt=odu=0

Portanto, mostramos que

[ x(@aten o @)

Para toda fungiio g : M — R de classe C''. Agora, defina a seguinte fungio:

I(t) = / go X'd(®p)
Afirmacao 2.2.7. Temos que para todo t € R:
I'(t) = [ X(go X')du=0

Demonstracdo. Basta observar que paratodot € Re h # 0:

- ;L/(goXt) o X" — (go X")d(Pp)

Logo, fazendo h — 0 e usando o teorema da convergéncia dominada, obtemos:

d(®p)
h=0

1t = [ 4o X
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Como X! é um difeomorfismo para cada t € R, entdo g o X! também é de classe C'! e portanto por

2.7, concluimos que para todo t € R:

I'(t) = /X(g o XHd(®p) =0

Isso mostra a afirmacao. 0

Disso, concluimos que I é uma fun¢do constante e em particular, para todo ¢t € R:

/goXtd(ﬂI)u) = /goXOd(fbu) = /gd@u)

Como g € C''(M) foi tomada arbitrdria, entdo a igualdade acima é valida para toda fungdo de classe
C*(M). Entretanto, como C'*(M) é um subespago denso de C° (M), segue que a igualdade também é
valida para toda fungdo g : M — R continua e ¢ € R. Assim, concluimos que ®(x) é X-invariante. A

demonstragdo da reciproca é andloga. O

Proposicao 2.2.8. O operador ® leva medidas ergédicas de Y, que ndo estio em seu niicleo, em medidas
ergddicas de X'. Ou seja, Se yi é Y -invariante, ergédica e i & ker ® entdo ®(u) é X-invariante e
ergédica. Analogamente, ¥ também leva medidas ergédicas de X', que ndo estdo em seu niicleo, em

medidas ergédicas de Y.

Demonstracdo. Supondo que p seja uma medida Y -invariante e ergédica com p & ker &, vamos mostrar
que ®(u) é ergédica com respeito a ao fluxo X*. Para isso, vamos mostrar que toda fun¢io mensuravel que
¢ invariante por X! ®(11)-q.t.p. é constante ®(y)-q.t.p. Por simplicidade, vamos denotar por v = ® ().

Dada o : M — R mensurdvel e X-invariante v-q.t.p. considere 0s seguintes conjuntos:

Y, = {z € M;a(Y'(x)) = a(z) paratodo t € R}
Xo = {2z € M;a(X"(2)) = a(x) paratodo t € R}

Suponha que = ¢ Z. Entdo, como o fluxo Y'* é obtido por multiplicagiio ponto a ponto por ¢ e X segue
pelo lema de equagdes diferenciais 2.1.4 que existe uma reparametrizacio s(t) tal que X*()(z) = Y(x),
para todo t € R. Logo, se z € X \ Z entdo:

a(Y!(@)) = (X*W(2)) = a(z)

Portanto, X, \ Z C Y. Por hipétese, como v(Z) = 0 entdo v(X, \ Z) = 1 e assim, temos que
X\ Z tem medida p positiva pois v € absolutamente continua com respeito a x. Em particular, 1(Yy) > 0
e logo, como Y, é um conjunto Y-invariante segue da ergodicidade de p que p(Y,) = 1, ou seja, a é
uma func¢do Y -invariante p-q.t.p. Usando mais uma vez a ergodicidade de p obtemos que « € constante
u-q.t.p. e portanto, segue do fato de que v € absolutamente continua com respeito a 1 que o também ¢é

constante v-q.t.p. como queriamos provar. Isso mostra que ® () é ergddica. O
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2.3 Medidas assintéticas de uma reparametrizacao

Na dltima sessdo introduzimos o operador ¢ para estudar as relacdes existentes entre as medidas invariantes
de um fluxo reparametrizado e as medidas invariantes de seu fluxo original. Nesta sessdo, estamos
interessados em estudar mais profundamente estas relagdes e descrever o efeito no comportamento
assintético das medidas apds uma reparametrizacio do fluxo. Mais explicitamente, propomos a seguinte
pergunta: o que € possivel dizer sobre o comportamento assintético de suas medidas invariantes apds uma
reparametrizacdo deste fluxo, conhecendo o comportamento assintético das medidas invariantes do fluxo
original? De que forma podemos descrever estas novas medidas?

Para responder estas perguntas, vamos introduzir antes alguns conceitos fundamentais para discutir os
problemas acima. Lembre-se de que se z € M et > 0, entdo definfamos a média temporal no tempo

t > 0emz € M como a medida boreliana m x () € M (M) que satisfaz para toda o € CO(M):

1 t
/admxyt(x) = t/ a(X4(x))ds
0
Onde X! é o fluxo do campo de vetores X .

Definicao 2.3.1. Dizemos que pn € M(M) é uma medida assintética no ponto x € M com respeito ao
fluxo X se existe uma sequéncia t,, — +oc tal que mx s, (x) — p quando n — 400, onde o limite é

com respeito a topologia fraca-*. Denotamos o conjunto destas medidas por M x ().

Exemplo 2.3.2 (Bacia estatistica de atracdo). Lembre-se de que a bacia estdtistica de atra¢do de uma

medida X -invariante p é definida por:

Bx(z) ={z € M;mx(z) = pquando t — 400}

Logo, por definicdo, x € M é um ponto que pertence a bacia estatistica de atracdo de uma medida
invariante u se e somente se M x (x) = {u} pois mx (x) — p quando t — +oo. Isso mostra que a
bacia estatistica de atragdo de i é o conjunto dos pontos que tem p como tinica medida assintética, ou

seja:

Bx(z) = {x € M; Mx(2) = {u}}

Voltando a situagdo em que nos encontramos neste capitulo, vamos reformular a pergunta proposta no
primeiro pardgrafo: conhecendo as medidas assintéticas de um ponto 2 € M com respeito ao fluxo X?,
o que podemos dizer sobre as medidas assintéticas deste mesmo ponto com respeito ao fluxo Y#? Um
exemplo de uma situagdo onde conhecemos as medidas assint6ticas de um ponto z € M € quando ele
pertence a bacia estatistica de atragao, como no exemplo anterior. Procurando responder esta pergunta

parcialmente, defina o seguinte conjunto:

By (Z) :={x € M;supp(p) C Z; paratoda p € My (x)} (2.8)

Como foi provado no item (3) em 2.2.4, temos que supp(u) C Z se e somente se i € ker ®. Logo,
este conjunto também pode ser caracterizado como By (Z) = {x € M; My (x) C ker ®}. O préximo

teorema a ser provado nesta sessio responde a pergunta proposta de forma parcial:
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Teorema 2.3.3 (Saghin,Sun,Vargas). Se u € M (M) é uma medida X -invariante e @ satisfaz:

1
/du: +00
¥

Entdo, Bx () C By (Z). Ou seja, o operador ® anula toda medida assintdtica com respeito ao fluxo

Yt de todo ponto x € M que pertence a bacia estatistica de atragdo de .

A prova # deste teorema usa as propriedades que estudamos até agora para o operador ® e é baseada
nos seguinte passos: Primeiro, vamos mostrar que fixado x € M onde ¢ ndo se anula, entdo para todo

t > 0 existe uma constante C'(z,t) > 0 que depende de x e de ¢ que satisfaz:

D(my,(z)) = Clz, t)mx s ()

Ou seja,  leva médias temporais de 2 no tempo ¢ com respeito ao fluxo Y em médias temporais de
x no tempo ¢ com respeito ao fluxo X* a menos de uma constante que depende de x e t. O segundo e
dltimo passo consiste em mostrar que para todo ponto na bacia estatistica de atracdo de p, esta constante
converge para zero quando ¢t — +oo. E importante salientar que a hipétese de que a fungdo ¢! ndo é
integravel com respeito a medida p € crucial para que isto seja verdade. Caso contrario, conseguimos
apenas que ela seja limitada por uma constante que depende de .

O seguinte lema garante o primeiro passo da prova. Lembre-se de que se z € M e x ¢ Z entdo
pelo lema de equacdes diferenciais 2.1.4, existe uma reparametrizacdo s : (0, +00) — R de modo que

Yi(z) = X*®(x) paratodo t € (0,+00).

Lema 2.34. Fixado x € M \ Z, seja s uma reparametrizagdo como acima. Entdo,

S(my(z)) = —"mx o) (@)

Para todo t € (0, +00).
Demonstragdo. Observe que por defini¢io do fluxo de Y temos:

%Yt(x) =Y(YV'(2)) = o(Y'(2)) X (Y'(2))

Além disso, por defini¢io do fluxo de X* e usando a regra da cadeia (ver lema 2.1.4):

4 X0 @) = f (X (X0 (@) = £ ()X (V'(2)

Logo, como estamos supondo que Y (x) = X*(*)(z) para todo t > 0, usando as igualdades anteriores

concluimos que:

t _ d _ s(t o
P(YH (@)X (Y(2) = 2V (2) = =X O (z) = ()X (Y'())

Em particular, o(Y*(z)) = s/(t) para todo ¢t > 0. Com estas observagdes, vamos mostrar que as

medidas ®(my(x)) e @m X,s(¢) () sdo iguais, para todo £ > 0. Para que isto seja verdade, € suficiente

mostrar que para toda fungdo continua g € C°(M) vale a seguinte igualdade:

d

“Este teorema originalmente aparece na proposicdo 1 em [SSV10].
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[ ovtmyata) == [ mn(a) 29

De fato, fixe g € C°(M) uma funcio continua qualquer. Usando a observacio 2.2.2 e a definicio de

my ¢(x) temos:
1 t
[ savimyi@) = [ gedmya(a) = 1 [ o @)etr@)an
Usando a mudanc@o de varidveis v = s(u) obtemos Y"(z) = X"(z) e:

dv = ds(u)du = (Y (z))du

Logo, fazendo a mudanga de varidveis na expressdo obtida acima para a integral de g concluimos que:

t s(t)
2 [ st @yerr@nan= g [ ax @i
_it)i s(t) )
2 [ e @

Isso mostra que 2.9 é vélido para toda funcio continua em M, o que termina a prova do lema.

Corolario 2.3.5. Se n € My (x), entdo existe uma sequéncia t, — +oo tal que:

®(p) = lim s(tn)

n—+oo t,

mx s(t,) (‘7;)
Onde o limite acima é com respeito a topologia fraca-* em M(M).

Demonstracdo. A prova é consequéncia imediata do lema anterior e da continuidade do operador ®
com respeito a topologia fraca-*. De fato, como p € My (x) por hipétese entdo existe uma sequéncia
t, — +oo tal que my, — p quando n — oo na topologia fraca-*. Assim, pela continuidade de ®

com respeito a esta topologia e pelo lema anterior:

: . . s(tn)
@ = = f— - 7
() = ( lim myy,(z)) = lm &(mye,(z) = lm =-=mxy.,) (@)
O que conclui a demonstragdo do corolério. O
Uma observag¢do muito importante a ser feita € que a constante C'(x,t) = # que aparece na prova

do lema 2.3.4 é limitada por uma constante C'(x) que depende apenas de x. Em particular, a constante
C(z,t) ndo explode quando ¢ vai para infinito. De fato, observe que s(t) tem derivada limitada pois
1s'(t)] = |(Y(x))| paratodo t > 0 e ¢ é uma fungdo continua em uma variedade compacta. Logo, Se
C' > 0 é uma cota superior para ¢ em M, ou seja, |¢(x)| < C para todo = € M entdo s é Lipschitz com

constante de Lipschitz menor ou igual a C, isto é:

|s(t+ h) —s(t)] < C|h| paratodot > 0,h >0
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Como estamos supondo que s(0) = 0, pois s é uma reparametrizagio entdo para todo ¢ > 0:

s(t)

t
t

[EEGEECIRE
I

Em particular, se o limite C'(z, t) existe quando ¢ — 400 entdo ele deve ser finito. Com todas essas

observagdes ja podemos provar o teorema enunciado no inicio desta sessao.

Prova do teorema 2.3.3. Nas hipdteses do teorema estamos supondo que p € uma medida X -invariante e

% ¢ uma func¢do que ndo é integravel com respeito a p. Suponha primeiramente que x € By (u) é um

ponto da bacia estatistica de atragdo de u tal que x ¢ Z (ou seja, ¢(x) = 0). Nestas condi¢des, vamos

mostrar que a fungio @ converge para 0 sempre que ¢t + oo. Suponha que isto ndo seja verdade. Entao,

existe uma sequéncia de tempos ¢; — +oo e um ndmero real ¢ € (0, C] de modo que:

lim S (t:)

i—>+oo t;

Agora, considere a sequéncia de medidas de probabilidade my, (z), onde ¢ > 1. Pelo teorema
de Banach-Alaoglu, como M (M) é um espago compacto com a topologia fraca-*, passando a uma
subsequéncia se necessdrio podemos supor que my ¢, (x) — v € M(M) quando ¢ — 400 na topologia
fraca-*. Assim, como x é um ponto da bacia estatistica de atracio de y com respeito ao fluxo X?, pelo

corolario 2.3.5 temos:

s(ti)

O(v) = lim P(myy,(z)) = lim

m ML) =C
i—400 i—+oo  1; X’S(tl)( ) a

Isso mostra que i = ®(c~'v) e logo, como consequéncia do item (4) da proposigdo 2.2.4, segue que

¢~ ! é integravel com respeito a medida . 0 que contradiz a hipétese inicial. Portanto, temos que:

lim ﬂ =0
t—+oo t

Para concluir que z € By (Z), tome v € My (x) uma medida assintética de Y em z e seja t,, — +oo

tal que my, (z) — v. Entdo novamente aplicando o coroldrio 2.3.5 e o resultado acima, obtemos:

B(v) = lim S(t")mxys(tn)(x):o

n—-4o00 n

Portanto, como v foi arbitrario segue que ®(v) = 0 para todo v € My (z), mostrando finalmente
que = € By (Z), como queriamos provar.
O

Como consequéncia do teorema anterior, obtemos o préximo coroldrio que se constitui como uma
ferramenta para obter medidas fisicas degeneradas (isto €, com suporte em um ponto) a partir de fluxos

cujas medidas fisicas ja sdo conhecidas.

Corolario 2.3.6. Ainda dentro das hipdteses do teorema 2.3.3, se Z = {p}, entdo Bx (n) C By (dp). Ou
seja, a bacia de atragdo de yi com respeito ao fluxo X' estd contida na bacia de atra¢do da medida delta
de Dirac no ponto p com respeito ao fluxo Y. Em particular, 6, é uma medida fisica para o fluxo Y

desde que | seja uma medida fisica para o fluxo X'
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Demonstracdo. A ideia para provar este coroldrio € mostrar que o conjunto By (Z) coincide com a bacia
estatistica de atracdo da delta de Dirac em p, ou seja, By (Z) = By (p). Para provar isto, vamos provar a

seguinte afirmacao:

Afirmacao 2.3.7. Se v € M(M) é uma medida de probabilidade entdo supp(v) = {p} se e somente se

v =90

Demonstragdo. Supondo que v seja uma medida suportada em p, para mostrar que v = J,, devemos
garantir que v(B) = 0 para todo boreliano B C M que ndo contém p. Com este propdsito, seja B um
boreliano de M tal que p ¢ B. Como M é um espaco métrico compacto, entdo para cada z € B, existe
uma vizinhanga U, de x tal que p &€ U, e v(U,) = 0. Logo, O = {U, },cp é uma cobertura por abertos
de B taisque p & U, e v(U,) = 0, para todo x € B. Pela compacidade de M, existe uma subcole¢do

enumerdvel O’ de O, ainda satisfazendo as propriedades acima e que cobre B. Assim,

vB)<v(|J U)< Y vU)=0

Ueo’ Ueo’
Logo, v(B) = 0. Por outro lado, se p € B, entdo B = (B \ {p}) U{p} e logo, como v é uma medida
de probabilidade, segue que v(B) = v({p}) = 1. Portanto, v = J,, como queriamos mostrar. A reciproca

segue da definicdo de 9. O

Para provar a afirmacgao feita no primeiro paragrafo, observe que da prova da afirmacao anterior
concluimos que v = §, para toda medida assintdtica v € My (z) de x suportada em p. Em particular,
By (Z) C By(dp). Como a inclusdo contraria segue por defini¢do da bacia estatistica de atragdo de
8, com respeito a Y, entdo a igualdade estd provada. Portanto, usando o teorema anterior temos
Bx (1) C By (Z) = By (6p), 0 que prova o coroldrio.

O

2.4 O fluxo irracional modificado

Uma das consequéncias mais importantes dos resultados obtidos na tltima sessao € a introdu¢do de uma
técnica para construir novas medidas fisicas degeneradas a partir de um fluxo que possui alguma medida
fisica conhecida. Vamos explicar como esta técnica funciona com mais detalhes: suponha que X seja um
fluxo numa variedade compacta, dado por um campo de vetores X, para o qual sabemos que p é uma
medida fisica. Queremos tomar uma reparametrizagio deste fluxo de modo que o novo fluxo Y obtido
tenha uma singularidade em um ponto p € M e a delta de Dirac com suporte nesta singularidade seja
uma medida fisica. De acordo com o coroldrio 2.3.6 da dltima sessao, para isso é suficiente considerar o

fluxo Y'* do campo Y obtido multiplicando-se por uma fungio ¢ ndo-negativa que se anula em um tinico

1
/d,u:+oo
2

Escolhendo esta nova parametrizagdo de uma forma conveniente, podemos obter o novo fluxo de

ponto p e que satisfaz:

modo que algumas das propriedades dindmicas e de recorréncia do fluxo original sejam mantidas, como
a transitividade por exemplo. Nesta sessdo, vamos aplicar esta técnica no fluxo irracional do toro para

obter um exemplo explicito de um fluxo transitivo e unicamente ergddico, com uma Unica medida fisica
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com suporte em uma singularidade. Antes de construir este exemplo precisamos estabelecer algumas

propriedades basicas dos fluxos unicamente ergédicos.

Lema 2.4.1 (Unicidade ergédica para fluxos). Seja M uma variedade compacta, X* um fluxo completo e

w € M(M) uma medida X -invariante. Entdo, as seguintes afirmacdes sdo equivalentes:
(i) u é a tinica medida ergédica de X'.
(ii) p é a inica medida invariante de X'.
(iii) Bx(p) = M

Demonstracdo. A afirmacgao de que (i) é equivalente a (ii) € um resultado conhecido e pode ser encontrado
em [OV10].
Para mostrar que (iii) implica (ii), suponha que existam duas medidas ergédicas x e v para X* que

sejam distintas. Entio, existe uma fungio continua g € CY(M) tal que:

/gdu#/gdv

Pelo teorema ergddico de Birkhoff para fluxos, existe um boreliano X € M com v(X) = 1 de tal

forma que para todo x € X:

im 7 [ o0 @ds = i [ gimote) = [ g

Em particular, nenhum ponto x € X pode pertencer a bacia estatistica de atracdo de u, por defini¢ao.
Logo, Bx (1) # M.

Agora, supondo que / seja a tinica medida ergédica de X?, suponha exista um ponto x € M tal que

x & Bx(1). Entio, existe £ > 0, uma funcio continua g € C°(M) e uma sequéncia t,, — +oo tal que:

= [ aecwnas— | EE

tn

Tendo isto, considere a sequéncia de medidas mx ¢, (z). Pelo teorema de Banach-Alaoglu, podemos
passar a uma subsequéncia se necessario e supor esta sequeéncia converge na topologia fraca-* para uma

medida v € M(M) que é X-invariante. Além disso, temos:

’ / gdv — / gdu’ = lim ‘ / gdmxy, (z) — / ng’

. 1 tn s
= [ [ geenes- [ gdu]
> €
Em particular, p # v o que contradiz a hipdtese de que 4 € a tinica medida invariante. 0

Corolério 2.4.2. Se X' é o fluxo irracional em T? entdo Bx(m) = T2 Em particular, a medida de

Lebesgue é uma medida fisica para o fluxo irracional.

Demonstragdo. Segue como consequéncia da unicidade ergddica do fluxo irracional (ver 2.1.3). O
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Se X! denota o fluxo irracional, sejap € T? e f : M — [0,400) de classe C*° da ordem de
@ ~ ||x||? definida numa vizinhanga de p, satisfazendo as propriedades do lema 2.1.6. Considere o campo
Y = ¢ - X e o fluxo Y obtido a partir do novo campo Y. Entdo, em relacio 2 medida de Lebesgue,

temos:

1
/ —dm = +00
T2 ¥

Logo, aplicando o teorema e o coroldrio, temos que:

T? = Bx(m) C By (6))

Portanto, pelo resultado acima, Py (T?) = {8,}. Ou seja, &, é a inica medida de probabilidade

borielana Y -invariante que € ergédica com respeito a Y. Em particular, 8, ¢ uma medida fisica.
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CAPITULO 3

Existéncia de Medidas Fisicas para
Aplicacoes Expansoras

3.1 Introducao

No ultimo capitulo, estudamos o exemplo de um fluxo transitivo no toro cuja Unica medida invariante
e ergddica com respeito ao fluxo é a delta de Dirac com suporte em um ponto fixo. Ainda que seu
comportamento dindmico topolégico fosse cadtico, sendo topologicamente misturador por exemplo, seu
comportamento estatistico € trivial no sentido de que a trajetéria de todo ponto passa cem por cento do
seu tempo perto do ponto fixo. Para contrastar este exemplo dado no capitulo anterior, vamos estudar uma
classe de aplicacdes muito interessantes do ponto de vista dindmico, as chamadas aplicacdes expansoras.
Estas sdo aplicagdes que se caracterizam pelo fato de que a derivada em todo ponto expande os vetores do

espago tangente, isto é, existe A € (0, 1) tal que:

ldf (z)vll = Aljo]

Paratodox € M e v € T, M. Esta classe de aplicacdes apresenta um comportamento muito rico
tanto do ponto de vista topolégico quanto ergddico. De fato, além de serem topologicamente misturadoras
e ter infinitos pontos peridédicos, por exemplo, elas também sao caracterizadas pela existéncia de uma
medida fisica absolutamente continua, que reflete o comportamento cadtico destas aplicagdes. Mais

especificamente, o objetivo deste capitulo é provar o seguinte teorema:

Teorema 3.1.1. Seja f : M — M uma aplicagdo expansora de classe C* tal que |det df| seja vo-
Holder para algum vy € (0, 1]. Entdo, existe uma medida ji que € f-invariante e absolutamente continua

com respeito a medida de Lebesgue.

Na prova deste teorema, serdo exploradas as propriedades analiticas de um operador bem especial,
associado a uma aplicac@o expansora, chamado de Operador de Perron-Frobénius (ou Operador de

transferéncia). Estes sdo operadores definidos no espaco das func¢des continuas como:

(Lo)(y) = f(Z) Idtﬂ;‘)(x)l

Onde ¢ € C°(M) ey € M. A caracteristica mais marcante deste operador e que o torna til para

o estudo das propriedades ergddicas de um sistema, é que pontos fixos deste operador estdo associados

45



a densidades de medidas invariantes e absolutamente continuas com respeito a medida de Lebesgue da

variedade. Isto segue como consequéncia da seguinte propriedade dual:

[tedn = [ owe pam

Para todo par de funcgdes continuas ¢, € C°(M). A ideia para provar este teorema é mostrar que
este operador possui um ponto fixo e para isso, vamos restringi-lo ao cone de fungdes Holder do espago
das fung¢des continuas de M e garantir que sob uma métrica adequada, este operador é uma constragdo
neste cone '. Além disso, vamos garantir que esta densidade obtida como ponto fixo do operador é positiva

lebesgue quase todo ponto.

3.2 Propriedades topologicas das aplicacoes expansoras

As aplicacdes expansoras sdo interessantes por suas ricas propriedades dindmicas e topolégicas. Vamos

sempre supor a partir de agora que M é uma variedade Riemanniana compacta e conexa.

Definicio 3.2.1. Seja f : M — M uma aplicacdo de classe C'. Dizemos que f é expansora se existem
constantes C > 0 e o > 1 tais que para todo x € M, v € T, M:

ldf* (z)v]| = Ca™[|v]] (3.1

Para alguma métrica Riemanniana g em M, Onde || - || : T,M — R é a norma induzida pela

métrica no espago tangente T, M.

Observacao 3.2.2. Se uma aplicacdo é expansora para alguma métrica Riemanniana g de M, entdo
ela serd expansora para qualquer outra métrica h. Isso segue do fato de que quaisquer duas métricas

Riemannianas sdo equivalentes quando M é uma variedade compacta.

O préximo lema garante que tomando uma métrica Riemanniana conveniente, podemos supor que
C = 1 na definigdo 3.1.

Lema 3.2.3. Suponha que f : M — M seja uma aplicacdo expansora com respeito a uma métrica

Riemanniana g. Entdo, existe uma constante A\ > 1 e uma métrica Riemanniana h tal que para todo
reEMeveTl,M:

|df (z)v] = Alv]
onde |- | : M — R é a norma induzida por h em T,, M.

Demonstracdo. Tome X > 1tal que 0 > A > 1 esejan > 1 tal que C?(o/)\)?n > 1. Com isso, defina a

métrica:

n—1

h(u,v)e =Y A g(df! (x)v, df (2)u) 13 ) (3.2)
j=0

'A técnica usada para provar o teorema 3.1.1 usando cones projetivos foi introduzida originalmente por Garret Birkhoff em
[Bir40].
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para cadax € M e u,v € T, M. Denotando por || - || a norma em 7, M induzida por g, vamos estimar
|df (x)v|?. Pela regra da cadeia, temos df/ ! (z)v = df’(z)df (x)v paratodo x € M e v € T, M. Logo:

n—1
jdf (z)v? = A |df (z)df (z)v]?
j=0
n—1
=> A df7 T (z)w))?
j=0

=N A |df (@)l

j=1

AQ(ZA”dej(x)v\z Tl - W)
j=1

n—1
A?(Z A2l df (2ol + A " () — W)
=0

= N (o + A7|df" (2)v]|*  [|v]*)
> N2(Jo]? + G2 A7 |u]|2 — [[o]|)
> A2 (Jol? + lol* = [|v]1?)

> )\2”[)|2

Portanto, |df (z)v| > A|v| paratodo z € M e v € T, M como queriamos mostrar.
O

Dizemos que a métrica obtida no lema 3.2.3 é adaptada. A partir daqui vamos sempre assumir que

estamos tomando uma métrica adaptada para a aplica¢do expansora f.

Observacio 3.2.4. Toda aplicagcdo expansora é um difeomorfismo local. De fato, a derivada df (x) :
ToM — Ty M é um isomorfismo para todo x € M e assim, f deve ser um difeomorfismo local pelo

teorema da funcdo inversa.

Exemplo 3.2.5. O exemplo mais famoso de aplicagées expansoras é de um endomorfismo ? linear do
toro fa : T — T induzido por uma matriz A de coeficientes inteiros com todos os seus auto-valores

AL, .oy Ag de modulo maior que 1.

Observacio 3.2.6. Outra propriedade importante das aplicagées expansoras é que §f ~*(y) é um conjunto
finito para todo y € M. Com efeito, como f é um difeomorfismo local entdo para todo = € f~*(y) existe
um aberto U > x tal que f|y : U — f(U) é um difeomorfismo. Em particular, U N f~1(y) = {x}.

Logo, f~1(y) é um conjunto discreto e portanto, finito pela compacidade de M.

Vamos estudar algumas propriedades topoldgicas das aplicacdes expansoras que serdo de grande

interesse para o estudo de sua dindmica.

Definicao 3.2.7. Sejam X X espacos métricos. Dizemos que uma aplicagdo p : X — X éum
recobrimento de X se para todo y € X existe uma vizinhanca V' > y e uma familia {U; };c de abertos

de X que satisfazem:

2Este exemplo pode ser encontrado feito com mais detalhes na sessdo 4.2.5 em [OV10].
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(i) plu, : Ui — V é um homeomorfismo para cada i € 1.
(ii) p~H(V) = Ujes Ui
A seguinte proposi¢cdo mostra que aplicacdes expansoras sao recobrimentos:
Proposicao 3.2.8. Toda aplicagdo expansora f : M — M é uma aplicagcdo de recobrimento

Demonstragdo. Pela observagio 3.2.6, para cada y € M existem x1, ...,z € M tais que {z1,...,x} =
f~Y(y). Paracadai = 1,..., k tome U; > z; de modo que U; N U; = & para todo i # j e f|y, : Uy —
f(U;) seja um difeomorfismo. Denote por V; = f(U;) e tome os seguintes conjuntos:

k
B=M\JU
=1

k
V=[Vi\f(B)
i=1

UZ’ = f—l(V) NU;

Como B é fechado e f é uma aplicagdo fechada, entdo f(B) é fechado e assim, V' € aberto. Além
disso, temos que f|;. : U; — V é um difeomorfismo para cadai = 1,....ke f~1(V) = U§=1 U;.
Portanto, V' € uma vizinhanga distinguida de f e assim, f ¢ uma aplicacéo de recobrimento.

O

Corolario 3.2.9. Se f : M — M é uma aplicacdo expansora, entdo existe k > 1 tal que §f ~(y) = k
para todo y € M.

Demonstragdo. Para cada k > 1 o conjunto A, = {y € M;ff '(y) = k} é fechado e como f é
aplicacdo de recobrimento, segue que A também € aberto. Portanto por conexidade, temos que Ay = &
ou Ay = M. Assim, existe k > 1 tal que #f ~!(y) = k paratodo y € M. O

Dizemos que este nimero inteiro k > 1 é o grau da aplicacdo f. A seguinte proposi¢ao sera muito

util:

Proposi¢do 3.2.10. Existe py > 0 tal que para todo y1,ys € M com d(y1,y2) < po, se f~(y;) =

{zj1,...,x;1} onde j = 1,2 entdo:

d(z15,22;) < o Y d(y1, y2) (3.3)

paracadai=1,... k.

Demonstracdo. Pela observacao 3.2.4, vimos que toda aplicacdo expansora € um difeomorfismo local
e portanto, dado x € M, existe p > 0 e uma vizinhanga aberta V, de = de tal modo que fly, :
V. — B(y, p) é um difeomorfismo, onde y = f(x). Como M é compacto, entdo podemos tomar py
independente de x. Dados y1,y2 € M com d(y1,y2) < po € 14, x2; tais que f(z1;) = y1 e f(z2:) = Yo,
denote por V; o aberto que contém x1;, z2; ¢ defina h; = (f \V)_l. Entio, esta funcdo satisfaz para todo
z € B(y, p):
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ldhi(2)| = lldf (h(2)) 7| < o

Para ver que 3.3 é verdade, tome um caminho v : [0, 1] — B(y, p) que liga y; e y2. Entdo y o h; é

um caminha que liga x1; e x2;. Logo,

1
dlarisen) < Ko b) = [ (o m) ()it < o™ 'e(y)
0
Como ~ foi um caminho arbitrario, a desigualdade em 3.3 ¢ vélida para este pg. O

Antes de terminar esta sessdo, vamos concluir com uma prova de que aplicagdes expansoras sao

topologicamente misturadoras:

Proposicao 3.2.11. Se f : M — M ¢é uma aplicacdo expansora, entdo para todo aberto U C M existe

n > 1tal que f*"(U) = M. Em particular, f é topologicamente misturadora.

Demonstracdo. Dado um aberto U C M e z € U, tome r > 0 tal que B(x,r) C U. Vamos mostrar que

todo n > 1 que satisfaz f™(U) # M deve satisfazer a seguinte desigualdade:

r <o "(diam M +1)

Entdo, suponha que f™*(U) # M etomey € M\ f"(U). Seja~y : I — M um caminho diferencidvel
tal que v(0) = f"(x) e y(1) =y, com I(y) < diam M + 1. Como f™ é uma aplicagdo de recobrimento,
entdo pela propriedade de levantamento de caminhos existe um caminho y,, : I — M tal que v = f" o7y,
e (0) =z, (1) =y, € M \ U. Em particular, d(z, y,) > r pois y, € B(x,r). Logo,

1
() = /0 I (&) |t
1
_ /0 1(F™ 0 7) (8)]|dt
1
_ /0 df™ (o ()7 (2) |t

1

> 0" [ |a(t)lldt
0
(Yn)

="l
> o"d(z,yn)

> o'r
Portanto, o ~"(diam M + 1) > I(~,) > r, como queriamos provar. Assim, como o~ " — 0 quando
n — 400, segue que existe n > 1 tal que f*(U) = M. O]
3.3 Cones e métricas Projetivas

Nesta sessdo vamos introduzir alguns conceitos bdsicos sobre cones em espagos vetoriais e uma métrica

particular que € possivel definir em cones chamada de métrica projetiva.
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Definicio 3.3.1. Seja E um espago vetorial real. Dizemos que um subconjunto C' C E \ {0} é um cone
se:

veECet>0=tveC

Se C é um cone em E, dizemos também que C' é convexo se:

v1,09 € Cety,to > 0= t1v1 + tovgs € C

Exemplo 3.3.2. Como consequéncia imediata da definicdo acima, segue em particular que todo espaco
vetorial é um cone convexo. Os cones conhecidos da geometria analitica em R> também sdo exemplos de
cones convexos e o subconjunto de R? definido por C = {(x,y) € R?;y > 0} também um cone convexo,

mas C = C\ {(x,y) € R%; 2 = 0} é um exemplo de um cone que ndo é convexo.

Se C é um cone, definimos o fecho C' de C' como o conjunto:

C={wée E; existev € Cet, — 0tal que w + t,v € C paratodon > 1}

Para trabalhar no restante deste capitulo, vamos sempre supor que vale a seguinte condi¢ao:

cn(=C)={0} (3.4
Por exemplo, o fecho C' do cone C' definido no exemplo 3.3.2 é o conjunto C' = {(z,y) € R?;y > 0},
que ndo satisfaz a condigio 3.4 pois C N (=C) = {(x,y) € R%;y = 0}.
Suponha que E seja um espago vetorial e seja C' C E um cone convexo que satisfaz a condigdo 3.4.
Dados vy, vy € C defina:
a(vy,vy) = sup{t > 0;v9 — tv; € C'}
B(v1,v2) = inf{s > 0; sv; — vy € C}

Onde vamos adotar a seguinte convengdo: sup & = 0 e inf & = +oo.

Proposicio 3.3.3. Se C é um cone convexo satisfazendo a condi¢do 3.4 e vy, vy, v3 € C entdo:
(i) a(vi,v2) < B(v1,v2)
(ii) a(vi,v2) < +00e B(v1,v2) >0
(iii) a(vg,v1) = B(v1,v2)~" e a(vr,v9) = B(vg,v1) "

(iv) a(vi,v2)a(va, v3) < alvi,vs) e B(vi,v2)B(va, v3) > B(v1,vs3).
Demonstracdo. (i) Suponhaquet > 0e s > 0 satisfacam respectivamente, vo —tv, € C'e sv; —vg €
C'. Suponha que por absurdo que s < ¢. Entdo, pela convexidade do cone:
(vg —tv1) + (sv; —v2) = (s —t)vy = (t — s)(—v1) € C

Comot — s > 0, entdo —v; = (t — s)(—v1)/(t — s) € C, o que contradiz a condi¢do 3.4, pois
v e€CN(—=C)cCN(-C)={0}e0 ¢ C. Isso, mostra que a(v1,v2) < B(v1,v2).
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(i)

(iii)

(iv)

Se a(vy,v2) = 400, entdo existe uma sequéncia ¢, — 400 de modo que v — t,v; € C para
todo n > 1. Logo, tomando a sequéncia s,, = 1/t,, temos que s,, — 0 quando n — +oo e
spv2 — v1 € C para todo n > 1. Logo, por defini¢do do fecho de C, temos que —v; € C, o que

novamente contradiz a condi¢@o 3.4. A prova de que 3(v1,v2) > 0 € andloga.

Suponha primeiramente que «(v2,v1) > 0. Observe que t > 0 satisfaz v; — tvy € C se e somente
se (1/t)v; — ve € C. Logo,

a(vg,v1) = sup{t > 0;v1 — tvg € C} =sup{l/s;sv; —v2 € C}

Observe também que se A C (0,+00) e A™! = {1/t;t € A} entdo supA = inf A=, Em

particular,

sup{1/s;sv1 — vy € C} = inf{s > 0;501 — vy € C} 1 = B(v1,v2) ™"

Logo, concluimos que o(v2,v1) = B(v1,v2) ! a partir das duas igualdades acima. Para concluir,
observe também que vale a condi¢do v — tvy & C para todo ¢t > 0 se e somente se sv; — vy & C
para todo s > 0. Portanto, a(v2,v1) = 0 se e somente se 3(v1,v2) = +00. Isso mostra que
a(vg,v1) = By, vg) !

em qualquer caso. A prova de que 3(vg,v1) = a(vy,v2)” " € andloga.

Se a(v1,v2) = 0 ou a(vy,v3) = 0 entdo a afirmacgdo é clara. Suponha que a(vi,v2) > O e
a(va,v3) > 0. Entéo, por defini¢do, existem sequéncias t,, — «(v1,v2) € s, — a(va, v3 tais que
vo — tyU1,v3 — Spve € C paratodo n > 1. Em particular,
Sn(v2 — tyv1) + (v3 — SpU2) = v3 — tpsyvy € C paratodon > 1
Isso mostra que t,s, < a(v1,vs) para todo n > 1. Como t,s, — «a(vy,vs)a(ve,vs) segue
portanto que:
a(v1, ve)a(ve, v3) < afvy,v3)

De forma anéloga, mostra-se que [3(v1, v2)B(va, v3) > B(v1,v3).

Agora, defina a seguinte func¢do em C:

0:C xC —s[0,+00]

B(Ul;UQ)
1 LN -7 =7
(v1,v2) = log a(vy,v2)
1ogM se O[('Ul,/UQ) > 0ou ,8(1)1,1}2) < +00
0(v1,v9) = a(v,va)
+00 se a(v1,v2) = 0 ou B(v1,v2) = +00

Observe que esta ¢ uma fungdo bem definida pelo item (i) da proposi¢cao 3.3.3. Vamos mostrar que

esta funcdo satisfaz propriedades boas:
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Proposicao 3.3.4. Se vy, vs,v3 € C, entdo:
(i) O(v1,v2) = O(va, v1).
(ii) O(v1,v3) < 0(v1,v2) + O(v2, v3).
(iii) 6(v1,v2) = 0 se e somente se existe t > 0 tal que vi = tvs.

Demonstragdo. (i) Pelo item (iii) da proposicio 3.3.3, temos (v, v1) = B(v1,v2) "' e a(vy, v9) =

B(v2,v1)~ L. Logo,

0(v1,v2) = log B(v1,v2)a(v1,v2) " = log a(va, v1) ™' Blva,v1) = O(v2, v1)
Isso mostra o item (1).

(ii) pelo item (iv) da proposi¢do 3.3.3, temos «(vy, v2)a(va, v3) < a(vi,v3) e B(vy, v2)B(ve, v3) >

B(v1,v3). Assim,

0(v1,v2) + 6(v2, v3) = log 5481753 1o ig?ii%
= log B(v1,v2)B(v2, v3)
0((’()1,2}2)a(1;27v3)
> log B(v1,v3)
a(Ul,Ug)
= 9(1)1,1)3)

Como queriamos provar.

(iii) Observe que se f(v1,v2) = 0 entdo a(vy,ve) = B(v1,v2) = ~. Sejam t,, — v e s, — 7
sequéncias tais que vy — t,v1, Sp,v1 — v2 € C para todo n > 1. Ento, vy — yv1,yv1 — v9 € C.
Logo, pela condigdo 3.4, como vy — yv1 = —(yv1 — v2) € C segue que vo — yv1 = 0, concluindo
finalmente que vy = ~yv;.

O

A funcgdo 6 chama-se métrica projetiva associada ao cone convexo C'. A préxima observagdo justifica

o motivo deste nome: defina a seguinte relagdo de equivaléncia no cone C":

v,w € C = v~ w <= existet > 0tal que w = tv

Denotando as classes por [v] = {w € C;w ~ v}, defina o cone projetivo de C' como o conjunto C
das classes de equivaléncia desta relagdo. Com isso, podemos definir uma nova fungdo em Ca partir da

fungdo 6:

6:CxC — 0,400

0([v1], [v2]) = O(v1,v2)
Em razio do item (iii) da proposi¢do 3.3.4 esta funcido ndo depende do representante da classe
escolhida e portanto estd bem definida. Mais ainda, a mesma proposicdo mostra que esta fungdo € uma

métrica no cone projetivo de C e por este motivo, costuma-se dizer que ¢ € uma métrica projetiva.
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Transformacoes lineares que preservam cones

Sejam F1, E5 espacos vetoriais e C; C Fq, Cy C Fs cones convexos. Denote por «y, 5;, 0; onde i = 1, 2,
os objetos associados definidos anteriormente para os cones C e Cs respectivamente. Se L : £ — Fo

¢ uma transformacdo linear satisfazendo L(C1) C Ca, entdo para todo vy, vy € Cy:

(92([1(1)1),[1(1)2)) S 91(?)1,?)2) (35)

De fato, se t > 0 e va—tvy; € Cy entdo L(ve—tvy) = L(va)—tL(vy) € Cy. Como L(vg), L(vy) € Cy
entdo ag(vy,vy) < ao(L(vy), L(vz)). Analogamente, prova-se que (1 (v1,v2) > Ba(L(v1), L(ve)) e
logo, 3.5 segue por definicdo da métrica projetiva.

A estimativa 3.5 mostra que em geral, uma transformacao linear que preserva cones tem constante de
Lipschitz menor ou igual a 1 com respeito as métrias projetivas dos respectivos cones. Por mais que isso
ndo garanta que a transformacao linear também seja uma contracdo com respeito a esta métrica, a proxima

proposicdo * mostra que isto serd verdade caso o didmetro de L(C) seja finito com respeito a 5.

Proposicio 3.3.5. Seja D = sup{62(L(v1), L(v2));v1,v2 € C1} e suponha que D < +oc. Entdo, para
todo v1,v9 € Cq temos:

02(L(v1), L(vz)) < (1 —1/€P)01(v1, v)

Demonstrag¢do. Suponha primeiramente que a1 (vq,v2) > 0e 51 (v1,v2) < +oo. Entdo, existem sequén-
cias t, — a1(vi,v2), sn, — S1(v1,v2) quando n — +oo tais que vy — tyv1, SRV — V2 € C para todo

n > 1, por defini¢do. Como estamos supondo que o didmetro de L(C}) é finito entdo para todo n > 1:

O2(L(vy — tpv1), L(spvr —v2)) < D

Agora, para cada n > 1, tome T}, S,, de modo que L(s,v1 — va) — T, L(ve — tpv1), SpL(ve —
tnv1) — L(spv1 — vg) € Co, satisfazendo:

Em particular, temos que:

lim sup <log Sn) = lim sup (log Snl/n)
T.) T, +1/n

/BQ(L(UQ — tn’Ul), L(Sn’Ul — ’UQ))
ag(L(vy — tyv1), L(spv1 — v2))

(L(vg — tpv1), L(spvr — v2))

<

2
D

IN

Logo,

3Na literatura, esta desigualdade também & conhecida como desigualdade de Birkhoff (compare com o teorema 2.2 em
[Bal00])
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lim sup <log k;”) <D 3.6)

n

Agora, vamos provar a seguinte desigualdade para todo n > 1:

02(L(v1), L(v2)) < log (j") + log <1 _ ?) (3.7)

Com este objetivo, vamos demonstrar as seguintes afirmacdes:

Afirmacao 3.3.6. Para todon > 1, sdo vdlidas as seguintes desigualdades:

Sn + tnTh Sn + thSn

B2(L(v1), L(v2)) < T e aa(L(vy), L(vs)) > e

Demonstragdo. De fato, como L(spv; — ve) — T, L(vy — t,v1) € Co entdo:

L(spvy —vg) — TpL(vg — tpv1) = (8p + tnTn)L(v1) — (1 4+ Ty,) L(v2)

= (1+T) <81+TnL(vl) _ L(@) e

Portanto, como (1 + 7},) > 0 e Co é um cone, segue que:

Sp + tn T,

T L)~ L) € O

Logo por defini¢éo de S2(L(v1), L(v2)) temos a primeira desigualdade da afirmacgdo. A segunda
desigualdade é provada igualmente usando o mesmo argumento.

O]

Afirmacao 3.3.7 (lema de céalculo). Para todon > 1 temos:

/log@l:) (S — Tp)
0 (

er +T,)(e* + Sp)

dmzlog<s +1 +S >

1+T, sp,+tuSn

Demonstracdo. Primeiramente, observe que:

e (Sy — Ty) :< e e >

(e® + Ty,)(e® + Syp) e+ T, e*+ 5,

Além disso, observe que cada parcela da diferenca acima satisfaz:

e’ d
=—1 T+ T,
e*+ 1T, dx og(e” +Tn)
e’ d .
i %log(e +S,)

Agora, integrando a primeira parcela da diferenca acima, obtemos:
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log(sn/tn)

log(sn/tn) e |
— @4
/0 T dzr = log(e® + T),)

0

= log (in + Tn) —log(1+1T5,)

n
| 1 s, +t, 15
= O N
8\t 11T,

Com o mesmo raciocinio, integrando a segunda parcela da diferenca:

log(sn/tn) et d 1 1 sp+tSn
/0 e$+5nx__0g<tn1+5n>

Portanto, reunindo todas as observagdes anteriores:

/1°g<i1i> e*(Sp — Tp,)
0 (

1 s+ tnTn> 1o (1sn + tnSn>
e +T,)(e* + Sp)

dx =1
v Og(tn 1+ T, tn 1+ Sn
Sp+thTn, 1+5,
= log
1+T, sp+t,Sh

Isso mostra a afirmag@o.

Agora estamos prontos para demonstrar a desigualdade 3.7. De fato, temos:

L(vy), L
B2(L(v1), L(vz)) = log szL&; LEZZ;;
=8 1+T, sp+tpSn
- log(%) e:v(sn . Tn)
a /0 e+ e + 5™

<lo Sn su ¢*(Sn ~ Tn)
=708 ty w>18 (6:13 + Tn)(ex + Sn)

() (-3)

Assim, como log(sy, /t,) — 601(v1,v2) quando n — +oc e para todo n > 1 temos de acordo com
3.6:

n

(1 — ?) <(1-eP)

Concluimos que 02 (L(v1), L(v2)) < 01 (v1,v2)(1 — e~P) como querfamos provar.

Exemplos de cones e métricas projetivas

Para contextualizar, vamos calcular explicitamente as métricas projetivas de alguns cones com que vamos

trabalhar na préxima sessido quando estudar o operador de Perron-Frobénius de aplicacdes expansoras.
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Exemplo 3.3.8 (Cones de funcdes positivas). Seja X um espaco métrico compacto e denote por E =
C°(X) o espago vetorial das fungdes continuas reais ¢ : X — R. Definimos o cone convexo das

Juncaes positivas como o conjunto:

Cy ={p € E;p(x) > 0paratodoxr € X}

Observe que C é de fato um cone convexo pois é fechado para soma e multiplicacdo por escalar

positivos. Para verificar que C. também satisfaz a condi¢do 3.4, vamos mostrar que:

C, C{p € E;po(x) > 0paratodoxr € X} (3.3)

Para ver que isso € verdade, suponha por absurdo que exista ¢ € E e p € X tal que ¢(p) < 0, mas
@ € Cy. Por defini¢do do fecho de um cone, existem <y € C' e uma sequéncia t,, — 0 quando n — oo

tal que o + tp) € C para todo n > 1. Em particular, temos:
li t =
b SR bt () =0

Logo, existe ng > 1 tal que sup,¢x tnn(z) < —@(p)/2 para todo n > ng. Mais ainda, pela

continuidade de @, existe § > 0 de modo que:

sp @) < 22 <o
2€B(p.3) 2
Portanto, para todo x € B(p,d) e n > ng obtemos:
pla) +tun(a) < AP £P) g

E isso contradiz a hipdtese de que p + t,p € C para todo n > 1. Assim, usando 3.8, obtemos:

Cin(=Cy) c{p >0pn{p <0} ={0}

Agora, vamos calcular explicitamente a métrica projetiva 0. associada a este cone. Supondo que
©1,02 € Cy, observe primeiramente que t > 0 satisfaz (o2 — tp1)(x) > 0 para todo x € X se e

somente se:

pa()
p1()

> t para todo x € X

Assim, concluimos que:

p1(x) o pa(x)
« , = sup{t > 0; > t para todo x € X} = inf
+01,02) Zoupll > 05 0y 7 PP bW
O mesmo argumento mostra também que:
©2(y)
B+(p1,2) = sup (
yeX P1 (y)
Portanto, a métrica projetiva de duas funcdes positivas é dada por:
sup,ex p2(7)/¢1() e2(7)p1(y)
0+ (p1,p2) = log —* = log sup
infyex ©2(y)/1(y) zyex P1(2)p2(y)
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Antes de introduzir o préximo exemplo, vamos definir uma classe de aplicacdes que possui um papel

central nas proximas sessoes.

Definigéio 3.3.9. Sejam (X, dx) e (Y, dy) espacos métricos e sejam o« > 0, v € (0, 1]. Dizemos que uma
aplicacdo f : X — Y é (a, v)-Holder se satisfaz para todo x,y € X:

d(f(z), f(y))y < ad(z,y)x

Em particular, toda fungdo («, v)-Holder é continua, como € possivel checar facilmente. A préxima
observagdo serd ttil para o exemplo posterior: suponha que Y = R e dy = d é a métrica euclidiana em R.
Se ¢ : X — R é uma fungéo positiva (ou seja, p(z) > 0 para todo x € X) entdo log ¢ é («, v)-Holder
se e somente se para todo x,y € X:

oadwy) < P
T oely) T

De fato, por defini¢do a condigdo de log ¢ ser («, v)-Holder é equivalente a condig@o de que para

todo z,y € X:

ecd@y)x 3.9)

|log ¢(x) —log v(y)| < ad(z,y)%

Que por sua vez também é equivalente a condigao:

p(x)
©(y)

Por conveniéncia, diremos que uma fungéo positiva ¢ : X — R tal que log ¢ é (o, v)-Holder de

—Oéd(.fC, y)g( < log < ad(xvy)l)j(

funcao log(a, v)-Holder.
Exemplo 3.3.10 (Cone de fungdes log(«, v)-Holder). Sejam X e E como antes e sejam o > 0, v € (0, 1]
constantes. Defina o conjunto:

C(a,v) = {¢ € E; p é positiva e é log(a, v)-Hdlder}

Entdo, C(a,v) é um cone convexo. De fato, para provar a convexidade, suponha que o1, s €

C(a,v) ety1,ta > 0. Entdo devido a condi¢do 3.9 temos:

e~ UM@Y) o1 (y) < pr(x) < @) o (y) e e UV o (y) < o) < @Y o (y)

Logo, multiplicando t1 > 0 e to > 0 na primeira e na segunda desigualdade respectivamente,

obtemos:

fre= @0 0 (y) < tipi(2) < 119D g (y)
tae =M@Y oo (y) < tapa(a) < tae® ™) py(y)

Assim, somando as duas desigualdades, obtemos o resultado desejado:

e—ad(m,y)” < tlng(l‘) +t2802(x) < 6o<d(z,y)”
~ tipr(y) +tapa(y) T
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Observando também que C(a,v) C Cy e C(a,v) C Cy, concluimos que C(c,v) é um cone
convexo que satisfaz a condi¢do 3.4. Para este exemplo, vamos sempre denotar por 0., a métrica
projetiva associada a este cone. Dados ¢1,p2 € C(a,v), para calcular o, sejat > 0 tal que

w2 — ty1 € Cla,v). Entdo, g3 — to; deve satisfazer para todo x,y € X:

(902 — t(pl)(w) < ead($,y)"
(p2 —tp1)(y) ~

Mas, estas condicdes sdo equivalentes a afirmar que para todo x,y € X:

(b2 —tp1)(x) > 0e

p2(2) _ @) oo (z) — 2 (y)
o1(x) e@d@9)" o1 (z) — ¢1(y)

Assim, obtemos a expressdo de o, ,:

>t

pa(x) €@V oo (z) — pa(y)
p1(z)” @)’ o (z) — 1(y)

De forma andloga, obtemos a expressao de 3 ,:

Qaw(p1,02) = inf{ onde x,y € X}

pa(x) 2@V py(x) — pa(y) }
a,v 5 = Ssu ) v onde Ty € X
Baw (1, p2) p{(pl(a;) ecd(@9)” o1 (z) — p1(y) g

Além disso, temos 0, < 0 pois C D C(a,v).

O proximo exemplo desempnha um papel fundamental e serd usado para obter propriedades dinamicas
sobre o operador de Perron-Frobénius. Suponha que f : M — M seja uma aplicagdo expansora em
uma variedade compacta M. Pela proposi¢ao 3.2.10, existe p > 0 de modo que para todo y1,ys € M
com d(y1,y2) < p satisfaz:

d(z1j,795) < o 'd(y1,y2)

paratodo j = 1,....k onde f~1(y;) = {@i1,...,x;x} (i = 1,2) e k > 1 o grau da aplicagdo f. Se
¢ : M — R é positiva, dizemos que ¢ € log(«, v)-Holder em py-vizinhancas se para todo yq,y2 € M
tal que d(y1,y2) < po temos:

e—ozd(x,y)" < 4/3(3/1) < eocd(x,y)”
o(y2)

Ou seja, a condigdo log(a, v)-Holder € vdlida sempre que d(y1,y2) < po-

Exemplo 3.3.11 (Cones de fungdes log(c, v)-Holder em p-vizinhangas). Ainda dentro das hipdteses

anteriores, defina o conjunto:

C(a,v, po) = {¢ € CO(M); ¢ é positiva e log(c, v)-Hélder em pg vizinhangas }

Entdo, pelo mesmo raciocinio do exemplo anterior mostra-se que C(cv, v, py) € um cone convexo que
satisfaz a condicdo 3.4. Mais ainda, sua métrica pode ser igualmente calculada e expressa a partir das

seguintes igualdades:

pa(y1) €@V oo (y1) — @a(y2) }
) v onde d(y, <
©01(y1)’ exd(zy) o1(y1) — 1(y2) (y1,92) < po

Qoo (91, 02) = inf{
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pa(y1) €@V oo (y1) — pa(yn) }
’ v onde d(11, <
01(y1) exd(@y)” g (1) — o1(12) (y1,92) < po

Ba,v,po (01, p2) = sup {

3.4 O operador de Perron-Frobénius de uma aplicacao expansora

Nesta sessao, vamos introduzir o Operador de Perron-Frobénius de uma aplica¢do expansora, que sera
usado para o provar o teorema 3.1.1. Sendo m a medida de Lebesgue em M, denotamos por L! (M, m) o

espago das fungdes lebesgue integraveis e vamos sempre supor que m (M) = 1.

Definicao 3.4.1. Seja f : M — M wuma aplicacdo expansora em M. Definimos o Operador de
Perron-Frobénius como a funcdo definida no espago das funcoes integrdveis:
L:LYM,m) — LY(M,m)
gLy

Que satisfaz para cada y € M:

(Lo)(y) = ;;)wﬁﬂ;@ﬂ (3.10)

Observe a soma definida acima € finita, pois todo ponto tem exatamente o mesmo numero de pré-
imagens. Além disso, este é um operador bem definido, ou seja, £ ¢ € (M, m) paratodo ¢ € L*(M,m).
De fato, observe que como f é uma aplicagio expansora de classe C'! ento a aplicagdo = > | det df (z)|
¢ continua em M e | det df (x)| > 0 para todo = € M, pois é um difeomorfismo local (vide observacdo

3.2.4). Em particular, como M € compacta entdo existe C' > 0 tal que:

i >
xlél]fv‘[ |det df (z)| > C

Logo, sendo k o grau de f, temos para todo ¢ € L'(M,m):

| Lol <k sup (3.11)

1
S
e Tastarey 1
A préximo proposicdo ilustra alguns fatos basicos sobre o operador de Perron-Frobénius:

Proposicao 3.4.2 (Propriedades de £). O operador de Perron-Frobénius satisfaz as seguintes proprieda-
des:

(i) L éum operador linear e continuo com respeito & norma L' (M,m).

(ii) Para todo @, € Ll(M, m), vale a seguinte propriedade:

(e dn = [ owe pam (3.12)

(iii) Se p € LY(M,m) entdo L o(x) = @(x) m-q.t.p. se e somente se a medida definida por jn = pm é

f-invariante e absolutamente continua com respeito a medida de Lebesgue.
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(iv) Se p € LY(M,m) entdo:

/]Cgpdmg /£|g0]dm (3.13)

Demonstracdo. (i) Para provar a linearidade, sejam a,b € R e ¢, 1) € L'(M, m) quaisquer. Entio

paratodoy € M:

(ap +by)(x)

(Lap + b)) (y) = Z | det df ()]

zef~1(y)

:ZM

) 14t d @)

_ p(x) Y(x)
P Tdetdf (@) +brele(y)\detd @)]

zef~1(y

= a(Lp)(y) +b(LY)(y)

logo, L(ap + b)) = a L + b L, o que prova a linearidade. O fato do operador também ser

continuo segue de 3.11.
(i1) A prova deste item serd baseada na seguinte afirmacao:

Afirmacao 3.4.3. Para todo y € M existe uma vizinhaca V' > y tal que para todo boreliano
AcCV:

/ (£ p)pdm = / oo fydm (3.14)
A f=1(A)

Demonstragdo. Fixado y € M, tome uma vizinhanca distinguida V' 3 y e U; 2 z; todos disjuntos

tais que f; = f|y, : Uy — V é um difeomorfismo para cada i = 1, ..., k, satisfazendo:

V) = U U; (ver 3.2.7)

Entdo, dado um boreliano A C V' qualquer, pelo teorema de mudanga de varidveis temos:

60



(iii)

/Wwdm Z/|dfdff_f rpxavdm

_Z/<|detdf o f; IIXAw>Ofi'|detdfi|dm

¥ [ etcae fwe fidm
=1
k

= o f)d
;/fl(A)ﬂUi p(1 o f)dm

- / oo f)dm
f=1(4)

Onde a ultima igualdade foi obtida a partir da relagéo:

O

Provada a afirmacio anterior, podemos cobrir a variedade M por abertos satisfazendo a afirmagao
3.14 e portanto, pela compacidade obter uma subcolecao finita V7, ..., V,, C M de abertos que ainda
satisfazem a afirmac@o anterior e que cobrem M. Com isto, defina a seguinte familia de borelianos:

j—1
‘71:V1€17j:]/j\UVgparacada2§j§n

i=1
Entdo, a familia de subconjuntos definida acima € disjunta e ainda cobre M, como é possivel checar.

Com isso, concluimos que:

= Z/ (o fdm (afirmag@o 3.14)

Onde a tltima igualdade vem do fato de que a familia { f~*(V;)} ainda é uma familia de borelianos

disjuntos que cobre M. Isso prova o item (ii).

Suponha que ¢(z) = L ¢(z) m-q.t.p. e considere a medida absolutamente continua u = pm.

Entdo, esta medida é f-invariante pois para todo A C M boreliano temos:

u) = [ pim = [(eopum = [ ecro pram= [ em = s ()
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Reciprocamente, suponha que y seja uma medida f-invariante e absolutamente continua com
respeito a Lebesgue. Pelo teorema de Radon-Nykodym existe ¢ € Ll(M ,m) talque p = pme
mais ainda, se ¢ € L*(M,m) é tal que ¢ym = u entdo 1(x) = ¢(z) m-q.t.p. Considere a fungio
1) = L ¢ e defina a medida v = »m. Entdo, para todo boreliano A C M obtemos:

I
—
5
=
b
o
=
U
3

I
&T\
=

©
U
3

onde na ultima igualdade foi usada a hipdtese de que p é f-invariante. Portanto, u = v e em

particular, £ p(x) = ¢(x) m-q.t.p. como queriamos provar.

(iv) Este dltimo item segue como consequéncia imediata da desigualdade | £ o(y)| < L]|¢|(y) para
todoy € M.
O

O 1ltimo item da proposicdo anterior revela uma caracteristica bastante importante sobre o operador
de Perron-Frobénius: vamos denotar por £'(M,m) o conjunto das classes de equivaléncia da relagio
m-q.t.p. (ou seja, duas fungdes o, 1) € L'(M,m) estdo na mesma classe se e somente se (z) = ()
m-q.t.p.). Denotando a classe de uma fungio por [¢] € L£!(M,m) podemos entdo definir uma fungio
L: LY M, m) — LY(M,m) que satisfaz L[] = [L ¢] para toda ¢ € L!(M,m). Devido ao item (iv)
da proposic¢ao anterior, esta € uma fun¢do bem definida. Além disso, o item (iii) revela uma condi¢do
muito especial sobre este operador: uma medida u = ¢m é f-invariante e absolutamente continua com
respeito 2 medida de Lebesgue se e somente se [p] é um ponto fixo de L. Por este motivo, vamos nos
dar a liberdade de dizer que a densidade ¢ de uma medida invariante € um ponto fixo do operador de

Perron-Frobénius, mesmo que que £ ¢ = ¢ ocorra apenas num conjunto de medida de Lebesgue total.

3.5 Existéncia de medidas invariantes absolutamente continuas

Agora vamos provar o teorema 3.1.1 que se encontra no inicio desta sess@o. Primeiramente vamos
mostrar que o operador de Perron-Frobénius deixa invariante o cone de fungdes log(c, v)-Holder em po-
vizinhangas. Depois, usando o fato de que as métricas projetivas nestes cones sdo completas, mostraremos
a existéncia de um ponto fixo que serd densidade de uma medida f-invariante absolutamente continua com
respeito a medida de Lebesgue (como visto na sessdo anterior). Vamos comecar provando a invariancia
dos cones.

Antes de comegar, lembre-se de que estamos supondo que log | det df| é uma fun¢io («v, vg)-Holder

onde ag > 0 e vy € (0,1]. Ou seja, para todo z1,x9 € M temos:
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p—aod(@y)o < \detdf(”fﬂ < caod(z.y)"0 (3.15)

~ |det df(x1)
Lema 3.5.1. (Invaridncia) Existe \y < 1 e r > 0 tal que L(C(a, v, py)) C C(Aie, v, po) para todo

a > rev > 1. (Lembrar da notacdo usada em 3.3.11).
Demonstragdo. Fixado A\; € (1/0,1), considere a constante:

Q@

r =
(A1 —o7™0)
Vamos mostrar que se « > 7, v > g e ¢ € C(a,v, po) entdo para todo y;,y2 € M tal que

d(y1,y2) < po tem-se:

- v _ (Lo)(y) v
e Aad(y1,y2) < ( 14 < 6)\1 ad(y1,y2) 3.16
= Lo = (310

Como o operador de Perron-Frobénius € positivo, ou seja, £ ¢ € positivo sempre que ¢ também é
positivo, entdo é suficiente mostrar a condi¢o 3.16 acima para garantir que £ ¢ € C(\1a, v, pg). Assim,
sejam y1, y2 € M tais que d(y1,y2) < po e escreva f 1 (y;) = {x1j, ..., 7x;} para denotar as pré-imagens
de y; para cada j = 1, 2. Pela proposi¢do 3.2.10 temos:

d($¢1, 1'1'2) < U_ld(yla y2)

Para todo ¢ = 1, ..., k. Em particular, como o1 < 1 entio d(z1,xi2) < po e assim, usando o fato de

que ¢ é log(«, v)-Holder em pg vizinhangas, obtemos para cada i = 1, ...k:

e—ad(x“,xig)l’ < (,0(1'21) < ead(x“,a:iz)” (3.17)

(zi2)

Analogamente, como log | det df | também é («, v)-Holder entdo para cada i = 1, ...k (Ver 3.15):

)

e—0d(Ti1,Tiz

)0 < | det df (zi2)| < e0d(zi1,@i2)"0 3.18
= detdf (za)] — © G189

Portanto, podemos estimar:

k
1
(Lo)(y1) = ; Sp(xil)m

k

= Z SO(UCiQ)ead(x“’m)y
i=1

1

Y ood(zn,Ti2)0 3.17e 3.18
et df (w)|© GAres

k
< e(aafy-*'oéo)d(yl y2)Y 790(‘%2)
; ‘ det df(l'zg)‘

< e>\1ad(y17y2)u(ﬁ ©)(12)
Observe que na segunda desigualdade usamos o fato de que:
d(wi1, 2i2)"° < d(zi1, i2)” < o Vd(y1,92)" < d(y1,92)
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Assim, como ¥, yo foram escolhidos arbitrariamente segue que £ ¢ € C'(A\1, v, pg), 0 que prova o
lema.
O

Vamos denotar por 6, , € 0, ., as métricas projetivas dos cones C'(«r, ) e C (A1, ) respectivamente.

Como £ é uma transformagao linear entdo por 3.5, para todo ¢1, 2 € C(a, v):

o (Lo1, Lp2) < 0au(01,92)

Nosso objetivo agora é mostrar que o operador de Perron-Frobénius € de fato, uma contragdo no cone
das fungdes log(a, v)-Holder em py-vizinhangas. De acordo com a proposi¢do 3.3.5, para que isso seja
verdade € suficiente mostrar que o didmetro deste cone D = sup{6q. .. (¢1, ¥2); 01,92 € C(Ma,v)} é
finito. A ideia para fazer isso é a seguinte: primeiro, vamos mostrar que o didmetro do cone C(«, v, po)
com respeito a métrica projetiva 6 é finito (lembre-se de que isso faz sentido pois C'(a, v, pg) C Cy).
Depois, vamos concluir que o didmetro D deste cone com respeito a métrica projetiva 6, , € finito,
mostrando que os didmetros de C(«, v, pg) com respeito a ambas as métricas se diferem por uma

constante positiva. Antes, vamos comecar com o seguinte lema:

Lema 3.5.2. Existe uma constante b > 0 tal que log p é (b,v)-Holder em M (e ndo apenas em po-

vizinhangas) para toda fungdo ¢ € C(a, v, o).
Demonstracdo. A prova deste lema € baseada principalmente na seguinte afirmacao:

Afirmacio 3.5.3. Existe N > 1 (que depende apenas de pg e de M) satisfazendo a seguinte propriedade:

para todo x,y € M existem zg, 21, ..., 2y € M onde 2o = x, zy = y e:

diam (M) al
“Awy) < poparatodoi=1,...,N e g d(zi—1,2;) = d(z,y)
Y i=1

Demonstracdo. Como M € uma variedade Riemanniana compacta e conexa entdo M é completa, isto

d(zi—1, %) < po

é, para todo par de pontos distintos x,y € M existe uma tnica geodésica minimizante v : [ — M tal
que v(0) =z ey(1) = y. Assim, fixe N > 1 de modo que N < diam(M)/pg. Entdo, este N escolhido
satisfaz a afirmacdo. De fato, se z,y € M ey : I — M € a tnica geodésica minimizante que liga x e vy,
escolha zp = x, zy = y e z; € y(I) tais que d(z;—1, 2z;) < po paratodoi = 1,..., N. Entdo, usando o

fato de que v € uma geodésica minimizante, obtemos:

N

Z d(zi-1,2) = d(x,y)

i=1

Como queriamos provar. O

Com esta afirmacéo provada, seja ¢ € C(«,v,po). Fixados z,y € M quaisquer, sejam zy =

x, 21, ..., 2N = y satisfazendo a afirmac@o anterior. Observe que podemos escrever:

p(z) @(21%0(22%- “11 p(2)
p(y)  pl20)e(21) - plan-1) g e(zie1)

Como log ¢ € (o, v)-Holder em pp-vizinhangas e d(z;, z;—1) < po paratodoi = 1, ..., N entdo:
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e(2i)
P(zi-1)
Além disso, temos que d(z;_1, 2;)” < d(x,y)” paratodoi = 1,..., N e em particular:

ad(zi,zi—1)"

IA

e

N
> d(zi1, %) < Nd(z,y) (3.19)

=1

Logo, obtemos a seguinte estimativa:

N
= exp ( Z ad(zi, Zi_l)y>
i=1

< exp(aNd(z,y)") (por 3.19)

Com isso, basta tomar b = aN, que € uma constante que nao depende da funcdo ¢ escolhida.

O lema anterior nos permite concluir o seguinte coroldrio:

Corolario 3.5.4. Para todo o > 0, existe uma constante K1(a) > 0 (que depende de o) tal que:

diamg, (C(a,v, po)) < Ki(a)

Demonstracdo. Lembre-se de a métrica projetiva 6. ja foi calculada no exemplo 3.3.8 e obtemos para

toda 1, 2 € Cy:

e ey e My <

Pelo lema anterior (lema 3.5.2) existe uma constante positiva b > 0 tal que para todo ¢ € C'(a, v, p),

01 (¢1,p2) = log Sup{

log ¢ é (b, v)-Holder em M. Logo, para todo x,y € M e @1, p2 € C(a, v, po) temos:

log o)1 (y) < log @2(1‘) 1Y) < bd(z,y)” < bdiam(M)”
o)) = oaly) T i)
Em particular, 6 (1, p2) < bdiam(M)” e portanto, basta tomar a constante K (o) = bdiam(M)".

O]

Vamos denotar por 0 e 6 = 0, , as métricas projetivas dos cones C';, Cy,, para constantes & > 0 e

v € (0, 1] arbitrarias. Lembre-se das expressdes dessas métricas em 3.3.11.
Lema 3.5.5. Existe uma constante Ko(A1) > 0 que depende apenas de \ tal que:
diamg(C’()\la, v, po)) < diam9+ (C(/\loé, v, p())) + KQ()\l)
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Demonstra¢do. Primeiramente, dados @1, p2 € C(A1a, v, pg) vamos provar que:

1D 0y (@) — pa(y)  pala) e@dEN)” — eehide)
T 1 (2) — aly) © 1(7) e@dE” — emamdaa)”

(3.20)

Para ver que isso € verdade, se x,y € M satisfazem d(z,y) < pg entdo por defini¢do:

ef)\lad(z,y)V < 902(33) < eAlad(x,y)”
vi(y)
Parai = 1, 2. Logo, obtemos as seguintes desigualdades:

N la) ) = o) (= ) > et =

p1(2)e @Y — 01 (y) = 1 (2) <ead(m,y>» ¢ Ey;) < o (z)(e2d@V)” _ gmahd@y)”)
p1lz

Portanto, a desigualdade 3.20 pode ser obtida reunindo as desigualdades deduzidas acima.

Agora, considere as seguintes constantes:

A1 A1

L 2=z z—2z"
C1 = inf 5 ng:supiA
z>1 2 —z7™M 2>1 2 — 21

Entdo C; € (0,1), Cy € (1, +00). Portanto, fazendo z = e®¥®¥)" na desigualdade 3.20:

ad(z,y)” _ carid(z,y)”

M) o (1) — pa(y) _ pa(2) e

e @) oy (x) — @a(y) — pi1(z) ead@)” — ematid(zy)” =z Cra (1, 2)

O[(§01, @2) Z
Analogamente, 3(¢1, p2) < Cof+(¢1, p2). Portanto,

Bl ) _ o CoB+ (1, 2)
alpr,p2) = 7 Crag(er, ¢2)
Logo, basta tomar K (A1) = log Cy — log C para completar a prova. O

0(1,p2) = log =04 (p1,p2) +1log Cy — log Cy

Corolario 3.5.6. O operador de Perron-Frobénius é uma contragdo no cone C(Aia, v, py) com respeito

a métrica projetiva 6 com taxa de contracdo Ay = 1 — eP onde D é o didmetro de C'(\ic, v, po).

Demonstracdo. Pela proposi¢io 3.3.5, é suficiente mostrar que o didmetro D do cone C' (A, v, pg) com

respeito a métrica 6 € finito. Mas, isso segue diretamente dos lemas 3.5.4 e 3.5.5. O

O fato do operador de Perron-Frobénius ser uma contracdo nos d4 uma ideia de como podemos
obter pontos fixos para o operador de Perron-Frobénius: tomando qualquer fungéo log(«, v)-Holder em
po-vizinhancas e iterando com o operador sucessivamente, se a sequéncia dos iterados converge para uma
fungdo ¢ € C(a, v, po) entdo a medida . = pm serd uma medida invariante absolutamente continua com
respeito a medida de Lebesgue e em particular, serd um ponto fixo (vide o item (iv) da proposicao 3.4.2).
Para isto, vamos provar que os cones que estudamos até 0 momento sdo completos com suas respectivas
métricas projetivas, no seguinte sentido: seja C' um cone em um espaco vetorial £ e seja 6 sua métrica
projetiva. Dizemos que C é completo com respeito a sua métrica projetiva, se para toda sequéncia de

Cauchy {¢, }n>1 existe ¢ € C tal que:
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0(on, ) — 0 quando n — 400

Lema 3.5.7 (Completude). O cone C é completo com respeito a sua métrica projetiva 0. Mais ainda,

se {pn tn>1 € uma sequéncia em C. satisfazendo:

/apndm = 1 para todon > 1 (3.21)

E ¢ € C4 é o limite desta sequéncia, entdo a sequéncia {¢, },, também converge para ¢ na métrica
uniforme de C°(M).

Demonstragdo. Seja {¢p}n>1 uma sequéncia de Cauchy em Cy normalizada de modo que satisfaga a
condi¢do 3.21 acima. Por ser de Cauchy, esta € uma sequéncia limitada com respeito a métrica projetiva
6 e portanto, existe N > 0 tal que 04 (¢p, 1) < N paratodo n > 1. Logo, por defini¢do temos que:

0 < log Pn(2)91(y)
en(y)pr1(z)
E assim, em particular, para todo z,y € M en > 1:

<N

6N

IN

| < $n(@)er1(y)

en(y)er (e
Tome Ry = eV e seja Ry = sup{p1(z)/p1(y); 2,y € M} (que existe pela compacidade de M).
Entdo, para todo z,y, € M en > 1 temos:

1 $n (w)
— < <R
Ry ©on(y) ?

Logo, em particular, paratodon > 1exz € M vale:

1
— < o,(z) <R
R2_90(33)_ 2

Afirmacao 3.5.8. Para todo k,l € N temos:

o () <1< s (500)

Demonstragdo. Esta afirmac@o vem do fato de que a sequéncia {¢, },>1 estd normalizada, ou seja,

| ¢ndm =1 para todo n > 1. Primeiramente, observe que para z € M ¢ fixado, entdo para todo y € M:

_ (@)
oi1(y)
Em particular, fixando x € M obtemos:

e or(2)
> f
Spl(y) - z,llunEM (pl(w)

or(z) ©i(y)

. or(2)
g(x) > sup ¢;(y) inf
or() yeMsO( )vaeM oi1(w)
Portanto,
er(2)

inf x) > su inf
nf pr(z) 2 ye]\%w(y) o)
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Analogamente, repetindo o mesmo raciocinio:

. ek (2)
sup pi(z) < inf ¢i(y) sup
zeM ( ) yeM ( )z,wEM @l(w)

E assim, paracadax € M e k,l € N obtemos:

inf P2 < nfor ¢r(2) <SPk P
o1~ supy; — pi(z) T infyy w1

Logo, como também vale que:

1 1
<
supg; — [ pidm

inf @, < /gpkdm e

Concluimos portanto que:

inf Pk < mfoe [ opdm _ - sup gy < sup P&

o1~ supy; — [ pidm inf ¢; @

Como queriamos provar. 0

Provada esta afirmac@o, como {¢y, }»>1 € uma sequéncia de Cauchy com respeito a métrica projetiva
04, tome € > 0 e seja /N > 1 tal que para todo k,[ > 1 tem-se:

3

’SUP(QOk/QOl) ‘ <
inf(pr/w1)  ~
Entdo, em particular, para todo &k, > N:

efgginfﬂglgsupﬁges
2 2

Assim, usando a desigualdade anterior:
Pk €
supler — i| < sup || sup ’E — 1] < Ra(e® — 1)

Para todo k,! > N. Logo, {¢n }n>1 € uma sequéncia de Cauchy com respeito a métrica da conver-
géncia uniforme em C°(M) e como este é um espago métrico completo com esta métrica, sempre que M

é compacto, segue que existe o € C°(M) tal que:

I - =0
Amsup [on(z) = ¢o(@)]

Observe que g € C pois R, L < sup ¢, paratodon > 1.

Afirmacdo 3.5.9. A sequéncia {py, }n>1 também converge para @o com respeito a métrica projetiva ...

Demonstragdo. Observe que [ podm = 1. Logo, aplicando o mesmo raciocinio da afirmagéo 3.5.8,

inf <<'0k> <1<sup <90k>
¥0 ®o

Logo, tomando limite concluimos que para todo k£ > N:

obtemos para todo k£ > 1:
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¢ < lim inf <¢k> = inf <(pk> <1< lim sup <<'0k) = sup <('Dk> <ef
[—+o00 ©1 ©0 l—+o0 ©r ©o

Portanto, obtemos o seguinte limite:

lim 7811})(80"/%) = lim =1
n—+oo inf(pn /o)  n—rtoo

E assim, por definicdo da métrica projetiva:

lim 6.4 (o, p0) =0

n—-+o0o

Com afirmacao acima, prova-se o lema. 0

Agora finalmente estamos prontos para concluir a existéncia de um ponto fixo ¢q. Para isto, denotando
por x s a funcdo caracteristica de M, defina a sequéncia de fungdes ,, = L™ x s para todo n > 1. Como
o operador £ é uma 6-contra¢do no cone C(«, v, pg) (ver coroldrio 3.5.6) entdo a sequéncia definida

acima € 0-Cauchy. De fato, fixado n > 1 qualquer, se k > 1 entdo:

S
—_

k—
0(nk> Pn) Z (Prevgtrs ons) < O(Lxn xu) p_(1—e” )"
7=0

<.
I
o

Como O(ontks Prntl) < 0(Ontks on)+0(Pnti, ©n) paratodo k, 1 > 1 segue portanto que a sequéncia
definida acima é #-Cauchy. Em particular, esta sequéncia também é §-Cauchy. Mais ainda, pelo item
(iii) da proposicao 3.4.2, temos para todo n > 1:

/Sondm = /(E” xm)dm = /(E" ) xardm = /XMdm _

Assim, pelo lema anterior, existe ¢y € Cy tal que ¢, — ¢o quando n — 400 uniformemente
em CO(M). E possivel checar que ¢o € C(A\ja, v, pg). Como £ : CO(M) — C°(M) também é um

operador linear continuo com respeito a norma da convergéncia uniforme, entao:

Lyg = £(ngrfoo op) = lim L, = hmOO Oni1 = Qo

n—-+o0o

Concluindo que £ g = g, ou seja, ¢o € um ponto fixo do operador de Perron-Frobénius. Como
consequéncia da proposicdo 3.4.2 a medida definida por pp = ¢om € uma medida de probabilidade
f-invariante e absolutamente continua com respeito a medida de Lebesgue, cuja densidade satisfaz pelo

lema anterior:

1
wo(x) > > 0 para todo = € M
2

Em particular, esta medida € equivalente 2 medida de Lebesgue.
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Alguns comentarios sobre aplicacoes expansoras

No teorema 3.1.1, foi provada apenas a existéncia de medidas invariantes absolutamente continuas, mas
de fato, € possivel concluir também a unicidade. A medida p obtida na prova do teorema 3.1.1 € ergddica
e absolutamente continua com densidade v-Holder e seu suporte e sua bacia estatistica de atragdo tém
medida de Lebesgue total na variedade. Em particular, + € uma medida fisica. O leitor que estiver
interessado nos detalhes desta demonstracio pode consultar a sessdo 11.1.3 em [OV10] para uma prova
mais geométrica do teorema acima ou pode consultar a sessao 2.4 em [Via97] para uma demonstragao
mais analitica, estudando o operador de Perron-Frobénius.

Outro fato interessante sobre as aplicagdes expansoras ¢ que a dindmica dessas aplicagdes estd bem
classificada a menos de conjugacdo. De fato, € provado em [Gro81] que toda aplicagdo expansora
numa variedade compacta € topologicamente conjugada a uma infra-nil-variedade. Além disso, uma
aplicacdo expansora em uma variedade compacta fica completamente determinada por sua acao no grupo
fundamental da variedade (veja [Shu70]).

O leitor que também estiver interessado em mais propriedades ergdédicas destas aplicacdes pode
consultar [Via97] onde € provado usando o operador de Perron-Frobénius que aplicagdes expansoras
possuem decaimento exponencial de correlagdes para fungdes Holder e também € provado um resultado

sobre estabilidade estocastica.
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CAPITULO 4

Aplicacoes Expansoras Por Partes
com Infinitos Ramos

No tltimo capitulo, foram estudadas aplicacdes expansoras de uma variedade Riemanniana e compacta,
supondo que fosse diferencidvel em todos os pontos. Vimos que estas aplicacdes possuem ricas proprieda-
des dinamicas tanto do ponto de vista topolégico quanto do estatistico, constituindo um exemplo de como
o comportamento dindmico cadtico e estocdstico podem coexistir. Para complementar o estudo nesta
direcdo, neste capitulo, vamos estudar aplicacdes do intervalo que também sio uniformementes expansoras
em seu dominio, mas com um nimero infinito e enumeravel de descontinuidades, chamadas de aplicacoes
expansoras por partes com infinitos ramos de monotonicidade. Estes mapas sio diferencidveis em
cada intervalo de monotonicidade e sua derivada € limitada por baixo por uma constante estritamente
maior do que um. O exemplo mais famoso de uma aplicacdo expansora por partes com infinitos ramos,
cujo papel no estudo das fragdes continuadas em teoria dos niimeros € central, é o mapa de Gauss, definido
por f(z) = 1/z — |1/z] no intervalo [0, 1]. Uma das caracteristicas mais interessantes deste mapa ¢ a

existéncia de uma medida invariante e equivalente 2 medida de Lebesgue do intervalo, definida por:

1(B) :/1_T_xdm

Para cada B C [0, 1] mensurdvel. Além disso, também é possivel provar que este mapa ¢ bastante
caético do ponto de vista da topologia, sendo topologicamente misturador, por exemplo (veja o capitulo
7 em [DRO7]). Pensando neste exemplo, gostariamos de entender sob quais condi¢des um mapa que é
expansor por partes com infinitos ramos possui propriedades parecidas com as do mapa de Gauss. De fato,
como veremos no exemplo 4.3.3, existem aplica¢des do intervalo que expandem em cada intervalo de
monotonicidade, mas que ndo admitem medidas invariantes absolutamente continuas. Veremos que dentro
de certas condi¢des, que serdo explicitadas mais a frente, € possivel garantir que aplicagdes expansoras
por partes com infinitos ramos admitem medidas invariantes absolutamente continuas.

A técnica principal para provar a existéncia destas medidas € mais uma vez explorar as propriedades
analiticas do operador de Perron-Frobénius £ para deduzir propriedades ergddicas destes mapas. Por outro
lado, neste caso, em vez de trabalhar com cones de fun¢gdes Holder (que geralmente ndo s@o preservados
por um mapa expansor por partes), veremos que sob condi¢des apropriadas, as fungdes de variagdo
limitada sao preservadas pelo operador. Além disso, a regularidade destas fungdes expressa em termos da

variagdo, € melhorada sob a acdo do operador de Perron-Frobénius destas aplicacdes.
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Destacamos que dentro do contexto deste trabalho, as aplicagdes expansoras por partes possuem um
papel importante pois, além de constituirem um exemplo de classe de aplicacdes no qual o comportamento
cadtico e estocdstico coexistem, vamos usar suas propriedades dindmicas e ergddicas para estudar os
mapas com ponto fixo neutral, presentes no capitulo 5. No estudo das propriedades ergédicas destes
mapas se constréi uma aplicagcdo expansora por partes do intervalo para deduzir informagdes sobre o

comportamento estatistico destes mapas.

4.1 Funcoes de variacao limitada do intervalo

Como foi observado na introducio, vamos trabalhar com o espaco das fun¢des de variacao limitada pois
sob hipéteses adequadas, o operador de Perron-Frobénius preserva este espaco. Por este motivo e para
conveniéncia do leitor, vamos nesta sessdo estabelecer algumas propriedades elementares e dteis sobre
as fungdes de variacdo limitada de um intervalo. Vamos também, a partir de agora, sempre denotar um
intervalo limitado qualquer por I C R.

Seja [a, b] um intervalo compacto. Dizemos que um subconjunto P C [a, b] € uma particao finita
do intervalo se P é finito e a,b € P. Seja ¢ : [a,b] — R uma fungéo. Definimos a varia¢io de © no

intervalo [a, b] como:

n
E/abli(p = sup{ E lo(ti) — p(tiz1)|; P ={to =a < t; < ... <ty = b} é parti¢do finita }
“ i=1

Se I C R ndo é um intervalo compacto e ¢ : I — R é uma funcio qualquer, entdo também podemos

definir a variacao de ¢ no intervalo I como:

var @ 1= sup var e
I [a,b]CI [a:b]

Definicao 4.1.1. Seja ¢ : I — R definida num intervalo limitado I C R qualquer. Dizemos que o tem

variacdo limitada no intervalo I se vary p < +o0.

Denotamos o espaco das fun¢oes de variacao limitada no intervalo [ por:

BV(I):={¢:1 —>R;Vflir(p < +o0}

Com as operacdes de soma e multiplicagdo por escalar este € um espago vetorial real, o qual pode ser

munido com a norma da variacao limitada:

il i=var(e) + [ lldm para cada o € BV(1)
I
Observacao 4.1.2. Observe que a norma acima estd bem definida. De fato, toda funcdo de variagdo
limitada é limitada e portanto, é integrdvel com respeito a medida de Lebesgue do intervalo I, ou seja:
BY(I) C L(I,m)

Uma primeira pergunta que pode ser feita é sobre a regularidade das fun¢des de variacao limitada.
Sido continuas? Diferencidveis? De classe C''? Os seguintes exemplos mostram que isso depende bastante

da funcao:
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Exemplo 4.1.3. Toda funcdo de Lipschitz ¢ : I — R tem varia¢do limitada. De fato, Suponha
que C > 0 seja a constante de Lipschitz de p. Dado um intervalo compacto [a,b] C I qualquer e
P ={to=a <t <..<t,=>b}uma particao finita de |a,b| temos:

D lplt) —@(ti)| <D C -t —tia| = Cla—b)
i=1 i=1

Logo, vary ¢ < C(a — b) < Cm(I) e portanto, tem variagdo limitada. Em particular, toda fungdo

de classe C* num intervalo compacto é uma fungdo de variagdo limitada.

Exemplo 4.1.4 (Uma funcdo continua que nao tem variacdo limitada). Seja o : I — I definida por:

0 sex =0
fle) =9 |
rsin(Z) sex € (0,1]
Entdo, f é uma funcdo continua do intervalo I que ndo possui variagdo limitada. De fato, considere

a sequéncia Ty, = 2,3—71 para todo k > 2. Ndo é dificil ver que:

sin <7T> = (=1)**! para cada k > 2
Ty

Logo, tomando a sequéncia de particdes P, = {0 = 9 < xp, < ... < x2 = 1}, vemos que a

. U . ™
Zj8in o Tj41 SN —
L Tj+1

2
2j — 1

variagdo de f no intervalo I satisfaz:

Nk

var f > Z |f(z;) = fzj41)] =

=2

.
||
N

L(_l)j

—1)i+t —
(=) 2j+1

ot

[\

421 2j+1

> +o0

.

Ou seja, f ndo tem variacdo limitada.
Exemplo 4.1.5 (Uma funcio descontinua que ndo tem variagdo limitada). No mesmo espirito do exemplo

anterior, a funcdo definida por:

0 sex =0

sin(%) sex € (0,1]

fz) =
E um exemplo de uma funcdo que ndo é continua e ndo é de variacdo limitada, pois a mesma sequéncia
de parti¢oes do exemplo anterior mostra que a variagdo é ilimitada no intervalo [0, 1].

Vamos provar agora algumas propriedades bésicas sobre as fungdes de variacao limitada que serdo

essenciais ao longo do texto.

Lema 4.1.6. Sejam ¢, p1,p2 € BV(I) ey : I — R diferencidvel com derivada limitada em I. Entdo,

sdo verdadeiras as seguintes afirmacoes:
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(v1) varr(p1 + p2) < vary 1 + vary s

(v2) varr(p1 - p2) < vary o1 supy |pa| + supy [p1] vary @2

(v3) sup; ¢ < vary ¢ + infy o < varyp + —= flcpdm

(v4) vary |¢| < vary

(v5) Se h: I — h(I) é um homeomorfismo, entdo vary ) p = vary(¢ o h).
(v6) var( - ¢) < vary psupy [¢)| + sup; [dy] [} [ldm

Demonstracdo. (v1) e (v4) s@o imediatos a partir da desigualdade triangular. Para checar que (v2) é

verdade basta notar que se x,y € I, entdo:

l1(z)p2(z) — e1(m)p2(y)| = |e1(z)(w2(x) — 2(y)) + 2(y) (p1(z) — w1(y))] 4.1

Assim, basta aplicar de novo a desigualdade triangular. A propriedade (v5) segue da seguinte
observagdo: P = {tp = a < t; < ... < t, = b} é uma particdo finita de [a, b] se e somente se
h(P) = {so = h(a) < s1 < ... < s, = h(b)} é uma particdo finita de h([a, b]), onde s; = h(t;) para
todo 0 < i < n se h é crescente ou s; = h(t,—;) se h é decrescente. Para provar (v3), seja z € I

arbitrario qualquer. Entao, para todo y € I temos:

p(2) = ¢(y) < lo() — py)] < vary

Ou seja, p(x) < vary o +¢(y) paratodo y € I e logo, temos que p(x) < vary ¢ +inf; . Como z €
I foi arbitrdrio, segue que vary ¢ + inf ¢ é uma cota superior de ¢(I). Portanto, sup; ¢ < vary + infy .

Assim, a desigualdade em (v5) € obtida observando que:

1
infoo < —— d
1I}<p_m(1)/1<,0m

Para concluir a prova do lema, resta apenas provar (v6). Para isso, seja P = {tp = a < t; <
.. < tp, = b} uma particao finita de [a, b]. Pelo teorema do valor médio, para cada i = 1, ..., n existe
€ [ti—1, ;] satisfazendo [¢(t;) — ¥ (ti—1)| = |d)(s;)| - |ti — ti—1|. Pela desigualdade 4.1, obtemos:

lp(ta)(ti) — p(ti1)¥(tim1)] < lo(to)lle(t:) — () + [P (ti-1)lle(ti-1) — (ti-1)]

Logo, somando termo a termo obtemos:

n

D It w(t:) — o(ti)w(tin)| < Z lp(ta)lle(ts) — ¥ (ta)] + [ (1)l (tiz1) — (ti-1)]

=1

< Z lo(t)lldw(si)llts — tioal + > [(ti-1)l@(tio1) — @(ti1)]

=1

<sup|dw|2|so [t — ti 1|+Z|w i Dle(tio1) — (tio1)|

i=1

< sup dyl / [oldm + sup [] var
I I I I

74



Portanto, obtemos a desigualdade desejada.
O

Por mais que existam funcdes regulares o suficiente que ndo sio de variacio limitada (como mostra o
exemplo 4.1.4), é possivel garantir que elas ndo apresentam irregularidades em excesso. Além do conjunto
dos seus pontos de descontinuidade ndo ser muito grande (de fato, tem medida de Lebesgue nula), os
limites laterais de todos os pontos existem e suas descontinuidades ndo podem ter um comportamento
local semelhante ao exemplo 4.1.5.

Antes de provar todas as afirmacdes feitas acima, vamos voltar aos cursos de andlise e relembrar o que
significa a oscilagdo de uma fungdo num ponto. Dada uma funcio limitada p : I — Rep e I, > 0,
defina:

0+ (p; 9) == sup{[p(z) — w(y);z,y € (p,p+0)}

Repare que 6 (p, -) : (0, +00) — (0, 4+00) € uma fungdo nao-decrescente. Logo, como ¢ ¢é limitada,

entdo o seguinte limite existe:

0+(p) = 513& 0+(p;6) = inf 0+(p; 9)

Dizemos que 6 (p) € a oscilacdo a direita de ¢ no ponto p. Podemos definir de maneira andloga a
oscilaciio a esquerda de ¢ no ponto p apenas trocando o intervalo (p, p + ) pelo intervalo (p — 0, p)
nas defini¢des acima e denotando por 6_(p).

Da mesma forma, para cada 6 > 0 defina:

©+(p;0) :=sup{p(z);z € (p,p+9)}

¢—(p;0) := sup{p(z);x € (p— 0,p)}

Como ¢ (p;-) e p_(p;-) sdo fungdes ndo-decrescentes e limitadas, entdo os limites abaixo existem:

p(p) = lim, o (p;9) = inf oo(p; )

Essas fungdes sao importantes porque vao nos ajudar a caracterizar a existéncia de limites a esquerda

e a direita, como mostra o seguinte lema:

Lema 4.1.7. Se ¢ : I — R é uma fungdo limitada e p € I, entdo o limite lateral a direita de p existe e é

igual a o (p) se e somente se 01 (p) = 0. O mesmo vale para o limite lateral a esquerda.

Demonstra¢do. Suponha que o limite lateral a direita de p existe e seja € > 0. Entdo, por defini¢do do
limite lateral, existe § > 0 de modo que [p(x) — ¢(p)| < § paratodo z € (p, p + J). Logo, para todo
z,y € (p,p+ ) temos:

(@) = p)| < lp(@) = )] + o) — (P < -+ =<

Ou seja, provamos que 64 (p; §) < e. Como ¢ foi arbitrdrio, segue que 64 (p) = 0.
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Agora, vamos mostrar a reciproca, isto €, que o limite lateral a direita de p existe quando 64 (p) =0
e € igual a v (p). Para isso, como estamos supondo que 04 (p) = 0, sejaec > 0e Jy > 0 tais que

o() = (y)| < 01(p,d0) < 5 paratodo z,y € (p,p+ do).
Seja x € (p,p + dp) fixado. Entdo, vale a seguinte desigualdade:

lp(x) — 4 (p,00)| < O04(p,d0) <€ (4.2)

De fato, dado y € (p, p + do) tal que [p(y) — ¢+ (p,do)| < § que existe pela definicdo de . (p, do),

obtemos pela desigualdade triangular:

(@) = (. 80)| < lio(2) = 2(y)] + Li(y) = (P 0o)| < 02 (p.00) +5 < S+ = =

Fixe um § < dg qualquer. Da desigualdade 4.2, segue em particular que:

|04 (p,0) — o4 (p,do)| < e (4.3)

Como valem as desigualdades ¢ (p,d) < ¢+(p,do) € p(x) < @4 (p,do), pois ¢+ (p,-) é ndo-
decrescente e = € (p, p + Jp), entdo:

—& <01 (p,6) — 01(p,d0) < @i (p,d) — p(x) < wi(p,do) — p(x) <¢ (por 4.3)

Ou seja, provamos que |¢(x) — ¢4 (p,d)| < € paratodo § < Jp. Assim, tomando limite, obtemos:

(@) — e+ (p)l = lim Jp(z) — i (pd)] <€

Portanto, como £ > 0 foi arbitrdrio, concluimos que ¢(x) — ¢+ (p) quando x — p™. O caso do

limite lateral a esquerda de p é andlogo. O

Corolario 4.1.8. Se ¢ : I — R é uma funcdo de variacdo limitada no intervalo I entdo, os limites

laterais existem em todo ponto.

Demonstracdo. Suponha por conveniéncia que o limite lateral a direita ndo existe em um ponto p do
intervalo. Pelo lema anterior, a oscilagdo a direita satisfaz 6, (p) > 0, ou seja 64 (p,d) > 0, (p) para

todo § > 0. Assim, é possivel construir uma sequéncia de intervalos fechados contidos em (p,p + 1)

onde a variagao de ¢ nesses 1ntervalos € sempre maior ou i1gual do que 2 a segumte maneira: como

0(p,1) > 9+T(p),entﬁo existem 21,41 € (p,p+1) taisque x1 < y1 € |p(x1)—p(y1)| > 9+T(m. Tomando

d2 > 0 de modo que (p, p+d2) C (p, z1), da mesma forma, existem x2, y2 € (p, p+ J2) tais que 2 < Yo
[4 .
e [p(x2) — p(y2)| > E42. Em particular, 22, y2] 1 [21,31] = 2.
Prosseguindo por indugdo, obtemos uma sequéncia de intervalos fechados e limitados I; = [x;, ;]

disjuntos, todos contidos em (p, p 4+ 1) cuja variagéo satisfaz:

0+ (p)
2

var ¢ > |o(s) — o(yi)| >

Portanto, var, 1) @ > Y =) vary, > > 2, 9“‘7@ > +00. Assim, ¢ ndo tem variagdo limitada. A

prova da existéncia do limite lateral a esquerda € feita de forma andloga. O
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Agora que sabemos que os limites laterais existem em todos os pontos do intervalo I, vamos denotar

por v (p) e o_(p) os limites laterais a direita e a esquerda respectivamente e vamos definir:

o(p) = max{|p(p) — ¢+ ()|, [¢(p) — v-(p)|}

Com isso, podemos provar o seguinte lema:

Lema 4.1.9. O conjunto dos pontos de descontinuidade de uma fungcdo ¢ : I — R, cujos limites laterais

a esquerda e a direita existem em todo ponto, é enumerdvel.

Demonstracdo. Denotando por D o conjunto dos pontos de descontinuidade e paracadan > 1, D,, :=

{z € I;0(z) > 1}, como ¢ € continua em p se e somente se o(p) = 0, entéo:

o0
D= U D,
n=1

A ideia € provar que cada D,, € um conjunto discreto do intervalo I e em particular, enumeravel. De
fato, fixado p € Dy, tome & = - e § > 0 de modo que |p(z) — 4 (p)| < e e |p(x) — p_(p)| < €
para todo x € (p,p+ ) ouz € (p — 4, p) (que existe devido a existéncia dos limites laterais). Seja
x € (p,p + 9) fixado. Tome d, > 0 tal que |¢(y) — ¢+ (z)| < e paratodoy € (x,z + ;) C (p,p + 9).
Assim, dado y € (z,z + 05), temos:

1
o(@) = o+ (@) < (@) = o4 ()] + e+ (p) = e(W)] + [(y) — (@) <
Logo, D,, N (p,p + 0) = &. Da mesma forma, podemos provar que D,, N (p — J,p) = &. Portanto,
como p foi arbitrério, segue que todo ponto de D,, é isolado. Logo, cada D,, é enumerdvel e assim, D
também € enumerdvel.

0

Corolario 4.1.10. O conjunto dos pontos de descontinuidade de uma funcdo ¢ : I — R de variagcdo

limitada é enumerdvel.
Demonstragdo. Segue do lema 4.1.9 e do coroldrio 4.1.8. 0

Corolario 4.1.11. O conjunto dos pontos de descontinuidade de uma funcdo ¢ : I — R mondtona é

enumerdvel.
Demonstracdo. Basta observar que os limites laterais existem em todo ponto e aplicar o lema 4.1.9. [J

Para concluir esta sessdo, vamos terminar com um resultado que serd bastante util daqui para frente.
Seja I = [a, b] um intervalo compacto e denote o espago das fun¢des continuas de variagéo limitada por

BV(I). Vamos denotar também por C°(I) o espago das fungdes continuas em I.
Teorema 4.1.12. BV (1) é um subespaco denso de L' (I, m) com a norma L.

Demonstragdo. E conhecido que o espaco das fungdo continuas C°(I) com a norma L! é um subespaco
denso de L' (I, m). Logo, para provar o teorema basta mostrar que BV°(I) é denso em C°(I) com a

norma L. Para isso, fixada f € C%(I) qualquer e dado € > 0, pela continuidade uniforme existe § > 0
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tal que | f(z) — f(y)| < £/2(b — a) paratodo |x — y| < . Tomando uma particdo P = {tp = a < t; <
.. < t, = b} de I demodo que |t; — t;_1| < 0 paratodoi = 1,...,n, defina ¢ : [t;—1,t;] — R por:

i(t) = (t—tio1) + f(ti1)
t; —ti—1
Finalmente, defina ¢ : I — R por ¢(t) = ¢;(t) se t € [ti—1,t;]. Como ¢;y1(t;) = ¢;(t;) para todo
i =1,..,n —1e ¢ continua em cada intervalo [¢;_1, t;], segue que ¢ é continua e satisfaz para todo
te [ti—l)t’i]-

J(ti) — f(tic1)

6(t) — (0] = | E =

(t —ti-1) + (f(ti-1) — f(1))]

< ) = FE) () = £0)
2e 2

< |f(t) = ftim)| + 1 f(timr) = f(B)] < 5% a5 a

Onde a dltima desigualdade segue da continuidade uniforme. Portanto:

[ 16— flam = /r¢ (1)t

Portanto, ||¢ — f||;1 < €. Além disso, como cada ¢; tem variagdo limitada pois sdo fungdes Lipschitz

num compacto (ver exemplo 4.1.3), segue em particular que:

n
var ¢ < Zvar@ < 400

=1

Assim, BV(I) é denso em C°(I) na norma L', como querfamos provar.

4.2 O Teorema de Helly

O seguinte teorema que vamos provar nesta secao € um andlogo ao teorema de Arzela-Ascoli para funcdes
de variag@o limitada e serd bastante util na préxima sessao, especificamente na demonstracdo do teorema
4.3.4:

Teorema 4.2.1 (Teorema de Helly). Seja v, : I — R uma sequéncia de fungcoes em BV (1) e suponha
que existam K1, Ko > 0 tais que:

sup || < Ky e var, < Ky paratodon > 1

Entdo, existe uma subsequéncia (\y, )i>1 e uma fungdo 1o € BV(I) satisfazendo:
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* sup 1| < Ky e varyg < Ko.
* Y, () = Yo(z) quando k — +o0, para x € I lebesgue q.t.p.

* ||tn, — ollzr — 0, quando k — +oo onde || - || 11 é a norma L*.

De forma resumida o teorema de Helly diz que toda sequéncia de fun¢des uniformemente limitada
com variacdo também uniformemente limitada possui uma subsequéncia convergente em L' para uma
funcdo de variagdo limitada. Antes de explicar a demonstracdo do teorema, para cada n € N, defina as

funcdes:

Un () = var(¥nlioq) € ¥ =¥ — tn

Entdo, ()5, € (1, )n s30 sequéncias de fungdes ndo-decrescentes tais que:

sup it < Ko e sup ¢, | < Ky + Ky paratodon € N

A ideia é provar o teorema se baseando em trés lemas: No primeiro, que vamos provar agora, o
objetivo € construir uma subsequéncia wﬁfk (usando um argumento diagonal parecido com o do teorema

de Arzela-Ascoli) que converge a principio, apenas nos racionais do intervalo I.

Lema 4.2.2. Nas condig¢des do teorema 4.2.1, existe uma subsequéncia (ny,)gen com ny — +00 de modo
que para todo q € Q N 1, existe w[)i(q) € R tal que wquk (q) — 1/13[ (q) quando k — +oo.

Demonstragdo. Seja {q;}jcn uma enumeragio dos racionais em /. Para provar essa afirmagéo, vamos
comegar estudando a sequéncia {1 (q1)}nen. Observe que ela estd contida no intervalo compacto
[— K1, K1]. Logo, pela compacidade, existe um niimero real 1[)3 (q1) € [-K1, Ki] e uma subsequéncia

(n1)r — 400 (que varia em fungdo de k) tal que:
w&l)k(ql) — ¢ (q1) sempre que k — +00

Suponha por indugéo que para cadal = 1, ..., € N conseguimos uma subsequéncia (n;); — +00

de (n;—1)x € um nimero real ¢ (q;) € [~ K1, K1] tal que:

w(tll)k (ql) - ng(QZ) quando k — +o00

Considere a sequéncia {@ZJ(J;j)k (¢j+1) }nen. Entdo, novamente pela compacidade de [— K1, K], existe

Ui (gj4+1) € [~ K1, K1] e uma subsequéncia (n41)r — 400 de (n;) satisfazendo:

w(tljﬂ)k(qjﬂ) — ¢J(Qj+1) quando k — +o0
Ou seja, provamos que para todo j > 1, existe w('f (qj) € [~ K1, K1| e uma subsequéncia (nj) i de
(nj—1)x tal que:
lim ‘Z’(J;j)k(qj') =g (g5) (4.4)

k—+o0

Agora, considere a sequéncia {1/1&_) }ien- Entdo, afirmamos que:

79



lim ¢(+n 0.(6) = ¥ (g;) paratodo j € N 4.5)

i——+o00
De fato, fixado 7 € N e dado ¢ > 0, pelo que provamos em 4.4, existe (nj)kj € N tal que
]1/1(’;J_)k(qj) — g (g;)| < e para todo (n;)y > (75)k;- Assim, como {(n;); };>; € uma subsequéncia de

{(nj)k}k segue que:

[, (@) — i (47)] < & para todo (ny); > (n;)s,

Portanto, 4.4 estd provado. Para finalizar a afirmacao feita no inicio, podemos repetir 0 mesmo
argumento diagonal acima para a sequéncia de funcdes { w(_n,) }ien e obter uma subsequéncia ny — +00
de {(n;);}; tal que:

lim 4, (q;) = ¥y (¢;) paratodo j € N

np——+00

Como ny — +oo é uma subsequéncia de {(n;); };, segue portanto por 4.5 que:

E isso conclui a prova do lema.
O

Agora, vamos partir para a segunda etapa da prova (conteido do segundo lema) que € a construcdo
da funcio candidata ao limite. Observe primeiramente que, como ;" sdo sequéncias de fung¢des nio-

decrescentes (explicitamente, ¥, (z) < ¥} (y) e 1, (x) < 9, (y) para todo x < y), entdo Y (q1) <

Vd (g2) € ¥y (1) < ¥y (g2) para todo g1 < go. Vamos estender as fungdes 1y e ), definindo para cada
x el

¥y (z) = inf{¥g ()i q € [x,1] N Q} (4.6)

Temos que w(jf sdo fun¢des ndo-decrescentes por defini¢do. Além disso, se x € I é ponto de

continuidade da fungio 7, entdo:

¥y () = sup{yg (q): ¢ € [0,2] N Q} 4.7)

Caso contrério, w(jf ndo seriam func¢des ndo-decrescentes.
Lema 4.2.3. Se x € I é ponto de continuidade de 1, entdo Vi (z) — VE (x) quando k — +oo.

Demonstracdo. Dado € > 0, por 4.6 e 4.7 existem g1, g2 € QN [ tais que ¢; < x < (o satisfazendo:

V(@) — e < Ui (q) < Y5 (2) < vi(e) < Yi(z) +e (4.8)

Como wfk(ql) — wat(ql) e wﬁfk (q2) — wgt(qz), tome ko > 1 de modo que para todo k > kq:

—e <Yy (q) — UL (@) <e 4.9)

—e <45 (g2) — ¥n, (@2) <e (4.10)
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Entéo, fixando k£ > kg, como wffk é ndo-decrescente, das observagdes 4.6 a 4.10, segue que:

Vi () — 26 <Y (q) —e < ¥ (@) < ¥E () <UL (02) < Vi (qe) +e < U5 (x) + 22

Ou seja, [ (z) — Vi ()] < 2¢ paratodo k > kg, o que conclui o lema.

O

Antes de finalmente definir o candidato a limite, observe que como wac sdo funcdes ndo-decrescentes,
os limites laterais existem em todo ponto, mesmo nos pontos onde elas sdo descontinuas. Por outro lado,
pode ocorrer dos limites laterais “explodirem” nos pontos onde as duas fungdes sdo descontinuas. Por

isso, vamos definir as fun¢des auxiliares woi I — R:

FE (@) VT (x) se x é um ponto de continuidade de 7

0= ,
limy_, .+ z/z(;—L(t) caso contrario

Entdo ambas w(jf sdo continuas a direita e coincidem com w(jf em todos os seus pontos de continuidade.

Finalmente, defina:

Yo =g — by
Prova do teorema 4.2.1: Afirmamos que g € a funcio que satisfaz todas as hipéteses do enunciado do

teorema. De fato, observe que nos pontos de continuidade de @Z)ar e v, temos:

lim yn,(0) = T, () = by, (2) = ¥ (@) = g (@) = 0 (&) — g (@) = o (a)

k——+o0

Além disso, como o conjunto dos pontos de descontinuidade de uma fungdo monétona é enumeravel,
entdo g tem no miximo um nimero infinito enumeravel de descontinuidades, por ser a diferenca entre

duas func¢des ndo-decrescentes. Logo, para x € I Lebesgue-q.t.p.:

lim 4y, () = Yo(x)

k——+o00
Em particular, pelo teorema da convergéncia dominada, segue que |[¢n, — %oll,1 — 0 quando
k — 4o0.
Agora, vamos finalmente mostrar a afirmagdo do primeiro item do teorema. Denote por D o conjunto

dos pontos de descontinuidade de 1. Observe que:

[0()] = Tim [t ()| < K paratodo & D

Por outro lado, se existe algum x € D tal que |¢o(z)| > K, como 1)y é continua a direita, entdo
poderiamos escolher um ponto y ¢ D préximo o suficiente de x de modo que |1 (y)| > K, contradizendo
a observagdo acima. Logo, sup |[¢o| < K.

Sety,...ts €[0,1] N\ Dsdotaisquetp =0 < t; < ... < ts = 1, entdo:

D IWo(t) = volti-0)l = 3 lim b, (t) = v, (8)] < sup var o, < Ko @.11)
=1 =1
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Suponha que exista uma parti¢do tp = 0 < t; < ... < t,, = 1 do intervalo [0, 1] de modo que:

> lbolty) = tpo(tj—1)| > Ky
j=1

Entdo, tomando ¢ = (3 [¢(t;) — 1(tj—1)| — K2)3, pela continuidade a direita da 1o, podemos
tomar uma segunda parti¢do sp = 0 < s1 < ... < s, = 1 do intervalo [0, 1] de modo que s; € préximo o

suficiente de ¢ e s; ¢ D paratodo j = 1,...,n — 1, satisfazendo:

[Yolts) = dolts—1)| < [o(s;) = Yolte)| + =

Ou seja:

D 1o(si) = olsj-1)l > D [Wo(ty) — volsi-1)| — & > Ko
j=1

Jj=1
O que contradiz a observacdo 4.11. Portanto, concluimos que var g < Ks, como queriamos provar.
Isso prova o teorema de Helly.
O

4.3 Aplicacoes expansoras por partes do intervalo

Com o objetivo de obter um resultado de existéncia de medidas invariantes absolutamente continuas,
assim como fizemos para aplicacdes expansoras no capitulo 3, nesta sessdo, vamos introduzir formalmente
o que entendemos por aplicagdes expansoras por partes com infinitos ramos do intervalo. Além de exigir
que elas sejam expansoras em cada intervalo de monotonicidade, vamos supor condi¢des adicionais que

excluem alguns exemplos patolégicos que poderiam ocorrer.

Definicdo 4.3.1. Seja f : [0,1] — [0, 1] uma fungdo para a qual existe uma parti¢do & = {n;;j > 1}
do intervalo [0, 1] de modo que f|y, : m; — f(n;) € um difeomorfismo de classe C! para cada j > 1.

Dizemos que f é uma aplicacdo expansora por partes se f satisfaz as seguintes propriedades:

(a) Existe uma constante X > 1 que satisfaz inf |df|,.| > X para todo j > 1.

(b) fly, :nj — [0,1] é de classe C* e existe uma constante K1 > 0 tal que:

|d%(f1n,)|

supsup ——— < K
i>1 |df ;12

(c) Existe uma constante § > 0 satisfazendo m(f(n;)) > & para todo j > 1.

Denotamos também por o = %

A partir de agora, por conveniéncia e para ndo sobrecarregar o texto, sempre que nos referimos a uma
aplicag@o expansora por partes do intervalo com infinitos ramos, vamos dizer simplesmente aplica¢des
expansoras por partes.

Antes, vamos explicar algumas das condi¢des exigidas na definicao acima e porque elas sdo neces-

sdrias: a primeira condi¢do do item (a) € uma condi¢do de expansado uniforme em cada intervalo de
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monotonicidade 7;. A condig¢do (b) € um pouco mais técnica e sutil, mas de forma heuristica, ela diz que
a velocidade da taxa de expansdo em médulo é comparavel ao quadrado da taxa de expansdo em cada
intervalo de monotonicidade. O papel desta condigdo serd vista na proxima sessdo, com mais detalhes. Ja
a dltima condicdo diz que o comprimento das imagens destes intervalos ndo fica arbitrariamente pequeno

e sdo limitados por uma constante positiva. Vejamos alguns exemplos de aplicagdes expansoras por partes:

Exemplo 4.3.2. Seja para cada j > 1, a colegdo de intervalos n; = (277,279%Y do exemplo 4.3.3 e
defina f : [0,1] — [0, 1] por:

0 sex =0
fle) =19
2r—1 sex €
Entdo, f satisfaz as condigoes (a),(b) e (c) da definigdo 4.3.1 pois para cada x € n; e j > 1 temos
jdf ()] = 27 = 2> 1, m(f(n;)) = m([0,1]) = Le:

|d*f ()] _

jdf (x)[>

Logo, f é uma aplicacdo expansora por partes do intervalo.

0 1

Figura 4.1: Aplicag@o expansora por partes do exemplo 4.3.2

O seguinte exemplo é de uma aplicagdo do intervalo [0, 1] que satisfaz todas as condi¢des da defini¢do
anterior, exceto pela ¢), mas que nao possui medidas invariantes absolutamente continuas. Em particular,

este exemplo ! mostra que a hipétese c) nio pode ser retirada.

Exemplo 4.3.3. Para cada j > 1, vamos denotar por n; = (279,279%Y e vamos definir a seguinte

aplicacdo:

0 z=0

20 — 279 sex ey

fz) =

'Este exemplo originalmente foi apresentado em [Ryc83] e pode ser encontrado na sessdo 4 deste mesmo artigo.
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Observe que |df |, (z)| = 2 > 1 para todo x € n;j e j > 1, logo f é expansora em cada intervalo de
monotonicidade. Porém, afirmamos que f ndo possui nenhuma medida invariante absolutamente continua.
De fato, vamos mostrar que se . é uma medida invariante absolutamente continua finita ou infinita, entdo
ela dd peso positivo a um ponto (o que ndo pode ocorrer). Suponha primeiramente que (1) > 0. Entdo,
w(f~4(m)) = p(m) > 0 para todo i > 0, pois u é f-invariante. Além disso, observe que:

) = &1 ara todo i > 0
m)= 9i+1 p =

Logo, temos f~"(m1) D f~D(ny) para todo i > 0 e portanto:

+o0
n({1}) = p (ﬂ f‘i(m)> = lgignoou(f‘i(m)) = p(m) >0
=0

Como estamos supondo que [ é absolutamente continua, entdo p(n1) = 0. Indutivamente, suponha
que j1(n;) = 0 paratodo j =1, ...,k e que p(nk+1) > 0. Argumento andlogo mostra que:
. 2i+1 -1 -
F T k1) = <2i+k+17 2]f:| para todo i > 0
Logo, 1({27%}) > 0 o que ndo ocorre pois i é absolutamente continua. Logo, conclui-se que

p(n;) = 0 para todo j > 1. Em particular, como os intervalos n; sdo disjuntos e podemos escrever:

+oo
0,1] = {oyu | Jn

i=1
segue que (1({0}) > 0, contradizendo a hipdtese de que | é absolutamente continua. Assim, f ndo

possui nenhuma medida invariante absolutamente continua.

Figura 4.2: Exemplo 4.3.3

Observe que a aplicacdo f do 4.3.3 satisfaz as hipéteses (a) e (b), mas ndo satisfaz a hipétese (c) da
definigdo 4.3.1, pois m(f(n;)) € arbitrariamente pequeno quando j — +oo. Por outro lado, por mais

que ndo existam medidas invariantes absolutamente continuas com respeito a Lebesgue para a aplicacdo
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do exemplo 4.3.3, a medida de Lebesgue € invariante para a aplicagdo dada no exemplo anterior (como
veremos daqui a pouco).

O objetivo agora € provar que se a taxa de expansdo de uma aplicacdo expansora por partes é
suficientemente grande, entdo essas condicdes sdo suficientes. De fato, vamos provar nessa sessao o

seguinte teorema:

Teorema 4.3.4 (Existéncia de medidas invariantes absolutamente continuas). Suponha que f seja uma

aplicacdo expansora por partes satisfazendo \ > 3, onde:

inf |df|,,| > A para todo j > 1

Entdo, existe uma probabilidade invariante por f que é absolutamente continua com respeito a medida
de Lebesgue. Mais ainda, toda medida desse tipo tem densidade de variacdo limitada, ou seja, existe

v € BV(I) tal que . = pm.

Como ja comentamos na introducio, a ideia € introduzir e trabalhar com o operador de Perron-
Frobénius £ de uma aplicacdo expansora por partes para deduzir suas propriedades ergédicas, bem como
fizemos no tdltimo capitulo para as aplicacdes expansoras, com a diferenca de que vamos trabalhar com
fungdes de variagdo limitada em vez de Holder. Assim como no caso das aplicagdes expansoras, pontos
fixos deste operador estdo associados a medidas invariantes absolutamente continuas. Por outro lado, a
estratégia da prova acima difere do caso das aplicagdes expansoras do capitulo 3 pois em vez de deduzir
que o operador de Perron-Frobénius é uma contragdo em um cone de funcdes, desta vez vamos deduzir

que sequéncias de médias do tipo:

1n71 )
En@:nzgﬁjso
]:

Possuem pontos de acumulac@o no espaco das fungdes de variagdo limitada. Neste contexto, o teorema
de Helly € crucial para concluir a existéncia destes pontos. Vale comentar que em geral, nio € possivel
garantir a unicidade no teorema anterior pois existem aplicagdes expansoras por partes do intervalo com

mais de uma medida invariante absolutamente continua, como vamos mostrar ao final deste capitulo.

4.4 O operador de Perron-Frobénius

Assim como fizemos no caso das aplicagdes expansoras no capitulo anterior, vamos agora introduzir o

operador de Perron-Frobénius de uma aplicagdo expansora por partes do intervalo.

Definicao 4.4.1. Dizemos que L : BV(I) — BV(I) definido por:
Lo = Z [SO o (f\nj)_1 * Xf(n,) Para toda p € BV(I) (4.12)
2 |[dfl,
é o operador de Perron-Frobénius da aplicacdo expansora por partes f.
Observe que a defini¢do acima expressa a mesma ideia da defini¢do 3.10: para caday € M e cada

fungdo de variagdo limitada ¢, o valor de (£ ¢)(y) é definido como uma soma indexada pelas pré-imagens

de y onde cada parcela é dada por o(z)|df (z)| = e x € f~1(y). A principio, diferente das aplicagdes
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expansoras do capitulo anterior, ndo € claro que este € um operador bem definido e na falta de condi¢des
apropriadas sobre a aplicacdo f, este operador pode ndo preservar o espaco das fun¢des de variacdo

limitada, como mostra o seguinte exemplo:

Exemplo 4.4.2. Considere a mesma familia de intervalos 1; = (277,279%Y] dos exemplos 4.3.3 ¢ 4.3.2 ¢
defina f : [0,1] — [0, 1] por:

f(2) 0 sex =0
€Tr) =
2702 21 sex €y
Seja p = X[0,1] @ fungdo caracteristica do intervalo [0, 1]. Entdo, afirmamos que (L )(0) = +oc.
Com efeito, temos que 0 € f(n;) e (f]n,)"*(0) = 279t para todo j > 1. Como |df (x)| = 2 para todo
z € [0, 1] segue que:
p(277H) 1
(o)) =3 P2 0 =3 L = e
Jj=1 Jj=1
Assim, L o ndo é de variacdo limitada e portanto, o operador de Perron-Frobenius ndo estd bem

definido neste caso.

0 1

Figura 4.3: a aplicacdo do exemplo 4.4.2 ndo € expansora por partes e seu operador de Perron-Frobénius
ndo estd bem definido

Na década de 70, A. Lasota e James A. Yorke provaram uma desigualdade fundamental, com a qual
conclui-se que o operador de Perron-Frobénius estd bem definido no espago das fungdes de variagdo
limitada e que mantém um bom controle sobre a variagdo das funcdes. Este controle pode ser deduzido a
partir das hipéteses apropriadas que fizemos na definicao 4.3.1 e a condi¢do b) tem um papel de destaque

na prova da préxima proposicao.

Proposicio 4.4.3 (Desigualdade de Lasota-Yorke ). Se ¢ : I — R é uma fungdo de variacdo limitada

qualquer, entdo:

Esta desigualdade originalmente foi apresentada em [LY73] e pode ser encontrada logo apds a férmula (12) neste mesmo
artigo.
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2
var Lo < 30 var ¢ + <3K1 + (5> /|g0|dm (4.13)

Onde, o, K1 e § sdo as constantes apresentadas na 4.3.1. Em particular, L : BV(I) — BV(I) é um

operador bem definido.

Demonstracdo. Primeiramente, observe que pela propriedade (v1), temos:

var Lo = Varz [| 0l o (fln,)” ] “Xfm) = Zvar [\df|m (f‘nj)_1:| “XF(ny)

jz1 j>1

Além disso, como a variagdo de x s(,,) fora de f(n;) é nula, entdo podemos escrever:

[\dfanI )" }Xf(m):f(nj [\dflml )™ ]'Xﬂ"ﬂ')

Agora usando a propriedade (v2) e que vary(, )X f(5,) < 2, entao:

o (fly;) ™

(7] 0 < (|df|m! ) )+21§(1:zf) 4]

[!dfnjl

Portanto, obtemos a seguinte desigualdade:

Va““ZV“(wfmr ™) 230w g

n; — f(n;) é um difeomorfismo de classe C?, usando (v2),(v5) e (v6), a primeira

(4.14)

Como f/,, :
parcela da soma acima fica:

var f var ———
oo (o) =
1
sup varcp+supd( >/ wdm
|df ;] (dfln; 1/ o,

1 |d?(f1n,)] /
=su var ¢ -+ su z dm
m 1l Y p( AT, 2 ) Sy, ©

<ovarp+ K / pdm (por (a) e (b))
7j n

J

Por outro lado, podemos estimar a segunda parcela da soma em 4.14 usando (v3), obtendo:

su var LA Nt b
p |df|77]’ (f|77g) — (77]') (‘df|77]| (f‘ng) > + m(f(n])) / |df|77j‘ (f|773)
1
<Idf|n]| (Flny)” ) ) ), 1E1m

1
< ovarp+ <K1—|—> lpldm
j 0 nj

87



Onde a segunda desigualdade foi obtida como consequéncia do teorema de mudanga de varidveis.
Observe também que como estamos supondo que a colegdo de intervalos 7); € uma parti¢do do intervalo 1

entdo podemos escrever:

n
i>1

Zvarwzvargpe/ |cp|dm:/|g0dm
nj

Assim, juntando as desigualdades obtidas para cada parcela da soma em 4.14 e substituindo, obtemos:

varﬁcpgz <avnar<p+K1/ ]cp\dm) +2Z <avarg0+ <K1+(1$)/ \go]dm)
j nj

i>1 nj =1\ "

2
:ZBavarcp—i— <3K1—|—5> lpldm
S i

2
= 3o var ¢ + <3K1 + 5> /|gp|dm
Isso prova a desigualdade 4.13. O

E pertinente observar que o operador de Perron-Frobénius de uma aplicagdo expansora por partes
satisfaz propriedades andlogas ao operador de Perron-Frobénius de uma aplica¢do expansora e elas podem
ser deduzidas de maneira idéntica, com excessdo de alguns detalhes. Para a coneniéncia do leitor, vamos

enunciar estas propriedades e prova-las na préxima proposi¢ao:

Proposicao 4.4.4. O operador de Perron-Frobénius satisfaz as seguintes propriedades:

(i) L : BV(I) — BV(I) é um operador linear continuo e bem definido no espaco BV (I) com a

norma da variacdo limitada.

(ii) Paratoda p,p € BV(I), vale a seguinte propriedade dual:

[erwdm = [ otwo pyim (4.15)

(iii) Se ¢ é positiva lebesgue q.t.p. entdo L p = @ Lebesgue q.t.p. se e somente se |1 = pm é uma

medida invariante.

Demonstracdo. (i) Pela proposigéo anterior, £ é um operador bem definido. Além disso, Observe que se

o, € BY(I)e «, 5 € R, entdo ndo € dificil ver que a partir da defini¢do do operador de transferéncia:

o+ 0) = 3 [ 2B 0 (1) v
i>1 i

_ LA -1 . v ° N1
_aj;L 7o U] xf<m)+ﬂ§[| e U™ | s

=a(Ly)+ B(LY)

Logo, £ é um operador linear. Para checar que £ também é um operador continuo, basta mostrar que

existe uma constante C' > 0 que satisfaz:
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I £oll < Clle]| para toda € BV(I)

Mas, para isso, basta aplicar a proposicao anterior e tomar:

3 2
C= max{)\,3K1 + 5}

(ii) Se ¢, 1 € BY(I), entdo pelo teorema de mudanga de varidveis, para cada j > 1 temos:

/Ldfnjl (fln;)~ }xf(njﬂbdm:/ [ldf!njl (fly;)™ }-wdm
/nj Ldfm\ (fln;) ! (f!nj)} (@ o (fly,))df |, |dm

- / Gy Ul )il
5 3

= | oo pyam

J

Logo, aplicando o teorema da convergéncia dominada concluimos que:

/590 Ydm = Z/L ] o (fln) ™+ X () odm

—Z/

j>1
- / oW o f)dm

Como queriamos mostrar.

(iii) Suponha que ¢ € BV(I) satisfaz £ ¢ = ¢ Lebesgue q.t.p. Entdo, a medida yu = ¢m satisfaz

para todo A C I Borel-mensurével:

1(A) Z/Awdmz /wmdm: /(ESO)XAdm

Z/cp(XAof)dm

- / pdm = p(f(A))
f=1(A)

Assim,  também ¢ f-invariante. Reciprocamente, supondo que = ¢m defina v = (L ¢)m. Entéo,

para todo A C I Borel-mensurével:
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= / “(xao f)dm (proposigio 4.4.4, (ii))
=:/XA0ﬂm

= [ xadp (a medida € invariante)
= u(A)

Portanto, om = u = v = (L p)m e logo como L ¢ também € positivo lebesgue q.t.p pois o operador

de Perron-Frobénius € positivo, entdo £ ¢ = ¢, como queriamos mostrar. O

Observacio 4.4.5. Se v € BY(I), entdo pela definicdo do operador de Perron-Frobénius, vale a seguinte

[ 1£vlam < [ clplam < [ jjim

Assim como no dltimo capitulo, o dltimo item da proposi¢do 4.4.4 revela uma caracteristica bastante

desigualdade:

importante sobre o operador de Perron-Frobénius: seus ponto fixos estao associados a medidas invariantes

absolutamente continuas. Para ilustrar a afirmacio anterior, considere o seguinte exemplo:

Exemplo 4.4.6. Considere a aplicacdo expansora definida no exemplo 4.3.2. Vamos avaliar o operador
de transferéncia de f na fun¢do ¢ = X[o,1- Como vimos neste exemplo, temos f (nj) = [0,1] e
|df |, (x)| = 27 para todo x € [0,1] e j > 1. Logo, para todo x € [0, 1] temos:

(Lo)(z) = @éj:) = 22% =1=p(x)
i>1 i>1

Em particular, L o = . Assim, a medida p = X[g,;ym = m € invariante e absolutamente continua

pela aplicacdo dada nesse exemplo (neste caso, é a propria medida de Lebesgue).

Isso ndo é um fato isolado e de fato, a estratégia para a demonstracdo do teorema 4.3.4 se baseia
em obter um ponto fixo do operador, analisando a sequéncia de seus iterados. A seguinte proposicao,
consequéncia da desigualdade de Lasota-Yorke, expressa a seguinte estimativa sobre a variacdo dos

iterados do operador de Perron-Frobénius.

Proposicao 4.4.7. Paratodon > 1 e o € BV(I) vale a seguinte desigualdade:

var(L" ¢) < (30)" varp + K Z 3U)j/|<,p]dm (4.16)
7=0

Onde K := 3K, + %

Demonstra¢do. Vamos provar a desigualdade 4.16 por indugdo. O caso n = 1 segue como aplicacio
direta da desigualdade de Lasota-Yorke (proposicdo 4.4.3). Agora, suponha que 4.16 vale paran > 1.

Entéo, aplicando a proposicao 4.4.3 e a hipétese de indugdo, obtemos:
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var(L" @) = var(L(L" ¢)) < 3o var L™ ¢ + K/ | L™ p|ldm

< 30var£"g0+f(/|cp|dm (observagdo 4.4.5)
<30 | (B0)"varp + K Z SJ)j/|g0|dm —|—I~(/|<p|dm

=0
= (30)" tvarp + K 30 /90|dm

Isso conclui a prova da desigualdade por indugao.

4.5 Medidas invariantes absolutamente continuas

Agora que ja vimos as propriedades bésicas das aplicagdes expansoras por partes e de seu operador de
Perron-Frobénius, vamos estudar o problema de existéncia de medidas invariantes absolutamente continuas
para essa classe de aplicagdes nessa sessdo. Assim como fizemos para provar a existéncia e unicidade
de medidas invariantes absolutamente continuas para aplicacdes expansoras, a ideia € transformar este
problema em um problema de existéncia de pontos fixos para o operador de Perron-Frobénius, que de
acordo com o item (iii) da proposicdo 4.4.4, sdo problemas que estdo relacionados.

Dada uma aplicaciio expansora por partes f : I — I e denotando por £ : L'(m) — L'(m) o seu

operador de Perron-Frobénius, seja ¢ € L'(m) qualquer. Defina para cada n > 1 a fungio:

n—1
1 :
S J
Ly - JEO Lo 4.17)

Dizemos que (L, ¢)n>1 € a sequéncia de médias de ¢ com respeito ao operador L ou simplesmente

sequéncia de médias de .

Observaciio 4.5.1. Se ¢ € L'(m), entdo pela observacédo 4.4.5, temos L, ¢ € L*(m) para todon > 1,

pois:

nl nl

| Lnollp < = Z 1L ol < = Z lellzr = llell e
J =0 ] =0

O préximo lema diz que essa sequéncia estd intimamente ligada a existéncia de pontos fixos para o

operador de Perron-Frobénius:

Lema 4.5.2. Seja f : I — I uma aplicacdo expansora por partes no intervalo I e L seu operador
de Perron-Frobénius. Dada ¢ € L'(m), se existe 1) € L'(m) e uma subsequéncia (L, ©)n, tal que
| Ln, ¢ —¥||1 — 0 quando k — +o0 entdo 1) é um ponto fixo para o operador de Perron-Frobénius de

f

Demonstragdo. Como L é um operador continuo em L (m) e || Ly, ¢ — 9||;1 quando k — oo por

hipétese, entdo:
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LY=L(1Hm L, ¢)= lim L(Ly, ¢) (4.18)

k—+o00 k——+o0
Onde a convergéncia é com respeito 2 norma L'!. Além disso, pela linearidade de £, para cada k > 1

podemos escrever:

1 n—1 ‘ 1 ng—1 ' 1 ng '
LLpyp)=L| =D Leo|=—> LMp=—3 Ly
[l [ s )

Portanto, temos a seguinte estimativa:

ng—1

1 & 1 A
ﬁ(ﬁnkSO)_ﬁnk(P:nkaE](P—nfk Z EJ(P
j=1 j=0

1 &k .
T Z(ﬁjﬂ =L )
ki
Lo
:;k(ﬁ =)

Pela observacio 4.5.1, para cada j > 1 temos || £7 ¢||;1 < ||¢]|11. Logo, com respeito 2 norma L'

obtemos:

| L(Lny p) =Vl = 1 £(Lny, ) = Ly, 0 + Ly 0 — Pl 121

1
n*kH L% @ — |1+ || Ln, @ — |10

IN

IN

2
— el + | Loy 0 — ¥l 21
ng,

Onde na tltima desigualdade usamos que || L ¢ — @[ 11 < 2||¢]| 1. Como estes dltimos termos da
desigualdade convergem a 0, entdo concluimos também que || L(L,, ¢) — 9|1 — 0 quando k — +o0.

Em particular, segue da igualdade 4.18 que £ 1) = 9 e assim, ¢ € um ponto fixo do operador. O

O lema anterior d4 uma pista de como achar pontos fixos do operador de Perron-Frobénius: basta
encontrar uma funcao integravel cuja sequéncia de médias definidas como em 4.17 tenha uma subsequéncia
convergente com respeito 2 norma L'. O método que vamos seguir com o objetivo de encontrar uma
funcdo que satisfaca essa propriedade leva em consideracgdo todas as ferramentas que desenvolvemos neste
capitulo e funciona para aplicagdes expansoras por partes com taxa uniforme de expansio A > 3. Para
iss0, usaremos todas as propriedades vistas até agora sobre fun¢des de variagdo limitada e sua relagdo
com o operador de Perron-Frobénius (vide a desigualdade de Lasota-Yorke). Uma primeira tentativa seria
estimar a variagcdo das médias de uma funcao de variagdo limitada e com esse propdsito, o seguinte lema

sera util:

Lema 4.5.3 (lema de cdlculo). Se (ay)n>1 € uma sequéncia em R tal que a,, — a quando n — +0oo

entdo:

n—1
. 1
lim — E a; =a
n—+o0o N 4
Jj=0
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Demonstra¢do. Dado € > 0 tome ng > 1 tal que |a, — a| < & para todo n > ng. Denotando por

M = max{|a; — al;i =1, ...,n}, obtemos para todo n > ng:

1 n—1 1 n—1
~> aj—al= gz(%_a)
7=0 Jj=0
1 no—1 1 n—1
= (a]—a)—i-EZ(a]—a)
Jj=0 Jj=mno
1 no—1 n—1
<= jaj —al+ =Y laj —a
Jj=0 Jj=no
< Moy B0,
n n

Como “2 M — 0 quando n — +o0 e “—*¢ < 1 para todo n > ng, tomando N > ng de modo que

"0 M < e paratodon > N segue que:

1n—1
— E aj —a| <2
n

j=0

Isso prova o lema.

O]

A seguinte igualdade, que pode ser encontrada em qualquer livro de cdlculo ou de anélise, também

serd util: Se a € R e a # 1 entdo para todo n > 1 vale:

(4.19)

Proposicao 4.5.4 (médias com variagdo uniformemente limitada). Seja f : I — I uma aplicacdo
expansora por partes com taxa uniforme de expansdo A > 3. Entdo, existe uma constante Cy > 0 que
satisfaz a seguinte propriedade: para toda ¢ € BV(I) e € > 0, existe ng > 1 tal que para todo n > ny:

var L, ¢ < €+ Coll¢l| 11

Sup | Ln ()] < e+ (Co+ 1)l
e

Em particular,

lim sup var £,, ¢ < Co|l¢|| 11

limsupsu];I) | L o(x)] < (Co+ 1)l L2
S
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Demonstragdo. Primeiramente, observe que pela propriedade (v1) da proposi¢do 4.1.6, temos:

n—1

1 .
Lnp<— L7
var n(p_n]z:%var %

Recordando a proposi¢io 4.4.7, como ¢ € BV(I) entdo para cada j > 1 obtemos:

J—1

var(£7 o) < (30)7 var ¢ + K||¢|| 11 Z(3a)i
i=0

< (30 varg + K121 () (g500)

1—-30

j JEH(FHLl

< (30} v oL
(30)’ var ¢ + T_3

Onde a segunda e a Ultima desigualdades foram obtidas como consequéncia de 4.19 e do fato de que
0 <1—(30)7 <1 paratodo j > 1, respectivamente (pois estamos supondo que A > 3). Logo, L, ¢ é

uma sequéncia de funcdes que satisfaz para todon > 1:

1 n—1 .
Lo < — L’
var L, ¢ < - jgovar( ®)

IN

1S, 1= Kl
- 35) - SAINL
njz_;( o) var<p+njz_:0 1-30

var p Kol
_ 30)7 bl 0| P 75
n ]Z;( J) + 1—30

Como estamos supondo que A > 3 entdo 30 < 1 e portanto, (30)? — 0 quando j — +o0. Logo,
pelo lema 4.5.3, dado € > 0 existe ng > 1 de modo que para todo n > ng temos:

n—1
valy Z(Sa)j <e
=0

n

Assim, obtemos a desigualdade desejada para todo n > nyg:

var g K|lg|
Rbealh J o 2MHPNL
var Ly, ¢ < - 2(30) + T3,
7=0
< e+ Collel 1
Onde foi tomada a constante:
K
Cn =
071 30

Como consequéncia, pelo item (v3) da proposi¢do 4.1.6 temos para todo n > ng:
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Sup | Lno(z)| < var Ly, o + ||| 11
S

<e+Cllellp + el
=e+(Co+ 1)l

Concluindo a prova da proposicao.
O

Finalmente estamos prontos para provar o teorema de existéncia, cuja ideia € a seguinte: obtendo uma
sequéncia de médias de uma funcao de variacdo limitada com variagdo uniformemente limitada, pelo
teorema de Helly podemos passar a uma subsequéncia convergente cujo limite serd provado que é um

ponto fixo do operador de Perron-Frobénius.

Teorema 4.5.5 (Existéncia de medidas invariantes absolutamente continuas). Se f : [ — [ é uma
aplicagdo expansora por partes com taxa de expansdo uniforme \ > 3 entdo existe uma medida de
probabilidade 1 invariante por f que é absolutamente continua com respeito a medida de Lebesgue e com

densidade de variagdo limitada.

Demonstra¢do. Fixada uma fungdo de variagdo limitada ¢ € BY(I) e positiva Lebesgue q.t.p.(como
por exemplo, ¢ = x a funclo caracteristica de I), como consequéncia da proposi¢ao 4.5.4 a sequéncia
de fungdes (L, ¢)n>1 € uniformemente limitada com variagdo também uniformemente limitada. Logo,
pelo teorema de Helly (teorema 4.2.1), existe uma subsequéncia (L, ¢)r>1 € wo € BV(I) tal que
| L, ¢ — @ollpr = 0e Ly, o(x) = ¢o(z) quando k — +o0 lebesgue q.t.p. Além disso, po(x) > 0
para z € [ lebesgue quase todo ponto, pois (L, ¢)r>1 é uma sequéncia de fungdes positivas. Pelo lema
4.5.2, a func@o ¢g € um ponto fixo positivo do operador de Perron-Frobénius e logo, pelo item (iii) da
proposicao 4.4.4 a medida ;1 = pgm € invariante por f e absolutamente continua, concluindo assim a
prova do teorema.

O

Observe que no teorema anterior, a condi¢do da taxa de expansio uniforme ser A > 3 foi necessaria,
mas podemos obter exemplos de aplicacdes expansoras por partes com taxa de expansao menor e que

ainda assim possuem medidas invariantes absolutamente continuas, como foi o caso do exemplo 4.3.2.

Lema 4.5.6. Seja f : [ — I uma aplicacdo expansora por partes com taxa de expansdo uniforme
A\ > 3. Se o operador de Perron-Frobénius de f possui um ponto fixo 1) € L*(m) entdo existe o € BV(I)
tal que () = Y (x) para x € I Lebesgue quase todo ponto.

Demonstragdo. Sejatp € L(m) um ponto fixo do operador de Perron-Frobénius (como nas hipéteses do
lema). Pelo teorema 4.1.12 como o subespaco das func¢des continuas de variacao limitada € denso em
L*(m) entdo existe uma sequéncia (v;);>1 tal que 1, € BV(I) paratodo! > 1e |4, —1|/z1 — 0 quando
I — 4o00. Em particular, existe X' > 0 de modo que ||¢;||;1 < K paratodo ! > 1. Pela proposi¢io 4.5.4,

dado € = 1 para cadal > 1 existe n; > 1 de modo que:

var Lty < 1+ Colltnllzr e sup | Lat] < 1+ |[4allpr (Co +1)
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Para todo n > n;. Como |[|¢);||;1 < K paratodo ! > 1 entdo:

var L,y <1+ CoK e sup| L] <14+ K(Cyo+1)
I

Para todo n > n; e logo, aplicando o teorema de Helly em cada sequéncia (Ly, 1;)n>n,, obtemos
para cada [ > 1 uma subsequéncia (n;(k))x>1 (que varia em fungdo de k) e uma fungio ¢; € BV(I) tal
que || Ly, k) %1 — willzr — 0 quando k — +o0o. Mais ainda, o teorema de Helly também garante que
var p; < 1+ CoK esupy @] <1+ K(Cy+ 1) paratodo ! > 1. Assim, aplicando o teorema de Helly
mais uma vez a sequéncia (¢;);>1 obtemos uma subsequéncia [; — 400 e uma funcdo ¢ € BY(I) tal
que ||¢1, — ¢|/z1 — 0 quando i — +oc.

Agora, afirmamos que p(z) = ¢ (z) para x € I lebesgue q.t.p. De fato, como estamos supondo que
L 1) = 1) entdo para todon > 1:

n—1
p=2Sriy=y
=0

Em particular, para cada l > 1 temos:

kgrfoo | Loy = Yl g2 =0

Assim, para cada ! > 1 obtemos a desigualdade:

1 ny(k)—1 ‘ 1 ny(k)—1
_ — 5 Iy — ——
lor =l = lim |\ s Z L= s Z_:
j=0 Jj=0 i
ny(k)—
= I J
Jm Z L -
Ll
1(k)—
< i J
_k—1>I-&I-loo’rll Z Hﬁ wl )HLI
<l — ||

Onde na tltima desigualdade foi usado o fato de que || £7 (v — ) |1 < |[1b — 4| 1. Portanto, como
llor — %] 1 — 0 quando I — +o0 entdo:

o —llpe < lm [l —epllp + I, = ¥llr =0
1—-+00

A desigualdade acima mostra que ||¢ — 9|/ 1 = 0 e assim, concluimos que ¢(x) = ¥ (x) parax € [
lebesgue q.t.p.
O

Teorema 4.5.7. Seja f : I — I expansora por partes com taxa de expansdo uniforme \ > 3. Entdo,
toda medida invariante absolutamente continua tem densidade de variagdo limitada. Ou seja, se L = ym

é invariante, entdo existe p € BV(I) tal que o(x) = 1 (x) para x € I lebesgue q.t.p.
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Demonstragdo. Se 1 € uma medida invariante absolutamente continua entio pelo teorema de Radon-
Nykodim existe uma tnica fungdo ¢ € L!(m) tal que u = 1ym. Pelo item (iii) da proposi¢do 4.4.4, ¢ é
um ponto fixo do operador de Perron-Frobénius de f e portanto, pelo lema anterior existe ¢ € BY(I) tal
que ¢(x) = ¢ (x) para z € I lebesgue q.t.p. Logo, i = ¢m tem densidade de variagdo limitada, como

queriamos provar.
O

Vamos concluir este capitulo observando novamente que, mesmo que seja possivel garantir a existéncia

na prova do teorema 4.3.4, nem sempre € possivel garantir a unicidade, como mostra o seguinte exemplo:

Exemplo 4.5.8. Considere a seguinte familia de intervalos 77} = (271 4 2777t 271 4 27, 77]2 =
(27971279 para cada j > 1 seja f : [0,1] — [0,1] a aplicacdo expansora por partes do intervalo
definida por f(0) =0, f(271) =0e:

2y — 271 sexc 77]1

fl@) =19
2y — 271 sexEnjz-

Entdo, esta aplicacdo admite duas medidas invariantes absolutamente continuas (11 e o cujas
densidades sdo respectivamente 1 = X[p,2-1) € P2 = X[2-1,1)- Isto segue como consequéncia do fato de

que ambas as fungdes sdo pontos fixos do operador de Perron-Frobénius de f, como é possivel checar.

Figura 4.4: Exemplo de uma aplicacdo expansora por partes com mais de uma medida invariante
absolutamente continua
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CAPITULO 5

Mapas com pontos fixos neutrais

5.1 Introducao

Nos dois dltimos capitulos, foi discutida a existéncia de medidas fisicas para duas classes de aplicacdes
distintas e vimos como o comportamento expansor-hiperbdlico destes dois exemplos desenvolve um papel
fundamental para garantir que elas sejam absolutamente continuas com respeito a medida de Lebesgue. Em
outras palavras, os dois exemplos estudados mostram como a dindmica pode determinar o comportamento
estatistico e como este pode ser tdo complicado (ou aleatdério) quanto o comportamento que a dindmica
apresenta. Vimos que as aplicagdes expansoras, por exemplo, sdo topologicamente misturadoras e de fato,
é possivel mostrar que s@o topologicamente conjugadas a um shift de dois simbolos.

No contexto deste trabalho, levando em conta a importancia da hiperbolicidade para garantir medidas
fisicas absolutamente continuas, uma pergunta natural a ser feita é se o comportamento estatistico de uma
transformagao que apresenta hiperbolicidade em um conjunto grande, mas ndo em todo espaco de fase,
(junto com outras propriedades dindmicas como ser topologicamente misturadora, por exemplo) continua
sendo estocastico, isto é, aleatério. Mais especificamente, até que ponto podemos relaxar a condicao de
hiperbolicidade/expansdo e ainda obter medidas fisicas absolutamente continuas? Procurando responder
parcialmente esta pergunta, o exemplo que vamos exibir neste capitulo mostra que esta € uma questao
delicada e que deve ser analisada com cuidado. Mais especificamente, vamos estudar a seguinte classe de

aplicacdes:

Definicdo 5.1.1. Dizemos que uma aplicacdo f : [0,1] — [0, 1] é um mapa com um ponto fixo neutral

se existe ¢ € (0, 1) que satisfazem as seguintes propriedades:

(i) f é crescente e de classe C* nos intervalos [0,c| e (c,1], onde f(0) = 0, lim,_,.+ f(z) = 0,

f2(c) > ce existe o limite lateral lim,,_, .+ d*f(x).
(i) df(0) = 1, d*>f(0) > 0 e |df (z)| > 1 para todo x # 0

Os mapas com pontos fixos neutrais apresentam um comportamento que difere dos exemplos estudados
nos dois capitulos anteriores, onde havia expansdo uniforme em todo ponto (ver figura 5.1). De fato, com
excessdo do ponto fixo na origem do intervalo [0, 1], onde a derivada é igual a 1, a derivada de todos os
outros pontos é maior do que 1, o que faz parecé-lo ser proeminentemente expansor ou quase hiperbdélico.
Por outro lado, podemos obter exemplos de mapas com pontos fixos neutrais cuja dindmica € tdo cadtica

quanto um shift de dois simbolos, como mostra o seguinte exemplo:
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Figura 5.1: Mapa com um ponto fixo neutral na origem

Exemplo 5.1.2. O mapa f : [0,1] — [0, 1] definido por:

3 322
¥+ —+2x s50<0<1/2
flz) = 2
2z — 1 sel/2<x<1
Entdo, é uma aplicagdo sobrejetora que satisfaz as hipéteses (i) e (ii) com entropia topologica positiva.

Para ver que isso é verdade, vamos mostrar que a aplicagdo g : [0,1] — [0, 1]:

2x se0<0<1/2
20 -1 sel/2<z<1

g(z) =

é um fator de f, isto é, existe uma fungdo h : [0,1] — [0, 1] continua tal que h(f(x)) = g(h(zx))
para todo z € [0,1]. Denotando por dj = 279 para cada j > 1 e c; = f[;j(l/Q) a inversa de [ restrita
ao intervalo [0,1/2], denote por:

Iy = (cj1, ¢ e Lj = (dj41,dj]

Comegando por um homeomorfismo linear crescente hg : Iy — Ly (satisfazendo em particular
ho(x) — dg quando x — c3 e ho(c1) = d1), defina h : [0,1] — [0, 1] por:

0 sex =20
h(z) = go_jhofj(m) sex € I
x sel/2 <z <1

Entdo, h é uma aplicagdo continua que satisfaz h(f(x)) = g(h(x)) para todo x € [0,1]. Em

particular, como g é um mapa que tem entropia topoldgica positiva entdo f também tem entropia positiva.

Por mais que o comportamento dindmico de alguns mapas com pontos fixos neutrais sejam tao cadticos
quanto um shift de dois simbolos, os teoremas que vamos mostrar neste capitulo e serdo enunciados a
seguir mostram que o comportamento estatistico destes mapas difere completamente dos exemplos vistos
nos capitulos anteriores. O préximo teorema mostra que uma das primeira caracteristicas marcantes
desta classe de aplicacdes ¢é a existéncia de uma medida invariante e absolutamente continua que dé peso

infinito ao ponto fixo neutro na origem.

Teorema 5.1.3. Se f : [0,1] — [0, 1] é um mapa com um ponto fixo neutral entdo existe uma medida

p do intervalo [0, 1] que é f-invariante, o-finita e absolutamente continua com respeito a medida de
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Lebesgue, mas que ndo é finita. Mais ainda, 1 tem densidade de variacdo limitada, isto é, existe

© € BY([0,1]) de tal modo que jt = pm.

Vale destacar que a hipétese de que vale d2f(0) > 0 é essencial para garantir que a medida obtida
no teorema acima seja infinita. Outra caracteristica marcante desta classe de aplicacdes que o seguinte
teorema exibe € o fato de que estes mapas, ao contrario das aplicacdes expansoras por exemplo, sdo
completamente deterministicos do ponto de vista da estatistica: com excessao de um conjunto de medida

Lebesgue nula, o tempo que uma 6rbita tipica passa longe do ponto fixo na origem ¢ em média, desprezivel.

Teorema 5.1.4. Se f : [0,1] — [0, 1] é um mapa com ponto fixo neutral e p denota a origem do intervalo
0, 1] entdo a delta de Dirac 6, com suporte em p é uma medida fisica de f. Em particular, para toda

fungéo continua ¢ € C°(M) e x € [0,1] m-q.t.p. temos:

1 n—1
Jim =3 o((@) = ¢(0)
J=0
O teorema anterior serd provado usando a medida infinita y obtida no teorema 5.1.3 e como con-
sequéncia, vamos mostrar que um mapa com ponto fixo neutral ndo pode admitir medidas invariantes
e absolutamente continuas e ergddicas. Outra consequéncia importante deste teorema mostra que com
excessdo de um conjunto de medida de Lebesgue nula, seus expoentes de Lyapunov sdo nulos, isto €, para

z € [0, 1] m-q.t.p temos:

1
lim —log|df"(x)] =0

n—-+oo n
Ou seja, diferente das aplicacdes expansoras, o comportamento de drbitas tipicas de um mapa com
ponto fixo neutral ndo € hiperbdlico, por mais que seu comportamento dinAmico aparente ser expansor
no seu espago de fase. Para se convencer de alguns dos resultados anteriores sobre o comportamento
estatistico, convidamos o leitor a pegar um lapis e papel, desenhar a figura 5.1 e observar o comportamento

tipico de algumas orbitas.

5.2 Propriedades elementares

Nesta sessdo, vamos introduzir algumas propriedades elementares dos mapas com pontos fixos neutros
e exibir as ideias principais para a demonstracdo dos teoremas enunciados na sessao anterior. Vamos
comecar com algumas propriedades bdsicas que descrevem o comportamento tipico de uma 6rbita qualquer
de um ponto do intervalo. Dado um mapa com ponto fixo neutral f e denotando por ¢ = ¢; como na
defini¢do 5.1.1, denote por §y = [0, c1], &1 = (c1, 1] e fo = fley, f1 = fle, as restrigoes de f a cada um
destes intervalos. Observe que cada restri¢do é um difeomorfismo de classe C2 na imagem de &;, i = 0, 1.

Em particular, podemos definir a sequéncia de pontos do intervalo ¢ 1 = f; 1(cj) paracada j > 1.

Proposicao 5.2.1. Seja f : [0,1] — [0, 1] um mapa com ponto fixo neutral e denote por ¢ = c¢1, como

na definicdo 5.1.1. Entdo, as seguintes propriedades sdo satisfeitas:

a) f possui no mdximo dois pontos fixos, incluindo a origem. Mais especificamente, f ndo possui

pontos fixos em &g diferentes da origem e se f possui um ponto fixo p € &1 entdo p = 1.
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b) f(c1) > cre f*(c1) < f(e)

¢) cjy1 < c¢jparatodo j > 1. Em particular, c; — 0 quando j — +o0.
Demonstracdo. Para provar o item a), suponha por absurdo que exista algum ponto fixo p € & com
p # 0 e considere a fungdo g(x) = f(z) — x onde x € &. Como g(0) = 0 e g(p) = p, entdo aplicando o

teorema de Rolle, deve existir um ponto g € (0, p) tal que df (¢) = 1, o que contradiz a hipdtese de que

|df (x)| > 1 para todo = # 0. Logo, f ndo possui pontos fixos em &.

&1

Figura 5.2: Ideia da prova do item a)

Agora, suponha por absurdo que exista um ponto fixo p € & com p # 1. Entdo, um argumento
semelhante ao do pardgrafo anterior mostra que f(1) < 1. Aplicando o teorema do valor intermedidrio no
intervalo (p, 1) obtemos um ponto fixo ¢ € (p, 1) distinto de p e assim, argumento semelhante garante a
existéncia de um ponto t € (p, ¢) com df (t) = 1, como mostra a figura abaixo. Isso novamente contradiz

a hipétese inicial.

a1 p ¢t 4q

Figura 5.3: Ideia da prova do item a)

O item b) se demonstra observando que caso f(c;) < c1 ou f2(c;) > f(c1) entdo garantimos a
existéncia de pontos fixos em &y e 1, 0 que contradiz o item a)(veja figura 5.2). Finalmente, para provar
o item c), basta observar que f; 1 ¢ um difeomorfismo crescente e que c2 = fy 1(01) < ¢1. Assim,

indutivamente obtemos ¢; 1 = f; ' (c;) < ¢; para todo j > 1. O]
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Como consequéncia da proposi¢do anterior, o intervalo I, = [0, f(c;)] é invariante por f , ou seja,
f(I.) C I, e além disso, denotando por 79 = (c1, f(c1)], a proposi¢do anterior também nos motiva a
definir a seguinte sequéncia de intervalos em I,:

n; = (¢j+1,¢j] paratodo j > 1

Pelo item c) da dltima proposi¢do, estes intervalos sdo ndo-degenerados e disjuntos. Mais ainda, como
fo é um difeomorfismo crescente, entdo c; < f(x) < ¢;—1 sempre que cj11 < x < ¢;. Isso mostra que
o intervalo 7; é exatamente o conjunto dos pontos do intervalo £y = [0, ¢1] que precisam ser iterados

exatamente j vezes pela f para chegar ao intervalo 779 = (c1, f(c1)], como mostra a figura abaixo:

o fo(x)
: I —
0 €T C6 C5  C4 3 C2 1 fler)

Figura 5.4: O ponto z que pertence ao intervalo 7g leva 6 iterados para chegar ao intervalo [c1, f(c1)]

Para o estudo do comportamento estatistico de um mapa com ponto fixo neutral, serd necessario
(como veremos nas sessdes posteriores) estudar os retornos de uma 6rbita tipica ao intervalo 779. Com este
objetivo, para cada mapa com ponto fixo neutral f podemos associar uma segunda aplicacdo f I, — I,
definida por:

. flz) sexe&
fz . .
f/(x) sex € mnj;paraalgum j > 1
O papel deste mapa é semelhante a de uma aplicag@o de primeiro retorno ao intervalo 7y de f e a

partir dele, podemos determinar algumas propriedades ergddicas do mapa com ponto fixo neutral original

f conhecendo as propriedades ergddicas de f, que serdo deduzidas na préxima sessao.

1

Figura 5.5: Exemplo de uma f para um mapa com ponto fixo neutral

Definicao 5.2.2. Dizemos que uma aplicacdo f : I — I é topologicamente exata se para todo intervalo
aberto J C I ndo-vazio existe N > 1 tal que fN(J) = I.
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Observacao 5.2.3. Na prova do proximo lema, a hipétese de que os mapas com pontos fixos neutrais
satisfazem f%(c1) > c¢1 aparece para garantir que a aplicacdo f definida acima seja topologicamente
exata. Caso contrdrio, obtemos que f 2 seja topologicamente exata apenas no intervalo (0, ¢1). Como esta
propriedade serd fundamental para os argumentos a serem usados nas sessdes posteriores, incluimos a
hipétese adicional de f*(c1) > c1 na definigdo 5.1.1, mesmo que na literatura esta condigdo ndo apareca

(veja a sessdo 3.5 em [Via97]) por exemplo).
Lema 5.2.4. a aplicacdo f : I, — I, é topologicamente exata.

Demonstragdo. Suponha primeiramente que J C I, seja um intervalo aberto ndo-vazio tal que c¢; € J.
Seja g1 > 0 satisfazendo J D (c1, ¢1 + £1). Como estamos supondo que f (cf’) = 0, entdo existe g5 > 0
tal que f(J) = f(J) D (0,&). Observe que ¢; — 0 quando j — +o00. Logo, existe um intervalo 7; tal
que f(J) D n;j. Segue também da defini¢do de f que f(nj) = (c1, f(c1)], pois f|7,j = f7|,,. Portanto:

P2 2 fy) = (ex, flen)] = F2(I) 2 (0, ()]

Como estamos supondo que f2(c;) > ¢, entdo f3(J) D (0,¢1] U (c1, f2(c1)]. Pelo mesmo
argumento, como (0, ¢1] € f3(.J), aplicando f duas vezes a este intervalo obtemos de forma semelhante
que f5(J) D (0, f%(c1)]. Vamos denotar por L = (cy, f2(c1)] e seja es > 0 de modo que L D

(c1,c1 + €3). Entdo, os mesmos argumentos anteriores nos déo:

FA(L) 2 (1, f(er)]

Como f2(J) D f2(L), entdo concluimos que:

Fo(T) 2 (0, FP(en)] U (e, fe)] = L

Agora, seja J C I, um intervalo ndo-vazio qualquer. Entdo, existe um iterado N > 1e j > 1 tal que
cj € FN(J). De fato, pela propriedade (ii), como |df ()| > 1 para todo = # 0, entdo f |n; expande 7);
para cada j > 1. Logo, caso fV(.J) C 5, para todo j > 1, entdo m(f(.J)) — +oc quando N — +oo0,
o que é absurdo. Seja e, > 0 tal que fV(J) D (¢j,¢j + 1) e (¢j,¢; + €1) C ;—1. Entdo, para algum
g > 0

flejiej+e1) = (c1,e1+e2) € V()

Finalmente, aplicando o resultado anterior ao iterado f NHL(T) = J, obtemos:

fN+6(J) 5 I*

Como J C [ foi um intervalo nio-vazio arbitrario, segue que f € topologicamente exata neste caso.
O

Vamos terminar esta sess@o investigando uma propriedade bastante particular destes mapas que serd
crucial para o desenvolvimento das ideias presentes neste capitulo. Sabendo que a sequéncia de nimeros
¢; definida no intervalo [0, 1] converge a zero quando j — 400, por construgdo, gostarfamos de obter mais

informacgdes a respeito da velocidade de convergéncia desta sequéncia. Mais especificamente, queremos
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estudar se esta convergéncia € do tipo exponencial, isto &, se existem constantes a > 0 e 3 € (0, 1) tais
que:
cj < o3’ paratodo j > 1

Ou se ela é do tipo polinomial, ou seja, se existem constantes « > 0 e 5 > 0 tais que:

cj > aj P paratodo j > 1

O seguinte exemplo mostra um caso de uma aplicacdo do intervalo para a qual a sequéncia c; converge

para zero exponencialmente ripido.

Exemplo 5.2.5. Considere o mapa f : [0,1] — [0, 1] definido por:

2z sex € [0,1/2]
20 —1 sex € (1/2,1]

flz) =

Definindo ¢; = 1/2, obtemos de maneira andloga que cj = 277 para todo j > 1. Em particular, a

sequéncia c;j converge com velocidade exponencial para 0.

Figura 5.6: Um mapa do intervalo, que ndo € um mapa com ponto fixo neutral, onde a convergéncia da
sequéncia c; € exponencial.

A seguinte proposi¢cdo garante que os mapas com pontos fixos neutrais ndo apresentam o mesmo
comportamento que o exemplo anterior e de fato, mostra que a velocidade de convergéncia da sequéncia

c¢j € muito mais lenta:

Proposicido 5.2.6. A convergéncia da sequéncia c; é polinomial, ou seja, existe uma constante oy > 0 tal

Q
que cj > —,0 para todo j > 1.
J

A hipétese de que o ponto fixo na origem é neutro, isto é, df (0) = 1 e df?(0) > 0, é o fato crucial
que garante a prova da proposicao acima e distingue os mapas com pontos fixos neutrais de aplicacdes

como a exibida no exemplo anterior. Antes de provar esta proposi¢do, vamos provar o seguinte lema:
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Lema 5.2.7. Existe uma constante o > 0 e k € N satisfazendo: cj11 > cj — acjz para todo j > k.

Demonstragdo. Dado ¢ > 0 de modo que £ < d2f(0), como f é de classe C? entio pela série de Taylor

de f na origem, existe & > 0 de modo que para todo z € (0, §) vale:

f(@) = f(0) +df (0)x + dz];m):zf:2 +r(z) =2+ az?® +r(x)

Onde a = df?(0)/2 e |r(z)| < ex? para todo = € (0,d). Observe que na igualdade acima foi usado o
fato de f ser um mapa com ponto fixo neutral, isto &, f(0) = 0 e df (0) = 1. Agora, como c¢; — 0 quando
j > 1 entdo podemos tomar k£ > 1 de modo que ¢; € (0,0) para todo j > k. Logo, para todo j > k

temos:

flejn) = ¢ = ¢jp1 + aciy +r(cipn)

Em particular, rearranjando os termos e usando que |r(cjy1)| < Ecjz 1 obtemos:

_ 2
Cj+1 = ¢ — acjpy — 1(¢jt1)
2 2
> Cj - aCj+1 - 5CJ+1

B
> ¢y acj — €¢;

=cj — (a+5)c§

Onde na penultima desigualdade foi usado o fato de que ¢; > c¢j41 para todo j > 1. Assim, basta

tomar o = (a + ¢€) para terminar a demonstragdo. O

Prova da proposicdo 5.2.6. Sejam o > 0 e k > 1 suficientemente grande, satisfazendo o lema anterior e

cj < i para todo j > k. Tome o := min{lc;, i;l =1,...,k}. Entdo, é claro pela defini¢do de o que:

cj > a—,o paracadal < j <k (5.1)
J

Além disso, suponha que 5.1 vale para algum j > k. Como estamos supondo que ag < i, entdo
vale a seguinte desigualdade para todo j > 1:
< L < J
%6’ - < —
0>9 511

Logo, rearranjando os termos acima, e multiplicando por —1/52 obtemos:
j—aa(j+1)
j2

Observe também que se a desigualdade 5.1 € verdadeira para algum j > k entéo:

>0 (5.2)

2
Q aq
cj — acjz > 7,0 — TQO (5.3)

Para ver que isto é verdade, basta observar que a fungio g(z) = x — az? satisfaz dg(x) > 0 sempre
que z < 1/2c. Em particular, g é uma fungdo crescente em (0, 1/2a). Logo, se ¢; < 1/2c e ¢; satisfaz a

desigualdade 5.1 entdo:
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2
( J) J j j j ]2

Com estas observagdes anteriores, vamos provar por inducdo que a desigualdade 5.1 vale também

para todo j > k. De fato, supondo que seja verdade para algum j > k, entdo usando a desigualdade 5.3

obtemos:

Cjt1 > Cj —Qc; > — — —
J J J J
a0j(j+1) _aag(i+1)

FU+1) P20+

(&%) 1, .
=T -F(J(J+1)—aa3(1+1))
_ X (1+j—a040(j+1))

Jj+1 J2
> 0
—g+1

Onde na peniltima desigualdade foi usado 5.2. Portanto, por hipétese de indugdo, segue que c; > 22

DM.

paratodo j > 1.

5.3 Propriedades de distorcao

Nesta sessdo, vamos estudar algumas propriedades de distor¢do que um mapa com ponto fixo neutral
apresenta e ver que a aplicacdo f definida na sessdo anterior é de fato, uma aplicagdo expansora por
partes do intervalo, cujos ramos de monotonicidade sdo exatamente os intervalos 77;, como na figura 5.2.
Antes de investigar essas propriedades mais a fundo, vamos provar a seguinte propriedade elementar sobre

mapas com pontos fixos neutrais:

Lema 5.3.1. Existe uma constante Ko > 0 de tal modo que para todo x € I, vale a desigualdade:

|d(log df (z))| < Ko

Em particular, log df é Lipschitz em cada intervalo 1; com constante de Lipschitz Ko, isto é, para

todo x,y € njej > 1temos:

|log df () — log df (y)| < Kolz — y|

Demonstracdo. Observe primeiramente que para cada x € I, temos:

|d*f ()]

d1og df (x))| = gz ™
Assim, basta provar que a expressdo a direita € limitada por alguma constante positiva para provar
o lema. Pelo item (i) da defini¢do 5.1.1 temos que |df (x)| > 1 para todo x € I.. Além disso, como
o item (ii) garante que o limite lateral lim,_, .+ df(z) existe e f é de classe C? restrita aos intervalos
& = [0,c1], o = (c1, f(c1)] entdo segue que existe Ko > 0 tal que |d?f(z)| < K para todo z € I,.

Portanto,
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2 i
d(log df ()] = W < | f(2)) < Ko

Como querfamos provar. A tltima afirmacdo do lema segue do fato de que log df é de classe C' em

cada intervalo 7);. 0

A préxima proposi¢ao € bastante importante pois garante que a razdo entre as derivadas dos iterados
de dois pontos que pertencem ao mesmo intervalo 77; sempre fica limitada superior e inferiormente por

uma constante positiva que s6 depende de f.

Proposicao 5.3.2 (Distor¢do limitada). Existe uma constante K1 > 0 tal que paratodo j > 1 e x,y € n;
satisfaz:
J
1 _dpi)
K1~ dfi(y)

Demonstragdo. Pelo lema 5.3.1, temos que log df € uma aplicacdo de Lipschitz em cada 7; com constante

1

de Lipschitz Ky > 0. Logo, como temos f*(x) € n;_; paratodoj > 1ei=0,1,....,j —lex € n;,

segue que:

—_

7j—1
ST ) — Fw)l <3 mny) <m(IL) <1
1=0

i

<.

I
=)

Pela regra da cadeia, para cada x € n; e j > 1 vale a seguinte igualdade:

df () = [[ df (f'())
=0

Portanto, usando as observac¢des anteriores obtemos:

j—1 j—1
[log df’ (x) —log df? (y)| = [log [ [ df (f'(z)) — [] df (f'())|
1=0 7=0

j—1
=) logdf(f'(x)) —logdf (f(y)l
=0

7j—1

< 3" |log df (f(2)) — log df (f'(y)|

=0
7—1
<KoY |f(z) = f'(v)]
=0

< Kj

Concluindo que f tem distor¢do limitada em cada intervalo 7;, ou seja:

() _

~Ho < log (y) ~

0
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Agora, vamos provar que a aplicacdo f associada ao mapa com ponto fixo neutral f é uma aplicacdo
expansora por partes do intervalo cujos intervalos de monotonicidade s@o os intervalos 7;. Antes, o

seguinte lema ser4 util:

Lema 5.3.3. Existe uma constante Ko > 0 de tal modo que para todo j > 1 e pontos x1 € 11, ...,T; € 1;

vale:

Demonstragdo. Sejam x1 € 11, ...,x; € 1; como no enunciado. Pelo lema de distor¢ao:

df'(z) < df'(x;) - Ky paratodoz € qpel =1,..,j

Mais ainda, pelo teorema de mudancga de varidveis, temos que paracadal =1, ..., j:

m(f (m)) = / df'\dm. < |df* (2] - Kym(n)

m

Portanto, como m(f'(n;)) = m((c, f(¢)]) = f(c) — ¢ > 0, entdo somando cada um dos termos [ > 1

da desigualdade, concluimos que:

Z \df! ()] < o) —c Zm(m) < m = Ky

=1 =1
]

Teorema 5.3.4. A aplicacdo f é uma aplicacdo expansora por partes do intervalo, ou seja, f satisfaz a
definicdo 4.3.1.

Demonstracdo. Devemos mostrar que f satisfaz as condi¢des a),b) e c) da definicdo 4.3.1, com respeito a

familia de intervalos 77; com j > 0. Para checar que f satisfaz a condicdo a), considere:

A= inf |d
Lo ldf ()]

Entdo, A é uma constante de expansio para f . Além disso, como por defini¢do é verdade que
f(nj) =no = (c1, f(c1)] para todo j > 1, tomando § = m(rny) obtemos que m(f(nj)) = 0 para todo
i >Tem(f(no)) =m(f(no)) = m([0, f2(c1)]) > 0. Isso mostra que a aplicacio f também satisfaz a
condicdo c). Com todas estas observacoes, falta apenas provar que f satisfaz b). Para isso, é suficiente
mostrar que existe uma constante K3 > 0 tal que:

|2 f ()|

———— < Ky paratodo x € I,

jdf(z)2 ~

Como f coincide com f quando restrita ao intervalo 7y entdo a desigualdade acima ¢ valida para todo
ponto x € 7o pelo lema 5.3.1. Agora, suponha que x € 7; onde j > 1. Por defini¢do, como f7(z) = f(x),
entdo d(log df)(z) = d(log df?)(z). Pela regra da cadeia, temos também a seguinte igualdade:
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d*fi(x —d(defl )
j—175-1

=> [ @ (F @) df* (@)df (f(x))

k=0 i#k

Logo, usando as igualdades anteriores e df’ (x) = [[/Z, df (f*(z)), obtemos:

2 A
dfog dr)) = L Z @) = dltogaf) (o) 5.4

Além disso, como df’ () = dfi~¢(fi(z)) - dfz(x) paratodoi =0,1,...,5 — 1, entdo:
df'(z) _ 1
dfi(z) — dfi=i(f'())

Finalmente, juntando essas observa¢des com os lemas 5.3.1 e 5.3.3, temos:

paracadai=0,1,...,5 — 1 (5.5)

59
[\
>

—_

: dfi(x) (por 5.4)

SRf(fix) 1
A (i) dfT(F ()

1

(por 5.5)

Assim, tomando K3 = Ky K>, obtemos o resultado desejado.

5.4 Medidas invariantes absolutamente continuas

A partir das propriedades estabelecidas nas duas sessdes anteriores, nesta sessdo vamos estudar as
propriedades ergddicas da aplicagdo f associada a um mapa com ponto fixo neutral f com o objetivo de
provar o primeiro teorema enunciado neste capitulo (teorema 5.1.3). Como provamos na sessdo anterior, o
mapa f é uma aplicacdo expansora por partes do intervalo e logo, é possivel usar todas as ferramentas
desenvolvidas no tultimo capitulo para deduzir suas propriedades ergddicas. Com efeito, provaremos o

seguinte teorema:

Teorema 5.4.1. Existe uma tinica probabilidade [ que é f—invariante, absolutamente continua com
respeito a medida de Lebesgue com densidade de variacdo limitada, ou seja, existe ¢ € BV (I) tal que

i = om. Em particular, [i é ergodica.

Usando a medida garantida pelo teorema anterior, vamos provar o teorema 5.1.3 construindo explicita-

mente uma medida o-finita, f-invariante e absolutamente continua mas que nio € finita.
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Prova do teorema 5.4.1

Para mostrar a existéncia da medida /i enunciado no teorema 5.4.1, vamos usar o teorema 4.3.4 provado
no udltimo capitulo sobre existéncia de medidas invariantes absolutamente continuas para aplicacdes
expansoras por partes do intervalo. O préximo lema é consequéncia imediata deste teorema, desde que a

taxa de expansdo de f seja suficientemente grande.

Lema 5.4.2. Seja A > 1 a taxa de expansdo de f e suponha que A\ > 3. Entdo, existe uma probabilidade
[ que é f—invariante, absolutamente continua e com densidade de variagdo limitada, isto é, existe

¢ € BV(]0,1]) tal que i = pm.

Por outro lado, a situacio se complica quando a taxa de expansdo de f apenas satisfaz 1 < A < 3.
Neste caso, a ideia € substituir a aplicagdo f original por uma segunda aplicacdo expansora por partes
h de modo que sua taxa de expansdo seja suficientemente grande e aplicar novamente o teorema 4.3.4.

Vamos explicar como faremos isso: tomando N > 1 de modo que AV > 3 defina a aplicacio h = ( f W,

Lema 5.4.3. A aplicacdo h é uma aplicacdo expansora por partes do intervalo cuja taxa de expansdo
satisfaz A = \N > 3.

Demonstragdo. Observe que para todo z € I, a derivada de h satisfaz:

|dh(z)| =

Logo, h satisfaz o item a) na definicdo 4.3.1. Para checar que h também satisfaz a condi¢do b), usando

que f € uma aplicagdo expansora por partes do intervalo, obtemos a seguintes estimativas:

2], | A ' 1 '
ap® |2 VO )
R &2 1 ‘
N §< @ di—l—«fiH(w))
N—-1
<3 ol |3 |
P d fN 1— z fz+1( ))
N-—1 1
< K Z AN—i—1
=0
SKli/\N}i_lparatodoxel
=0

Onde na pentltima desigualdade foi usado o fato de que f é expansora por partes. Em particular,
h também satisfaz a condi¢do b). Para concluir a prova do lema, observe que se 7 € um intervalo de

monotonicidade de & entdo os pontos do bordo de B(n) pertencem ao seguinte conjunto:

N N
U fl({()? ---702,01,f<61>}) - U fz_l({ovchf(cl)?f2(cl)}>

i=1
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Logo, as familias de todas as imagens ﬁ(n) de intervalos de monotonicidade € finita, o que também

prova c). O

A partir do lema anterior e aplicando o teorema 4.3.4, concluimos que existe uma probabilidade i que
é h-invariante e absolutamente continua, cuja densidade é uma funcdo de variacdo limitada, isto é, existe
@ € BY([0,1]) tal que & = pm. Agora, vejamos como a partir desta medida serd possivel definir uma

medida f -invariante e absolutamente continua cuja densidade também tem variagdo limitada. Defina:
N-1
i=0

Lema 5.4.4 (Existéncia). A medida [i é uma probabilidade f -invariante e absolutamente continua com

densidade de variacdo limitada.

Demonstracdo. Observe primeiro que i é de fato uma probabilidade f -invariante pois:

. N 4 N-1 N—-1 N—
Felo =Y (F)el =Y (f)eit+ (fN)ui = Jufi+ ji = Z )ufi =
i=1 =1 z:l =0

Onde na segunda igualdade foi usado que ( f Ny, ji = fi. Isso mostra que f* [t = fi. Para provar que i
também ¢é absolutamente continua com densidade de variagdo limitada, seja ¢ € BV([0, 1]) de variagdo

limitada tal que ;i = ¢m e defina a funcao:
N-1
=2 L
i=0
Onde £ é 0 operador de transferéncia de f . Observe que, como £ éum operador que preserva funcdes

de variacdo limitada entdo ¢ também tem variac@o limitada. Mais ainda, afirmamos que & = ¢m. Com

efeito, fixado um boreliano A C I, temos:

Onde na pentiltima igualdade foi usada a propriedade dual do operador de transferéncia de f (ver

4.15). Logo, usando a igualdade obtida acima:

Concluindo a prova do lema. O
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Provada a existéncia, resta apenas mostrar a unicidade da medida [ construida acima para terminar
a prova do teorema 5.4.1. Lembre-se de que ndo podemos garantir a unicidade de medidas invariantes
absolutamente continuas para aplicacdes expansoras em geral. Por outro lado, a propriedade fundamental
que desempenha um papel de destaque na prova da unicidade e que distingue a aplicacio f de outras
aplicagdes expansoras por partes € o fato de que esta é topologicamente exata, uma propriedade que nem
toda aplicac@o expansora por partes compartilha. Antes de ver como funciona a prova da unicidade, vamos

comecar demonstrando o seguinte lema bdsico sobre f:

Lema 5.4.5. Toda probabilidade f -invariante e absolutamente continua tem densidade de variacdo

limitada.

Demonstracdo. Basta observar que toda probabilidade © que é f-invariante e absolutamente continua
também é h-invariante e absolutamente continua, pois (f)./1 = f.? = U. Logo, como consequéncia do

teorema 4.3.4 segue que  também tem densidade de variag¢do limitada. O

No préximo lema, usando o fato de que f é topologicamente exata vamos mostrar que as densidades

de todas as medidas f -invariantes e absolutamente continuas tem suporte total no intervalo ..

Lema 5.4.6 (Suporte total). Se v = @m é f -invariante e absolutamente continua, entdo existe uma
constante positiva ¢ > 0 de modo que 1[1(3;) > cpara x € I, m-q.t.p. Em particular, supp zﬁ tem medida
de Lebesgue total em I,.

Demonstracdo. Primeiramente, observe que 1& tem variacdo limitada pelo lema 5.4.5. Logo, 1& tem no
maximo um ndmero infinito enumeravel de descontinuidades no intervalo I, pelo corolario 4.1.10. Em
particular, o conjunto dos pontos de continuidade de 1[1 tem medida de Lebesgue total em I,. Além disso,
como ¥ € absolutamente continua, entao supp @Z; tem medida de Lebesgue positiva e portanto, o conjunto
dos pontos de continuidade de 1ﬂ que pertencem a seu suporte também tem medida de Lebesgue positiva,
concluindo que existe x € supp @@ onde 113 é continua.

Como ¢ é continua em e ﬂ(x) > (0 entdo existe um intervalo aberto J > x e uma constante ¢ > 0

de tal modo que inf 1| ; > ¢.

Afirmacéo 5.4.7. Para todo n > 1 temos )(y) > ¢ > 0 paray € f*(J) m-q.t.p.

Demonstracdo. A prova dessa afirmagdo € feita por inducdo. A afirmagdo é clara para n = 0, por
construcdo. Agora, supondo que vale para n com n > 1, para provar o caso n + 1 suponha que
y € f"“(J) esejax € f"(J) tal que zﬁ(m) > c. Sejatambém j > 0 tal que x € n; e f(x) = y. Entdo,

Y foy—1 g
—=— o (fly,)” (y) = ¥(x) =2 ¢
|df1n; ] ’
Logo, usando o fato de que @Z; ¢ um ponto fixo do operador de transferéncia de f eque £ éum operador
linear positivo, temos pela desigualdade anterior:
o B _ S P
by) = (Ld)(y) =D —— o

- Flo) W) - Xy () > ¢ >0
Sldflyl v

Portanto, 1)(y) > ¢ paray € f"1(J) m-q.t.p. o que prova a afirmagdo por indugdo. O
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Como f é topologicamente misturadora em I, entdo existe N > 1 tal que fN (J) = I.. Assim, pela
afirmac@o anterior, segue que 1[1(35) > ¢ > O paraxz € I, Lebesgue quase todo ponto, o que prova o

lema. OJ

Definicao 5.4.8. Seja f : X — X uma aplicacdo mensurdvel com respeito a o-dlgebra de Borel em
um espaco métrico (X, d). Dizemos que duas medidas j1,v € M(X) sdo equivalentes se 1 << v e
v << U

Corolario 5.4.9. Todas as medidas f-invariantes e absolutamente continuas sdo equivalentes a medida
de Lebesgue de I.. Em particular, todas as suas medidas f-invariante e absolutamente continuas sdo

equivalentes entre si.

Demonstracdo. Se v for uma medida f -invariante e absolutamente continua com respeito a medida de
Lebesgue, entdo basta provar que m << ©. Por um lado, pelo lema 5.4.6, para todo boreliano A C I,

temos:

v(A) = / Ydm > ¢-m(A)
A
Concluindo que m(A) = 0 sempre que 7(A) = 0, como queriamos mostrar. O
O seguinte lema de teoria ergddica serd util na prova da unicidade:

Lema 5.4.10 (Lema de teoria ergddica). Se duas medidas ergddicas i, v com respeito a uma aplicagdo

mensurdvel f : X — X sdo equivalentes entdo |1 = v.

Demonstracdo. Seja A C X um boreliano qualquer fixado. Supondo que p e v sdo ergddicas e aplicando
o teorema ergddico de Birkhoff, garantimos a existéncia de subconjuntos mensuraveis X 4, Y4 C X com

w(X4) =v(Y4) = 1 de tal modo que paratodo x € X 4 ey € Y4 satisfaz:

n—

1
Jim D xa(f (@) = p(A)
=0

Nn——+00 <

n—1
lim > xa(f/(y) = v(4)
7=0

Como por hipétese, as medidas i e v sdo equivalentes e temos v(Y,4) = 1 entdo Y, também tem
p-medida total. Em particular, como X 4 também tem p-medida total segue que existe z € X4 N Xp,

concluindo pelas igualdades acima que p(A) = v(A). Logo, as medidas sdo iguais. O

Agora, finalmente estamos prontos para provar a unicidade no teorema 5.4.1, usando as conclusdes

anteriores obtidas.

Unicidade. Vamos mostrar que qualquer medida © que é f -invariante e absolutamente continua com
respeito a medida de Lebesgue também € ergédica. Com este objetivo, seja A C I um subconjunto
mensuravel f-invariante de medida positiva, ou seja, f ~1(A) = Ae?(A) > 0. Entdo, a medida definida
por:

_ V(AN B)

para cada B C I mensurével
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€ uma medida f -invariante absolutamente continua com respeito a Lebesgue. Logo, pelo corolério
5.4.9, temos que U4 € equivalente & medida ©. Como 4(A°) = 0, segue que ¥(A¢) = 0, ou seja,

v(A) = 1. Portanto, v € ergddica e assim, pelo lema 5.4.10 conclui-se que /i € tnica. 0

Prova do teorema 5.1.3

Usando a medida /i construida na prova do teorema 5.4.1, vamos agora construir uma medida especial

que satisfaz as condicdes do teorema 5.1.3. Com este propdsito, defina:

oo j—1

= (filno) + D Filiily;) (5.6)

j=11i=0

A medida p de um subconjunto A C I, pode ser pensada da seguinte maneira: primeiro, cada
intervalo 7; d4 uma contribui¢do na medida . de A que € obtida somando-se as medidas /i das visitas de
A ao intervalo 7); até tempo j — 1, isto é, fazendo a soma até tempo j — 1 dos pesos /i(f~*(A) Nn;), onde
1=20,1,...,7 — 1. Assim, a medida x de A é obtida somando cada uma das contribui¢cdes dadas por cada

intervalo 7;. Antes de provar o teorema, vamos investigar algumas propriedades basicas desta medida:

Lema 5.4.11. Para todo k > 1, a medida p de ny, satisfaz:

=" iiln) = (0, cx)) 5.7)

Jjzk

Além disso, a medida 1 é o-finita, isto é, existe uma familia enumerdvel {1;};>1 de subconjuntos

mensurdveis de I, tais que p(1;) < 400 para todo j > 1, satisfazendo:

Un=r

Jj=1

Demonstracdo. Para provar 5.7, observe que fixado k£ > 1, temos por definicdo da medida i que:

ZZ “H (k) Nmy)
j=1 i=0

Onde fi|n, (nk) = fu(no Nmy) = 0. Em particular, como f~*(ny) = nx; para todo i > 0, podemos

escrever:

+oo j—1

=D > ileriN ) (5.8)

j=1i=0

Por outro lado, como os intervalos 7; sdo disjuntos dois-a-dois, temos que 1,4, N 7; 7# & se e somente
se k +1 = j, ou seja, se e somente se i = j — k. Agora, se 1 < j < k entdo ny; N n; = I, pois neste

caso temos j — k < 0 < . Logo, a igualdade na expressdo 5.8 acima se reduz para:
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??‘
,_.
<.
|
—

Z (ki N n5) Z Z (nk+i N ny) (por 5.8)
7=1 =0 j>k =0
j—1
= f(Mgers N 1j)
j>k i=0
= un;)

>k
= £1((0, cx])

Onde na segunda igualdade, a primeira parcela da soma acima se anula pelas observacdes no pardgrafo
anterior. Agora, para mostrar que a medida p é o-finita, para cada k > 1 defina I, = (cg41,c¢1] €
considere a familia destes intervalos. Entfo, a unido destes intervalos cobrem I, e cada I, tem p-medida

finita, pois:

k k

() = p((cks1,c1]) = <U ) ZH m) :Z (0, cx])

=1

Como /i((0, ¢x]) tem medida finita, segue portanto que j(Ij) tem medida finita para todo k > 1,

provando que u € o-finita. O
Lema 5.4.12. A medida . é f-invariante e absolutamente continua com respeito a medida de Lebesgue.

Demonstracdo. Para mostrar que p € invariante por f, temos que:

Fi(ftly,) = fu(fily;) paratodo j > 1 (5.9)

Pois, 1 (jiln,)(A) = a(f~7(A) N ;)
mensurdvel. Logo, usando o fato de que i é

ﬂ( (A )ﬁnj):f*(mnij) paratodo j > 1e A C I
¢ f-invariante, obtemos:

Feliilne) + > £ (ftln,) = fulftln) + > fuljtl,) (por 5.9)
=1 =1
= f (/:L‘Um)
= fuit
=i

o0
= filno + > (filn;)
j=1

Mais especificamente, obtemos a seguinte igualdade:

Feltlne) + > F(ftlny) = filno + > (ftln,) (5.10)
=1

J=1

Portanto, usando a observacao 5.10 acima, concluimos que:
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Felitly,)

M8
M-

fart = f*(,“‘no) +
j=1i=1
e j_l . .
= fulptlno) + Z( Fiiily,) + fi(ﬂlnj))
=1 =1
]oo oo j—1
Feltlo) + Z (ftln,) + > Filily,)
j=1 1i=1
0o J— 1j
= ftlno + Z filn;) + ZZ]‘ (A1ln,) (por 5.10)
1i=1
oo j—1 ‘]
= (ptlno) + ZZfi(ﬂlm)
j=1i=0
=p

Provando que f, i = p, ou seja, u é f-invariante. Para mostrar que p € uma medida absolutamente
continua com respeito a medida de Lebesgue, € suficiente mostrar que existe ¢ integravel satisfazendo
{1 = @m. Seja ¢ a densidade de variagdo limitada de /1. Denotando por f;* = (f|(07ci})_1, se AC I, é

mensurdvel qualquer, entdo:

P ) = @) ) = [
t(A)m;

o(fy 0 ) (mudanca de varidveis)

/Aﬂfl (n5) |dfz|
/A|dff| ") Xstmym

Logo, fi(fily,) tem densidade —— a f 7 o (fo") - Xyi(n,)- Portanto, pela defini¢do de y segue que:
d oo j—1 A
p=- = X DY ] © o ) X i)
7=111=0
Logo, 1 é absolutamente continua e isso conclui a prova do teorema. O

Finalmente, vamos provar o teorema 5.1.3 mostrando que a medida p satisfaz as condicdes dele. A
Unica condi¢@o que resta é provar que a medida p € infinita, garantida pelo pr6ximo lema a ser provado.
Vale destacar que a velocidade de convergéncia da sequéncia c; € fato crucial para que isto seja verdade e

como ja bem comentamos, esta propriedade segue como consequéncia do ponto fixo na origem ser neutro.

Lema 5.4.13. A medida y € infinita. Além disso, u(I. \ [0,€)) < +oo para todo € > 0, ou seja, o

complementar de toda vizinhanga do ponto fixo tem p-medida finita.

Demonstracdo. Ja vimos que a densidade ¢ de i satisfaz @(x) > ¢ > 0 para alguma constante ¢ > 0,

x € I, Lebesgue quase todo ponto. Assim, temos a seguinte desigualdade, para todo 7 > 1:
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A([0,¢]) = /[0 .] odm > em([0, ¢]) > c()[—,O

1

pois m([0, ¢;]) = ¢; para todo 7 > 1. Portanto, pela definicdo de p obtemos:

p(L) = i) + = filno) + Y Y fulny)

=11 i=0 j=i+1

= (o) + > ([0, )
1=0

> Z it
=1

Como a série na ultima desigualdade acima diverge, segue portanto que j(/,) € infinito, concluindo

<.
—

I\
=)

assim que u € uma medida infinita. Também como consequéncia da demonstracdo, segue que a medida

do complementar de qualquer vizinhanca do ponto fixo tem medida finita. O

Vamos fechar esta sessdo com um resultado que serd bastante util na sess@o posterior e que ilustra
bem como podemos obter informacdes sobre a dindmica de f conhecendo as propriedades estatisticas e

ergddicas de f .

Teorema 5.4.14. Para x € I, Lebesgue q.t.p. a orbita futura de x com respeito a f édensaem I,. Em

particular, O?(m) é densa para x € I, Lebesgue q.t.p.

Demonstragdo. Primeiramente, observe que supp(fi) = I... De fato, caso contrdrio, existe um intervalo
J C I, que satisfaz i(J) = 0, o que contradiz o fato de que /i é equivalente a medida de Lebesgue. Seja
{0, }n>1 uma base enumerdvel de abertos bésicos para a topologia em .. Pelo teorema ergédico de
Birkhoff, como /i € uma medida ergddica para f e 1(Oy) > 0 para todo n > 1, entdo para cadan > 1

existe um subconjunto mensuravel U,, C I, tal que i(U,,) = 1 e para todo x € U,:

lim ZXO (F(x)) = 4(On) > 0

n—-+oo N

Defina o conjunto U = N;,>1U,. Entdo, U é um subconjunto mensurdvel com (U) = 1. Afirmamos
que O+f(m) é densa em I, para todo x € U. Para provar essa afirmacio, fixado z € U e dados y € I,
J 2 y um aberto qualquer, seja O, um elemento da base tal que y € O,, C J. Como a média temporal
de x o, existe no ponto x e é igual a 1(O,,) > 0 entdo existe j > 0 de modo que fi (x) € O,. Portanto,
yeOt; ( ) e como y foi arbitrario, segue que a 6rbita futura de todo ponto x € U é densa em I,. Em

partlcular, O*(m) é densa para x € I, Lebesgue q.t.p. 0

5.5 Comportamento estatistico das orbitas

Vimos na ultima sessdo, como estudar as propriedades ergddicas da aplica¢do f permite obter informacdes
sobre as propriedades ergdédicas da aplicagdo f. Agora, veremos como o comportamento estatistico das
Orbitas de f se relaciona com a medida ;1 e como podemos deduzir, usando que p € infinita, que a bacia

estatistica da medida delta de Dirac no ponto fixo tem medida de Lebesgue total em /.. Antes de comecar,
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vamos introduzir alguns conceitos: para cada k,n € N e x € I,, denotamos o tempo médio de visita ao

conjunto I, = (cx+1, f(c1)] no tempo n por:

n—1
(k) = 3w (°(2) .1
s=0

Vamos denotar também para cada m, j € Ne x € I, o tempo médio de visita ao intervalo 7); no

tempo m:

m—1
O (2, ) = % > x (f()) (5.12)
=0

Observe que nas defini¢des anteriores, estamos fazendo distingdes entre os tempos de f e f : para o
tempo médio de visita de f ao conjunto [ em estamos usando a letra n com indice s e para o tempo
médio de visita de f ao intervalo 7);, estamos usando a letra m com indice i.

O objetivo principal e grande parte da estratégia da prova do teorema 5.1.4 € estimar o tempo médio de
visita em cada intervalo [;. Estudando a relac¢do existente entre os dois tempos médios de visita definidos
acima e relacionando com as propriedades ergddicas estudadas da aplicagdo f , vamos mostrar que para
x € I, lebesgue quase todo ponto, os iterados de x passam em média cem por cento do seu tempo no

complementar de [;. Mais especificamente, vamos provar o seguinte teorema:

Teorema 5.5.1. Paratodo k > 1 e x € I, lebesgue q.t.p, o tempo médio de visita de x ao intervalo I},

converge para zero quando n — +oo, isto é, T,(x, k) — 0 quando n — +oc.

Como consequéncia, a prova de que a delta de Dirac na origem € uma medida fisica (teorema 5.1.4) é

obtido como corolario deste.

Estimando o tempo de visita

O objetivo agora € estudar os dois tempos médios de visita definidos para f e f, com a razdo de estimar o
tempo médio que uma Orbita tipica de f passa longe de uma vizinhanca da origem. A préxima proposicdo
¢ um bom comecgo pois o tempo médio de visita de f ao intervalo 7); ja é possivel estimar com as

ferramentas que temos:

Proposicao 5.5.2. Para x € I, lebesgue q.t.p. e todo j > 1:

Om(z,j) — [1(n;) quando m — +00 (5.13)

Demonstracdo. Como i é uma medida invariante e ergédica com respeito a aplicacio f e O (z, 7) foi
definida a partir de f entdo pelo teorema ergddico de Birkhoff, para cada 7 > 1 existe um conjunto
mensurdvel X; C I, tal que ji(X;) = 1, satisfazendo 6,,(z, j) — fi(n;) quando m — +oo para todo
xz € Xj. Assim, X = (X, ¢ um conjunto com medida f/i-total e como [ ¢ equivalente a medida de
Lebesgue, entdo X também tem medida de Lebesgue total em ... Em particular, para x € I, lebesgue

q.t.p. vale 0,,(z, j) — fi(n;) quando m — +oo para todo j > 1, o que prova a proposicao. O

Pelo teorema 5.4.14 e pela proposicdo anterior, o conjunto dos pontos nao-periédicos de f que

satisfazem 5.13 € um conjunto com medida de Lebesgue total. A partir daqui vamos sempre supor que
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x € I, € um ponto deste conjunto. Com isso, vamos introduzir uma sequéncia para distinguir as duas
escalas de tempo distintas no ponto x correspondentes as aplicagdes f e f. Para cada ¢ > 0 existe um

tinico inteiro [(i) > 0 tal que f?(z) = f“9(z). Isso define uma sequéncia crescente:

l:No—)No

Que relaciona o tempo de f com o tempo de f. Dizemos que essa sequéncia é a aplicacdo tempo de
primeiro retorno de f ao ponto .

Exemplo 5.5.3 (exemplo ilustrativo). Suponha que x € ns e f2 (z) € ms. Vamos calcular os quatro

primeiros termos da sequéncia l(i). Observe que:

fla) = f2(x) € no
f2(z) = f*(x)
FPla) = f(f2(2) = FP(F0 @) = ()
f@) = ()

Assim, podemos construir a seguinte tabela:

ill1d)

00
1]5
216
3019
4120

Existem algumas vantagens que tornam o tempo de primeiro retorno bastante ttil dentro do nosso
contexto: uma delas é que a sequéncia [ foi definida em termos de f e assim, € possivel estimd-la usando
suas propriedades ergddicas estudadas nas sessdes anteriores. Outra vantagem é que o itinerdrio do ponto
x por f fica inteiramente determinado conhecendo o tempo de primeiro retorno. A seguinte proposi¢io

ilustra esse ponto:

Proposicao 5.5.4. A aplicacdo tempo de primeiro retorno de f no ponto x satisfaz as seguintes proprieda-
des:

(i) Se fi(z) € no entdo 1(i +1) = 1(i) + 1.
(ii) Se fi(x) €njej>1emdaol(i+1) =1(i)+j
Demonstracdo. Basta usar a defini¢do da aplicagdo f . De fato, se f (z) € np entdo:

FO @) = fil (@) = f(fi(@) = F(f'D) = fOF ()
Logo, I(i + 1) = I(i) + 1. Analogamente, se f*(z) € 7; entdo:

fl+1($) — fH'l(x) _ f(fl(x)) _ fj(fl(i)) _ fl(i)+j(x)
Assim, (i + 1) = 1(3) + 5. -
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Como veremos mais a frente, obter uma boa estimativa ou uma expressdo que determine o tempo de
primeiro retorno em um ponto x serd fundamental para o estudo do comportamento estatistico da orbita
desse ponto. Com isso, serd possivel relacionar as propriedades estatisticas das duas aplicacdes f e f .
Um bom comego € estudar a relagdo que existe entre os tempos i e [(7) com respeito aos intervalos 7); e

para isso, o seguinte lema serd util:

Lema 5.5.5. Sejam j > 0ei=0,1,...,m fixados. Entdo, existe k > j tal que fl(a:) € Ny, Se e somente
se existe s € {1(1),...,1(i + 1) — 1} tal que f*(x) € n;.

Demonstracdo. Suponha que fi(z) € n;, onde k > j. Entdo:

FUOFE=D) () = firk=d) ¢ Mhe—(k—j) = T
Pela proposi¢do 5.5.4, como estamos supondo que f#(x) € 1, temos (i 4+ 1) = [(i) + k e portanto,
1(@) <1(i) + (k—j) < (i) + k=1(i+ 1). Assim, basta tomar s = (i) + (k — j).
Reciprocamente, se f*(x) € 7; para alguma s € {I(),...,I(i + 1) — 1}, entdo fi(z) = f/)(z) €
Njt(s—1(s))> onde j + (s — 1()) > j. Portanto, tomando k = j + (s — [(4)) concluimos que fi(z) € ne
onde k > j. O

Corolario 5.5.6. Paratodoi =0,1,....,m — 1 e j > 0 fixados, temos a seguinte igualdade:

N l(i+1)-1
S (fi@)= > x, (@)
k>3 s=I(3)

Demonstracdo. Basta usar o lema 5.5.5 para concluir as seguintes igualdades:

)=t 5 1 seexiste s € {l(i),...,[(i + 1) — 1} tal que f*(x) € n;
S (@) = -
s=1(3) 0  caso contrdrio
1 seexiste k > j tal que fl(:c) € N
0  caso contrario
= xu(f'(2))
k>j
Isso conclui a prova do coroldrio. O

A partir de agora vamos fixar x € I, satisfazendo 5.13 na proposicdo 5.5.2. Para calcular o tempo
médio de visita ao intervalo I no tempo n no ponto x, serd fundamental ter uma estimativa conveniente
para os dois tempos m e [(m), ou uma férmula que os descreva. Com esse propdsito, vamos mostrar como
ao obter uma boa estimativa sobre o nimero de iterados, até tempo I(m), de f no ponto x que passam pelo
intervalo 7; nos permite deduzir uma férmula para o tempo [(m). Antes, observe que como consequéncia
de 5.13, podemos estimar para cada j > 1, até tempo m > 1 o nimero de iterados da trajetéria de f no

ponto x que passam pelo intervalo 7;. Mais espeficamente:

Hi=0,1,..m — 13 f'(x) € 5} = mbi(x, j)
A seguinte proposicéo, que ird nos ajudar a encontrar uma férmula para o tempo [(m), d4 uma

estimativa parecida com a obtida acima até tempo [(m) dos iterados de f que pertencem ao intervalo 7);. :
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Proposicao 5.5.7. Para cada j > 1 e m > 1 temos:

t{s=0,1,....1(m) — 1; f*(z) € n;} = Zmﬂm(:n, k)

k>j
Demonstracdo. Observe que vale a seguinte igualdade:
l(m)—1
Hs=0,1,..,0(m) =L f(x) €mit = Y xn, (f°(2)) (5.14)
s=0
Além disso, podemos escrever pela defini¢do da sequéncia {:
I(m)—1 m—11(i+1)—1
X, (@)= Y xn(f*(x) (5.15)
5=0 i=0  s=I(i)
Por outro lado, pelo coroldrio 5.5.6:
m—110(i+1)—1 m—1 '
Z Z XT]] = Z ZXnk(fZ(x))
=0 s—i(i) =0 k>j
m—1 .
=D xulf'()
k>j =0
= Z MmO (z, k)
k>j

Onde na segunda igualdade, as séries comutam pois a soma ¢ finita. Logo, substituindo em 5.15

obtemos a igualdade:

l(m)—1

Xn; (5 (2 Zm& (x, k)

5=0 k>j

E assim, por 5.14 concluimos a igualdade desejada.

Corolario 5.5.8. Para todo m > 1 temos:

1(m) = mbp (2,0) + Y _ jmbp(x, 5)
Jj=>1

Demonstracdo. Se m > 1, entdo pela proposi¢do 5.5.7:

=> #{s=0,1,...1(m) — 1; f*(z) € n;}

Jj=0

- Z Z MmOy, (2, k) (proposi¢do 5.5.7)

720 k>j

= M (2,0) + Y jmbi (2, )
j>1
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Agora, vamos estimar o tempo médio de visita de x ao intervalo I no tempo n, onde £ > 1. Antes,

vamos provar o seguinte lema:

Lema 5.5.9. Seja 0 < i < m — 1 fixado e suponha que fl(:v) € n;. Entdo, as seguintes propriedades sio
satisfeitas:

(i) Se0 < j<kelecl(i),l(i+1))entdo f'(z) € I.
(ii) Se j > kentdol € [I(i) + (j — k),1(i + 1)) se e somente se f'(x) € Ij.

Demonstragdo. Suponha primeiramente que 0 < j < k como no item (i) e seja [ € [I(i),1(i + 1)).
Por defini¢do da aplicagdo de primeiro retorno, fi(z) = fi0(z) € n; = (¢j4+1,¢5] C 1) e assim,
fH®) € nj_(—i@)). Poroutrolado, k > j — (I —1(i)) = j+1(i) -1l =1(i+1)—1 > 1. Em
particular, f!(x) € Nj—=1()) = (¢i—=1(i))+1> Cj——1(i))] C (ck, f(c1)]. Logo, fY(x) € I. Para provar
oitem (i), se j > kel € [I(i) + (7 — k),l(i + 1)) entdo os mesmos arugmentos acima mostram que
fYx) € I, paratodo I € [I(i) + (j — k), 1(i + 1)). Reciprocamente, se [ € [I(4),1(i) + (j — k)) entdio
(= 1(@) = A1) L =1 +1) — 1> 1+ 1) —1() — (j— k) =1(i+1) — 1) —j + k = k.

Portanto, f'(x) ¢ Ij.
O

Em particular, o lema anterior diz que para todo tempo 7 > 0 o nimero de iterados de tempo
(i), ...,1(i+1) — 1 que partencem a I}, é no maximo igual k. Agora, estamos prontos para fazer a seguinte

estimativa:

Proposicdo 5.5.10. Sen > 1, k > 1el(m) <n < l(m) — 1 entdo:

Nt (x, k) < mby,( Z Jmbp,(x, j +ka0 x,j)+k

1<5<k >k

Demonstragdo. Observe que podemos escrever X7, = X1,\5,+Xn, Pois lembrando que Iy, = (cx41, f(c1)],

temos a unido disjunta I, = (I \ 10) U np. Entao:

= Z X1, (f°(2) Z xr, (f° ()

I(m)—1 m) 1 n—1
Z Z ka\??o )+ Z X, (f
s=0 =0 s=l(m)

A ideia agora € estimar cada uma das parcelas da soma acima para obter a desigualdade desejada.

Para a primeira parcela, observe que para cadat = 0,1, ..., m — 1 podemos escrever:

1(i+1)—1

Y (@) = xn (f(2))
s=I(1)
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De fato, para ver que a igualdade é verdade, suponha que f%(z) € 7. Entdo, [(i + 1) = I(i) + 1 pela

proposicdo 5.5.4 e assim,

1(i+1)—1 ’ N
3 (@) = X (F'O () = xe (Fi(2)) = 1
s=l1(1)

Reciprocamente, suponha que f(z) & 1o e seja j > 1 tal que fi(z) € n;. Entdo, [(i + 1) = 1(3) + j
e portanto, para todo s = [(7),...,l(i+1) —1temos j — (s —1(i)) = I(i+1) —s > 1, ou seja f5(x) & no.
Logo,
1(i+1)—1
D X (@) = X (fi(2)) = 0
s=1(2)
Com isso, provamos a seguinte igualdade:

I(m)—1

> (o Z Xno (f'( O (2, 0) (5.16)
s=0

Agora, vamos estimar a segunda parcela da soma. Observe primeiramente que se s = 0, 1, ..., [(m)—1,

como Iy, \ 1o € unido disjunta de 7y, ..., 7 entdo:

X1o\no (f Z Xn, (f

Assim, usando a proposi¢do 5.5.7:

m)—1 k
S e (F@) = 3 S (@)
s=0

Il
M=
Il
=
3
&h
w
8
Nt

k
= Z MOy, (2 (proposi¢do 5.5.7)
2J

<.
Il
—
5

Logo, como consequéncia da igualdade anterior concluimos que:

l(m)—

Z X (P @) = D jmbm(a,5) + > kmbp(z, 5) (5.17)

1<j<k j>k
Pelo lema 5.5.9, para cada ¢ > 0 existem no maximo k iterados s = 1(4),1(7) + 1,...,1(i + 1) — 1 tais

que f*(x) € I. Logo, a dltima parcela da soma fica:

n—1

S oxn (@) <k (5.18)

s=l(m)
Portanto, juntando as igualdades 5.16, 5.17 e a desigualdade 5.18 e substituindo na soma, obtemos o

resultado desejado.
O
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Agora estamos prontos para provar o teorema 5.5.1 enunciado no inicio desta sessao.

Prova do teorema 5.5.1. Sejak > 1e x € I, satisfazendo 5.5.2 na proposi¢do 5.13. Entdo, para cada
J > 1temos que 0,,(z, j) — fi(n;) quando m — +oco. Em particular,

lim 6 (2,0) + ;J%(w,y) = i(mo) + ;Ju(m) = p(L.) = +o0
J= J=Z

Assim, dado € > 0 tome mg > 1 de modo que:

1 €
- S < 5%

(5.19)

para todo m > mg. Agora, fixado n > [(mg) seja m > mg tal que [(m) < n < I(m + 1). Entéo,
pelo corolério 5.5.8:

n = (n—1(m)) +1(m) = (n—Um)) + mbin(z,0) + Y jmbn(z, j)

Jj=1
Portanto, obtemos a igualdade:
n n—I(m . )
2= ) g 2,0) 4 Y () (520)
j=21
Além disso, pela proposicdo 5.5.10 temos:
n(z, k ) . . k
OB (. 0) Y bl ) + 3 W) (5.21)
1<5<k >k

Portanto, juntando a igualdade 5.20 e a desigualdade 5.21:

mnty(z, k) < Om(2,0) + 3 1<k 0m (@, 5) + 325k KOm (2, ) + £

(T, k) = = (522)
noom 4 O (2,0) 4 351 0 5)
Agora, como temos )~ 0m(z, j) = 1en —I(m) > 0 entdo:
L < ! (5.23)
(n—1U(m))/m+ 0pn(z,0) + Zj21 30m (2, §) = Om(z,0) + Zj21 J0m (. j) .
O (z,0) + Z JOm(x,5) + Zk‘@m(aj Jj)+ L <k+ Ll <2k (5.24)
) Y ) m — m

1<j<k >k

Portanto, juntando as desigualdades e substituindo em 5.22, finalmente obtemos para todo n > I(mg):

2k €
Tz, k) < - — <2k-—=¢ (por 5.19)
k) S @ 0) 5o Ol )~ 2 P

Concluindo que 7, (x, k) — 0 quando n — +oco para x € I, lebesgue-q.t.p.
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Corolario 5.5.11. Para todo e > 0 e x € I, lebesgue-q.t.p. o tempo médio de visita ao intervalo [0, ¢) é

igual a 1, ou seja:

Jm = Z Xoe)(f

Demonstragdo. Dado € > 0, seja k > 1 tal que ci41 € [0,¢). Pela proposi¢do 5.5.1 temos:

nBI-&I-loo n Z Xlk $ =0

Como I = [0, ¢41] U I e a unido € disjunta, usando que X[o ., ,,] < X[o,¢) €ntdo:

—_ S
o ngrfoo n Z XL f

= lim ZXOCk+1 (f°(z))+ lim ijk (f(x

n—+oo n n—+oo n

= lim Zx()ck+1 (f*(2))

n—4+oo n

< lim ZX0€ (x)) <1

n——+oo n

Portanto, % ?;(} X[0,6)(f*(x)) — 1 quando n — +o00, como querfamos provar.
O

Finalmente, com as ferramentas desenvolvidades acima, estamos prontos para provar o teorema 5.1.4

enunciado no inicio deste capitulo:

Prova do teorema 5.1.4. Seja x € I, um ponto que satisfaz o teorema 5.5.1. Queremos mostrar que para

toda fungdo continua ¢ € C°(M) € valido o limite:

lim Zs@ F(2)) = »(0)

n——+oo N

Para mostrar que isso é verdade, fixando ¢ € C°(M) e ¢ > 0, pela continuidade de ¢ existe § > 0 de
tal modo que |p(2) — ¢(0)| < € para todo z € [0,d). Pelo coroldrio anterior, temos que o tempo de visita

de x ao complementar do intervalo [0, §) converge a zero quando n — +00, isto é:

1 ]
Jim ZXJ fi(x

Onde J = I, \ [0,0). Portanto, tome ny > 1 de modo que:

% Z xJ(f¥(x)) < e para todo n > ng (5.25)
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Para cada n > 1, vamos indicar por A,, o conjunto dos iterados de x que visitam o intervalo [0, )
até tempo n e B,, o conjunto dos iterados de f que visitam o complementar J, isto é, A, = {j =
0,1,...,n—1;fi(x) € [0,0)} e B, = {j = 0,1,....,n — 1; fi(x) € J}. Entdo, pela defini¢io destes

conjuntos, temos para cadan > 1:

1 1t .

=3 1= e (P (@) (5.26)
JEA, 7=0
1 1t .

- 1=—> xs(f7(z)) (5.27)
" JEBn " j=0

Segue da defini¢do de A,, que |o(f7(z)) — »(0)| < ¢ paratodo j € A, e n > 1. Agora, tomando

C = sup,¢;, |¢(2)], obtemos as seguintes estimativas para n > ng:

n—1
L3 pla) — (0] = |1 3 (@)~ 90+ 1 T (el 0)) = 910
J=0 JEAR jEBn
< ST I @) -~ 9O+ 3 el (@) — p(0)
JEAR JjEBn
< % > e +% pe
JEAR JE€BR
n—1
<e+ % > xs(f (@) (por 5.27)
§=0
<e+2Ce (por 5.25)

Onde na segunda desigualdade usamos a continuidade de ¢ e na primeira parcela da soma na terceira
desigualdade foi usado o fato de que a média temporal é limitada por uma constante menor ou igual a
um. Como x foi um ponto tomado em um conjunto com medida de Lebesgue total, segue a prova do

teorema. OJ

Consequéncias e Resultados

Com a discussdo feita na sessao anterior, vamos exibir algumas propriedades ergddicas e dindmicas dos

mapas com ponto fixos neutrais que podem ser deduzidas facilmente a partir do teorema 5.1.4:

Corolario 5.5.12. Se f : I, — I, é um mapa com ponto fixo neutral entdo f ndo possui medidas

ergddicas absolutamente continuas.

Demonstragdo. Suponha por absurdo que exista uma medida p que é ergddica com respeito a f e
absolutamente continua. A contradi¢do a qual vamos chegar mostra que, supondo que isso seja verdade,
devemos ter ;1 = &g. Seja ¢ € CY(I,) uma fungio continua fixada. Pelo teorema ergédico de Birkhoff,

existe um subconjunto X, com ;(X,) = 1 de modo que para todo = € X, satisfaz:

n—1
lim 1Zw(fj(l’))=/s0du
7=0

n—+oo N 4
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Agora, observe o seguinte: como a bacia estatistica de atragdo de Jy tem medida de Lebesgue total,
usando o fato de que u € absolutamente continua, concluimos que a bacia de Jy também tem medida total
com respeito a i, isto €, j(B¢(dg)) = 1. Como X, também tem p-medida total, temos X, N B¢ (do) # @.
Em particular, existe x € I, tal que:

n

~1
lim =37 (f () = / i = o(0)
7=0

n—-+oo N 4

Ou seja,

/sodu = ¢(0)

Como ¢ foi arbitraria, concluimos portanto que u = dg e isto contradiz o fato de i ser absolutamente

continua. O]

Em relag@o ao coroldrio anterior, usando as técnicas do operador de transferéncia, é possivel dizer
ainda mais sobre as medidas invariantes de um mapa com ponto fixo neutral e concluir que de fato, estes
mapas ndo possuem medidas invariantes absolutamente continuas finitas (nao necessariamente ergddicas).
Isto segue como corolério do seguinte teorema, provado ao final da sessdo 3.5 em [Via97] que basicamente
diz que toda medida invariante absolutamente continua € igual a medida p em 5.4.13 a menos de uma

constante positiva.

Teorema 5.5.13 ([Via97]). Se v € M(1,) é uma medida f-invariante absolutamente continua entéo

existe uma constante positiva C > 0 tal que v = C onde 11 é a medida construida em 5.4.13.

O leitor que estiver interessado também pode consultar [CI96] para mais informagdes sobre as ténicas
utilizadas no teorema anterior. Vamos concluir este capitulo com uma propriedade bastante interessante
sobre 0s mapas com pontos fixos neutrais em relagdio a sua hiperbolicidade: ainda que estes mapas
parecam ser hiperbdlicos em quase todos os seus pontos do espaco de fase (com excessdo do ponto fixo
neutro), o préximo coroldrio diz que esta intui¢do nao se confirma e que seus expoentes de Lyapunov sdo

nulos exceto por um conjunto de medida de Lebesgue nula.

Corolario 5.5.14. Para x € I, Lebesgue quase todo ponto, vale o seguinte limite:
tim_log |df" ()] = 0
n—1>I-‘,I-1c>o n 8 =

Demonstragcdo. Para provar este coroldrio, basta aplicar diretamente o teorema 5.1.4 a fungéo ¢(x) =

log |df (z)|. Esta é uma fungio continua em p = 0 pois f ¢ de classe C2 em [0, ] e além disso, ¢(0) = 0.

Logo,
1 14 ,
Jm B o)) = lim 3 log d7(f(w)] = 0
]:
Para x € I, Lebesgue quase todo ponto, como queriamos provar. O

Além dos resultados exibidos, uma pergunta que pode ser feita é se é possivel garantir resultados
semelhantes sobre mapas com pontos fixos neutrais com ordens de tangéncia distintas do exemplo estudado

neste capitulo. Mais especificamente, o que podemos dizer sobre o mapa se for exigido que a derivada
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segunda na origem satisfaga condi¢des adicionais e como isso influencia seu comportamento estatistico?
Muito do interesse nestas perguntas surge da necessidade de entender qualitativamente sistemas que
apresentam comportamento semelhante ao do mapa com pontos fixos neutrais, onde hd expansdo em
quase todo seu espacgo de fase, com excessao de alguns pontos.

Em [You99], na tentativa de entender estes sistemas, Lai-Sang Young desenvolve um método para
estudar taxas de recorréncia e velocidade de mixing em um contexto mais abstrato, sem recorrer ao
operador de transferéncia. Como consequéncia, na parte II deste mesmo artigo, utilizam-se os métodos
estudados para compreender o comportamento estétistico de mapas do circulo com pontos fixos neutrais
que satisfazem a seguinte propriedade: existe C' > 0 e v > 0 tal que para todo x # 0:

C 2" < —zf(z) < Ca" (5.28)

O caso v = 1 corresponde-se ao exemplo estudado neste capitulo. Generalizando os teoremas 5.1.3 e
5.1.4, Lai-Sang Young obtém no teorema 5 em [ You99] o seguinte resultado sobre existéncia de medidas
invariantes absolutamente continuas para mapas com pontos fixos neutrais para diferentes valores de

v > 0.

Teorema 5.5.15 (Lai-Sang Young). Seja f : S' — S um mapa com ponto fixo neutral em x = 0
satisfazendo 5.28. Entdo:

a) Se~y > 1 entdo para x € S* m-q.t.p. temos:

n—1
. 1
ngr-ir-loo E z(:) 6fj(f) = 60
j:

Onde o limite é com respeito a topologia fraca-*. Além disso, ndo existem medidas invariantes

absolutamente continuas finitas neste caso.

b) Se v < 1 entdo f admite uma medida invariante absolutamente continua finita p. Além disso, o

par (f, 1) é mixing.
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CAPITULO 6

Difeomorfismos quase-Anosov

6.1 introducao

Na década de 70, um resultado famoso provado por Sinai em [Sin72] diz que todo difeomorfismo de
Anosov transitivo e de classe C? admite uma medida fisica SBR. Assim como vimos para o caso das
aplicacGes expansoras, este sistema dindmico é cadtico no seguinte sentido: seus expoentes de Lyapunov
sd0 positivos quase todo ponto e sua entropia topolégica € igual a soma de seus expoentes de Lyapunov
positivos. Além disso, o par (f, ) é mensuravelmente-conjugado a um shift de Bernoulli e possui
decaimento exponencial de correlagdes para fungdes continuas (v, v)-Holder. Estes resultados foram
estendidos por Bowen e Ruelle para difeomorfismos axioma A também na década de 70 (ver [Bow75]).

Levando em conta os resultados conhecidos acima, neste capitulo estamos interessados em inves-
tigar as consequéncias da auséncia de hiperbolicidade uniforme no comportamento estatistico de um
difeomorfismo. Mais especificamente, estamos interessados em explorar a seguinte pergunta: dado um
difeomorfismo numa superficie compacta que aparenta ser hiperbdlico em quase todo o seu espago de fase,
€ possivel determinar a existéncia ou nao de uma medida SBR? Até o momento, existem muitos trabalhos
que procuram explorar esta questdo no contexto parcialmente hiperbdlico (ver [Pes76] e [LS+81]). En-
quanto algumas propriedades das medidas SBR ainda se mantém neste caso, a existéncia destas medidas
neste contexto ainda ¢ muito pouco entendida.

Assim como fizemos no dltimo capitulo onde procuramos responder uma questio de natureza seme-
lhante, procurando responder parcialmente a pergunta feita no pardgrafo anterior, vamos apresentar uma

classe muito especial de difeomorfismos chamada de difeomorfismos quase-Anosov.

Definicao 6.1.1. Seja M uma variedade Riemanniana e compacta de dimensdo 2. Dizemos que um

difeomorfismo f € Diff? (M) é quase-Anosov se f satisfaz as seguintes propriedades:

(i) f possui um ponto fixop € M.

(ii) Existe uma constante 0 < k° < 1 e uma fungdo continua k" : M — R que satisfaz k*(p) = 1 e
kY(x) > 1 para todo x € M tal que x # p, e existe uma decomposicdo TM = E* @& E" de modo
que para todo x € M e v® € E*(x),v" € E%(x) temos:

ldf (z)v°[| < &2 [0°]]
ldf (z)v|| = K% ()]

131



ldf (p)v* || = [lv"]]
onde df (x)(E*(z)) = E*(f(z)) edf (x)(E*(z)) = E“(f(z)) para todo x € M.
(iii) f € topologicamente transitivo.

Dizemos que E° e E“ sio os fibrados estavel e instavel, respectivamente. Uma primeira observacao
sobre esses difeomorfismos é que eles sao hiperbdlicos em quase todos os seus pontos do espaco de fase,
com excessao de um tnico ponto fixo p onde coexistem uma dire¢@o contrativa e outra indiferente. Além
disso, € possivel construir exemplos de difeomorfismos quase-Anosov no toro com uma dindmica tdo
cadtica quanto um Arnold Cat Map, obtidos a partir de pequenas deformagdes do mesmo na origem.
Ainda que os difeomorfismos quase-Anosov sejam bastante complicados do ponto de vista da dindmica
topoldgica, o proximo teorema a ser provado neste capitulo mostra que isto nfo € o suficiente para a

existéncia de medidas SBR.

Teorema 6.1.2 (Hu-Young). Se f : M — M é um difeomorfismo quase-Anosov, entdo f ndo admite
medidas SBR.

Por outro lado, por mais que difeomorfismos quase-Anosov ndo admitam medidas SBR, o préximo
teorema garante a existéncia de uma medida invariante com um papel semelhante & medida infinita obtida
no exemplo do capitulo anterior. Esta medida pode ser pensada como uma medida SBR infinita para f

que d4 peso infinito ao ponto fixo p do difeomorfismo quase-Anosov.

Teorema 6.1.3 (Hu-Young). Se f : M — M é um difeomorfismo quase-Anosov numa superficie

compacta entdo existe uma medida [i que é f-invariante, infinita satisfazendo as seguintes propriedades:

(i) Para todo vizinhanga aberta U > p de p temos fi(M \ U) < +oc.

(ii) T tem medidas condicionais absolutamente continuas em variedades fracamente instdveis.

Assim como vimos no caso dos mapas com pontos fixos neutrais, vimos que existem exemplos destas
aplicagdes cujo comportamento dindmico € tdo cadtico quanto um shift de dois simbolos, mas que do
ponto de vista da estatistica é trivial no seguinte sentido: todas as trajetérias de quase toda condico inicial
passam em média cem por cento do seu tempo perto do ponto fixo na origem. Vamos mostrar que para os

difeomorfismos quase-Anosov também vale o mesmo resultado:

Teorema 6.1.4 (Hu-Young). Se f : M — M é um difeomorfismo quase-Anosov e p € M é o ponto fixo
de f satisfazendo a condigdo (i) da defini¢do 6.1.1, entdo a medida Delta de Dirac 6, é a tinica medida

fisica de f. Em particular, para toda fungdo continua p € C°(M):

n—1

% Z gp(fj(l»)) - 4/3(])) quando n — 400

=0

Os resultados presentes neste capitulo devem ser pensados como uma versao em dimensao 2 do
resultado exibido para mapas com pontos fixos neutrais no capitulo anterior. Observe entretanto que a
situacdo presente aqui ndo € totalmente idéntica ao estudo destes mapas, pois existem difeomorfismos que

preservam drea com expoentes de Lyapunov positivos e pontos fixos ndo-hiperbdlicos.
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6.2 Decomposicao Dominada

Antes de comecar a estudar mais profundamente a classe de aplicacdes definida na sessdo anterior, vamos
introduzir uma propriedade fundamental da teoria parcialmente hiperbdlica de difeomorfismos, chamada
de decomposicao dominada, dos quais os difeomorfismos quase-Anosov compartilham. Nesta sessao,
vamos supor que M é uma variedade diferencidvel munida de uma métrica Riemannianae f : M — M

um difeomorfismo de classe C" onde r > 1.

Definicao 6.2.1. Dizemos que um compacto A C M f-invariante admite uma decomposi¢do dominada se
existe uma decomposicdo TaM = E @ F do fibrado tangente ao longo de A satisfazendo as seguintes

propriedades:

(i) E e F sdo subfibrados df -invariantes, isto é, df (x)(E(z)) = E(f(z)) e df (z)(F(x)) = F(f(x))
para todo © € A.

(ii) Existem constantes C > 0e 0 < A\ < 1 tais que paratodo x € A, n > 1eu € E(x), v € F(x)

ndo-nulos:

ldr @l _ o ldr™ (@)ol o
ful ol

A desigualdade 6.1 acima significa que apds um grande nimero de iterados o tamanho dos vetores de
F' é exponencialmente maior do que os vetores de E. Por este motivo, dizemos que a decomposi¢ado é

dominada.

Observacao 6.2.2. Se uma decomposicdo TaM = E & F é dominada com respeito a uma métrica
Riemanniana g em M entdo esta decomposicdo também é dominada para qualquer outra métrica
Riemanniana h equivalente a g. Em particular, se M é compacto entdo uma decomposicdo TaM é
dominada com respeito a uma métrica Riemanniana g se e somente se é dominada com respeito a qualquer
outra métrica Riemanniana h de M, pois numa variedade compacta todas as métricas Riemannianas sdo

equivalentes.

Observacao 6.2.3. Se T\M = E & F é uma decomposicdo dominada entdo vale uma propriedade
andloga para 6.1 quando n — —oo:
n n
ldf™@)vll o oy —n I (@)ul
o] [
Paratodon <0, x € Aeu € E, v € F. De fato, temos para todo n < 0:
ldf™ (@)ull ldf™ (@) ull S o-1yn ldf" (z)ul _ o-1yn 4" (@)
[l (ldf = (f™(x))df ™ (@ )ul] — ldf = (f™ () df ™ (x)ul] ]
Ou seja, ao contrdrio do que ocorre quando n tende para o futuro, quando n tende para o passado, o

fibrado E domina o fibrado F.

Exemplo 6.2.4. A decomposicdoI'M = E°® E" do fibrado tangente de um difeomorfismo quase-Anosov

em dois fibrados E° e E" é uma decomposicdo dominada, com constante:

K/S

k° = sup
zeM "Qu(x)
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Vale comentar que a decomposicao quase-Anosov é melhor do que a decomposicdo dominada, pois a
primeira € uma decomposicao parcialmente hiperbdlica do tipo TM = E® @ E“. Salientamos também
que os argumentos deste capitulo véo se beneficiar em larga medida de que f € parcialmente hiperbélico
em dimensdo dois.

Vejamos agora algumas das propriedades fundamentais de uma decomposicdo dominada. A primeira
que vamos exibir diz respeito ao afastamento uniforme do angulo entre os fibrados ' e F' e mostra que
numa decomposi¢do dominada, o dngulo entre estes fibrados é sempre maior do que uma constante

positiva.

Proposicio 6.2.5 (Angulo uniforme). Existe uma constante 6 € (0,1) tal que se x € A e u € E(x),

v € F(x) sdo unitdrios entdo |(u,v)| < 6.

Demonstrag¢do. Suponha por absurdo que ndo. Entdo para todo n > 1 existem x,, € A e u,, € E(xy),

vp, € F(x,) unitédrios tais que para todo n > 1:

1
[{(tn,vn)| > 1 — - (6.2)

Pela compacidade de A, podemos supor que z,, — = € A e que u,, — u, v, — v quando n — +00,
onde u,v € T,M também sdo unitarios. Pela hipétese 6.2, temos que |(u,v)| = 1 e portanto, a
menos de substituir u,, por —u, na sequéncia acima, podemos supor que u = v pela desigualdade de

Cauchy-Schwarz. Agora, fixe m > 1 tal que CA™ < 1/2. Entdo, por continuidade:

ldf™ @yl = T |ldf™ )] = Tim[[df™ G )on

Assim, para n > 1 suficientemente grande temos:

m
U_ @l o L
2 7 |ldf™(@n)vnl 2
O que € absurdo, concluindo a demonstra¢io da proposi¢ao. O

Mais geralmente, também podemos falar em decomposicdo dominada incluindo varios subfibrados.

Defini¢io 6.2.6. Seja T\M = E' @ ... ® E* uma decomposicio de Ty M em k subfibrados E* ao longo

de A. Dizemos que esta decomposicdo é dominada se:

(i) df (E'(x)) = E*(f(z)) paratodox € Aei=1,...,k.

(ii) Existem constante C > 0 e A € (0,1) tais que para todol = 1,....k — 1 ev; € E'(x),v41 €
EY(z) vale para todon > 1:
" @l ol (@)viss |
[ I— [vr41]]

A préxima proposicdo mostra que dada uma decomposi¢do dominada em vdrios subfibrados, sempre
podemos rearranjé-los de modo a obter novas decomposi¢cdes dominadas. Vamos provar isso para o
caso de uma decomposi¢cdo dominada em trés subfibrados. O caso geral € obtido aplicando a préximo

proposicao sucessivas vezes.
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Proposicao 6.2.7. Seja H & G & F uma decomposicdo dominada de um subfibrado do fibrado tangente
ao longo de A. Seja E = H ® G. Entdo, E & F é uma decomposi¢do dominada.

Antes de provar esta proposicao, o seguinte lema de geometria em espagos vetoriais munidos com
produto interno serd ttil. Este lema afirma que se um vetor se decompde em dois e temos uma estimativa
para o afastamento entre o dngulo de cada uma das partes da decomposi¢do, entdo o comprimento deste
vetor é compardvel ao comprimento de cada uma das partes por uma constante que depende apenas da

estimativa de afastamento para o dngulo.

Lema 6.2.8 (Lema de geometria). Seja E um espago vetorial de dimensdo finita munido com produto
interno. Suponha que |(vi,v2)| < 6. Entdo, existe y = () de modo que sempre que w = vy + v entdo

Jeoll = Yo onde j = 1,2.

Demonstra¢do. Denotando por wy e ws as projecdes ortogonais de w em v; € v respectivamente, basta
observar que em um espago vetorial de dimensao finita munido com produto interno, temos sempre

[w]] = [lwi]l e lw] = [wz]|. Logo,

(v, v2)[ _ [(v1,v9)]
[wr | = = [[o1]] = cos Z(v1, va) |va ]
loall - [Joa [z ’
Analogamente, ||wa| = cos Z(v1,v2)||ve||. Como [(v1,v2)| < @ < 1 entdo cos Z(vy,v2) > 0e
portanto, tomando 0 < 7y < cos Z(v1, v2) obtemos o resultado desejado. O

Prova da proposicdo 6.2.7. Explicitamente, queremos mostrar que existe uma constante C>0ele

(0,1) de modo que paratodo z € Aeu € E(x),v € F(x) entdo para todo n > 1:

ldf™@)ull _ a5nlldf" (@)l

] o]
Com este propdsito, pela linearidade de df™ () basta provar a desigualdade acima quando w € unitdrio.
Escreva u = u; + ug onde u; € G(z) e ug € H(x). Combinando a proposi¢do 6.2.5 e o lema 6.2.8,

vimos que existe 7 > 0 que independe de x € A tal que ||u|| > v||lu;|| onde j = 1, 2. Em particular,

ldf™ (@)ugll 1 [1df™ () uj |

[l

]
Portanto, combinando a desigualdade acima com a decomposi¢do dominada obtemos:

ldf" (@)ua ]l |ldf" (x)us|
[l [l

< ,Y_1<||df”(fc)U1H n ||df”(:c)u2H)

[t | [l

1df™ (2)ul| <

<y (ol sl el
- e e
<ot (ol
- ol ol
<oyl

(

Assim, basta tomar C' = 2y~ 'C (C+1)e A=)\ para completar a demonstragdo. O
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Vamos mostrar agora que, fixados as quantidades de fibrados e suas dimensdes, a decomposicdo
dominada quando existe € tinica. Novamente, vamos mostrar apenas para o caso de uma decomposi¢do
dominada em dois subfibrados pois o caso geral & obtido por indu¢do, combinando o lema anterior com

este caso particular.

Proposic¢ao 6.2.9 (Unicidade da decomposi¢cdo dominada). Suponha que existam decomposicoes domina-
dasT\M = E®F =G ® H. Sedim E(x) < dim G(z) para algum x € A entdo E(z) C G(x).

Demonstracdo. Antes, a seguinte afirmag@o serd ttil para provar esta proposi¢io: se u € E(x) se escreve
como u = ug + uy onde ug € G(x) e uy € H(zx)entdo ug € G(x) N E(x) e uy € H(x) N E(x).
Com efeito, escreva uyy = up + up onde up € E(z) e up € F(x). Vamos mostrar que necessariamente
temos ur = 0. Isso garante em particular que uy = up € E(z) e ug = u — uyg € E(x), o que seria
suficiente para o propdsito acima.

Suponha por contradi¢do que ur # 0. Observe que para cada decomposicdo dominada F & F e
G & H existem pela proposi¢do 6.2.5, constantes 6 e 09 tais que |(vg, vr)| > 01 e |(va, vi)| > 02 para
todo vy € E(x), vp € F(z) e vg € G(z) e vy € H(z). Tome § < min{6;,03}. Entdo, pelo lema
6.2.8, existe 0 < v < # que ndo depende de = € A de modo que para todo n > 1 vale:

ldf* (@)ull = ylldf* (z)umll e |df* ()un | = y]ldf* (@)ur]]
Combinando as desigualdades anteriores com a domina¢do £ & F' obtemos para todo n > 1:
wo @l

Z g =7
ldf ™ (z)ur||
O que € absurdo. Isso mostra que ug = 0.

CA

Analogamente, mostra-se que se v = vg +vp € G(z)entdo vy € E(z)NG(z) evp € F(x)NG(z).
Para completar a prova, suponha por absurdo F(z) ndo esteja contido em G(z). Entdo, existe u €
E(z) \ {0} que se escreve como u = ug + ug com ug # 0. Como estamos supondo que dim(E(x)) <
dim(G(x)) e que E(x) e G(z) ndo sdo iguais, entdo existe uma decomposi¢do v = vg + vp € G(x)
onde vy # 0 (pois caso contrdrio, terfamos G(z) C E(z) o que ndo pode ocorrer). Além disso, pelo fato

provado acima temos vy € G(x). Logo, como H domina G e ||df"™(x)u|| > ~||df"™(x)ug|| para todo

n > 1 entdo:
—iyon o N @rll oyl @)erll -
C7'x nS”iS’Y o <y ION”
df™ (2)ull ldfr (x)un|
Para todo n > 1, o que € absurdo. Portanto, E(x) C G(x). O

Corolario 6.2.10. Suponha que existam decomposi¢des dominadas E® F e G @ H. Se dim E(x) =
dim G(z) e dim F'(z) = dim H (z) para todo x € A entdo E = G e F = H. Ou seja, fixado o niimero

de fibrados e suas dimensoes, a decomposicdo dominada é tinica.
Demonstracdo. A prova deste coroldrio é uma aplicacdo direta da proposi¢do anterior. 0

Nesta parte, vamos assumir que o leitor esteja familiarizado com a nog¢ao de distribui¢do e uma boa
referéncia pode ser encontrada no capitulo 2 em [CN13]. Assim, lembre-se de que se z;, — x € A, entdo
uma sequéncia de subespacos F(zy) de dimenséo m converge para um subespago E(x) de dimensdo m

se e somente se para cada k > 1 existe uma base {e(x)!, ..., e(zx)™} de E(x)) e uma base {eq, ..., e }
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de E(x) de tal modo que e(x;)? — e; quando k — +oo para cada 1 < j < m. Isso fornece uma
topologia para a Grassmanniana de M de dimensao m:

G™(M) = {V;V é um subespaco de dimensdo m de T, M,z € M}

Pode ser provado que este € um espaco topolégico compacto e possui uma estrutura de variedade
diferencidvel. Uma se¢do x — E(x) € G™ (M) deste espaco é continua se para todo ponto p € M existe
uma vizinhanca U > p e campos de vetores continuos E', ..., E™ linearmente independentes em U que
satisfazem (E'(z), ..., E™(x)) = E(z) para todo x € U.

Proposicao 6.2.11. Seja TaM = E @ F uma decomposi¢cdo dominada. Entdo, as seguintes afirmagoes

sdo equivalentes:

(i) x — dim E(z) e x — dim F'(z) sdo localmente constantes.
(ii) As secoes x — E(x) e v — F(x) sdo continuas.

Demonstra¢do. Supondo que = — FE(z) e z — F(x) sejam se¢des continuas, para provar que x —»
dim F(z) e x — dim F'(x) sdo localmente constantes, fixe p € M e seja U > p uma vizinhanga de p
onde existem campos continuos linearmente independentes E', ..., E™ e F', ..., F¥ que geram F(z) e
F(z) respectivamente para cada x € U. Em particular, dim F(z) = m e dim F'(x) = k paratodo z € U,
0 que mostra que ambas as fungdes x — dim E(x) e = +— dim F'(z) sdo constantes. Como p foi tomado
arbitrariamente, segue que ambas as fungdes sao localmente constantes em M.

Agora, supondo que (i) seja verdade, vamos mostrar que se xp — x € A e E(x}) converge para um
subespaco G(x) de T, M entdo temos necessariamente que G(z) = E(z). Observe primeiramente que
como x — dim F(x) é localmente constante entdo dim E(z) = dim G(x). Passando a uma subsequéncia
se necessdrio, como a Grassmanniana G (M) é compacta entdo podemos supor que F'(z) converge para
um subespaco H(z) de T,, M onde dim H(x) = dim F(x), pois  +— dim F'(x) também é localmente
constante. Vamos mostrar que vale a seguinte desigualdade para todo u € G(x),v € H(z)en > 1:

1™ (z)ull [ldf ™ ()v]]

—— < O\ (6.3)
Ju ]l

De fato, fixadon > lewu € G(x), v € H(z), sejam uy, € E(x) e vy € F(x) sequéncias tais que
ur — u e v — v quando k£ — +4-o00. Entdo, pela decomposicao dominada ThM = E ¢ F temos para
todo k > 1:

laf™ (@)urll _ g0 14" (@) 0k
Jugl vkl
Logo, a desigualdade 6.3 segue pela continuidade da derivada e passando o limite quando k — +o00.
Isso mostra que 7, M = G(z)® H(x) é uma decomposi¢io dominada do espago tangente em z e portanto,
usando o fato de que dim G(z) = dim E(z) e a unicidade da decomposi¢do dominada (ver proposi¢do
6.2.9) segue que G(x) = E(z), o que prova a continuidade desta se¢éo. A prova de que = — F'(z) é

continua € andloga. 0

Segue como consequéncia imediata da proposi¢do anterior que uma decomposicdo dominada Th M =

E & F em dois subfibrados, cujas fibras tem dimensdo constante em ), sdo continuos.
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6.3 Propriedades basicas

Agora, vamos estabelecer algumas propriedades dindmicas basicas dos difeomorfismos quase-Anosov
que usaremos ao longo de todo o texto. Gostariamos de reiterar que a decomposi¢do T'M = E° @ E¥
do fibrado tangente de um difeomorfismo quase-Anosov em um fibrado estdvel e outro quase-instdvel
€ uma decomposi¢do dominada. Como consequéncia, j4 podemos obter algumas propriedades a partir
da discussao feita na sessao anterior acerca dos difeomorfismos quase-Anosov. A primeira delas € um

corolario do teorema 6.2.11:

Corolario 6.3.1 (Continuidade dos fibrados estdvel e quase-instavel). Se f : M — M ¢é um difeomor-

fismo quase-Anosov entdo os fibrados x — E*(x) e x — E"(z) sdo continuos.

Na verdade, ¢ possivel garantir uma regularidade ainda maior sobre o fibrado estdvel de um difeomor-

fismo quase—Anosov, como O seguinte teorema mostra:

Teorema 6.3.2 ([BS02)). Seja f : M — M um difeomorfismo de classe C? parcialmente hiperbdélico,

com decomposicdo TM = E° @& F em uma variedade compacta M. Entdo, o fibrado estdvel é a-Holder.

Uma prova deste teorema pode ser encontrada no teorema 6.1.3 em [BS02] e ndo ser4 feita para ndao
carregar excessivamente este texto. A seguinte propriedade sobre os difeomorfismos quase-Anosov revela

uma caracteristica intrinseca desses sistemas que nem toda decomposi¢do dominada compartilha:

Proposicao 6.3.3. Seja v = v°® + v" € T, M unitdrio, onde v* € E*(x) e v* € E"(x). Entdo, valem as

seguintes propriedades:
1
(i) Se v* # 0 entdo liminf,_,  —log ||df"(x)v| > 0.
n
. L 1
(ii) Se v® # 0 entdo limsup,,_, ., — log ||df™(z)v|| < 0.
n

Demonstracdo. Fixadon > 1 qualquer, e supondo que v* # 0, temos pela desigualdade triangular e pela

decomposi¢do dominada do difeomorfismo quase-Anosov que:

|Mﬂ%@vrzn#"@ﬁﬂn—nw%@ﬁfﬂEHW“@W””<1‘AﬂKw>

Onde A € (0, 1) é a constante de dominago que aparece no exemplo 6.2.4. Em particular, tomando o

logaritmo na desigualdade acima e dividindo por n obtemos:

1 1 =
mﬂwwwzmwm>w+l%Q—v
n n o]

Por outro lado, como a segunda parcela da soma acima converge a zero quando n — —+o00 entio:

1
n > limi n u .
hmmf longf (z)v]] Emlnfnlongf (x)v"| (6.4)

Agora, usando que o dlfeomorﬁsmo é quase-Anosov, temos que para todo n > 1 vale a seguinte

desigualdade:

ldf" (e W><Hﬁfj )W|
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Logo, aplicando o logaritmo na desigualdade e dividindo por n, obtemos que para todo n > 1:

n—1

1 1 ; 1
~[|df"(@)o"|| = = > log £"(f(x)) + — log|[v"]|
n n= n
Com a desigualdade anterior e 6.4, concluimos que:
tim nf  log [l ()o]| > 0
i fuf 7 log 14" (<)ol =

A ideia para provar o item (ii) ¢ a mesma, com excessdo de algumas pequenas alteragdes. Supondo

que v*® # 0, pela desigualdade triangular e pela observacdo 6.2.3, temos para n < 0:

™ (@yoll = df (@ = ldf™ ()|
> @ (1- 2 )

lo*]]

Onde A € (0,1) é novamente a constante de dominagdo do difeomorfismo quase-Anosov. Em

particular, da desigualdade acima, obtemos:

wis —1
[dF™ @)l < 1™ ()] (1 oyl ”)

lo*]]

Assim como fizemos no item (i), tomando o logaritmo da desigualdade acima e dividindo por —n:

1 n 1 n 5 1 R
—log ||df" (x)v|| < —log ||df" (x)v®|| + — log <1 _\ I ||>
n n n

[0
Como a segunda parcela da soma acima também converge a zero quando n — —oo entdo concluimos

que:

1 1
lim sup — log ||df" (x)v|| < lim sup - log ||df™ (z)v®|| (6.5)
n——oo

n——oo N
Por outro lado, como f é um difeomorfismo quase-Anosov entdo vale ||df™ (x)vs|| 1 < (k%) 7" |Jv¥]|~*
para todo n < 0. Assim, por argumento andlogo ao do item (i), concluimos a partir da desigualdade 6.5

que:

1 1 ,
lim sup — log ||df™ (z)v|| < limsup — log ||df" (z)v®]| < logk® < 0
n

n——oco N n——oo

O]

Suponha que z € M seja um ponto regular de M (veja o teorema 1.2.1 na introducdo) e sejam 1 <
0 < x2 expoentes de Lyapunov de f no ponto x. Observe que neste caso, existem duas decomposigdes
distintas em T, M associadas a objetos distintos: a primeira provém do difeomorfismo quase-Anosov,
dada por TM = E* @ E" e a segunda é a decomposicdo de 7, M = F'! @ F? associada aos expoentes
de Lyapunov negativo e positivo, respectivamente. Como consequéncia da decomposicdo quase-Anosov e

da proposicao anterior, vamos mostrar que estas decomposi¢des sao de fato iguais. Mais especificamente:

Corolario 6.3.4. Se f : M — M ¢é um difeomorfismo quase-Anosov e x € M é um ponto regular com
decomposicio T,M = F' @ F? onde F", F? estdo associados aos expoentes de Lyapunov negativo e

positivo, respectivamente, entido F' = E*(x) e F? = E%(x).
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Demonstragdo. Dadov = v*+v* € F1, basta observar que v* # 0. De fato, caso contrério, a proposi¢io

anterior garante que o limite abaixo satisfaz:

1
lim —log||df™(z)v| >0
n

n—-+00
Mas, isto ndo pode ocorrer pois v € F'!, o que contradiz o fato de que o limite acima deve convergir
para o expoente de Lyapunov negativo 1. Logo, v* = 0 e portanto F! C E*(z), mostrando que
E*(x) = F! pois ambos tém dimensido um. Aplicando o mesmo argumento e usando a proposicio

anterior, mostra-se de forma andloga que F*(z) = F?. O

Definicao 6.3.5. Seja M uma variedade diferencidvel de dimensdo m e 1 < n < m. Dizemos que um
atlas F = {(¢:, U;) Yier de classe C° é uma folheagdo continua de dimenséo n com folhas de classe C"

(r > 1) se satisfaz as seguintes propriedades:
(i) Paratodo i € I existem abertos U} C R™ ™™ e U? C R™ tais que ¢;(U;) = U} x UZ.

(ii) Paratodo i,j € I tal que U; N U; # @, a fungdo de transi¢do ¢ o gbz_l é um homeomorfismo que

satisfaz:

Para todo (z,y) € U} x UZ.
(iii) As folhas sdo subvariedades imersas de M de classe C" e dimensdo n.

Esta definicao difere da presente em [CN13], pois neste texto ndo se exige nenhuma condig@o sobre a
regularidade das folhas. Esta distin¢do ¢ comum em dindmica pois € bastante frequente encontrar exemplos
de folheacdes por variedades estdveis e instdveis em conjuntos hiperbdlicos dadas por difeomorfismos,
cujas fungoes de transig¢do entre as cartas sejam apenas continuas, mas com folhas tdo regulares quanto o
difeomorfismo. Este tipo de situacdo ocorre por exemplo, na presenca de um conjunto hiperbélico para
um difeomorfismo de classe C", onde existe um par de folheagdes continuas com folhas de classe C”
dadas pelas variedades estdvel e instivel.

O préximo teorema que vamos apenas enunciar, também garante que para os difeomorfismos quase-
Anosov, as folheacdes estdvel e instdvel sdo continuas e suas folhas sio grafico de fungdes de classe O
(em particular, as folhas sdo de classe C?). Um esboco de sua demonstracio pode ser encontrado na
proposicdo 2.2 em [HY95].

Teorema 6.3.6. Existem duas folheacdes continuas F° ¢ F" que satisfazem as seguintes propriedades:
(1) T, F° = E%(x) e T, F* = E"(x) para todo x € M.

(2) Para todo x € M, F*(x) é a variedade estdvel global no ponto x ¢ F"(x) ¢é variedade fra-
camente instdvel global no ponto x. Mais especificamente: F*(x) = {y € M; existe Cy >
0 tal que d(f"(z), f"(y)) < Cy " d(z,y)} e F*(x) = {y € M;d(f"(x), f"(y)) = 0 quando n —
+o0}.

(3) Existem constantes 8 > 0 e D > 0 tais que para todo x € M, se F'g(x) = F"(x) Nexpy (Ef(x))
entdo existe p : Eg(x) — Ej(x) de Lipschitz satisfazendo o(0;) = 0y e |[¢z|lc2 < D, onde

exp, € a aplicagdo exponencial de M em x. O mesmo vale para F°3(x).
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6.4 Propriedades das folheacoes estavel e instavel

Nesta sess@o veremos algumas propriedades dindmicas da folheacéo estavel e instavel para a classe de
difeomorfismos quase-Anosov. Lembre-se de que no tltimo capitulo, as folheacdes estdvel e instdvel sdo
continuas e suas folhas sdo de classe C2, ou seja, para cada © € M, Wi (x)e Wg(x) sdo grafico de uma
fungio de classe C?, que variam continuamente. Vamos denotar também por W* e W as folheagdes

estavel e instavel, respectivamente.

Holonomia Lipschitz

Seja F uma folheacio de classe C” (- > 0) em M e seja F uma folheacdo local transversal a F, isto &,
T, M =T, F @ T,F* paratodo x € M. Se ¥1 e X5 sdo pedacos compactos de folhas da folheagio F,
definimos uma aplicagdo 6 : 31 — s chamada de aplicacao de holonomia de tal modo que para cada

x € ¥, escolhemos #(x) como o tnico ponto da interse¢do F(z) N Xo.

1 b))

Figura 6.1: Exemplo de uma aplicacdo de holonomia entre duas folhas instdveis

A figura 6.1 ilustra a ideia subjacente a uma aplicag¢do de holonomia entre duas folhas transversais
> e Yo. A imagem de um ponto x € 3I; é obtida caminhando sobre a folha da folheacdo F que passa
por x até chegar no ponto de intersecio 0(z) entre a folha F(x) e ¥o. Dadas F e F* folheacdes de M
com F transversal & F, denote por d* e d* a distincia d de M restrita as folhas das folheagdes F e F =

respectivamente.

Definiciio 6.4.1. Se F e F* sdo folheacées de M, com F* transversal a F, dizemos que a folheacdo F
é Lipschitz se satisfaz a seguinte propriedade: para todo D > 0 existe uma constante L > 0 tal que para
todo par de folhas .1, %o de F+ que satisfaz:

d*(xz,0(x)) < D
Para todo x € 31, a aplicagdo de holonomia 0 é Lipschitz com constante de Lipschitz Lip 0 < L.
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Observe que sempre que temos duas folheacdes F e F ambas de classe C” numa variedade compacta,
a aplicacdo de holonomia entre duas folhas transversais de 71 é sempre Lipschitz. Quando uma folheagio
é Lipschitz entretanto, é possivel garantir que a constante de Lipschitz de qualquer aplicacdo de holonomia
entre duas folhas suficientemente proximas € limitada. A condicdo da folheagao ser Lipschitz € diferente
de se exigir que as aplicacdes de holonomia sejam Lipschitz para todo par de folhas transversais. Por este
motivo, nem sempre é possivel garantir que uma folheacdo de classe C" seja Lipschitz, como mostra o

seguinte exemplo:

Exemplo 6.4.2. Considere o seguinte subconjunto do plano D = {(z,y) € R%; 22+ y2 < ley < 0}
com a folheacdo F exibida na figura 6.2 cujas folhas sdo os arcos de circulos em vermelho passando
pelos pontos (1,0) e (—1,0). Observe que esta é uma folheagdo de classe C* que satisfaz a seguinte
propriedade: existe uma constante C' > 0 de modo que para todo par de folhas 31, 39 transversais a
esta folheagdo, tem-se d*(x,0(x)) < C para todo x € 1. Por outro lado, é sempre possivel encontrar
um par de folhas transversais a esta folheacdo cuja constante de Lipschitz é arbitrariamente grande. De
fato, tomando X1 e X5 secoes transversais como na figura abaixo, a constante de Lipschitz da holonomia
0 : X1 — X fica arbitrariamente grande a medida em que Yo se aproxima do ponto (1,0). Em

particular, esta folheagdo ndo é Lipschitz.

(*1,0)

Figura 6.2: Exemplo de uma folheagdo que ndo € Lipschitz

Voltando a situacao dos difeomorfismos quase-Anosov deste capitulo, mostramos que as folheacdes
estdvel W* e instdvel W" sdo continuas com folhas de classe C'?, mas a principio nfo existem muitos
motivos para acreditar que ¥V* € Lipschitz. O ponto crucial que distingue este caso das outras folheagdes
dos exemplos anteriores que ndo eram Lipschitz, é a presenca de um sistema dindmico e que estas
folheagdes sdo as variedades estdveis e instaveis de f. Usando as propriedades dindmicas de ambas as

folheacdes, vamos provar o seguinte teorema que caracteriza a folheagao estavel:

Teorema 6.4.3. A folheacdo W?* é Lipschitz. De fato, dado Dy > 0 existe L1 > 0 tal que para todo par
de folhas instdveis (31, X9) satisfazendo d*(x,0(x)) < Dy para todo x € %4, entdo Lip < L.

Para a conveniéncia do leitor, a prova deste teorema que vamos apresentar neste texto € uma prova
auto-contida e detalhada do esboco presente em [HY95]. Vamos resumir a ideia do teorema acima
e explicar o papel da dindmica em sua demonstracdo. Comecando por um segmentinho v C > de
comprimento arbitrariamente pequeno, considere 6 o v o segmento obtido pela holonomia das folhas.
O objetivo principal para mostrar que a holonomia € Lipschitz € garantir que o comprimento destes

segmentos é sempre compardvel, ndo importa o quao arbitrariamente pequeno seja o tamanho do segmento
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~. Como o difeo f contrai na dire¢éo horizontal (direcdo estavel), para iterados n > 1 arbitrariamente
grandes de f a distancia entre f"(y) e f™(6()) fica arbitrariamente pequena. Por outro lado, como o
difeo f ndo contrai na dire¢o vertical (dire¢o instdavel), o comprimento de f"(+y) nunca fica menor do
que o comprimento de ~. Portanto, deve existir algum iterado n > 1 de tal forma que os comprimentos
de f™(v) e f™(6(y)) sdo compardveis com a distincia entre f(y) e f™(6(7)), como mostra a figura
6.3. No seguinte passo, a decomposicdo dominada adquire um papel de destaque para garantir que
os comprimentos de f"() e f"(0()) também sdo compardveis entre si. Depois disso, usando um
argumento de distor¢do limitada, basta apenas garantir que £(y) = £(f" (7)) e £(0(~)) = L(f™(6(7)))
para concluir que os segmentos originais v ¢ 6(-y) sdo comparaveis.

E importante observar que também é possivel provar que a folheagdo W é Lipschitz usando que
as se¢des ¥ — E%(x) e ¥ — EY(z) sdo de classe C''. Usando isto, garante-se que a folheagdo estavel
W é de classe C'' com folhas de classe C? e logo, por um argumento de compacidade, garante-se que a
folheacdo € Lipschitz cobrindo a variedade por um nimero finito de cartas folheadas onde a constante de
Lipschitz é uniforme. Uma prova de que as se¢des E° e E* sdo de classe C'! pode ser encontrada em
[HP70].

f1(0()) ()

Figura 6.3: Ideia da demonstrag¢do do teorema 6.4.3

A prova deste teorema serd dividida em vdarios lemas. O préximo que serd provado garante que a
holonomia é Lipschitz sempre que 6() e  sdo comparéveis para todo segmento v C ¥ arbitrariamente

pequeno.

Lema 6.4.4. Seja f : I —> R continua definida num intervalo I C R e suponha que exista uma constante
C > 0 tal que para todo x € [a, b] existe £, > 0 satisfazendo a seguinte propriedade: se 0 < § < 2¢ e

v C (x — ey, x + €5) é uma curva de comprimento () = § entdo:

C' <I(f(v) <Co (6.6)

Entdo, f é Lipschitz.

Demonstracdo. Fixe x,y € I tais que x < y e denote por J = [z,y| C I. Para cada z € J, tomando
€, > 0 satisfazendo a hipétese do enunciado, obtemos uma cobertura {(z — €.,z +¢,) N J;z € J} por

abertos de J e logo, por compacidade podemos tomar uma subcolec@o finita { (x;—&;, z;+¢;);1 = 1,..., k}
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onde x; € J paratodo ¢ = 1, ..., k. Podemos supor que zg = z e x; = y. Sendo, basta acrescentar os
intervalos (z — €5, + €2), (y — €y, y + €). Suponha também que z( < x1 < ... < x}, e que para todo
i=1,..,k—1

xi € (Tim1 — €i—1, Ti—1 + €i—1) N (Tig1 — €it1, Tit1 + Eig1)

Caso isso nfo aconteca, basta acrescentar pontos na interse¢ao dos abertos da subcolecao original (o
que € possivel por conexidade). Agora, para cadai = 1,..., k tome ~; = [x;_1, x;]. Por construgdo, temos

Vi C (xi—1 — €i—1,xi—1 +€;—1) e logo, I(v;) < 2e;_1 paratodoi = 1, ..., k. Em particular:

|f(@io1) = f(@)] < U(f(n) < Cl(vi) = Oz — z4-1)

Portanto, obtemos:

k
|f(x) Z le’<czxz_$z 1=Clz —yl

=1
Como z,y € I foram tomados arbitrarios e C' > 0 ndo depende de x ey, entdo concluimos que f é
Lipschitz. O

Para implementar a ideia para provar a proposi¢cdo 6.4.3, precisamos comparar comprimentos de
caminhos que ndo sdo necessariamente verticais ou horizontais, o que dificulta um pouco o problema.
Contudo, o préximo lema garante que o comprimento de um caminho é compardvel a de um segmento
horizontal ou vertical, desde que o angulo entre o vetor velocidade deste caminho e o segmento for
pequeno (ver figura 6.4).

Lema 6.4.5 (Primeiro lema geométrico). Seja~y : [0,7] — R? wma curva plana e suponha que existam

r C R? uma reta e ¢ > 0 tais que:

(a) v(0) er

(b) £(+/(t),r) < e paratodot € [0,T)].
Denotando por q € r a projegdo ortogonal de v(T') na reta r, entdo:

1(y) cos(—¢) < [lg = pl| < I(7) cos(e)

Demonstracdo. Comegando com ¢ > 0 arbitrario, podemos obter uma sequéncia de segmentos de reta

81, ..., Sp, cada um de comprimento ¢;, que aproxima o comprimento de 7y, de modo que:

—6<Y <)+ (6.7)

Para cada i = 1, ..., n considere §; a projecdo ortogonal do segmento s; sobre a reta r e denote por ¢;
o comprimento deste segmento. Veja a figura 6.4. Diminuindo € se necessdrio, podemos supor que € foi

tomado de modo que 7/(¢) ndo seja ortogonal a r para todo tempo ¢. Logo,

n
Y é=|p-d
i=1

144



Figura 6.4: Ideia da demonstrac@o do primeiro lema geométrico. Na figura, o caminho poligonal (em
vermelho) aproxima a curva 7y (em azul) e o caminho em verde representa a proje¢do do segmento s; na
retar

Além disso, como £(v/(t),r) < ¢ entdo obtemos para cadai =1, ..., n:

cos(—e)c; < & < cos(e)c

Portanto, somando cada termo acima e usando a desigualdade 6.7:

NE

(cos(=€))(I(y) = d) < ) _(cos(—¢))ci

1

<.
I

NE

Ci
1

= [lp =4l
n

< Zcos(s)ci
i=1

< (cos(e))(U(v) +9)

.
Il

Como ¢ > 0 foi tomado arbitrariamente, entdo obtemos a desigualdade desejada. O

Retornando a ideia da prova, suponha que o caminho + foi iterado por f em um nimero suficiente de
vezes para obter a situacdo descrita na figura 6.3. Para implementar a ideia da prova, gostariamos de que
fosse possivel comparar os comprimentos dos caminhos f" () e f™(0()). O préximo lema geométrico
garante que isso € possivel desde que o comprimento de f™(y) seja compardvel com a distancia entre
f™(v) e f™(6(vy)). Vale destacar a importincia da decomposi¢do dominada na demonstragdo deste
lema. De fato, ela garante que o dngulo entre os subespagos estdvel e instdvel é sempre maior do que
uma constante uniforme que nio depende do ponto escolhido, fato crucial para aplicar o primeiro lema

geométrico.
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Figura 6.5: Ideia da prova do segundo lema geométrico

Lema 6.4.6 (Segundo lema geométrico). Existe uma constante y > 0 tal que para toda constante
Co > 1, existe uma constante C > 0 satisfazendo a seguinte propriedade: suponha que v C M seja um

Wt-segmento com l(y) = < Py tal que:

BCyt < d*(y,0(y)) < CoB

Entdo, 1(0 o 7y) e l(y) sdo compardveis, ou seja:

_ [(60on)
< 1(7)

Demonstracdo. Como M é compacto, entdo podemos cobrir M por uma cobertura finita de dominios de

< Cp

cartas locais e se 5 > 0 € suficientemente pequeno, podemos supor que (1) estd contido no dominio de
alguma destas cartas. Além disso, podemos assumir que em p a derivada desta carta leva E* em (eq) e E*
em (e1). Desta forma, curvas instdveis sdo quase verticais e curvas estdveis sdo quase horizontais. Vamos
denotar por I = [0, 7] e sejam 1, o segmento estdvel ligando (0) a (y(0)) e n2 o segmento estavel
ligando v(7") a 6((T)). Seja p a projecdo horizontal de v(7) em cima do segmento vertical a partir de
~(0) e g a projecdo horizontal de §(y(7')) em cima do segmento vertical a partir de #(~(0)). Denote
por 5 = d(p,v(0)) e /6:’ = d(q,0(v(0)). Vamos denotar também por 7j; 0 comprimento do segmento
horizontal ligando ~(0) a reta vertical gerada pelos pontos 6(+(0)) e ¢g. Defina 72 analogamente (veja a
figura 6.5). Pela decomposi¢do dominada, O angulo entre as secdes e as direcdes horizontal e vertical
fica limitado por € > 0 dentro da vizinhanca de p onde estamos trabalhando. Entao, aplicando o primeiro

lema geométrico, obtemos:
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nz cos(—e) < 7o < mg cos(e)
Agora, por geometria euclidiana, temos a seguinte desigualdade pelo trapézio formado:

B —in2sine < B < f +ip2sine

Por hipétese, temos que 3C;, < < BCyondei = 1,2. Logo,

< B +ijp2sine
< l(7y) cose + mp2cosesine

< Bcose + BCH2cosesine

B
B

(cose 4+ 2Cy cose sine)

A estimativa inferior € obtida de forma andloga. O

Dada uma folha ¥ de W" e 7 : [0, 1] — X um segmento de ¥, denote por v; = f7(v) para todo
j € Z. Antes de finalmente provar o teorema 6.4.3, o seguinte lema sera titil para estabelecer algumas

desigualdades.

Lema 6.4.7 (Desigualdade do valor médio). Seja v : [0,1] — M uma parametrizacdo de um segmento
~ contido numa folha 3. de W". Entdo para todo j € Z:

inf [|df? (2)] pe () 11(7) < 1(v;) < sup [ldf (2)| gy 11()
v z€Yy
Em particular, para todo y, z € X:
d"(zj,y;) < sup 1df? (2)] a2y 14 (2, )
ze

Demonstragdo. Suponha que 7y : [0, 1] — M esteja paramentrizada por comprimento de arco. Entio,

por defini¢do:

I(y) = /0 I/ (®)lldt = 1

Observe também que ||df7 (v(t))y'(¢)|| < |df (v(t))| gu(s(sy)ll para todo ¢ € [0,1]. Logo, pela
continuidade da métrica e da derivada de f, temos:

0 < inf [|df? (2)| gu() || < sup |df? (2)| gua) |l < +o00
z€y z€y
Com essas observagdes, concluimos que:
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inf [0 (2) o 1 / 1dF (v (0 (&)t

—l’yj

= [ 16 ol
/ 1dF (v (8 (&)t

< sup [|df? (2)] pu() ()
zEey

E portanto, segue a primeira desigualdade. Para provar a segunda desigualdade, observe que se

v :[0,1] — M é uma curva de ¥ tal que v(0) = z e y(1) = y entdo aplicando a primeira desigualdade:

d*(zj,y5) < U(vz) < sup||df? (2)] i l1(7) < sup [|df7 (2)] gz lI()
z€y z€Y
Como ~ foi uma curva arbitraria entre y e 2, entdo fica provada a segunda desigualdade. O

Prova da proposigdo 6.4.3. Tome um W"-segmento com I(y) = [ < [y. Como 31, ¥ sdo dados a
priori, podemos supor também que 3 < 1/2d(X1, ¥2). Assim, em particular, temos /() < 1/2d(0(y), y)
para todo y € 7. Observe que I(f™(y)) > U(y) e d(f"(y),0(f™(y)) < A(k®)™ para todo n > 1. Logo,
para todo y € y existe n > 1 tal que I(f"(vy)) > d*(f™(y), f"(6(y))). Usando o fato de que f é de
classe C'!, conclui-se que existe uma constante Cy > 0 e n > 1 (dependendo apenas de f) que satisfaz

paratodo y € ~:

Oyt (f™ (), 0(F" () < U™ () < Cad®(f"(),6(F"(7)))

Logo, aplicando o segundo lema geométrico, obtemos:

0o ()
o) - ©9

Fixado este n > 1 obtido, aplicando o teorema do valor médio aos segmentos vy e 0(~y) temos as

ot <
seguintes desigualdades:
inf fldf" (2)| pu () [16(7) < £(F"(7)) < sup ldf™ ()] oz 1(y)

;Ielg [df™ (0(y)) | Eu o)) €(0() < L(f"(O(7))) < sup |df" (0(y))| 2 (o)) 1€(O(7))

yeY

Em particular, rearranjando as desigualdades acima:

wp T Gleel_amea) _00) Gl 4m00)
o [ O o]l (F0) = ) S8 T O lmeen] (F0)

Da desigualdade acima, tudo o que precisamos fazer para concluir o teorema € obter uma cota superior

< (6.9)

e inferior para a desigualdade acima, que ndo dependa do iterado e do ponto escolhido. Com este objetivo,

vamos provar as seguintes afirmacdes:
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Afirmacio 6.4.8. Existe uma constante Co > 0 que depende apenas de 5y > 0 tal que para todo y € vy e

n > 1 vale:

IO sl _
S AWl

Demonstragdo. Pelo teorema 6.3.2, a distribuigdo y + log ||df (y)|gu(y) | € Holder com constante de

Gyl <

Holder v > 0. Assim, obtemos a seguinte estimativa:

1df™ (0()| £ (o)
1df™ ()| o)

n—1
log )H’ > Nog ldf (£ Oz (0w | = o ldf (') L+l

Assim, basta tomar Cy = Cs para completar a prova da afirmacéo.

Afirmaciao 6.4.9. Existe uma constante C's > 0 tal que para todo z,y € 7y vale:

LGl

— @)l gl
Demonstragdo. Observe que escolhemos n > 1 de tal modo que I(f™(y)) < Cod®*(f"™(yo), f™"(0(yo0)))
para algum yy € ~y. Logo,

Cs

1df"™ ()| vyl :
log ——————=—| < log ||df (f* ul i —log ||df (f* ()| gu(rics

TREI Z! | DB (riyl [ gl
< deu fz z )
< Lnl(f”(v))
< LnCod®(f"(y0), f"(0(y0)))
< LnCoA(k®)"
< (s

Assim, basta tomar a constante Cs = Cj para completar a afirmacdo. O

Para finalizar a prova da proposicdo, dados z,y € -y quaisquer, pela afirmagdo 6.4.8 temos:

" (o (Z))IE (0(z))||

(
< Co|df™ (y)!Eu(y)“

1df™ ()| gy
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Analogamente, obtemos ||df™(0(2))|gu (o)) |l = C§1||df”(y)|Eu(y) || e portanto, para todo z,y € :

O M ldf" ()| gyl < ™ (0()) oo | < Calldf™ (1) gy |

Logo, usando a desigualdade acima e a afirmacdo 6.4.9, obtemos que para cada z,y € 7:

A" ()| s

|df™(2)| pu)ll
1df™ (0 (y))| 2oy
— A () el
df™ (9)| (o)l
|df™(2)| gu(z) l
< (203

< Oy

Finalmente, aplicando 6.8, a desigualdade anterior e 6.9:

1101 < -1-120U" () _ H0()) (o))
BTG ) = ) < ) <400

Portanto, basta tomar C' = C2C3C' e usar o lema 6.4.4 para concluir a proposicao. O

Retangulos

Denotando por [y, 2] = W§(y) N Wj(z), uma primeira propriedade importante destas duas folheagdes €

a de produto local, enunciada logo abaixo:

Proposicéo 6.4.10 (Estrutura de produto local). Existe 0 < € < 3 tal que se x,y € M satisfaz d(z,y) < &

entdo |y, z] e [z,y| contém exatamente um ponto.

Demonstracdo. Fixado x € M qualquer, observe que existe €, > 0 com 0 < g, < [ que satisfaz a
seguinte propriedade: a variedade estavel local de todo ponto y € B(x,¢,) intersecta a variedade instavel
local de z em um tnico ponto, isto &, [z,y] = Wj(z) N W?*(y) € unitdrio para todo y € B(,¢e5). (veja
figura 6.6).

Assim, considere a cobertura { B(z, €, } zc . Pela compacidade, existem B(x;,e,,) comi = 1,...n
de modo que { B(z;, €5,)}7_, ainda seja uma cobertura de M. Logo, tomando € = min;<;<y, €,, obtemos
o resultado desejado.

O

Definicdo 6.4.11. Dizemos que um subconjunto R C M é um retdngulo se [y, z|, [z, y] € R para todo
Y,z € R.

Exemplo 6.4.12. Sejam v“,~* folhas de YW", WW? respectivamente. Entdo, o subconjunto:

Y7 = Ay, 2lsy € v, 2 € ¥°}

E um retdngulo. De fato, dados Z,7 € [y, ~°] sejam y*, 2% € 4% e y*, 2° € v* tais que § = [y*,y’]
e Z = [2",2°]. Observe que [z,7] € Wy(2") e [y,2] € WE(y") pois § € WE(y"), [9, 2] € WE(9) e
zZ € Wi(z"), 2, 9] € Wi(2). Analogamente, [Z, 3] € Wi(y®) e [, 2] € W(2*).
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Figura 6.6: Prova da proposi¢do 6.4.10

Portanto, [Z,7] = [2",y°] e [7, 2] = [y*, 2°], concluindo que (Z,7], [y, 2] € [v*,~°]. Assim, este

subconjunto é um retdngulo.
Se R € um retingulo e € R denotamos por W*(z, R) = Wg(z) N Re W*(z, R) = Wi(z) N R

Definicdo 6.4.13. Sejam R, () C M retdangulos. Dizemos que f™(Q) cruza R markovianamente se para
todo x € Q tal que f™(x) € R temos:

vz, Q) N R =WH(f"(z), R)

Intuitivamente, dizemos que f"(Q) u-cruza R se f" leva segmentos instdveis de () em segmentos

7\

instaveis de R, como mostra a figura 6.7.

f’I’L

(%)

Figura 6.7: O retangulo () cruza markovianamente o retingulo R
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Vamos terminar esta sessdo com uma proposi¢ao que serd muito ttil nas sessdes posteriores:

Proposicio 6.4.14. W?(p) e W"(p) sdo ambas densas em M, onde p é o ponto fixo de f na definigdo
6.1.1.

Demonstragdo. Dados y € M e r > 0 arbitrdrios, vamos mostrar que W"(p) N B(y,r) # &. Como
estamos supondo que f € um difeomorfismo transitivo, entdo existe alguma 6rbita futura densa em M, ou

seja, existe z € M tal que Ot (z) = M. Tome 0 < € < §3 satisfazendo a estrutura de produto local (ver

proposicdo 6.4.10) e sejan > 1 tal que:

d(f"(@),p) < minfe, 3}

Usando a estrutura de produto local, temos que [f™(z), p] e [p, f™(z)] contém exatamente um ponto.
Assim, denote por z € W*(f™(z)) N W"(p) = [f"(x), p]. Em particular, como z € W*(f"(z)) entdo
paratodo k > 1:

A(f" (@), (=) < 5

Ainda usando que a 6rbita futura de = € densa, podemos fixar £ > 1 de modo que:

d(f"*(x),y) <

Logo, reunindo as duas desigualdades acima, obtemos:

N3

A7 (2),9) < A7), 7)) +d(F @) g) < LA =

Portanto, f*(z) € B(y,r) N W"(p), concluindo entio que WW"(p) é um conjunto denso em M. A

prova de que WW5(p) também é um conjunto denso é andloga a demonstracdo anterior (veja a figura 6.8).

Figura 6.8: Ideia da demonstrac@o da proposicdo 6.4.14
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6.5 Estimativas de Distorcao
O objetivo dessa secdo € provar a seguinte estimativa de distor¢ao:

Proposicio 6.5.1. Dado um retdngulo P C M tal que p € int P existem constantes 6 > O e J > 1
satisfazendo a seguinte propriedade: Se vy é um W"-segmento com l(y) < 6 e vy N P = & entdo para

todoy,z € yen > 1:

1dF () o
< J 6.10
1) [ |~ (10

Estimativas de distor¢cao em geral se valem da hiperbolicidade uniforme. Aqui ndo temos isso em toda

<

1
J

a variedade mas temos fora do retdngulo P. Logo a estratégia € dividir a anélise fora de P e dentro de P. O
ponto crucial é o lema a seguir, que usa um argumento de dimensio um: quando um segmento de variedade
instavel entra em P o somatdrio dos seus comprimentos (por iteracdes negativas) fica limitado pelo seu
comprimento inicial antes de se entrar em P. Assim, serd possivel "fingir"que temos hiperbolicidade
uniforme para fazer a estimativa de distorcao.

Vamos denotar a partir de agora por y; = f~(y), 2 = f1(2) ey; = f () paracadai > 1. Se T

é um W"-segmento em P, denote por:

I'={[p,al;z €T}

Lema 6.5.2. Seja P C M um retangulo que contém p em seu interior e seja P™ uma componente de
f(P)\ P. Sejay = W"(x, PT) onde x € P e suponha que v; C P paratodo j = 1,...,n — 1. Entdo
existe uma constante C' = C'(P) > 0 que depende apenas do retdngulo P tal que para todo y,z € ~:

ldf =" (2)| Bu) Cd“(y,z)
T @leml = 1)

Demonstracdo. Pelo teorema da variedade estavel, sabemos que Wg(x) ¢ gréfico de uma funcao de

log 6.11)

classe C? para todo x € M. Logo, se v C Wg(x) € um segmento de variedade estdvel, temos que a

funcdo:

v 2y log ldf T (1)l gy

E uma fungio de classe C'! e portanto Lipschitz para cada. Por outro lado, a constante de Lipschitz
desta fun¢do varia continuamente de uma folha a outra, pois os graficos variam continuamente na topologia
C?. Assim, usando a compacidade de M, obtemos uma constante de Lipschitz L > 0 que é uniforme em

M e s6 depende de f. Em particular, paratodoy,z € ve j =0,1,...,n — 1 temos:

|Log [|df ()| gyl = log lldf = (2)) | pu(zy) Il < Ld“(y;, 25) (6.12)

Pela proposi¢do 6.4.3, sabemos que WV* € uma folheag@o Lipschitz e portanto, existe uma constante

positiva C'(P) > 0 que s6 depende do retingulo P de modo que para cada j = 0,1, ..., n vale:

I(vj) < C-1(7)
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Afirmacio 6.5.3. Existe uma constante Cy > 0 que depende apenas do retdngulo P de tal modo que
paratodoj=0,1,..n—ley,z €~:

7‘] y
14~ @)l _
EEICIEE

Demonstragdo. Primeiramente, observe que d“(y;,z;) < [(v;) para todo j = 0,1,...,n — 1 pois
Yj,%j € 7y e adistancia d“ estd restrita a folha de YW" que contém ~. Além disso, observe também que os
segmentos y; sdo disjuntos dois-a-dois, pela estrutura de produto local, como mostra a figura 6.9.

Assim, como 7; C W"(p, P) paratodo j =0, 1,...,n — 1 entdo:

j—1
> U(F) < LW (p, P)) (6.13)

1=0

Portanto, usando que a folheacdo € Lipschitz e a desigualdade 6.12, obtemos as seguintes estimativas:

I T I = )
[df =7 (2)] (y)H SZUOngf YWi)l mu ol — log ldf ~ (20) | pu (o) |
B =0

log

Logo, basta tomar Cy = exp(LCI(W"(p, P))) para completar a prova da afirmagéo.
[

Para terminar a prova do lema, lembre-se de que pela desigualdade do valor médio, temos as seguintes

desigualdades paracada j =0,1,...,n — 1:

d"(2j,y;) < sup df = (@) oy 14" (2, 9)
ey

Inf ldf =7 (w)| gy [11(7) < 1(3;)

Assim, rearranjando as desigualdades acima e aplicando a afirmacdo 6.5.3, obtemos:

d"(z,y)
L(y)

d“(zj,yj) < sup deij(w”E“(z)H du(zvy)
(i)~ awey ldf 7 (W) guyll 1)

Logo, usando 6.13 e a desigualdade anterior:

< Cy
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N’}/g
W2(p)

WH(p)

Figura 6.9: 7; sdo disjuntos dois-a-dois

1

n—1 n—
> ') < T T i)
7=0

=0

d“(z,y)
)

Onde a constante C; > 0 depende apenas do retingulo P e foi obtida na tdltima desigualdade, usando

que [(y;) < Cl(7;) paratodo j = 0,1,...,n — 1 e 6.13. Como a constante Cj também ndo depende de n
e apenas do retangulo P, para completar a prova do lema basta observar que:

lldf ~ (y _ _
log 1 Z | 1og [|df ~* (yi) | e ) | — Log 1df " (25)| (eI
& ldf(z) (2) H =
n—1
<L) d“(yj,zj)
j=0

E logo, basta tomar a constante C' = LCC}.

Com o lema anterior, estamos prontos para provar a proposi¢do 6.5.1.

Prova da proposigdo 6.5.1. Dado um retingulo P > p onde p € int P e v um W"-segmento tal que
YN P = &, sejan > 1 fixado. Vamos definir uma sequéncia de tempos que caracteriza quando ~;

intercepta P ou ndo. Denotando por ng = kg = 0 defina:

155



n;+1=min{j € N;j > n;_; + k;_ tal que y; NP # o}

ki = min{j € N;yy,, 441 N P = @}

onde 1 <17 < tengr1 = n. Mais explicitamente, n; + 1 € o tempo de primeiro retorno de v a P e k;

é o primeiro tempo em que -y escapa de P. Entdo, a sequéncia definida acima satisfaz o seguinte:

v NP #dsen; <j<n;+k;quando1 <7<t

v NP =@asen; +k; <j<m;yi1quando0 <7<t

Lembre-se de que temos a seguinte igualdade:

ldf " ( e ) H Cldf ) e e
1df =" ()] g () 1df = (i) | gy

Assim como foi feito na prova do lema anterior. Portanto, podemos escrever:

log df =" (2)| gu(2) nz:ll lldf = (z0) | gu ey
ldf =™ (y)| gu(y) ldf =1 (yi) | gu ol

ng — Ny -1
_i *Z’“:l ldf =1 () ey Z Z ldf =2 (2)) | ey |
& a1 ®ar

Wilewpll =55, 5) eyl

Além disso, como:

"i*ﬁ—l I ()l dF 5 ) e
1 ) el 1dF () Tty |

Entao pelo lema anterior, temos:

J=ni

iil lf = (z) o ep | il ldf = )l gy |
& a1 &+

‘E“ (y5) ” z)‘E“(ynl)H

< ZC ynzazm

’Y?’L i

O argumento sutil logo acima é de que como zy,,, y,, € M \ P paratodoi = 0, 1, ..., ¢ entdo tomando
K" = sup,epn p k" (2)~! obtemos que d“(yp,, zn,) < C (k)" paratodoi = 0,1, ...,¢, onde C' > 0é

uma constante positiva. Assim, a primeira série da soma acima fica limitada. Analogamente, usando que:

g 1 j(Zj)'EW” < log [ldf ™ (ye) | gy || — og [[df " (20)| oo I| < Ld™ (g, 2:)
14F =Ty o) |

lo

Para cada 7 = 0,1, ...,n concluimos que a segunda série que aparece na soma acima também é
limitada e portanto, também converge, o que conclui a prova da proposicao.
O
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6.6 Nao-existéncia de medidas SBR

Nesta sessdo vamos finalmente obter uma prova de que os difeomorfismos quase-Anosov nao possuem

medidas SBR. Para isso, o seguinte lema serd fundamental:

Lema 6.6.1. Seja h : [—1,1] — R de classe C? com h(0) = 0, h'(0) = 1 e suponha que h'(x) > 1
para todo x € [—1,1]. Seja ag € [0, 1] e defina a sequéncia a; = h~%(ag) para todo i > 1. Entdo:

+oo
E a; = +00
i=0

Demonstracdo. Para mostrar que a série acima diverge, basta mostrar que ela diverge a partir de um certo
termo. Observe que h é monétone crescente e 0 < h~!(z) < z para todo = > 0. Logo, a; — 0 quando

i — +00. Dado € > 0 tome § > 0 tal que:

h(z) = h(0) + A (0)z + /{’2(0)932 + R(z)

Satisfazendo |R(z)| < ex? para todo € (0,6). Como h(0) = 0 e h(x) > 0 para todo = € (0, 9)

entao:

h(z) = |h(z)] <z + <W2(O>’ —l—s>x2 =z + L.a?

Onde L. = |h"(0)|/2 + . Sejaj > 1 tal que a; € (0,6) e tome L > L. de modo que a; > 1/L.

Por conveniéncia, defina:

b, = ajyn—1 paratodon > 1

Entdo, afirmamos que b; > 1/Li para todo ¢ > 1. De fato, temos primeiramente b; > 1/L.

Indutivamente, suponha que b; > 1/Li, mas:

1

bi —
ST

Entao, obtemos:

h(bit1) < bip1 + Lebiiy < b1 + b7y,
- (1+ 1)
La+)\ it
() ()
Li 141 141

5 - w)
1

Li
<b;

< h(bit1)
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O que é absurdo. Logo, b; > 1/Li paratodo i > 1 e assim,

+o0 +oo 1
sz‘ > Z i = +00
=0 1=0
O

Antes de provar a ndo-existéncia de medidas SBR, vamos recordar alguns fatos sobre a teoria
nao-uniformemente hiperbdlica de difeomorfismos. O seguinte resultado, que vamos assumir sem

demonstracdo pode ser encontrado na proposicao 3.1 em [LS+81].

Teorema 6.6.2 (Ledrapier). Seja f : M — M um difeomorfismo C'T (que ndo tem qualquer relagdo
com o difeomorfismo quase-Anosov deste texto) e suponha que f preserve uma medida SBR (1. Seja £
uma particdo subordinada a W*. Entdo, para x € M u-q.t.p. a densidade da medida ug com respeito a

medida de Lebesgue m, satisfaz para todo y, z € £(x):

po(z) _ TLSS 1 ()l el
pr)  TIES 1dF (1)l ey |

Em particular, o quociente acima estd bem definido.

Gostarfamos de destacar que pela proposicao 6.3.4, supondo que f : M — M seja um difeomorfismo
quase-Anosov com decomposicdo dominada T'M = E° @ E" e y uma medida SBR para f, entdo a
decomposi¢do de M garantida pelo teorema de Oseledets coincide p-q.t.p. com os fibrados estdvel e
instavel do difeomorfismo quase-Anosov. Em outras palavras, a menos de um conjunto de medida p-nula,
ndo € necessario distinguir as duas decomposicdes.

O seguinte teorema, que também vamos assumir sem demonstracdo, pode ser encontrado em [Pes76].

Teorema 6.6.3. Se f : M — M ¢é um difeomorfismo de classe C'** numa variedade compacta M,

entdo para todo | > 1, existem constantes 0;,C; > 0 e A; C M um conjunto compacto satisfazendo:

1
(i) p(Ay) >1— 7 para todo | > 1.

(ii) Sex € Aj ey, z € W"s(x) entdo:

1 _ pa(2)
G = )

Os conjuntos A; que aparecem no teorema 6.6.3 sdo conhecidos na literatura como conjuntos de

<

Pesin. Voltando a hipétese inicial do texto, onde f € um difeomorfismo quase-Anosov satisfazendo a
definicdo 6.1.1, vamos usar essas observacoes e as ferramentas desenvolvidas até agora para provar o
teorema 6.1.2. Vale comentar que a prova do teorema € por contradicdo. Supondo que exista uma medida

SBR, prova-se que a massa total da variedade (com o auxilio do préximo lema) tem massa infinita.

Lema 6.6.4. Suponha que p seja uma medida SBR ergddica para o difeomorfismo quase-Anosov f e seja
& uma parti¢do subordinada a folheagdo instdvel, isto é, (x) C W'Y (x) para todo x € M. Entdo, existe
um conjunto de Pesin A C M, um retdngulo R C M e uma constante Cy > 0 tal que p(RNA) > 0,

satisfazendo também:
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Para todo y, z € {(z) e x € A.

Demonstragdo. Nas hipdteses do lema acima, primeiramente vamos provar que u(R) > 0 para todo
retingulo R C M. Com efeito, tome 2 € R e seja X uma secdo transversal a JW" g(x). Pela desintegragio

de j com respeito a particio mensurével £, existe uma medida > tal que:

JE(R) = / iV (W (y, R))dp®(y) 6.14)
>

Como R é um retangulo, entfio existe C' > 0 tal que m"V" @) (W' (y, R)) > C paratodo y € ¥. Além
disso, como 1 é SBR entdo as medidas ;"Y' (¥) sdo absolutamente continuas com densidade py positiva
Lebesgue quase todo ponto. Logo, para todo y € X::

MWu(y) (Wu(y,R)) — /py(z)dmwu(y) > O (615)

Isso conclui que p(R) > 0, por 6.14. Agora, tome A; um conjunto de Pesin de modo que:

< Y
- 2

Suponha por contradi¢do que p(A; N R) = 0. Entdo, as estimativas abaixo mostram que:

1 _ p(R)
l

R R
M(M):u(Az)+u(R)2M(R)+1_“(2):1+M(2)>1
O que é absurdo pois ¢ é uma medida de probabilidade. Portanto, (R N A;) > 0. 0

Prova do teorema 6.1.2. Suponha por contradicio que f admita uma medida p que é SBR. Entio, pelo
lema 6.6.4 dado um retdngulo R C M de p-medida positiva, existe um conjunto de Pesin A; tal que
u(R N A;) > 0. Diminuindo R se necessdrio, podemos supor que W"(z, R) C W"5(x) para todo
r € RNA;.

Fixe um retangulo da forma P = V"5 (p), W3si(p)] e seja Q = f~1(P) \ P. Seja £ a partigio de Q
dada por £(z) = W"(z, Q). Um argumento semelhante ao da proposi¢do 6.4.14 mostra que existe n > 1
tal que f"(R) cruza ) markovianamente e com 0 mesmo argumento na prova do lema 6.6.4, se mostra
que p(f"(R) N Q) > 0. Como @ também € um retangulo, entdo existe algum conjunto de Pesin Ay, de
modo que p(Q N Ag) > 0. Tomando A = A; U A; e uma se¢do transversal ¥ em (), defina o seguinte

conjunto:

O
Il

U

yEXNA
V) (€(y)) >0

Observe que por definigdo, temos £(y) C Q para todo y € Q. Além disso, Q C QN f™(R) e
1(Q) > 0 pois V"W (£(y)) > 0 paratodo y € Q e:

H@ = [ el
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Mais ainda, existe uma constante Cy > 0 proveniente da unido dos conjuntos de Pesin A de modo

que:

cyl < pigi < Cy (6.16)

Paratodox € Qey,z € WY (x, Q). Vamos agora definir o seguinte conjunto, para cada ¢ > 1:

R

QW ={yeQ;f(y)e Pparatodoj=1,...i} = [ | f7(P)NQ

QW)
Figura 6.10: Ideia da prova do teorema 6.1.2

Denote também por () a projecio de Q) em W"(p, P) deslizando sobre a folheacdo W*.

Afirmacao 6.6.5. Existe uma constante C > 0 que s6 depende do retdngulo P tal que para todo i > 1
vale:

n(@QY) = C1(3")

Demonstra¢do. Podemos supor que a secao transversal 3 tomada anteriormente é uma folha estdvel da
folheacao estavel W* contida em W*(p, P). Logo, Paratodoi > lex € Q" a secdo transversal ¥

intersecta W"(z, Q) transversalmente. Como ; é uma medida SBR entio:

H (Q(i)):/ /  pa(y)dm™ @ (y)dpF@
5 Iz,

Temos também por 6.16, que p,(y) > Cop,(z) paratodo z € Q e y € W (x, Q). Em particular,
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pQ) 2 [ [ ol )i

= | [ Conetran® | 1072, Q0)
= Cit V" (z,Q"))
Além disso, usando que a holonomia é Lipschitz, existe uma constante Cj > 0 que s6 depende de P
de modo que (W"(z, QW) > C4(3™) para todo i > 1. Portanto,
n(@QY) = G
Assim, basta tomar a constante Cy = CjC7 para concluir a prova da afirmagao. O

Para concluir a prova do teorema, observe também que a familia de conjuntos { f*(Q(*))};>1 é disjunta

dois-a-dois. Logo, como p é uma medida f-invariante, temos:

+oo
P) > u(f1(QW)) Zu >CZI
i=1

Aplicando o lema 6.6.1 a fungdo f|u 5(p)» concluimos que a soma acima diverge, contradizendo o
fato de que pu(M) = 1. O

6.7 Comportamento estatistico das orbitas

Nesta etapa vamos construir algumas vizinhancas de p que sdo convenientes de trabalhar. Dado um

retangulo fechado, defina:

R ={x € R;z & int W"(x,R)}
Lema 6.7.1. Existem retdngulos P da forma P = [y*,~*] satisfazendo as seguintes propriedades:
(1) v* e ~* sdo segmentos de W" (p) e W*(p) respectivamente e p € int " N int *.

(2) Existe um segmento compacto W* C W5(p) tal que f(W*) C W* onde 3P < W* e (W* \
Ws(p, P))NP = .

(3) Existe um segmento compacto W c W (p) satisfazendo propriedades andlogas a W

Demonstragdo. A prova deste lema usa o fato de que W"(p) e W*(p) sdo ambas densas em M.
0

Seja P C M um retidngulo que satisfaz as hipéteses do lema acima. Agora, vamos definir uma
aplicacdo que tem um papel semelhante ao da aplicacdo expansora f no estudo dos mapas com pontos
fixos neutrais. Suponha que € M \ P seja um ponto recorrente de M \ P, isto é existe uma sequéncia
ny — +oo com f"(x) € M \ P paratodo k > 1. Considere:

7(x) = min{n > 1; f"(z) € M \ P}
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W= (p)

WH(p)

Figura 6.11: Ideia da prova do lema 6.6.1

Com isto, defina g(z) = f7(®)(z). Isto entdo define uma aplicagdo g : M \ P — M \ P que nio
estd definida em um conjunto cuja medida de Lebesgue é nula. Ou seja, existe P C M \ P tal que g| 5
estd bem definida. O ponto chave é mostrar que esta aplicacdo possui uma medida invariante que admite
medidas condicionais absolutamente continuas nas variedades instaveis de f. Esta medida desempenha
um papel semelhante a medida /i construida no teorema 5.4.1 para a aplicagdo expansora por partes do
intervalo f e serd usada para construir a medida infinita fi.

Nao vamos mostrar com detalhes como € feita a constru¢do desta medida invariante por g satisfazendo
estas propriedades, mas vamos dar uma ideia de como fazer isso, adaptando a prova do seguinte teorema
conhecido sobre difeomorfismos parcialmente hiperbdlicos: seja f : M — M um difeomorfismo de
classe C? com uma decomposi¢io dominada TM = E" @ E° onde M é uma variedade compacta
e conexa de dimensdo dois. Entdo, o seguinte teorema originalmente provado em [PS82], pode ser

encontrado com uma demonstracdo completa em [Via99], teorema 7.1.

Teorema 6.7.2. Seja U C F um disco compacto contido em uma folha F' da folheacdo instdvel F* e
denote por my a restri¢do da medida de F* a este disco. Qualquer ponto de acumula¢do da sequéncia

de medidas definida por:

1n71
Hn = EZfimU
7=0

E uma medida f-invariante que possui medidas condicionais absolutamente continuas nas variedades

instdveis de f, isto é, ao longo da folheacdo F*.

Antes de explicar como funciona a prova deste teorema para que seja adaptada para g, vamos definir
alguns conceitos: dado p € U e uma carta folheada ¢ : V. — V! x V2 contendo p, dizemos que uma
componente conexa v de f/(U) NV é uma crossing component se ¢(v) é grifico de uma funcéo de

classe C2 4 : V! — V2 em V! x V2. Caso contririo, dizemos que y é uma non-crossing component.
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Na figura 6.12 sdo exibidas duas componentes conexas 71 e 2 de f/(U) NV, a primeira em vermelho

sendo uma crossing component e a segunda em azul uma non-crossing component.

F(U)

Vl
%

Figura 6.12: A componente de f7(U) em azul nio é uma crossing component e a componente de f7(U)
em vermelho é uma crossing-component

Agora, denote por I'¢ a unio de todas as componentes conexas de f7(U) NV que cruzam V e seja
I'7'¢ o andlogo para as componentes que ndo cruzam V. Como o suporte das medidas p, estdo contidos

em f/(U) NV, entdo podemos escrever fi, |y = pS + pu° onde:

c

1 n—1 1 n—1
H%:ﬁZfﬁmU CNZC:EngmU
=0 L =0

rne

Vamos explicar como funciona a prova do teorema 6.7.2: primeiro, fazemos uma estimativa de
distorcdo sobre a derivada do difeomorfismo ao longo das folhas instaveis e provamos que esta distor¢ao é
limitada. Em seguida, prova-se que para todo ponto de acumulagdo p da sequéncia de médias no teorema
6.7.2 e para todo p € A existe uma carta folheada ¢, : V. — V7 x V3 para a folheacdo instdvel em
p € V de modo que a medida (¢, ).u € absolutamente continua com respeito a medida de Lebesgue ao
longo da folheac@o horizontal em V; x Va. Isto € feito assim: prova-se que a massa total de p'¢ converge
a 0 quando n — +o0, ou seja, a contribui¢do das non-crossing components para a medida i, se torna
desprezivel quando n — +o00. Como consequéncia, segue que a fracdo de u,, que estd suportada em

non-crossing components nao tem nenhum efeito quando passa ao limite:

(¢p)*ﬂ: lim (‘ﬁp)*ﬂ%k

k—+o00

O ponto crucial da prova deste teorema € garantir que as non-crossing components tenham medida
desprezivel ao passar o limite, pois todas as estimativas de distor¢ao sio validas apenas para as crossing
components. As estimativas de distor¢ao garantem no final que a medida limite (¢, ). € absolutamente
continua ao longo da folheacao horizontal com densidade uniformemente limitada superior e inferiormente

por uma constante positiva que sé depende do difeomorfismo f.
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Para adaptar esta demonstracdo para g, precisamos garantir apenas duas propriedades: primeiro,
provar que as estimativas de distor¢ao ao longo da folheacdo instavel é valida para g e segundo, provar

que as non-crossing components sao despreziveis com respeito a um ponto de acumulacio da sequéncia:

1 n—1 A
Hn = E ZgimU
=0

Por outro lado, a situagdo que temos em relagfo as crossing components é ainda melhor: sendo P*
uma das componentes de f(P)\ Pex € PT,definaU = W"(z, PT). Seja R C M \ P um retangulo
com didmetro pequeno e W* satisfazendo o lema 6.7.1 de modo que int R N W* = @. Entio, g'(U)éa
unido disjunta de segmentos YW" onde cada elemento dessa unido comega e termina em algum ponto em

g7 (W*#) para algum j > 0, como mostra a figura 6.13.

¢ (U)

Figura 6.13: Na figura acima, y € W e z € f(W*®) = g(W?)

Além disso, como f (WS ) C W* entio cada componente conexa de g’ (U) que intersecta R também
cruza markovianamente o retingulo R. Em particular, niio existem componentes conexas de ¢’ (U) que
intersectam o retdngulo 12 e que ndo cruzam este retdngulo. Em particular, as non-crossing components
s@o despreziveis, por vacuidade.

Como ja garantimos que ndo existem non-crossing components, tudo que precisamos agora € garantir

as estimativas de distor¢do. Mas, isto também é possivel ser feito, pelas propriedades de distorcdo
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estudadas anteriormente. De fato, seja p; a densidade da medida gim;j com respeito 4 medida de
Lebesgue em ¢°(L). Entio, pela proposi¢do 6.5.1, existe J > 0 (independente de i) tal que para todo z,y

que pertence a mesma componente de g¢(L) N R vale:

~—

g1 < Pz’(l'
pi(y)

Assim, a prova do teorema 6.7.2 pode ser reproduzida também para g com os mesmos argumentos.

<J

Isso prova seguinte proposicao:

Proposicao 6.7.3. Existe uma medida de probabilidade g-invariante |« com a propriedade de que i tem

medidas condicionais absolutamente continuas nas variedades instdveis de f.
Com todas essas ferramentas, estamos prontos para provar o teorema 6.1.3.

Prova do teorema 6.1.3. Seja Q; = {x € M;7(x) =i} onde 7 € o tempo de primeiro retorno a M \ P.
Defina:

+oo i—1

i=_ > o) (6.17)

i=1 j=0
Entdo, /i € uma medida f-invariante. Seja U C M um aberto de M que contém p € U. Entdo para n

suficientemente grande:

n
wnwean () re)
i=—n
Em particular, (M \ U) < +oo e assim, [i é o-finito. Por outro lado, ndo pode ser finita pois /i tem
medidas condicionais absolutamente continuas em variedades instaveis de f e o teorema 6.1.2 diz que f
nao tem medidas SBR. O

Assim como fizemos no capitulo anterior no estudo dos mapas com pontos fixos neutrais, agora
estamos prontos para estudar o comportamento estatistico das 6rbitas de f. Para isto, vamos provar o

seguinte lema:
Lema 6.7.4. Seja (g, 11) como no lema 6.7.3. Entdo, (g, j1) € ergddico.

Demonstracdo. A ideia para provar este lema se baseia em duas etapas que também estdo presentes na
prova da ergodicidade da medida SBR para sistemas hiperbdlicos: o primeiro passo € usar o argumento de
Hopf para mostrar que dado qualquer retingulo R C M, temos que x € R € futuro-genérico m-q.t.p. com
respeito a alguma medida ergédica pr, com pp dependendo de R a priori. Lembre-se de que um ponto
x € R é futuro-genérico com respeito a uma medida pr se para toda fungdo integravel ¢ : M — R

temos:

n—1
% Z (g (x)) — /qbduR quando n — 400
7=0

Definimos de maneira andloga um ponto passado-genérico. O segundo passo é mostrar que esta

medida néo depende do retdngulo R tomado. Ou seja, it = pg para todo retangulo R.
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Observacio 6.7.5. Seja R C M \ P um retdngulo. Observe que quando usamos a palavra retdngulo
ou o simbolo W"(x, R) neste capitulo, sempre estamos nos referindo a a variedade instdvel local de f
no retdngulo R, que ndo necessariamente coincide com a variedade instdvel local de g! A principio,
precisamos argumentar para algum retangulo R conveniente, W" (x, R) é de fato uma variedade instdvel
local de g, no sentido cldssico: para todo y € W"(zx, R) vale que d(g~"(x),9 " (y)) — 0 quando n —
~400. Isso serd verdade se temos condicdes parecidas ao do lema 6.6.1, ou seja, int RN W = @. De fato,
esta condigdo vai garantir que para todo n > 0, ou f~"(W"(z,R)) C P ou f~"(W"(z,R))N P = @.

De forma semelhante, W*(x, R) serd uma variedade estdvel local de g se RN W = g.

Vamos recordar o argumento de Hopf para um retdngulo R C M com as propriedades apresentadas
no dltimo pardgrafo. Como as medidas condicionais de p sdo absolutamente continuas em variedades
instdveis, existe L = W"(z, R) tal que y € L mY-q.t.p. é genérico com respeito a alguma medida
ergédica v,. Todas estas medidas sdo de fato idénticas pois d(g~"(z), g~ "(y)) — 0 quando n — +o0,
para todo z,y € L. Denote esta medida por pr. Observe que se y € futuro-genérico com respeito a
medida pp, entdo z também € futuro-genérico com respeito a pp para todo z € W"(z, R). Logo, como a
folheagao WW* € Lipschitz, segue que para z € R m-q.t.p. € futuro genérico com respeito a pg.

Para provar o segundo passo, € suficiente observar que se R; e Ry sdo retdngulos com as propriedades
acima entdo existe n > 1 tal que ¢"(R;) N R2 # @. O

Antes de provar o teorema 6.1.4, o seguinte lema serd ttil para as estimativas.

Lema 6.7.6. Dados o > 0 e € > 0 arbitrariamente pequenos, existem vizinhangas Py, P» C M de p tais

que diam Py < « e que para x € M \ Py m-q.t.p. vale:

H{O<k<n;f"(x) e M\ P}
tt{OSkSn,f”(x)EPl\Pg}

(6.18)
Para todo n > 1 suficientemente grande.

Demonstracdo. Para ver que isso é verdade, seja P; um retdngulo satisfazendo as mesmas propriedades
do lema 6.7.1. Sejag; : M\ P, — M \ Py e u1 como na proposi¢do 6.7.3 e seja i a medida
infinita construida na prova do teorema 6.1.3. Seja P, C M pequeno o suficiente de modo que (M \
Pr) < efi(P1 \ P»). Entdo, a medida pg = fi|pp p, € invariante sob a aplicagio de primeiro retorno
g2: M\ Py — M\ Py e (g2, u2) é ergddico. Aplicando o teorema de Birkhoff a (ga, 112) obtemos o
resultado desejado, concluindo a demonstragio. O

Prova do teorema 6.1.4. Vamos mostrar que fixado € > 0 e um retdngulo P que contém p, paraxz € M

Lebesgue quase todo ponto e para todo n > 1 suficientemente grande, vale a seguinte desigualdade:

%ﬂ{jzo,l,...,n—l;fj(x) €eP}>1-¢ (6.19)

Primeiramente, tome um retdngulo menor P’ C P satisfazendo o lema anterior e denote por X o
conjunto dos pontos que nao satisfazem a desigualdade acima, isto €, x € X se e somente se existe uma

sequéncia n; — +oo de tal modo que:

1 ,
Eﬁ{j =0,1,....,n—1; f/(x) € M\ P} > e paratodo k > 1 (6.20)
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Suponha por absurdo que X seja um conjunto de medida de Lebesgue positiva, ou seja, m(X) > 0.
Como a desigualdade do lema 6.7.6 vale para x € M \ P’ Lebesgue quase todo ponto e P’ foi um
retingulo tomado de modo que M \ P C M \ P’ entdo existe um ponto x € X que também satisfaz a

desigualdade 6.18. Por outro lado, para todo £ > 1 suficientemente grande obtemos:

S xanp (F (z)) 721 o Xanp(f(2))
L5 e (P s (1)

€
*Z] =0 XP\P'(fj(fE))

>¢€

>

Onde na tltima desigualdade foi usado o fato de que a média temporal € sempre menor ou igual a um.
Isso contradiz o fato de que x satisfaz a desigualdade 6.18. Portanto, temos m (X ) = 0 mostrando que

vale a desigualdade 6.19 para x € M Lebesgue quase todo ponto e n > 1 suficientemente grande. Em

particular,
li i
B Z xp(f(
Para x € M Lebesgue quase todo ponto, o que mostra que J,, ¢ uma medida fisica para f. O

6.8 Construcao de um quase-Anosov no toro

Agora que muitas técnicas foram introduzidas para estudar difeomorfismos quase-Anosov, vamos construir
explicitamente um exemplo no toro, satisfazendo a definicao 6.1.1 que é topologicamente conjugado a
um difeomorfismo de Anosov no toro. O exemplo que vamos construir tem a principio dois papeis: além
de mostrar que existem difeomorfismos quase-Anosov e que ndo estamos falando do conjunto vazio na
defini¢cdo 6.1.1, o exemplo mostra que € possivel obter difeomorfismos cujo comportamento estatistico é
trivial, mas tdo cadtico do ponto de vista da topologia quanto um Anosov linear no toro.

Antes de detalhar mais sobre a construcdo do exemplo, vamos estabelecer algumas hipéteses e
notacdes. Denotando por f : T? — T2 o Arnold cat map no toro, lembre-se de que este mapa é induzido

pela matriz com coeficientes inteiros e com determinante det A = 1:

()

Além disso, os auto-valores 0 < A\; < 1 < Ao desta matriz satisfazem A\ Ay = 1 e A é conjugada a

A
D= 0

Onde A = A\ e A=! = Xy, A ideia para a construcdo é a seguinte: tomando cartas coordenadas

matriz diagonal:

ao redor do ponto fixo p € T? que levam este ponto na origem do plano cartesiano, construfmos um
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difeomorfismo g ao redor de uma vizinhanca pequena que contém a origem e estd contida na imagem
da carta, de tal modo que sua derivada na origem tenha um auto-valor igual a um. Tomando um disco
aberto e pequeno que contém a origem, construimos este difeomorfismo de modo que ele coincida com a
matriz diagonal D fora deste disco, preservando a folheacdo horizontal nesta vizinhanga. Construido este
difeomorfismo ao redor da origem, induzimos um difeomorfismo quase-Anosov g no toro que coincide
com f fora de uma vizinhanga do ponto fixo em p e que possui a mesma folheacdo estavel de f.

Antes de entrar nos detalhes de como as ideias acima serdo organizadas, vamos provar o seguinte lema
que garante a existéncia de uma funcdo continua & no intervalo cuja derivada tem propriedades andlogas a

funcdo x" de um difeomorfismo quase-Anosov:

Lema 6.8.1. Existe ¢ > 0 e uma funcdo § : (—e,e) — R de classe C* que satisfaz £'(y) > 1 para
todoy € (—¢,¢) e £'(y) = 1 se e somente se y = 0. Além disso, se |y| > 3¢/4 entdo £(y) = A~ 1y.

Demonstracdo. Sejam ¢ : (—e,e) — Re: (—e,£) — R bump functions satisfazendo as seguintes

propriedades:

(1) 0 < p(x) < 1paratodo z € (—¢,¢), ¢(x) = 1 quando x € (—¢/2,¢/2) e p(x) = 0 se
e/2 < |z| < 3¢/4.

(2) ¥(z) > 1paratodo z € (—¢,¢) e (x) = 1 se e somente se x = 0. Além disso, ¢(x) = A~! para
todo —¢/2 < |z| < e.

Com isto, defina a seguinte funcdo:

y
£(y) = ¢(y) [/0 P(t)dt + y} +AT 1= o))y (6.21)
Vamos mostrar que ¢ satisfaz as condi¢des do lema. Primeiramente, escolhae > 0e B > 0 de tal

modo que:
~B<¢'(y)<B (6.22)
1—At
Y R 2

€>B(1—2)\—1) (6.23)

A derivada de £ pode ser calculada a partir de 6.21 e obtida como:

£(y) = (1) [ /0 ")t £yl - x|+ o) bly) — A+ A (6.24)

Como consequéncia da igualdade acima, usando o fato de que ¢ = 1 em (—&/2,¢/2) e as propriedades
de ) em (2), obtemos ¢'(0) = 1, £(y) = A~ 'y sempre que ¢ > |y| > /2 e € (y) > 1 para todo
0 < |y| < &/2. Resta apenas checar que & satisfaz &'(y) > 1 quando £/2 < |y| < 3e/4. Neste caso,

como temos t(y) = A~! entdo a derivada se reduz a uma expressio mais simples:

() = () [ /0 @t -y - A | 4 (6.25)

Para ver que £'(y) > 1 também € verdade no caso em que £/2 < |y| < 3e/4, observe primeiramente

que como A~! é uma cota superior de 1 entdo para todo i € (—¢, €) temos:
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/yw(t)dt <\ le
0

Além disso, como ¢’ (y) < 0 entdo obtemos a desigualdade abaixo:

Yy
¢'(y) /O Y(t)dt > ' (y)A e (6.26)

Logo, reunindo as observacdes anteriores obtemos:

&y) =¢'(y) [/Oy PY(t)ydt +y(1 = A" + 2171 (por 6.25)
> ()N —e(1=A"h) + 17T (por 6.26)
= (et —1)+ 2171
> —Be(2x 1 — 1)+ A7t (por 6.22)
=Be(2A P - 1)+ 271
>1—-A14 ! (por 6.23)
>1

Onde na segunda desigualdade, foi usado o fato de que y > —¢ além da observacdo 6.26. Isso mostra

que a fungio £ satisfaz as condi¢cdes do lema. O

Usando o lema acima, vamos construir um difeomorfismo que fixa a origem, definido num disco, que
além de preservar a folheacao horizontal do plano cartesiano, a derivada na direcio vertical € uma fungdo

que satisfaz o lema anterior.

Lema 6.8.2. Seja p € T? um ponto fixo de f e seja ¢ : B(p,r) — B(0,¢) uma carta de T? que
lineariza f em uma vizinhanga de p, isto é, ¢ o f o ¢~ (x,y) = D(z,y) para todo (x,y) € B(0,¢).

Entdo, existe um difeomorfismo g : T> — T2 que satisfaz as seguintes propriedades:

(i) Existe uma funcéo € : (—¢,€) — R de classe C™ tal que (¢ o go ¢~ 1) (x,y) = (\x,£&(y)) para
todo (x,y) € B(0,¢) onde & satisfaz as condi¢ées do lema 6.8.1.

(ii) ¢ogo¢~(x,y) = D(w,y) para todo (z,y) € B(0,¢) \ B(0,3e/4).

(iii) ¢ o go ¢! preserva a folheagdo horizontal em B(0,¢).

Demonstragdo. Seja ¢ : (—e,e) — R a funcio dada pelo lema anterior e defina § : B(0,¢) — R? por
g(z,y) = (Az,&(y)). Entdo, g satisfaz as propriedades (i),(ii),(iii) por construcdo da & e além disso, é
um difeomorfismo (de fato, § € um difeomorfismo local injetor, pois & € crescente). Com isto, defina um
difeomorfismo g : B(p,r) — B(0,e) porg = ¢ ' o jo ¢. Entdo § = ¢ o go ¢~ ! e logo, esta fungio
preserva a folheagé@o horizontal em B(0, ). Além disso, como § = D em B(0,¢) \ BJ0,3¢/4] entdo g
coincide com f no aberto U = ¢~ 1(B(0,¢) \ B[0, 3¢/4]) cujo bordo coincide com o bordo de B(p, 7).
Isto implica em particular, que podemos estender g em M definindo g(x) = f(z) em M \ B(p,r) e

portanto, o difeomorfismo g estendido em M € o difeomorfismo procurado. O
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Observe que da prova do lema anterior, o difeomorfismo g : T2 — T? construido tem a mesma
variedade estdvel do Anosov linear f, pois g € f coincidem fora de uma vizinhanga do ponto fixo e
¢ o go ¢! preserva a folheacio horizontal no plano cartesiano. Em particular, como a variedade estdvel
e instavel do Arnold Cat map sdo érbitas por um fluxo irracional, seque que a variedade estavel de g é
densa. Para garantir que g é um difeomorfismo quase-Anosov, vamos precisar do seguinte lema sobre

difeomorfismos parcialmente hiperbélicos:

Lema 6.8.3. Suponha que M seja uma variedade Riemanniana compacta e conexa de dimensdo 2. Se
g : M — M é um difeomorfismo parcialmente hiperbolico com decomposicdo TM = E°* & F e W* é

minimal, isto é, Wy(x) é denso para todo x € M entdo g é topologicamente misturadora.

Demonstracdo. A ideia da prova deste lema consiste em mostrar que todo segmento de variedade estdvel
suficientemente grande € e-denso em M. Para ver que isto € verdade, vamos antes mostrar a seguinte

afirmacio:

Afirmacao 6.8.4. Para todo x € M existe uma constante L(x) > 0 que satisfaz a seguinte propriedade:
se v é um segmento da variedade estdvel Wg(x) que contém x com comprimento {(vy) > L entdo v é

e-denso.

Demonstracdo. Para provar a afirmacio, suponha por absurdo que exista um ponto x € M tal que para
toda constante L > 0, exista um segmento de variedade estavel v que contém x de comprimento ¢(y) > L
que ndo é e-denso. Entdo, para todo n > 1 podemos obter um segmento de variedade estavel ~y,, que
contém x de comprimento £(-y,,) > n e um ponto y,, € M de tal modo que d(y,, z) > ¢ para todo z € 7.
Pela compacidade de M, podemos supor que y, — y € M passando a uma subsequéncia se necessario.

Afirmamos que neste caso existe ng > 1 satisfazendo a seguinte propriedade:

d(y,z) > e/2 paratodo z € v, e n > ng (6.27)

Com efeito, tomando n > ny de modo que d(y,,,y) < €/2 para todo n > ny, fixando z € ,, temos

por construcao:

€

&
d(y,2) > d(Yn, 2) — d(yn,y) > € — 3=3

Isso prova 0 6.27. Por outro lado, como Wy () € uma variedade imersa de M de dimenséo 1 e 7, €

uma sequéncia de segmentos de VW7 de comprimento arbitrariamente grande que contém z, entao:

W;(ﬂﬁ) = U Tn

n>1

Assim, 6.27 prova que d(y, ) > €/2 para todo z € W, (z), mostrando em particular que Y, néo é

denso. Isso contradiz a hipétese do lema, o que prova a afirmacgéo por absurdo. O

Afirmacao 6.8.5. Para todo € > 0 existe uma constante L > 0 satisfazendo a seguinte propriedade: para
todo x € M, sey C W;(x) é um segmento de variedade estdvel com comprimento ((7y) > L entdo vy é

e-denso em M.
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Demonstragdo. Como consequéncia da afirmacdo anterior e da continuidade da folheacdo estdvel em M,
observe que para cada x € M existe r(z) > 0 que depende de x, satisfazendo a seguinte propriedade:
se y € B(z,7(z)) e v € um segmento de W (y) que contém y de comprimento £(7) > 2L(x) entdo
v é 2e-denso em M. Desta forma, a cole¢do { B(z,7(x))},en é uma cobertura por abertos de M e
portanto, por compacidade, podemos obter uma subcolecio finita indexada por x1, ..., zx que ainda cobre
M. Defina:

L = max 2L(x;)
1<i<k

Como consequéncia, para todo = € M, todo segmento v C Wy que contém x € e-denso, desde que

seu comprimento satisfaga ¢(y) > L, como queriamos mostrar. O

Provada esta dltima afirmacao, vamos mostrar que todo segmento de variedade estdvel suficientemente
grande é denso em M . Para provar que g € topologicamente misturadora, sejam U, V' C M abertos de M
e sejay € V qualquer fixado. Tome ¢ < min{diam U, diam V'} e seja L > 0 a constante satisfazendo a
afirmagdo 6.8.5. Com este L > 0, escolha n > 1 suficientemente grande de modo que CA™" > L/ (’y)_1
e sejay C V um segmento suficientemente pequeno que contém y contido na variedade estdvel local de
y. Entao:

0 = / 1(f o) ()ldt
> oA / I/ (8]t

> LU(v)~H(v)
-y

Logo, f~ () é um segmento da variedade estdvel de y com comprimento ¢(f~"()) > L e portanto,
segue que f~" () é e-denso em M. Como U também é aberto, segue que f~"(y)NU # & e em particular,

f~™(V)NU # @, como queriamos provar. Isto mostra que g é topologicamente misturadora. O

Corolario 6.8.6. Se g : M — M é o difeomorfismo do lema anterior, entdo g é quase-Anosov. Além
disso, Wy (x) = Wj(x) para todo x € M.

Demonstracdo. Pela construgdo do difeomorfismo g no lema 6.8.2, temos que g satisfaz as condi¢des
(i) e (ii) da definicdo 6.1.1. Além disso, como a folheacgdo estavel de g coincide com a folheacdo estavel
do Anosov linear, que é minimal, segue do lema anterior que g é topologicamente misturadora e em
particular, é transitiva, mostrando que g também satisfaz a condic¢ao (iii) da definicdo 6.1.1. Isso mostra

que g é quase-Anosov. 0

Agora, vejamos como a construcio do difeomorfismo g acima nos leva a concluir que este quase-
Anosov € topologicamente conjugado a um difeomorfismo de Anosov. Dizemos que um homeomorfismo
f : M — M €& expansivo se para todo x # y existe uma constante » > 0 e um inteiro n > 1 tal que
d(f™(x), f*(y)) > r. Muitos resultados interessantes foram estudados para homeomorfismos expansivos
do toro nos tltimos anos (veja [Lew89]). Um deles, que serd enunciado agora e que pode ser encontrado

no teorema 5.5 em [Lew89], classifica a dindmica dos homeomorfismos expansivos do toro:
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Teorema 6.8.7 ([Lew89]). Se f : T? — T2 é um homeomorfismo expansivo do toro, entdo f é
topologicamente conjugado a um difeomorfismo de Anosov. Ou seja, existe um difeomorfismo de Anosov

A : T2 — T2 e um homeomorfismo h : T?> — T? que satisfaz ho f = Ao h.
Com isso, podemos concluir este trabalho resumindo toda a discussdo acima no seguinte teorema:

Teorema 6.8.8. Existe um difeomorfismo quase-Anosov em T? que é topologicamente conjugado a um

difeomorfismo de Anosov no toro.

6.9 Discussao

Como vimos neste trabalho, um dos problemas centrais mais recentes na teoria de sistemas dindmicos
e teoria ergddica € sobre a existéncia de medidas fisicas e quais propriedades elas carregam. Como o
leitor também pdde perceber, provar a existéncia destas medidas constitui-se um problema muito dificil e
as técnicas existentes sdo limitadas apenas a alguns sistemas, como os uniformemente hiperbélicos por
exemplo. Este problema faz parte da Conjectura de Palis originalmente formulada em [Pal00] que afirma
que para f em um conjunto C"-denso de difeomorfismos, existe apenas um nimero finito de medidas
fisicas onde a unido de suas bacias estatisticas de atrag@o constitui-se um conjunto de medida de Lebesgue
total na variedade ambiente. Outra conjectura conhecida que aborda este problema € a Conjectura de

Viana

: se uma aplicacio diferencidvel f tem apenas expoentes de Lyapunov ndo-nulos para Lebesgue
quase todo ponto, entdo f admite alguma medida SBR.

Ainda menos conhecidos sdo os mecanismos/configuragdes dindmicas do sistema que sdo responsdveis
pela existéncia de uma medida fisica de Dirac suportada em um ponto fixo do tipo sela, como os exemplos
dos mapas com pontos fixos neutrais e os difeomorfismos quase-Anosov. Além disso, estes exemplos ndo
sd@o estaveis por perturbacdes. Isto leva a crer que medidas fisicas de Dirac suportadas em um ponto fixo
do tipo sela é um fendmeno ndo-genérico no seguinte sentido: o conjunto dos difeomorfismos f de classe
C' que admitem um ponto fixo do tipo sela é pequeno. Buscando entender este problema mais a fundo,

foi enunciado em [GGS20] a seguinte conjectura:

Conjectura 6.9.1. O conjunto U C Diff' (M) dos difeomorfismos f de classe C* de M que possuem
uma medida fisica de Dirac com suporte em um ponto fixo do tipo sela é uma unido enumerdvel de

fechados de Diff! (M) com interior vazio.

Também com o objetivo de responder a esta conjectura de forma parcial, Guarino, Guihéneuf e
Santiago foram capazes de provar no teorema A em [GGS20] que para variedades fechadas de dimenséo
d > 2, existe um conjunto residual (isto é, interse¢do enumeravel de abertos densos) de difeomorfismos f
de M que satisfazem a seguinte propriedade: se J,, ¢ uma medida fisica de f tal que a bacia estatistica de
atracdo de ¢, € densa em algum aberto entdo p é um ponto fixo atrator. Em particular, se p é um ponto fixo
do tipo sela e ¢, também é uma medida fisica entdo a bacia estatistica de atragdo de f é um conjunto denso
em lugar nenhum (ou seja, € um conjunto cujo fecho tem interior vazio). Em outras palavras, a dindmica
de um difeomorfismo C'-genérico com uma medida fisica de Dirac cuja bacia estatistica de atraco é
densa em algum aberto & trivial numa vizinhanga do ponto fixo. E bom observar que é possivel concluir,

como consequéncia deste teorema, que o difeomorfismo quase-Anosov nio é estdvel por perturbacdes C'.

'Esta conjectura foi primeiramente enunciada em [Via98]. Uma referéncia interessante que oferece uma resposta parcial a
esta conjectura para difeomorfismos C* T em superficeis se encontra em [CLP19]
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De fato, caso ele fosse C''-genérico, como a bacia estatistica de atracdo é um conjunto denso pois tem
medida de Lebesgue total, entdo o ponto fixo do tipo sela do quase-Anosov seria um atrator, o que ndo
ocorre.

Por mais que este teorema responda a conjectura parcialmente, as técnicas usadas para prova-lo se
restringem ao caso em que a bacia estatistica de atragc@o € densa e até o momento, nao sao conhecidas
técnicas mais gerais que permitem concluir a ndo-existéncia de medidas fisicas de Dirac em pontos fixos
do tipo sela. Além disso, os exemplos conhecidos e que foram estudados neste trabalho possuem bacias
estatisticas de atracdo com medida de Lebesgue total (em particular, densas). Isto nos leva a seguinte
pergunta motivada por este teorema: existe algum difeomorfismo f em uma superficie que possui uma
medida fisica de Dirac um ponto fixo do tipo sela cuja bacia estatistica de atracdo € um conjunto denso em
lugar nenhum? A resposta ¢ afirmativa e € respondida no seguinte teorema também provado no teorema B
em [GGS20]:

Teorema 6.9.1 (Guarino,Guihéneuf,Santiago). Seja S? uma superficie fechada. Existe um difeomorfismo
f € Diff}(S?) que possui um ponto fixo do tipo sela p € M cuja bacia estatistica de atracdo B #(6p) €
um conjunto denso em lugar nenhum (em particular, tem interior vazio) com medida de Lebesgue positiva

em S?%. Mais ainda, sua entropia topolégica é positiva e possui infinitos pontos periédicos.

Ao leitor que estiver interessado em continuar seus estudos neste problema de pesquisa e gostaria de
mais exemplos de sistemas dindmicos cadticos admitindo medidas fisicas de Dirac, além dos artigos ja
citados neste trabalho, gostarifamos de destacar que em [HK90] é provada a existéncia de um exemplo
que admite uma medida fisica de Dirac com suporte em um ponto fixo hiperbdlico repulsor. Sobre
os difeomorfismos quase-Anosov, sdo provadas em [HuOO] sob quais condi¢des é possivel garantir a

existéncia de medidas SBR para estes difeomorfismos.

173






[ABV0O0]

[Bal00]

[Bir40]
[Bow75]

[Bro+18]

[BS02]

[Car92]

[CI96]

[CLP19]

[CN13]

[DRO7]

[GGS20]

[Gro81]

[Han89]

Bibliografia

J. F. Alves, C. Bonatti e M. Viana. “SRB measures for partially hyperbolic systems whose
central direction is mostly expanding”. Em: The Theory of Chaotic Attractors. Springer, 2000,
pp. 443-490.

V. Baladi. Positive transfer operators and decay of correlations. Vol. 16. World scientific,
2000.

G. Birkhoff. Lattice theory. Vol. 25. American Mathematical Soc., 1940.

R. Bowen. “Equilibrium states and the ergodic theory of Anosov diffeomorphisms”. Em:
Springer Lecture Notes in Math 470 (1975), pp. 78-104.

A. W. Brown et al. “Entropy, Lyapunov exponents, and rigidity of group actions”. Em: arXiv
preprint arXiv:1809.09192 (2018).

M. Brin e G. Stuck. Introduction to dynamical systems. Cambridge university press, 2002.
M. P. d. Carmo. Riemannian geometry. Birkhduser, 1992.

M. Campanino e S. Isola. “Infinite invariant measures for non-uniformly expanding trans-
formations of [0, 1]: weak law of large numbers with anomalous scaling”. Em: Forum
Mathematicum. Vol. 8. 1. Berlin; New York: De Gruyter, c1989-. 1996, pp. 71-92.

V. Climenhaga, S. Luzzatto e Y. Pesin. “SRB measures and Young towers for surface diffeo-
morphisms”. Em: arXiv preprint arXiv:1904.00034 (2019).

C. Camacho e A. L. Neto. Geometric theory of foliations. Springer Science & Business Media,
2013.

L. J. Diaz e D. de Rezende Jorge. Uma introdugdo aos sistemas dindmicos via fragoes
continuas. IMPA, 2007.

P. Guarino, P.-A. Guihéneuf e B. Santiago. “Dirac physical measures on saddle-type fixed

points”. Em: Journal of Dynamics and Differential Equations (2020), pp. 1-66.

M. Gromov. “Groups of polynomial growth and expanding maps”. Em: Publications Mathé-
matiques de IInstitut des Hautes Etudes Scientifiques 53.1 (1981), pp. 53-78.

M. Handel. “Periodic point free homeomorphism of 72”. Em: Proceedings of the American
Mathematical Society 107.2 (1989), pp. 511-515.

175



[HK90]

[HP70]

[HuO00]

[HY95]

[KH97]

[Kwa07]

[Leel3]

[Lew89]

[LS+81]

[LY73]

[Ose68]

[OV10]

[PalO0]

[Pes76]

[PS82]

[RF88]
[Ryc83]

[San15]

[Shu70]

176

F. Hofbauer e G. Keller. “Quadratic maps without asymptotic measure”. Em: Communications
in mathematical physics 127.2 (1990), pp. 319-337.

M. W. Hirsch e C. C. Pugh. “Stable manifolds and hyperbolic sets”. Em: Global Analysis
(Proc. Sympos. Pure Math., Vol. X1V, Berkeley, Calif., 1968). 1970, pp. 133-163.

H. Hu. “Conditions for the existence of SBR measures for “almost Anosov” diffeomorphisms”.
Em: Transactions of the American Mathematical Society 352.5 (2000), pp. 2331-2367.

H. Hu e L.-S. Young. “Nonexistence of SBR measures for some diffeomorphisms that
are’ Almost Anosov’”. Em: Ergodic Theory and Dynamical Systems 15.1 (1995), pp. 67-76.

A. Katok e B. Hasselblatt. Introduction to the modern theory of dynamical systems. 54.
Cambridge university press, 1997.

J. Kwapisz. “A toral flow with a pointwise rotation set that is not closed”. Em: Nonlinearity
20.9 (2007), pp. 2047-2060.

J. M. Lee. “Smooth manifolds”. Em: Introduction to Smooth Manifolds. Springer, 2013,
pp. 1-31.

J. Lewowicz. “Expansive homeomorphisms of surfaces”. Em: Boletim da Sociedade Brasileira
de Matemadtica-Bulletin/Brazilian Mathematical Society 20.1 (1989), pp. 113-133.

F. Ledrappier, J.-M. Strelcyn et al. A proof of the estimation from below in Pesin entropy
formula. CSP, Dép. de mathématiques, 1981.

A. Lasota e J. A. Yorke. “On the existence of invariant measures for piecewise monotonic
transformations”. Em: Transactions of the American Mathematical Society (1973), pp. 481—
488.

V. Oseledec. “Multiplicative ergodic theorem”. Em: (1968).

K. Oliveira e M. Viana. “Teoria Ergédica: Um Curso Introdutério”. Em: IMPA 103 (2010),
p- 104.

J. Palis. “A global view of dynamics and a conjecture on the denseness of finitude of attractors”.
Em: Astérisque 261 xiiixiv (2000), pp. 335-347.

J. B. Pesin. “Families of invariant manifolds corresponding to nonzero characteristic expo-
nents”. Em: Mathematics of the USSR-Izvestiya 10.6 (1976), p. 1261.

Y. B. Pesin e Y. G. Sinai. “Gibbs measures for partially hyperbolic attractors”. Em: Ergodic
Theory and Dynamical Systems 2.3-4 (1982), pp. 417-438.

H. L. Royden e P. Fitzpatrick. Real analysis. Vol. 32. Macmillan New York, 1988.

M. Rychlik. “Bounded variation and invariant measures”. Em: Studia mathematica 76.1
(1983), pp. 69-80.

B. Santiago. “Commuting vector fields and generic dynamics”. Tese de dout. Universidade
Federal do Rio de Janeiro, 2015.

M. Shub. “Expanding maps”’. Em: Global Analysis (Proc. Sympos. Pure Math., Vol. X1V,
Berkeley, Calif., 1968). 1970, pp. 273-276.



[Sin72]

[SSV10]

[Tak94]

[Via97]

[Via98]

[Via99]
[You02]

[You99]

Y. G. Sinai. “Gibbs measures in ergodic theory”. Em: Russian Mathematical Surveys 27.4
(1972), p. 21.

R. Saghin, W. Sun e E. Vargas. “On Dirac physical measures for transitive flows”. Em:
Communications in Mathematical Physics 298.3 (2010), pp. 741-756.

F. Takens. “Heteroclinic attractors: time averages and moduli of topological conjugacy”. Em:
Boletim da Sociedade Brasileira de Matemdtica-Bulletin/Brazilian Mathematical Society 25.1
(1994), pp. 107-120.

M. Viana. Stochastic dynamics of deterministic systems. Vol. 21. IMPA Rio de Janeiro, 1997.

M. Viana. “A probabilistic and geometric perspective”. Em: The Work of the Fields Medalists
and of the Rolf Nevanlinna Prize Winner (1998), p. 557.

M. Viana. Lecture notes on attractors and physical measures. 1999.

L.-S. Young. “What are SRB measures, and which dynamical systems have them?” Em:
Journal of statistical physics 108.5 (2002), pp. 733-754.

L.-S. Young. “Recurrence times and rates of mixing”. Em: Israel Journal of Mathematics
110.1 (1999), pp. 153-188.

177



