FLUXOS ESPECIAIS SOBRE ROTACOES NAO SAO
TOPOLOGICAMENTE MISTURADORES, SEGUINDO A.KOCHERGIN

BRUNO SANTIAGO

REsuMO. O objetivo dessas notas é apresentar uma demonstracao auto-contida de que
que nao existe fluxo suspensao em cima de uma rotagao irracional no circulo, com fungao
teto de variacao limitada que seja topologicamente misturadora.

1. INTRODUCAO

Seja f : S! — S! uma rotacao de angulo « € (0, 1) irracional. Seja 7 : S! — (0, +00)
uma funcao continua, interpretada aqui como uma funcao teto. Considere o conjunto o
conjunto dos pontos do cilindro S* x R que ficam abaixo do gréfico da funcao teto:

Y ={0,t)eS'xR; 0<t<7(0)}

Topologicamente esse conjunto ¢ um cilindro com duas componentes de bordo. Vamos
introduzir nele uma relacao de equivaléncia declarando

0,7(0)) ~ (a,0) <= a= f(6).

Dado p € Y denotamos por [p| o conjunto dos pontos ¢ € Y taisque g ~p. Em X =Y/ ~
introduzimos a métrica quociente: dados = = [p],y = [q] € X

d(z,y) = min{d(p. §).p € [p], ¢ € [q]}-
Lemma 1.1. (X,d) é um espago métrico compacto.
Demonstracao. Exercicio O

No espaco X definimos um sistema dinamico em tempo continuo ¢ : R x X — X pondo

¢u([p]) = [p + 1.

0 f(0)
FicuraA 1. Fluxo suspensao modelado no plano cartesiano.

O objetivo dessas notas é demonstrar o seguinte teorema.

Theorem 1.2 (Kochergin [1]). Se a funcdo teto T for de varia¢ao limitada entdo o fluxo
¢ nao € topologicamente misturador.

Observe que o resultado independe do tipo aritmético do nimero de rotacao, mas

demanda uma regularidade minima para a funcao teto.
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2. FUNQOES BV
Dada uma particao finita P = {#; < 0y < 03 < ... < 0p < Op1 = 60,} de S, denotamos

por I, o intervalo I, = [y, Tp41).

Tr41

F1GUrA 2. Uma particao do circulo. Em vermelho, um dos seus intervalos.

Dada uma funcao continua 1 : S' — R definimos a variacao de v com respeito a P
como sendo

Varp(¢) = ZQZJ(I@H) — ().

Dizemos que uma funcao continua 1 € S! — R é de variacao limitada se existe uma
constante C' > 0 tal que para toda parti¢ao finita P de S! tivermos Varp(v)) < C, ou,
equivalentemente, se

sup Varp(y)) < oc.
P

Proposition 2.1. Toda funcdo de classe C* é de variacdao limitada. Existem funcoes
continuas que nao sao de variacao limitada.

Demonstracao. Exercicio. O
Denotamos o conjunto das fungoes continuas de variagao limitada por BV(S'). Quando
¥ € BV(S'), o niimero Var(y)) = supp Varp (1)) é chamado a variacio total de .
3. A DESIGUALDADE DE DENJOY-KOKSMA

Sejam p,,/q, os convergentes da expansdo em fragoes continuas do angulo de rotacao
«. Em particular, temos que

" 1
p——Oé <—2
Qn Qn

Fixe n e por simplicidade vamos denotar ¢ = gq,,.

Theorem 3.1 (Denjoy-Koksma). Seja v € BV(S!). Entdo, para todo v € S' vale que

< Var(v).

S v @) g [ s

Antes de comecar a demonstracao, vamos precisar de um resultado auxiliar. Considere
a partigao do circulo por intervalo Jy, = [x + %, T+ %), para k =0,....q — 1.

Lemma 3.2 (Lemma de Herman). Para cada k =0, ..., q—1 existe um inico j =0, ...,q—1
tal que fI(z) € Ji.
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Demonstracao. Exercicio. O

Agora estamos em posicao de apresentar a demonstracao da desigualdade de Denjoy-
Koksma.

3.1. Prova do Teorema Observe que

/lp(e)de =3 [ vy
k=0 i
e que
(i (x)) = / ()

Aplicando o lema de Herman, podemos reordenar os pontos z, f(x), f2(), ..., f17 ()
usando k — j cuja existéncia fica garantida pelo lema de Herman. Logo, como o compri-
mento {(J;) do intervalo Jj é exatamente 1/¢ temos que
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< z g(?]k) 0 @) - polas
< S Var(wly,) < Var(®)

k=0

4. PrRovA DO TEOREMA DE KOCHERGIN

Seja V = Var(7). Seja 0 < § < mingest 7(x). Fixe A C S! um intervalo fechado de
comprimento pequeno o suficiente para que o conjunto

A= ) @)

—3V<t<3V46

nio seja denso em X. Como A é compacto, isso implica que V = X \ A é aberto. Vamos
supor por reducao ao absurdo que ¢ seja topologicamente misturador. Seja A; C A um
intervalo aberto e seja

U o

0<t<s
Entao, existe Ty > 0 tal que se t > Ty entdo ¢(B) NV # ). Seja ro € S! um ponto
arbitrério e considere a sequéncia numérica t, = S % ' 7(f4(x0)). Temos que t, > nd

e portanto t, — oo. Em particular, para todo n suficientemente grande devemos ter
tn > To.

Seja y € B um ponto arbitrario. Entdo, existe z € Ay e 0 <y < ¢ tais que y = ¢,(z).
Denote 7, = S0 " 7(f!(x)). Pela definigio do fluxo ¢ temos que ¢, (z) = f&(x), e
portanto

¢tn(y) = ¢’y+7‘n+tn77n<x)

¢'Y+(tn77-n) © ¢7'7L (x)
- ¢7+(tn_7'n)<fqn (l’))
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FIGURA 3. Prova do Teorema (1.2} para tempos arbitrariamente grandes a
trajetéria do conjunto B fica presa na faixa A.

Sabemos da dinamica das rotagoes irracionais que f%(x) — z. Logo, como A; é aberto,
para todo n suficientemente grande devemos ter nao somente t, > Ty como também
devemos ter fi(x) € A;. Isso prova que

Gt (V) € Py (tn—rn) (A1)

No entanto, pela desigualdade de Denjoy-Koksma, temos que |1, — t,| < V, e como
0 < v <9, deduzimos que

Como consequéncia disso, deduzimos que ¢4, —r,)(A1) C A, o que implica que ¢y, (y) €
A, para todo n suficientemente grande. Isso prova que ¢, (B) C A para todo n grande e
portanto ANV # 0, o que é absurdo. O
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