UMA INTRODUCAO AO ARGUMENTO DE DERIVA
POLINOMIAL

BRUNO SANTIAGO

1. INTRODUGAO

Os teoremas de classificagdo de medidas invariantes para agoes em espagos ho-
mogéneos, notadamente os teoremas de Marina Ratner, estao no panteao dos re-
sultados mais importantes da Teoria Ergddica, nao somente pelas suas aplicagoes
maravilhosas em Teoria dos Ntimeros, mas também pela beleza intrinseca na imensa
generalizagao que eles representam do estudo de translagoes do toro.

Para matemaéticos como eu que tem uma formacao mais voltada para a dindmica
diferencidvel de sistemas com hiperbolicidade, esses resultados e, principalmente,
as ideias envolvidas nas suas demonstracoes ficam bastante ofuscadas por toda a
teoria de Lie envolvida.

Tendo isso em mente o objetivo dessas notas é apresentar de forma completa uma
demonstracao de um caso particular do Teorema de Ratner sobre classificacao de
medidas invariantes por fluxos unipotentes, que é devida a Dani. Vamos considerear
quocientes do grupo SLa(R) por subgrupos discretos e o objetivo vai ser classificar
medidas de probabilidade invariantes e ergédicas pela agao do grupo unipotente U =

1 ~ . . . . . .
{ [0 ﬂ ;s € R}. A énfase principal vai ser no argumento de deriva polinomial de

Ratner que aqui vai aparecer de uma maneira leve o bastante para que possa ser
apreciado em todo seu esplendor.

Esse texto é acessivel a (ou eu gostaria que fosse...) qualquer pessoa que tenha
feito um curso bésico de teoria ergédica e que tenha nogoes rudimentares de topo-
logia diferencial e agoes de grupos. O argumento segue de perto a apresentagao de
[1], pdginas 96-100.

2. O GruUPO SLy(R) E SEUS QUOCIENTES

Vamos considerar o grupo de Lie G = SLo(R). Ele é o ponto de partida para
apresentarmos 0s espagos nos quais vao atuar os sistemas dinamicos que vamos
considerar. Por isso vamos fazer um estudo detalhado de G. Como vamos fazer
teoria ergddica, é muito importante analisar a medida de referéncia de G. Observe
que G é uma variedade diferencidvel nao-compacta de dimensao 3. Como em todo
grupo de Lie, podemos dotar G de uma métrica Riemanianna invariante por mul-
tiplicagbes a direita. Mais precisamente, para cada g € G temos a aplicacdo de
translagao a direita Ry : G — G associada a g dada por R,(h) = gh para todo
h € G. Como G é um grupo de Lie, R, é um difeomorfismo com inversa R,-1.
Definimos similarmente a aplicacdo de translagao a esquerda Ly : G — G. Dado
qualquer produto interno (,) definido na &lgebra de Lie T;4G de G e dados g € G,

1



u,v € T,G definimos
(u,v) = (DRy-1(g)u, DRy-1(g)v).

Com a forma de volume induzida por essa métrica Riemanniana temos uma medida
de volume em G, que é chamada a medida de Haar de G, que vamos denotar por
m.
Observe que G C GL2(R) é uma subvariedade de codimensao 1. Identificando
GL2(R) com um subconjunto aberto de R* vemos que m nada mais é do que a
restricio da medida de Lebesgue & SLy(R). Em particular, temos que a medida
de Haar de G também ¢ invariante pelas translagoes a esquerda L,. Ou seja, G é
unimodular.

Tal qual o toro T? é o quociente do grupo R? pelo subgrupo discreto Z? vamos
considerar o quociente de G por um subgrupo discreto I' e denotar X = G/I.
Assim, x € X <= x = gI', para algum g € G. O exemplo para se ter em mente
aqui é T' = SL(Z).
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F1GURA 1. T contido em G é a uniao do pontos vermelhos. Uma
vizinhanga de x = idI" é a uniao das bolinhas verdes.

Esse é o espaco no qual vamos ter dindmica acontecendo. Como é natural desde
o caso do toro, precisamos tomar o quociente para poder enxergar recorréncia, pois
a dinamica das translagoes R, em G é essencialmente trivial. Localmente X ¢é
idéntico a G, dotado da mesma estrutura diferenciavel. Em particular, podemos
definir em abertos pequenos de X (veja a Figura 1) a medida de Haar m.

Observagio 2.1. Nao segue da definigdo que m(X) < co. No caso I' = SLy(Z) isso
é verdade mas nao usaremos essa informacao nos argumentos que seguirao.

2.1. O fluxo geodésico e o fluxo horociclico. Vamos agora apresentar os sis-
temas dindmicos a serem considerados atuando no espago X. Consideramos o

subgrupo
def 1 t
v L=t uves)

U é o que se chama um subgrupo a um parametro de G. Um célculo matricial direto
mostra que U define um fluxo em G pois
Ut_;,_s = UtUg.

Assim a multiplicagdo por u; define um fluxo em G e esse fluxo passa ao quociente.
Dito com outras palavras, temos definimos o fluzo horociclico em X por ¢} : X — X
pondo ¢y (gI') = wgl.



Exemplo 2.2. Quando I' = SLy(Z) o fluxo horociclico tem érbitas periddicas pois
ug, w1 € I' nesse caso. Assim, x = I" é um ponto periédico de periodo 1 para o fluxo

¢U
O fluxo horociclico é nosso objeto dindmico principal. Queremos entender a
demonstracao do resultado a seguir.

Teorema A (Ratner/Dani). Se p € P(X) € uma medida de probabilidade invari-
ante e ergddica pelo fluxo ¢* que ndo estd suportada em wma orbita periddica entdo
existe ¢ > 0 tal que p = cm. Em particular, m(X) < oo.

Uma das consequéncias interessantes do teorema é fornecer um critério para
decidir quando um subgrupo discreto é o que se chama um reticulado, isto é, quando
0 quociente possui volume finito com respeito & Haar. O Teorema A mostra que
a existéncia de medidas invariantes nao-triviais para ¢ implica que I' tem que ser
um reticulado.

Uma das ideias por tras do teorema é que a estrutura homogénea do espago
X e as simetrias naturais do sistema dinamico ¢ forcam invariancia adicional
para atuacao desse fluxo. Vamos passar agora a descrever quais sao essas simetrias
naturais do fluxo horociclico.

O fluzo geodésico ¢ é o subgrupo a um parametro {a; }icr definido por

et/? 0
at = 0 e_t/2 .

E facil ver que a;ys = aias € portanto temos um fluxo ¢f : X — X definido por
¢¢(gT") = atgT. Essa terminologia néo é & toa, ela vem impregnada da influéncia
da teoria hiperbdlica.

Nessas notas, eu penso o fluxo ¢f como um fluxo Anosov na variedade de di-
mensao 3 que € o espaco X e o fluxo ¢ como sendo a folheacao instavel desse fluxo
Anosov. Isso se justifica pela relacdo de comutagao entre os dois fluxos, dada no
lema a seguir.

Lema 2.3. a,u; = Uestas.

D traca es/? 0 Lot]  [e/? tes/2] 1 te] [ed/? 0
emonsiragao. 0 675/2 0 1 = 0 675/2 - 0 1 0 678/2 .
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FicUrRA 2. A trajetéria horociclica de tamanho ¢ é enviada pelo
difeomorfismo as numa trajetoria de tamanho et



Vamos dividir a demonstracdo do Teorema A da seguinte maneira. Na préxima
secao vamos enunciar e provar alguns resultados menores, auxiliares a demons-
tragao. Na secado seguinte, vamos apresentar quatro lemas principais que irao com-
por o argumento e provaremos todos exceto o primeiro. Este primeiro lema, cuja
demonstracao contém uma versao do argumento de deriva polinomial e é a parte
mais técnica (e bonita) da prova serd feito na tltima segao.

3. ALGUNS LEMINHAS

Como o objetivo é que esse texto seja ascessivel ao maior publico possivel, vou
apresentar de maneira muito elementar alguns resultados que podem ser mais bem
vistos dentro de teorias mais gerais.

3.1. Aproximacgoes da id. A relagdo de comutagao entre o fluxo horociclico e o
fluxo geodésico forga o seguinte.

Lema 3.1. Dado t € R wale limg_, o a_suzas = id.

Demonstragao. Como a_su; = Ue-s4a_s, multiplicando por as em ambos os lados
obtemos a_suzas = u.-s¢, 0 que implica o resultado. O

3.2. Folheagoes centro estavel/instavel. Consideramos o grupo

U_dg{[l O};aER}.
a 1

De maneira analoga ao Lema 2.3 temos que dados s,t € R vale

asu; = ue__stas.

O fluxo {u; } assim obtido é o fluzo horociclico estdvel. Vamos considerar o grupo
B = AU. Observe que, pelo Lema 2.3 B = UA. Esse grupo pode ser pensado
como a “folheagao centro instavel” do fluxo geodésico. De forma andlogo, o grupo
B~ = AU~ pode ser pensado como a “folheagao centro estavel” do fluxo geodésico.
Nesta segao vamos provar que essencialmente essas folheacoes possuem estrutura
de produto local, como num fluxo Anosov. Apenas vamos escrever isso numa lin-
guagem algébrica, o que ird reduzir a demonstracao a um cédlculo matricial.
. b . .

Lema 3.2. Seja g € G com g = {Z d] e suponha que a # 0. Entao, existem
welU,uelU™ ea€ A tais que g = tau.

Demonstragao. E suficiente observar que o sistema
a bl _[1 0]fa 071 ¢
c dl |t 1|0 a7t |0 1
| at
T ot att+a!

admite como solucio a = a, t = b/a e t = c/a. O

Seja M = {g = [Z 2] sa # O}. Observe que, pelo teorema da funcao implicita,

o complementar G \ M é uma subvariedade de codimensao positiva de G.



Corolério 3.3. O mapa de multiplicacdo induz um difeomorfismo entre U™ x B
e M, i.e. a aplicagao

®: U~ x B— SLy(R)
(u,b) — ub
€ um difeomorfismo entre U~ x B e M.

Demonstragao. A diferenciabilidade de ® é imediata e a demonstragdo do Lema 3.2
mostra que ® envia U~ x B bijetivamente sobre M com inversa diferenciavel. [

Proposicao 3.4 (Acessibilidade). G = U~ AU

Demonstragdo. Observe que a equagao

BYERIRERE

admite tinica solucdo t = b e £ = —1/b. Como

FIRSI N e

vemos que as matrizes em G'\ M com d # 0 pertencem & AUU~ = U 1AU. Além

disso,
e ol =l 32l o

1+ttt

BN it+1
admite soluco tinica t = b e t = —1/b. Junto com o Lema 3.2 isso mostra que
qualquer elemento g pode ser escrito como um produto de elementos em U™, A e U

em alguma ordem e como AU = UA e AU~ = U~ A isso completa a demonstragao.
O

3.3. Um leminha de anadlise. O resultado a seguir vai aparecer na demonstragao
do fenomeno de Mautner.

Lema 3.5. Seja H um espacgo de Hilbert e f : H — H uma isometria. Dadov € H
vetor nao-nulo, se (f(v),v) = (v,v) entao f(v) =.

Demonstra¢do. Como v # 0 e como (f(v),v) = (v, v) segue que f(v)—v é ortogonal
a v mas f(v) ndo é ortogonal a v. Pelo Teorema de Pitdgoras

£ @)1 = l[o]l* + 1 (v) = vl|*.
Como f é isometria segue que ||f(v) — v|| = 0, como querfamos. O
3.4. Um leminha de teoria da medida. O enunciado a seguir é uma simples re-

formulacao do fato que as 6rbitas de uma agao de grupo formam uma decomposicao
do espago para a qual podemos aplicar o teorema de Fubbini.

Lema 3.6. Sejam G um grupo munido de uma medida m, (X, ) um espago de
probabilidade e ¢ : GXx X — X uma agdo que preserva u. DadoY C X se p(Y) =1
entdo para i quase todo ponto x € X wvale que

m({g € G;dy(z) ¢ Y}) = 0.



Demonstracio. Seja N = {(g,x); ¢4(z) ¢ Y}. Dado g € G, como a transformagao
¢g preserva p temos p(¢g-1(Y¢)) = p(Y¢) = 0. Portanto o conjunto

{r € X;(g,2) € N}

Possui medida nula com respeito a p. Pelo Teorema de Fubbini temos que m x
#(N) = 0. Aplicando Fubbini mais uma vez deduzimos a conclusao do lema. Isto
termina a prova. O

4. COMEQANDO A PROVA: DESFRUTANDO DA INVARIANCIA EXTRA

Como ja disse acima, o passo técnico fundamental da demonstragao do Teo-
rema A consiste no argumento de deriva. Aqui o argumento de deriva vai nos
fornecer a primeira invaridncia adicional: usando ele vamos provar (basicamente)
se nao for trivial, uma medida ergddica invariante pelo fluxo horociclico tem que
ser invariante pelo fluxo geodésico também.

Proposicao 4.1 (Argumento de Deriva). Seja u € P(X) uma medida de probabi-
lidade invariante e ergddica pelo fluxo ¢*. Se p nao estda suportada em uma orbita
periodica ¢ entdo p € invariante pelo fluzo ¢*.

O objetivo desta segao vai ser explicar como conseguimos concluir a demons-
tragdo do Teorema A assumindo a Proposicdo 4.1. O primeiro corolario automatico
é que se p é U-invariante e U-ergédica entdo p é B invariante, onde B = AU. O
passo seguinte é obter a ergodicidade da medida com respeito ao grupo A.

Lema 4.2 (Fenémeno de Mautner). Seja p € P(X) uma medida de probabilidade
stmultaneamente U e A (ou seja, p é preservada por ambos os fluzos ¢* e ¢*). Se
p e Li(X) representa uma fungdo que € constante ao longo de quase toda trajetoria
do fluzo ¢* entao ¢ também € constante ao longo de quase toda trajetoria do fluzo
P
Demonstracdo. Dado g € G considere o operador unitario de Koopman

Lg: L2(X) — L2(X)

prrpolLyg.

Observe que g — ﬁg é uma representacao: ﬁg oLy = f/gh. O fato de cada operador
ser unitario quando g € B é uma reformulagao da B-invariancia de p.

Além disso, se ¢ € Li(X ) representa uma funcdo que é constante ao longo de
quase toda trajetéria do fluxo ¢® entao I:ascp = ¢ para todo s € R.

Tendo isso em mente, seja ¢ um vetor invariante por todos f/as esejat € R
arbitrério (fixo). Entao, como ﬁc_s ¢ uma isometria temos

<[A/ut<p7 @) = <iutﬁa550a [A/a530>

= <La,suta5 ' <)0>

Como isso é verdade para todo s aplicando o Lema 3.1 obtemos

(Lu,p, ) = (s )
Pelo Lema 3.5 concluimos que iutnp = . Portanto, ¢ é invariante por todos os
operadores L,,, o que é o mesmo que dizer que ¢ é constante ao longo de quase
toda trajetoria do fluxo ¢*. O



Corolario 4.3. Seja p € P(X) wma medida de probabilidade U-invariante e U-
ergodica. Entao p € A-ergddica.

Demonstracdo. Pela Proposigao 4.1 temos que u é A-invariante. Para provar que a
acao do fluxo ¢* é ergddica com respeito a p, como sabemos que essa agao preserva
1, é suficiente demonstrar que toda fungao integravel ¢ que é constante ao longo
de trajetérias do fluxo ¢® é, na verdade, constante em quase todo ponto. Pelo
Lema 4.2 temos que ¢ é constante ao longo de quase toda trajetéria do fluxo ¢*.
Como, por hipétese, p é ergddica pela agdo do fluxo ¢ segue que ¢ é constante em
quase todo ponto. Isso estabelece a afirmacao desejada e conclui a prova. (Il

4.1. Medidas SRB. Agora uma pausa para um pouco de discussao. Se pensamos
no fluxo ¢* como um fluxo Anosov e no fluxo ¢* como sendo a folheagao instavel
desse fluxo Anosov, entdo uma medida ¢* invariante é na verdade uma medida
absolutamente continua com respeito a folheagao instavel de ¢%, ou seja, uma me-
dida SRB. O que provamos acima pode entao ser reformulado como medidas SRB
sao sempre invariantes e ergodicas. Dentro desse espirito, os argumentos que va-
mos dar a seguir na verdade sao uma demonstracao de que a medida de Haar € a
unica medida SRB ergodica de ¢*. Note que nao podemos simplesmente “apelar”
para esses argumentos da teoria uniformemente hiperbdlica porque (dentre outras
razdes) X nao é compacto e nem m(X) é finito a priori.

A primeira coisa que precisamos estabelecer é a ergodicidade da medida de Haar
para acao do fluxo geodésico.

Lema 4.4 (Argumento de Hopf). O sistema (¢, m) é ergddico.

Demonstragao. Seja ¢ € Li(X) uma fungdo constante ao longo de trajetérias do
fluxo ¢*. Como m é simultaneamente ¢“ e ¢ invariante aplicando o Lema 4.2
deduzimos que ¢ é constante ao longo de trajetérias do fluxo ¢*. Seja ¢° o fluxo
horociclico estavel, i.e.
¢;(x) = u; gL

Observe que o Lema 4.2 também se aplica a ¢° (basta fazer s — —oo no argumento).
Assim, deduzimos que ¢ também é constante ao longo de quase toda trajetoria do
fluxo ¢°. Assim, obtemos um conjunto X’ C X com m(X’) =1 e tal que se x € X’
entao

po¢i(xr) =p(z), paratodo t€R, x=u,s,a.
Logo, se v € X' e x = gI', com g € G, aplicando o Lema 3.2 podemos escrever
g = u; ayug, com t,r, s € R. Entao, a equagao acima fornece

o(x) = (gl') = @(uy arusl) = @(T).
Portanto ¢ é constante em m-quase todo ponto. [l
4.2. Prova do Teorema A. Seja p € P(X) uma medida de probabilidade ¢“
invariante e ¢" ergddica que nao estd suportada em uma érbita peridédica. Nosso

objetivo é demonstrar que p = ¢m, para algum ¢ > 0. Para isso, dados x € X e
¢ € C9(X) fungao continua de suporte compacto definimos

N BT R
¢(z) = liminf — /0 e(¢fx)dt.

Seja Y = {z € X;0= [pdu}. Pelo Coroldrio 4.3 temos que p é também ¢*
invariante e ¢ ergédica. Por isso, u(Y) = 1. Como as érbitas pelo fluxo horociclico



estavel ¢° sao variedades estdveis do fluxo geodésico e como ¢ é uniformemente
continua, temos que

p(o7z) = o(x)
Segue dai que Y C X é um conjunto invariante pela agao do grupo U~.

Por outro lado, como g é invariante pela acdo do grupo B = UA aplicando o
Lema 3.6 obtemos que para p quase todo ponto z € X o conjunto

def

B, ={beB;bzeY}

possui medida de Lebesgue total em B. Fixemos um tal ponto x € X. Entao, para
Lebesgue quase todo ponto b € B e todo u~ € U™ temos

u bx eY.

Seja F = {u~bx;u~ € U™,b € B,}. Afirmo que m(F<) = 0. Com efeito, o conjunto
U~ x B, possui medida de Lebesgue total em U~ x B. Como F = ®(U~ x B,),
a afirmacdo segue diretamente do Coroldrio 3.3. Em particular, deduzimos que
m(Y°¢) =0.

Suponha agora que ¢ > 0 e que f(pdu = 1. Entao, para m-quase todo ponto
x € X vale que ¢(z) = 1. Logo, aplicando o Lema de Fatou temos que

nmm:iéawmm( <hmmff/ﬁ/ (¢¢a)dtdm(z)

—hmmf—/ / (ofx)dm(z)dt
—mmf// )t

- /X o(@)dm(x) < oo,

pois ¢ é continua de suporte compacto. Isso prova que m é finita e como, pelo
Lema 4.4 (¢*,m) é ergédico podemos aplicar o teorema ergédico de Birkhoff e

deduzir que
pz) =c / wdm
X

para m-quase todo ponto x € X, onde ¢ = m(X)~!. Como m(Y¢) = 0 temos
pelo menos um ponto x € Y tal que $(x) = [y pdm. Mas entao, isso prova
que [dp = c [ pdm. Como ¢ pode ser tomada arbitrariamente, isso prova que
cm = [ ([l

5. O ARGUMENTO DE DERIVA: PROVA DA PROPOSIGAO 4.1

Como o objetivo principal dessas notas é discutir em profundidade a demons-
tragao da Proposicao 4.1, vamos comecgar pensando numa possivel abordagem para
o problema.

Vejamos. Nosso objetivo é demonstrar que p é invariante pelo fluxo ¢®. Para isso,
é suficiente demonstrar que, dada qualquer fungao continua de suporte compacto

¢ € CY(X), vale que
/sodu = /soocb?du,



para todo s € R. Fixemos s € R e seja a € A, a = a,. Considere entao f, : X — X
a aplicagao de tempo s do fluxo ¢* agindo em X, isto é

fulw) * agl
se x = gI' € X. Seja p° e @ o f,. Entao, com essas notacoes nosso objetivo é
demonstrar que

(5.1) /sodu= /so“du~

Seja X' C X o conjunto dos pontos p genéricos para a acao do fluxo ¢¥%. Pelo
Teorema Ergddico de Birkhoff sabemos que p(X’) =1 e se € X' entdo

T
Jim = [ ptwayit = [ o
para toda fungdo continua de suporte compacto ¢ € CY(X) (basta tomar um
subconjunto enumerdvel denso no espago C2(X) e tomar intersecoes dos conjuntos
dados pelo teorema ergédico para cada fungao desse subconjunto). Para entender de
onde vem a ideia da demonstragao da Proposicao 4.1 suponha que f,(X')NX’ # 0.
Entéao, existe x € X’ tal que f,(x) € X'.
Dai, como z € X’ entao

1 /7
/Lp“d,u: lim —/ % (ugx)dt.
0

T—oo T
s/2

0 6,2 /2] aplicando o Lema 2.3 vem que

e
Por outro lado, como a = [

fa(ur) = au® = Ues1aT = Uest fo(T).

Logo ¢%(utx) = @ o fo(urz) = p(uetfa(x)), onde ¢ = e*. Como, por hipdtese,
fa(z) € X' deduzimos que

I I
lim —/ " (ugz)dt = lim —/ (et fo(x))dt
0 T Jo

T—oo T

T—oo 1

= / edp,
o que estabelece (5.1).

Vamos pensar um pouco sobre a hipétese que fizemos. O conjunto X’ é saturado
pelas érbitas do fluxo horociclico. A hipdtese que fizemos é que para algum ponto
desse conjunto a trajetéria dele pelo fluxo geodésico volta a intersectar o conjunto
X'.

Veja a Figura 3 tendo o Lema 3.2 em mente. Qualquer ponto de X pode ser
obtido a partir da id por um caminho “horociclico-geodésico-horociclico estéavel” (a
menos de permutagdo da ordem). Por outro lado, se  é um ponto de densidade
de X’ vai existir um elemento g € G, tao perto da identidade quanto quisermos tal
que gz € X'. E af a questdo é: como é a escrita desse elemento g com respeito a
decomposi¢ao G = U~ AU?

Em outras palavras, se a gente pensa B como sendo a folheagao centro-instavel
do fluxo geodésico ¢® e B~ como sendo a folheacao centro estdvel, podemos indagar

1 cT
= lim — rTa d
A iy fo(z))dr



FiGURA 3. Estrutura geométrica local dos fluxos ¢% e ¢*. B~ = AU~

0 que acontece se g estd sempre dentro das folhas de uma dessas folhacoes, e o que
acontece no caso contrario.

Com efeito, vamos ver que se g € B (para g arbitrariamente préximo da id)
entao é como se a medida estivesse toda concentrada numa unica folhas centro-
instavel. Heuristicamente, a tnica forma de g nao apresentar invariancia pelo o
fluxo geodésico é estar suportada numa orbita periédica. Excluindo-se essa possibi-
lidade € ai que comega a se desenhar o argumento de deriva. No proximo paragrafo
vou fazer um resumo que como ele funciona.

5.1. Um esbogo do argumento. Vamos assumir que existem b ~ id, mas g ¢ B,
e um elemento z € X’ tal que gr € X’. Aqui eu uso a notagao a ~ b para indicar
que d(a,b) é muito pequena.

O coracao da prova reside num fato que aqui serd deduzido de um célculo matri-
cial enfadonho: quando g estd muito perto de id a primeira direcao de divergéncia
entre as trajetérias horociclicas de = e de gx é muito proxima do elemento a € A
que fixamos. Com efeito, escrevendo

1 + So 0
0 (1+80)_1

a =

vamos ver que para valores arbitrariamente grande de A >> 1 temos
usngxT = D(8)ura(s)T,

onde ﬁ(s) ~ase s~ sg, A é uma funcdo de reparametrizagao (explicita) positiva
com derivada positiva.

Como gr € X' as médias temporais convergem & média espacial. Um lema de
reparametrizacao geral para fluxos (veja o Lema 5.9) permite escrever

1 52 1 52 D
/ pdp ~ / o(usrge)ds = / ") (ura(oyz)ds,
S2— 81 /g, S2 — S1 Jgy




® o Usy\gT

D(so)

=u)\A(Sg)x

ST J

FIGURA 4. A deriva transversa e a deriva da parametrizagao

onde @E(S)(y) = o(D(s)y). Escolhendo s; < so < s2 com sy — 7 muito pequeno

temos que D(s) ~ a e portanto

1 [ p 1
/ ® (5)(u>\A(S)w)ds~ / 0" (ura(s)r)ds.

S2 — 81 Js, S2 =81 Js

Fazendo a mudanca de varidvel ¢ = A(s) e escrevendo t; = A(s;), j = 1,2, obtemos

1 ° 1 t2 0 (uxew)
“(ura(s)x)ds ~ dt.
S9 — 81 / ® ( )\A( ) ) S9 — 81 /t A/(Afl(t))

S1 1

Pelo teorema do valor médio existe § € [s1,s2] tal que to —t; = A'(8)(s2 — s1).
Segue que

1 2 @a(u)\tx) 1 t2 A/(é) .
S?‘Sl/t A’(A*I(t))dtwta—tl/t AA1(1) 7 (uxew)dt.

1 1

Fazendo s — 51 suficientemente pequeno temos
A'(5)
A'(AT(1))

Além disso, o mesmo lema de reparametrizagdo permite estimar

1 t2
/ ©* (urpz)dt ~ /go“du.
t2 - tl t1

Portanto [ pdu ~ [ ¢®du, o que implica (5.1).

5.1.1. Comentdrios. O esboco acima é quase a demonstragao tal qual ela é, a menos
de alguns pontos importantes que quero destacar. Em primeiro lugar, é claro que
para ter [ pdu cada vez mais perto de [ ¢®du é necessdrio tomar g mais perto de
id. Mas isso muda a velocidade das convergéncias das médias temporais a média
assintética. Por isso, o primeiro passo é tomar um compacto de medida grande
no qual a convergéncia é uniforme. Segundo, a funcdo de reparametrizacio A
depende de g e isso poderia comprometer a escolha de s; — s; pequeno de maneira
independente. O céalculo acima vai usar na verdade que A converge C' a uma
funcao explicita d e isso vai acrescentar uma estimativa a mais ao argumento.

5.2. Uniformizando a convergéncia. Devido a deriva da parametrizacao é ne-
cessdrio considerar uma parte compacta de X’ na qual a convergéncia das médias de
Birkhoff se faz de maneira uniforme. A menos de perder um pouquinho de medida
sempre podemos fazer isso.



Lema 5.1. Dado § > 0 existe K C X' com u(K) > 1— 9 tal que para toda funcao
p € C%UX) a familia

1 T
x € K —/ o(urz)dt
T Jo
converge uniformemente a [ pdu.

Demonstra¢do. Tome um subconjunto enumeravel denso {p,} C C?(X). Tome
uma sequéncia ¢, tal que >4, < 0. Para cada n, pelo Teorema de Egorov existe
um compacto K, C X’ tal que

1 /7
re K, — —/ o (ugz)dt
T Jo

converge uniformemente & [ ¢,dp. Tome K = N72 K,,. Entéo, se z € K, dada
¢ € C9(X) e dado £ > 0 tome ¢,, satisfazendo

H(p - (PnHCD <e.
Seja Ty > 0 tal que se T > T, entao

3 [ et~ [ )

para todo x € K. Segue que

<e,

! /OTgo(utx) Je|<|z [ (e - L / o (ur)t
+ ;/OT%(utm)—/%(x) +‘/<ﬂndu—/<ﬂdﬂ‘
< 3e. U

Fixemos K o compacto dado pelo Lema 5.1. O valor de § é pouco relevante para
0 argumento.

5.3. Preparando a deriva: aproximacgao por fora da variedade centro-
instavel. Para que funcione o argumento de deriva como disse acima, é preciso
excluir a possibilidade de p estar concentrada no grupo B.

Lema 5.2. Se u nao estd suportada numa orbita periddica entao existe g, € G\ B,
com g, —id e g, K N K # (.

Demonstragdo. Suponha que nao exista sequéncia g, com a propriedade anunciada
pelo lema. Entao, deve existir uma vizinhanga V' da id em G tal que se g € V
e gK NK # () entdo g € B. Como pu(K) > 0 tem que existir x € K tal que
uw(Vaen K) > 0, pois do contrario tomando uma subcobertura finita Vy,,..., Vy,
terfamos p(K) < Zle w(Vy, NK) =0.

No entanto, pela nossa hipétese, (Ve N K) > 0 implica pu(Bz) > 0. Como
B = UA temos que B, = UB,, ou seja, Bx é um conjunto invariante pelo fluxo
¢*. Como p é ergddica pela agao desse fluxo resulta que p(Bx) = 1.

Afirmo que isso implica que p estd suportada em uma 6rbita periédica. Com
efeito, note que todo b € B = AU é da forma

52



Portanto, se x = gI' € X entao

_Ja B+at]a b] . [aa ab+d(B+a't)
utbm_[O a™! ]L d]r_{c/a d/a r

Pelo Teorema de Poincaré temos que existe ¢ arbitrariamente grande tal que usbx ~
bx. Como I' é discreto isso s6 é possivel se u;bgl’ = bgI" e portanto a orbita de x
é periddica. Como = é um ponto tipico para a medida u isso prova que u esta
suportada numa érbita periddica, com queria demonstrar. ([

5.4. Calculando a deriva. De agora em diante vamos assumir que g nao estd
suportada em uma drbita periédica. Aplicando o Lema 5.2 obtemos uma sequéncia
gn — id, com g,, ¢ B tal que g, K N K # ). Por simplicidade de nota¢do vamos es-
crever g = g, deixar subentendido que g poder ser tomado arbitrariamente préximo
a identidade. Fixamos também um ponto =z € K tal que gz € K. Escrevendo

_|a B
I [7 5]
temos que a,§ — 1 e 8,7 — 0. Como g ¢ B podemos assumir sem perda de
generalidade que v > 0. Com isso podemos definir A =y~ 1.
Lembre que nosso objetivo é demosntrar (5.1), onde a € A. Para facilitar as

contas vamos escrever
1+ S0 0
a =

0 (1 -+ 80)71

5.4.1. Fungoes auziliares. Dado s € R as seguintes fungoes de s irdo jogar um papel
importante no argumento.

D(s) = [ajs (a +Os)—1]’ Dis) = {a:)rs (oz—!—os)_l}’

Em particular, a = D(sg). Além disso, observe que sg > 0. O lema a seguir decorre
de um célculo matricial direto que serd deixado a cargo do leitor.

Lema 5.3. Vale que usng = D(s)uya(s)-

Observagao 5.4. Tomando g suficientemente préximo da id temos que

D(s) = D(s) e A(s) — d(s).
Além disso, a convergéncia acima é uniforme na topologia C' em restricio ao
intervalo [sg — 1,50 + 1]. No que se segue iremos escolher s; < sy < sz com
[81782] C [80 —1,s0 + 1]

5.4.2. Escolha das constantes. Como ¢ € CY(X) é continua de suporte compacto
podemos tomar uma constante C7; > 1 tal que C; > sup{|p®(z)|;x € X}. Seja
¢ > 0 escolhido arbitrariamente. Vamos obter (5.1) estabelecendo

(5.2) ‘/gpd,u— /gaadu‘ <e.

Para isso, vamos determinar o quéo perto da id o elemento g ¢ B tem que ser
escolhido.



Observe inicialmente que como sg > 0 existem &y e dy tais que se escolhemos
81 < 8p < 89 com 8o — 81 < & entdo

(5.3) d'(s)>dyp>0
Lema 5.5. Dado ¢ > 0 existe & > 0 tal que se d(g,id) < & e s3 — s1 < & entdo

dt) 4. &
A/(S) 501’

para todos s,t € [s1, S2].

Demonstragao. O lema segue diretamente da observagao (5.4) e de (5.3): temos
que A’(s) > 0 se s estd suficientemente perto de so. Logo, considerando a fungéo
continua (t,s) — ®(s,t) = d'(s)/d'(t) temos que ®(sg, s9) = 1 e (t,s) — d'(t)/A(s)
converge uniformemente & ®(¢, s) quando g — id. O

Lema 5.6. Dado ¢ > 0 existe & > 0 tal que se d(g,id) < & e s — 81 < & entdo
D(s) <
57

™) — p|co <

para todo s € [s1, 82] onde P®)(x) = o(D(s)z).

Demonstra¢ao. Como D(s) — D(s) uniformemente, como D(sg) = a e como ¢ é
uniformemente continua o lema segue. ([

De agora em diante fixamos 0 < £3 < min{&p,&1,&2} e escolhemos s1 < sg < $2
com s — 51 = &3. Com esta escolha vamos definir duas constantes que vao jogar
um papel importante no controle da deriva da parametrizacdo. Sejam o; = d(s;).

Com isso, definimos, para cada 2 € K uma nova fungéo auxiliar ¢ : [o1,02] = R
dada por

et P (Uuro)

W) = AT

Lema 5.7. Ezistem constantes 0 < £, < min{&;,&} e Cy > Cy tais que |[1]|co <
Cs, para todo x € K e para todo d(g,id) < &.

Demonstracio. Como A — d na topologia C! segue de (5.3) que o denominador
na definicao de ¥ é sempre positivo e afastado de 0 de maneira uniforme sempre s
esta suficientemente perto de sg. Pela escolha de &3 isto limita a norma C° de 1
por um miltiplo da norma C° de . (I

Observagao 5.8. O mesmo argumento usado na demonstracdo nos permite es-
tender o dominio onde 1 é bem definida. Em particular, podemos assumir que
¥ [A(s1),A(s2)] = R estd bem definida.

Finalmente, para completar a escolha de constantes seja 0 < &5 < &4 tal que se
d(g,id) < &5 entéo

(54) 202HA — d||co < 0.2e&3.

5.5. As quatro estimativas. Vamos obter (5.2) por um argumento de inter-
polacdo que vai no espirito do que foi descrito durante o inicio desta secao.



5.5.1. Etapa 1: um lema de reparametriza¢ao. Vamos descrever aqui um lema geral
sobre convergéncia de médias temporais ao longo reparametrizacoes lineares de
trajetérias por um fluxo.

Lema 5.9. Sejam (X, 1) um espago de probabilidade e ¢ : Rx X — X um fluzo tal
que o sistema (¢, n) € ergddico. Entao, dada ¢ € Ll(u), para p-quase todo ponto

x € X dados s1 < s2 vale que
s2
/ so(%(x))dt:/sodw

51

lim
A—o00 89 — 81

Além disso, se para conjuntos K C X e F' C Ll(y) as médias de Birkhoff convergem
uniformemente a média espacial para x € K e ¢ € F entdo o limite acima também
€ uniforme restrito a K e a F.

Demonstracdo. Fazendo a mudanga de varidvel r = A\t vem que
S2 1 52/\
| ston@nde=3 [ plor@nar

S1 1)\

Por simplicidade denote pu(p) = J ¢dp. Como

[ etontentr = 22 [ cto,wnar = 25 [ ptonaar

)\ A 827)\ 0 S1 )\ 0
obtemos

| (6 (@))dt = 5201() — 5171(¢),

que é a férmula desejada. A afirmagdo sobre a uniformemente da convergéncia
segue também do mesmo argumento. ([

Aplicando o resultado anterior no contexto em que estamos obtemos

Corolério 5.10. Eziste 0 < & < &5 tal que se d(g,id) < &g entdo

1 52 €
o(usrgz)ds — [ odp| < =
S2 — 81 5

S1

1 72 €
/ P (ugrgx)do — /w“du‘ <z

09 — 01 o1 5

5.5.2. Etapa 2: comparando médias temporais sem a deriva na parametriza¢ao. O
lema a seguir segue diretamente dos Lemas 5.3 e Lema 5.6.

1

Lema 5.11. | fsslz p(usrgr)ds — 8;31 f:f goa(uAA(s)x)ds‘ < £

5.5.3. Etapa 3: aproximando a deriva na parametriza¢do. Agora vamos considerar
a média temporal com a deriva na parametrizacgao igual A(s).

Lema 5.12.

_1 s 1 o *(uro )
S2—s51 fsf wa(u)‘A(S)x)dS T sa—s1 faf |AL€(A—A1(U))‘dO-‘ < %

Demonstragao. Fazendo a mudanga de varidavel o = A(s) obtemos

So A(Sg) a
. 0 (uro )
" (ura(s)z)ds = / ————————do.
/ (Wawe) Ay 1A (A1(0))]

s1



Observe que o integrando do lado direito é a fungio ¥ (o) apresentada acima (veja
a Observagao 5.8). Portanto nosso objetivo é estimar

A(s2) d(sz)
/ 1/1(0)d0—/ P(o)dol| .
d

A(s1)

Como A — d, usando (5.4) a quantidade acima pode ser estimada por

< |A(s1) = d(s1)[[[Y]lco + [A(s2) — d(s2)[|9 ]| co
<2[|A —dl|co[¥llco < 0.2¢&3.

Como &3 = so — s1 o resultado segue. O

5.5.4. Etapa 4: comparando a média temporal com as duas derivas. Agora vamos
estimar a média do observavel ¢, o qual leva em conta a deriva transversal, con-
siderando também a deriva da parametrizagao.

1 f@ P (urox) do

Lema 5.13. sa=s1 Jou TATAT()]

— ot [T e (unew)do | < £

Demonstragdo. Usando o teorema do valor médio temos t € [s1, 2] tal que
oy — o1 =d (t)(s2 — s1).

Logo, se escrevermos o = A(s) entdo

|02 — 01 — A'(A(0))(s2 — 51) _ ‘ d'(t)
|A(A=L(0))|

Portanto, aplicando o Lema 5.5

1 7 9"(uro) 1 /62 o
/1 N do 3 0 (urox)do

S9 — 81 (O’))| 09 — 01

< (52 — 31) o9 — 0’1) /
R e R EE

(02 —01)

mwa(umﬂi) — (52 — 51)9"(uro)| do

|A(A~(a))]
)||s0||c ( s2 — s1)(02 — 071)

IN

1
(
1
(82 — 81)(0'2 — 01
1
(

(s2 —s1)(02 —
€

. ]
5

A

5.5.5. Prova da Proposicdo 4.1. Combinando o Corolario 5.10 com os Lemas 5.11,5.12
e 5.13 obtemos imediatamente (5.2). Como & é arbitrdrio isso implica (5.1) e de-
monstra que a medida p € invariante pelo fluxo ¢®. ([l
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